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А. Г. Назаров, чл-корресп- АН Ара. ССР

К определению импульсивных функц
(Представлено 12 III 1947)

Определение импульсивных функций как некоторых операторов, 
данное Дираком и развитое нами, страдает некоторыми недостат
ками (1,а,։).

Здесь мы пытаемся определить импульсивные функции, как спе
циальным образом подобранные функциональные ряды, свойства кото
рых лучше изучены.

о I п ։
Класс функций Г (х;е), подчиненных условию:

b > О

J/R ~\S՜’ ° 1 ° •1. V  Г (7j; £)drj = 1, s = n
(։֊։)! =0, зфп (О

а <0 ~

и в остальном произвольных, условимся называть правой протяженной 
единичной импульсивной функцией п-го порядка.

1 I П I 0 I П )
Класс функций Г (х;е)=« Г (—х;е) назовем соответственно левой 

протяженной единичной импульсивной функцией п-го порядка.
На основании (1) должно иметь место:

b >0 в
г /к 1 ։ । п।

lim | УУ__?'___.Г (T?;e)dTj=l, S=n (2)
(s 1)! _q s^n.

a < 0

I •
В тех случаях, когда не будем делать различия между I и Г, мы 

будем применять символ Г.
Из (1) и (2) следует, что в общем случае

х 
с ml la-il

J г (q; «)<И = Г(х;«) (3)

a < О
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Обратная операция
I п I 

иг (х;е) 
* их

I л + )
= Г (х; е) (4)

1 ” 1вообще говоря не имеет места. Мы ограничим класс Г (х;е) таким об
разом, чтобы всегда имело место (4). В дальнейшем будем считать это 
условие выполненным.

Примеры протяженных импульсивных функций.
1. Нетрудно убедиться, что

(]п —£ 1 Л1 01 . I ։ 1 п <— аге!® — = у Г (х;։)+у- Г (х; е) ,
О < х < к

г|о р 2 1 о I п | ] ! I п |֊-3 = -֊Г(х;е) + 4г(х;е).

1+ е։

1 I 1 |
2, Рассмотрим функцию Г (х; е), повсюду тождественно равную 

нулю, кроме интервала (—е, 0), где она принимает, например, значение

— . Тогда, как нетрудно убедиться, на основании (2):

Г 11»I
-тг Г Г (хЧ-е";е£ I ]

։ ։ 21 1 I 2 ।
= Г(х;гЧе") = Г (х;е),

1 г 1 ‘2 ։ 1(21 1 1131 1*31И Пх4-е")-Г(х;еЧ-Е ) - Г (х;£'+е"+Г) = Г(х;е), (5)

и т. д., причем эти функции тождественно равны нулю повсюду, за 
исключением интервала (—е,0).

При дифференцировании же мы не получаем протяженных импуль- 
1111синных функций высшего порядка при принятом Г (х; е), но, если ука- 

1 1 п I
занным здесь путем построим Г (х; е), где п достаточно велико, то в

результате интегрирования получим Г(х; в), при к < п, допускающее диф
ференцирование столько раз, сколько это необходимо, т. е. всегда 
можем удовлетворить условию (4).

Пусть еп е2, . . . ... исчезающая последовательность.
Тогда ряды

I П । I П I г | Л | I п I 1
Г (х)= Г(х;е1)-|- ( Г (х;б2)—Г (х;£,)] + • • •

I п ՛
Г(х (б)

соответственно назовем правой и левой единичными импульсивными 
функциями п-го порядка. Они повсюду тождественно равны нулю, кроме, 
быть может, точки особенности х=0.

12



Из определения следует
«1 

_аг(х)_ 
йх

1“+։ ։ \ |п| ю-1

(х); Г (х) (1х = Г (х).

а < О

(7)

В частности"
к
Г •։ I И О
I Г (х)дх = Г (х)=0, 

а О = ’
X - О

х > а;
х<0 
х > О

(81

условимся называть соответственно правым и левым разрывным мио
жителями.

Докажем, что
I п ։ (|] __ 1 1 1 ■ и - 1Л I

хпТ (х)=(—1 )։и .-----------г-, Г (х) при т < п' ' » (п—т—1)! ' г
I п |

хгаГ (х)="0. при т>п. <9)

На основании (1), (2) и (6) имеем:

I п ।
---- Г 0?)(117= 1, 8 = п (10)

* а < и

Возьмем от (9) р—кратный интеграл

7(ь-^р * 1 т 
(р-1)!

• Изображение импульсивных функций в виде бесконечного ряда представ
им

ляется своеобразным переходом к пределу для получения из Г (х;е) импульсивной
I П I

функции Г (х). С этой точки зрения интересно отметить, что для последовательности 
функций 5։=н1։ $։= ,8к =и։ +и3 • • • 4-ик бесконечный ряци։4-и։ ------- |-ик + •--
можно рассматривать как 5о>, где и» —трансфнннтное число. Последовательность 
(Би ) находится в движении, соответствующий же ей ряд есть нечто завершенное, 
застывшее. Если (5к )—исчезающая последовательность, т. е. бесконечно малая ве
личина, то Би։ с рассматриваемой точки зрения есть актуальная бесконечно малая 
величина. Так же можно трактовать и актуальную бесконечно большую величину

I а | 
г

Произведем замену
т/П1 = |(17-Ь)+Ь|"1 ,

т
(рЧ-т— I)!

(Р-1)! .1
а

' 0))<Ь) 4֊
(р+т

П1Ь I П I

(р+т—2)!
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I п I
Г (Т))(1Т(.

На основании (10) и при Ь—0, в силу его произвольности, когда
р4-т=фп, А=0. а при р4֊т = п,

А=(֊1),п

что и требовалось доказать.
Следствие 1. Если Цх) разлагается в ряд Тэйлора, 

то 
IИI I п | п__ л I п-1

Г (х—а)!(х)=Ца) Г (х—а)-- —у— 1'(а) Г (х —а) 4- ՛ • •

П - ГП . т(п— I) . .
(и—т)!

1 п-1 1 11 I
((а) Г (х—а).

. (П>

В частности,

Следствие 2.

Г (х—а)1(х)«Г (х—а)На). 

(Формула Хевисайда-Дирака).

| Г (х—а)!(х)бх =(— 1)
—ос

। п-։ । 
Г (а). (12)

Функцию т'(х) со счетным множеством точек разрыва первого рода 
можно представить, как

°° 4֊ О ОО - I 1 I
<р(х)=ф(х)+ 2 ок Г (х—ск )— Е ок Г (х—ск ), 

к=1 к-1
где ф(х)—непрерывная функция. Если последняя допускает производ
ную, то*

• Символ [ ]' означает, что производная взята н контурном смысле.

6|ф(х)| г , . 00 +о ц| со _ ։ 111
= №х)) =Ф'(Х) 4- 2 он Г (х—ск) — 2 ок Г (х—Си )

ах к~1 к = 1

будем называть контурной производной от <р(х). Аналогично состав
ляются контурные производные высших порядков.

дВ частности, можно установить, на основании (9), что
с1п_ _  . > п I ։ 0-1 |

1Г (х—а)((х)]=Г (х—а)1(а)-|-Г (х—-а) Г(а)4֊

I 1 I Iи—1I 1пI
4- Г (х—а)((а)4-Г(х-а)Г(х). (13)

• • •
Л кратное интегрирование этого уравнения приведет к разложению 
в ряд Тэйлора с точным значением остаточного члена.
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Наглядную геометрическую интерпретацию контурной произвол*

ной можно дать, если иметь в виду, что df(x Ч-€) 
dx

df(x+£) 
d{

Т огда
ф(хЧ-Д£)—ф(х) ,,, чlim . _ = Ф(х) и т. д.

де —о
и

=г՝^е)

[Г (х+2Д0-2Г(х+А0+Г(х)]= Г(х; ДО

из»

(14)

и т. д., т. е. условие (4) выполняется автоматически. Сравнить также 
(13) и (14) с (5).

В заключение отметим, что на фоне распределенной нагрузки 
импульсивные функции изображают некоторые сосредоточенные обоб-

< 11 < 2 I
•ценные силы (4). В частности, Г (х—а) и Г (х —а) означают единичные 
сосредоточенные силу и момент, приложенные в точке х = а.

Обстоятельство это облегчает решение некоторых задач техники 
с разрывными функциями.

Институт строительных 
материалов и сооружений 
Академии Наук Арм. ССР

Ереван, 1947. март.
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A. G. Nazarov

On the Definition of Impulsive Functions 
a

In this work the definition of impulsive functions as particularly selected func- 
iional series is given. The differenlation of membersand integration of the<e series lead*  
to an increase or decrease of the impulsive function order.
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