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VII

МАТЕМАТИКА

О метрических признаках полноты системы полиномов 
в неограниченных областях

(Представлено А. Л. Шагиняном 18 IV 1947)

А. А. Шагиняном был доказан ряд теорем о полноте системы 
полиномов в неограниченных и в нежордановых областях (։). В ука
занных теоремах были приведены метрические критерии, предельно 
точные в первом приближении, для полноты системы полиномов как 
в смысле равномерно-весового приближения, так и для приближения 
в среднем.

В настоящей заметке мы приведем уточнения указанных теорем 
При этом пользуемся двумя вспомогательными теоремами. Первая 
из них принадлежит Т. Карлеману, а вторая получается методами теории 
целых функций (*).

1. Пусть Р = ф(г)1>0—непрерывная, монотонная, бесконечно возра
стающая при г — ос и дифференцируемая функция от г(г>г.>0), 
а г = ф(р) — обратная функция.

Пусть далее, { тп } — некоторая последовательность положитель
ных чисел и

Т(р) = max 
П > 1 mn

(р>0). (I)

Функция Т(р) непрерывна, монотонно возрастает и стремится к беско
нечности вместе с р (2).

Теорема I.* (Т. Карлеман). Если Е(>у) голоморфна в полупло 
скости 1т\у>0 и при п = 1, 2, 3 . . .

т,.
[<И01п (Г = I w | > гв). (2)

В формулировке А. Островского.
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тогда для тождества F(w) = 0 достаточна расходимость инте
грала

□О

/ Jog Г(р) . d? • (3)

ф(г»)
Условимся говорить, что функция Р(р)(О<:р р ■< ОО ) принад- 

лежит к классу А, если существует непрерывная, дифференцируемая 
функция Р0(р) такая, что

1) Р(Р)>РО(Р) при р>р1>ро
2) функция рР0 (р) не убывает и

ПтрР'(р)= 4-оо.
о —* ос՝

Если Р(р) с А, тогда интегралы
<х> 
с —Р(р)

Мп = I е Рп dp (п = 0, 1,2. . . .) 

существуют.
Обозначим далее

• рп
Tk(p)= шах -7^== , 

уМйп+к

(4)

(5)

(5՛)

где к 0 любое фиксированное целое число.
Георема 11. Если Р(р)сА, причем для соответствующей функ

ции Р0(р) интеграл
ОО

I Ро(р) |ф(р)]՜3՛

?>

расходится, тогда расходится также и интеграл
по
/ '«* Ь (₽) <1р . (7)

₽1
2. Пусть неограниченные односвязные области Gi (1«=1, 2, . . . , п) 

п
не имеют общих точек, и внешность области О= 2 С։ содержит угол

с раствором ֊2֊ а Обозначйм через е ^'՛ 1 линейную меру 

дух, отсекаемых областью О на окружности радиуса р с центром в на 
чале координат.
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Пусть функции Ь (г) (I — 1, 2, . . . , л) голоморфны в соответ
ствующих областях (1=1,2............ п) и удовлетворяют условиям:

Гр (г) Iг; <1г |2. п>. (в)

С|

Доказывается
Теорема ПЦ. Если для областей О, (1 = 1, 2, . . . , п) функция

Р(р) принадлежит к классу А, причем для соответствующей 
ции Р„(р)

Рв(р)

функ-

(9)

тогда будем иметь

1п1 | Ь (г)-Р(г) ( ’ 1 бг |

I е Р| | (г) | ’б®] < 4- со(]= 1, 2, .... п)

= О. (10>

где (Р } —всевозможные полиномы.

3. Пусть кусочно гладкие неограниченные линии (] = 1, 2, . . п) 
не имеют петель, взаимно не пересекаются и каждый из них только 
одним концом удаляется в бесконечность.

Допустим, что начиная с некоторого ?— | т | ро , длины дуг 3; 
линий Ь, являются однозначными функциями от р, при этом

(1(7,
бр <' В, где В —постоянная, не зависящая от р.

Предположим теперь, что на линиях к,- заданы вещественные функ- 
ции р)(2)(]=1, 2, . . . , п), принадлежащие к классу А с соответ
ствующими функциями Р^ (р) (1=11 2........... п).

II

Теорема /V,. Пусть внешность линии к= - Ц содержит неко- 
1=1

торый угол с раствором — )) , и интегралы

՝ о -1,2.............и»
р1 +“

(И)

расходятся. Для любых измеримых функций !։ (г), заданных на 
линиях к( , для которых

(12)
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имеет место равенство

и
inf (13)

j

где {Р } — всевозможные полиномы.
Теорема П12. Если известно, что все области (л теоремы ИЦ 

лежат внутри некоторой параболы, то (10) имеет место при

Р., (Р> dp = 4֊ со • (Н)

Теорема 1\/'2. Если известно, что все линии Ь, теоремы /1/։ ле
жат внутри некоторой параболы, то (13) выполняется при

о п). (15)

Заметим, что если при р р

Р(р)' igp • lg2P • • • 1g” Р (16)

где p=lg(|g“-։p) , n > — любое целое число, то Р(р)'~А, Р„ (р) = Р(р)м

4. Пусть бесконечная односвяэная область О лежит внутри неко
торой полосы | У.щ г | а и топологически эквивалентна ей. Обозначим

—Р(р> ' _через, е линейную меру дуг, отсекаемых областью О на окружно
сти радиуса р с центром в начале координат.

Теорема I/. Пусть для области О Р(р) с А, причем для соот
ветствующей функции Р։, (р)

ос

(17)

Тогда для всякой голоморфной в G фунции f(z) с конечным инте
гралом 

Л *
J J | f(z) I ’ I dz ) ’

G
будем иметь՛.

inf J J | f(z) - P(z) I ’ | dz | »=0. 
G
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Обозначим через (}, , бесконечную область, топологически экви
валентную бесконечной полосе, лежащую во внешности А, л некоторых 

к
углов “ и с вершинами в точках а и Ь вещественной оси (черт. I).

Теорема 17g. Пусть для области Гп.в функция Р(р) удовлетво
ряет неравенству

Р(р)> (18)(р > Pt).
Igplg2? ... 1g"р

Черт. 1.

где ш = тах (а.р), а п I—произвольное целое число. Для всякой го
ломорфной в О»,8 функции 1(г), для которой

J
JJ | f(z) |3 ( dz |’< + »,

имеет место равенство 
ъ л*

inf I I | f(z) - Р(z) I I dz | * = О.
(jn.fi

5. Пусть кусочно гладкая неограниченная линия Ь, не имеющая 
петель, лежит внутри Аай и обоими концами удаляется в бесконечность. 
Допустим, что начиная с некоторого р — } г | > рв длина дуг обеих 

ветвей линии Ь суть однозначная функция отри 0В, где 
«Р 

В—постоянная.
Теорема V/*. Если на линии Ь задана вещественная функция 

Р(г)^А, удовлетворяющая условию (18), тогда равенство

inf I е~Р(г) I f(։) - P(Z> I ։da=0

L
выполняется для всякой измеримой на I. функции i(z), для кото
рой интеграл

I е | f(z) I 3da
L

существует,
7



Л 
общим.

случае, когда, «=£ = 1, условие (18) можно заменить более
условием (17).

6. Пусть односвизная об
ласть О0 топологически экви* 
валентна области, ограничен
ной двумя внутренне-соприка- 
сакщимися окружностями. По

местим начало координат в крат
ной граничной точке 0. Допу
стим, что граница области в не
которой окрестности начала со-

стоит из четырех дуг к4, Ь։’и Ь
ь4, удовлетворяющих следую
щему условию:

и Ь3 и соответственно к2, 
и 1_4 в точке 0 имеют общие 
касательные, образующие угол

ОО

Черт. 2 Обозначим через е ~Р^линей-

3»

О

ную меру дуг, отсекаемых об
ластью О0 на окружности | г | =р.

Теорема VII. Если для области О0 функция Р(р) удовлетво
ряет неравенству

Р(Р).

при о Ро-

Р 

тогда равенство

!п! ] I I ։<2) - Р<г)։ I & I 
о/

■ =0

выполняется 
интеграл

олн всякой голоморфной в функции, для которой

I)
существует

Заметим, что теоремы, приведенные здесь, значительно уточнить
нельзя, потому что, как показал А. Л. Шагинян (’), при сходимости 
приведенных интегралов полнота, вообще говоря, не имеет места.

Сектор математики 
Академии Наук Ары. ССР

Ереван 1947, март.
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մ. մ ջրբաշյան

■ԼՏսօւՏմ՚ւսնւօփոկ «իրույթներում* պոփնոմ^երի ոիո«ե«քի |րի^ությ»|
նէօ6ևր|ւ ifասէհ

Ներկա հա^վաեոլմ րերվո^մ են Ա. Լ. Շահինյանի կողմիղ անսահմանանակ աիրո^յթ - 
ներում .ղո փնջերի չր^ութ/ան համար սաացվաե մ է շարք հայաանիյներք,
րնդ{այնուէեերրՀ է

M. M. Jlrbashian

On the Metrical Criterion of Completeness of the System of Polynomials in 
Unlimited Domains

In the present paper an expansion of indicators is given, which has recen
tly been received by A. L. Shahiman f1) on the completeness of the system of polyno
mials tn unlimited domains-

According to this, two auxiliary theorems are used; the first belonging to Carle
man while the second is received by the methods of entire functions theory (*).

Using these theorems among others we prove, for example, the follow ing theorem.
Let unlimited simply connected domains Gi (i = l, 2. . . , n). have no common 

points. Suppose dial the exterior of domain G=1G| contains an angle with an open 

~ \ T <a<oc)* *-e< us mark by e ^0| ihe sum of those arcs of circumference 

j z | = p which are 
Let functions 

and integrals

included in domain G.
fifz) (i = 1,-2, . . n) be holomorph in domains Gi respeciivelv

J J I fl <z) | ’ I dz | • (1=1, 2, . . n)

are Unite.
Theorem. If for domain G ihe function P(p) holds the following conditions,
1) There exists a continuous differentiable function P0(p) such thai Pfp) > Prt(p) 

when p > po ։

2) The function pP0 (p) does noi decrease and lim p P ((p) = + 00 •
0 GO

3) dp= 4- »,

ihen we have 

fi (Z)- Pfz) | ’ | dz I a

where {p } is all possible polynomials.

Note that the theorem is true If

P(P) igP >g?P • ■ • *gn P fp P,)’



where 1g ? — Ig (Ig p) and n > 1 is arbitrary integer. It is impossible to correct consi

derably the given theorems further <■).

ЛИТЕРАТУРА

1. Д. Л. Шаг и huh. ДАН СССР. 14, М 2, 1944; 15, № 2, 1944. 46. Ml, 1945.
2. С. Макдельбройт. Квазианвлитичесжне фуннцин, Москва, 1937. 3. А Л. Шагинян. 
ИАН Ары ССР. 5. М 4, 1946.


