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(Представлено А. Л. Шагиняном 15 III 1947)

1. Известно ( ), что для равномерного приближения полиномами 
ограниченной замкнутой области □ к функциям, аналитическим в об

ласти О и непрерывным вплоть до контура, необходимо и достаточно, 
чтобы дополнение .к Э состояло из одной области, содержащей беско
нечно удаленную точку.

1

В случае, когда область О ограничена аналитической кривой, 
установлено (2), что скорость упомянутого выше приближения, т. е. 
нижняя грань выражения

тах_| Цг)—Рп (г) |

по всевозможным полиномам степени <1 п, зависит от поведения функ
ции 1(г) на границе области О, и будет порядка С . п , если Цг) имеет 
контурные производные порядка р4-1.

В настоящей заметке рассматривается общий случай областей 
ограниченных неаналитическими кривыми.

Теорема 1. Для любой, как угодно медленно монотонно убы
вающей функции ср(п) существует жорданова область О и функция 
Кг), регулярная в О, непрерывная в б. имеющая контурные произ
водные любого наперед заданного порядка, так что для доста
точно больших значений п выполняется неравенство

max I f(z)—Pn (z) | > ?(ո) 
z£D

для всевозможных полиномов степени п.
Замечание. В этом случае, очевидно, медленность приближения 

следует приписать исключительно плохому поведению границы области, 
являющейся, однако, жордановой.

97



Пусть ог(^т) означает плоскую меру той части дополнения к □, 
которая расположена в кругу радиуса Г с центром в точке С

Теорема 2. Если жорданова область □ такова, что для неко
торой ее граничной точки выполняются условия:

1, Существует луч, исходящий из точки и не пересекаю
щийся с областью □,

2. При достаточно малых значениях г и для некоторой, мо
нотонно возрастающей к бесконечности при г -* 0 функции ф(г) вы
полняется неравенство

то для любых полиномов степени и и для достаточно больших
значений п

тах_| !(к)֊֊Рп(г) | > [ф 1(п)]\с_СОп51.).

I ։(г)֊Рп (г) I 2дхёу > | !(г)- 2 Ск Рк (г) | Мхс1у,
в к 0

где Цг) аналитична в О, непрерывна в О и имеет контурные произ
водные любого наперед заданного порядка.

Замечание. Теорема 2, таким образом, дает возможность оценить 
количественно, как влияет ухудшение контура на скорость полино
миальных приближений при сохранении тех же предположений относи
тельно достаточно хорошего поведения функции на границе области.

Теорема 3. Для любой, как угодно медленно монотонно убы
вающей функции <р(п) существует функция 1(г), регулярная внутри 
единичного круга, непрерывная вплоть до контура I г | =1, такая, 
что для любых полиномов степени п будем иметь

тах | Цг)—Р (г) |
I г ! < 1 •

ср(п)

для достаточно больших значений п.
Замечание. Из условий теоремы следует, что, в противополож

ность теореме 1, в данном случае медленность приближения следует 
отнести исключительно за счет плохого поведения самой функции на 
границе области.

Доказательство теоремы 1. Для любой жордановой области 
В и любого полинома степени п,—рп (г), имеем

И
где полиномы обладают тем свойством, что

Ри (г)Р.(г)(1х(1у =



т. е. являются ортонормальными по В, а 
I

Ск = Г Цг)Рк (г) С1хс1у,

В
к =0,1,2,... 

»

Пусть область В содержит круг радиуса 2г и сама содержится 
внутри единичного круга.

Применяя принцип максимума, не трудно показать» что

। рп(г>к (—)" <1И <>)•
Система полиномов не полна в кругу | г | <С р с разрезом вдоль 
аг§2= 0, следовательно, существует отличная от нуля нижняя грань 
выражения 

р 2П 
ЯР*1/։

|г ~ <21։ (2) I 2 рбрбср > ар > о (р-фикс.) 
о о

относительно всевозможных полиномов любых степеней; вычислим это 
выражение, которое будет являться, очевидно, функцией р, — «Р = хР (р).

Преобразование м = дает
ср вк • р а«
/• Г 2р+3 /* /* Р+1/**I р I)/ —Рт(*) I мФ= С I рар I | ги 2 _рю(г) । чФ,

• о о •

1 откуда, полагая С = — , не трудно вывести, что
Р

3+2р
®р(р) = ®р(ОР ; аР(1)<«о(1),

где а0(1) = а0-г-абсолютная постоянная.
Определим теперь целые числа к։, к։, к3, . . из условий:

1. Ф(кп )
—3(р-}֊1 >п

2
к.,<к кп I

и доложим для краткости

—Зпк"+ •

Перейдем к построению области О.
Через По обозначим круг | г | 1 без полуполосы:

через О։ круг | г | < 1 без двух полуполос:
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через О. круг | г | < 1 без трех полуполос:

I у I < Ч х > о
и т. д., наконец, через От—область, получающуюся из единичного 
круга выбрасыванием П14-1 полуполосы

I у | < Е.п-1 , X > 1 . .; | у | < г™, X > 0.

Пусть О = О0-+-О։-|- . . . ; через Ст обозначим

круг | г | < без полуполосы | у | < Ет, X > 0,

а через Ит—ту часть полуполосы | у , х< Ет, х >0, 

которая заключается в кругу | 2 | < 7֊— .

Покажем, что для любых полиномов

I (2) I :бхбу > ар 1)2
—т(3+2р)֊1

От
Действительно, если бы имело место обратное, то, замечая, что

/' Г . Р /- г» , \ । 91 .1 ( _т+2\кга+1 —т(3+2р)-тII | г \1г — Ркт+։(г) I I 2йхбу < тез КД 2 ) < 2 

I г₽\/2՜—Ркт+1(г) | 2бхбу 2 3(р + ’)т> ср(кт)> ^(кш+|). 

ь

Пусть существует последовательность чисел ^тр * такая, что 

I Г | гРу/г — Ртп (г) | -бхбу < ?(тп ),

мы имели бы
I] । — Ркт-։ (г) | Мхду С ар (1) 2 т<3 2р>=а₽

। 2 ’ < от

чего не может быть согласно определению чисел аР ^2^ 

Но, при любых т=0, 1, 2, . . . имеем

Ст £ О։п £ О,
поэтому

и
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Выберем кч так, чтобы кч гп п к 4. ։ .
Имеем очевидную цепь неравенств

I I I 2^2 - Ртп(г) | -Мхду 

О

гР\/г — Ркч+։ (г) | ’ёхОу >

> ?(кч) > фОМ, 
что противоречит сделанному допущению. Заметим теперь, что

гпах | гРу/г — Рп (г) I *С > 
2 00

I I | г Р\/г — Рп (г) | абхбу > ?(п), 

О 
откуда и следует, что

тах |

Доказательство теоремы

чр(п), п>п 

2 аналогично приведенному выше доказатель
ству, причем, за функцию 1(2) достаточно взять 

. - , РН֊*/։

где р—любое целое число.
Таким образом, в случае областей ограниченных неаналитическими 

кривыми на скорость приближения влияют два фактора—с одной сто
роны, граничные свойства аппроксимируемых функций, с другой сторо- 
ны- свойства самой области.

2. Рассмотрим функцию 1(2), регулярную в | т | <С1, ряд Тэйлора 
которой абсолютно сходится на | г | =1 и имеет лакуны:

СО Пк ОО

Цх)— 2 Эк г , I ак | <С оо .
к=о к=о

Обозначим
ОО
2 | аК I ։«<р’(р).

к = р+1

Теорема 4. Если существует 1, так, что ,п0 &ля
любого полинома степени п:

тах | Т(г)-Р„ (г) ; > с Д .

Замечание. Оценка в теореме точная, т. к. для некоторых 1(г) 
знак равенства имеет место для всех п.

Оценим теперь скорость приближения в терминах модуля не
прерывности.

Пусть функция ((г) регулярна в | 2 | <0, непрерывна в | г | < 1, 
а ш(3) означает ее модуль непрерывности. Имеет место
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Теорема 5. Для любого полинома степени п:
р = шах | Цг)— Рп (г) I > тах [ ш(о)-п . 5 ] . 

п |г | <1 • о< й <1 1
а 

1—з
В частности, если <о(8)^8“ (0 <а < I) имеем рп > п — неравен
ство, при достаточно малых а близкое к известным уже неравен
ствам, а при

w(8)s ----------՛--------р
» Inin ... In —-------- -------- о 

к
имеем

Теорема 3 является, разумеется, простым следствием любой из 
теорем 4, 5-

3. Пусть области D։ и D, типа, описанного в начале настоящей 
заметки, имеют только одну общую граничную точку А.

Доказано (3), что каковы бы ни были функции fj и f, регулярные 
в Dj и D2 соответственно, непрерывные вплоть до контуров и прини
мающие в А одинаковые значения, величина р(п) —* 0 при п — оо, где 
через |Цп) обозначена нижняя грань выражения

max 1 11Ц)—Ро (z) I 4֊ max | f,(z)—Pn (z) |
z£D։ z£D,

относительно всевозможных полиномов степени п. т. е. доказано, что 
возможна одновременная аппроксимация в и О3 .

Для любой монотонно убывающей к нулю функции ср( п) и любого 
целого числа р можно построить пару областей 0։ и с одной общей 
граничной точкой и функции Цг) и 12(г), так, что скорость приближе
ния в к 1։(г), равно как и скорость приближения к 1,(г) в Э։, будет 

—Рпорядка п , однако, скорость одновременного приближения в О։ к Цг), 
а в к Цг), т. е. величина р(п), будет удовлетворять неравенству 
|1(п) > <р(п). {4П2

Этим доказывается, что в случае одновременного Приближения 
в двух областях, скорость этого приближения зависит как от свойств 
каждой из областей и О։ и поведения функций на их границах, т. е. 
как от скоростей приближения отдельно в 01 к 1։(г), в к 13(г), так 
и от третьего фактора—взаимного расположения областей.

Сектор математики 
Академии Наук Ары. ССР 

Ереван. 1947, февраль-
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и. Ն. ՄեՐԳեԼՅԱՆ

Փակ *իր0ւ jpGbrnuiT ւսՕա(ի*իկ <£օւ GկցիւսGbrիճ 
p m<[iTuiG quiiflj brnif ւՐո*Ա(ււս|ու in ring ու pjtuG <քւոօի1ւ

Ներկա հոդվածում քննարկվում է մէ խնդիր' կոմպլեքս տիրույթում ոչ
եդրադծերի դեպքում լավագույն մոտավորությունների կարգի մասինէ 

Ապացոլքված էք որ այս դեպքում լավագույն մոտավորության կարգը

անտյիտիկ

կաթված է
ինչպես տիրույթի եզրագծից, այնպես էյ ապրսքսիմ ա ցիայի ենթարկվող ֆունկցիայի այդ 
եզրագծի վրա ունեցած հատկություններից։ Գնահատված է նաև րանակապես եզրագծի 
վատացման ազղե ց ու թ /ունր մոտավորության դանդաղելու վրա։

Տ. N. Mergelian

On the Degree of Approximation of Analytic Functions by Polynomials in 
Closed Domains

In Ilie present paper we consider the degree ot the best approximation in comp
lex domains in case of non-analytlc contours. It's proved:

Theorem I. For every decreasing function ?(n) there exists the Jordan region D 
so that for every polynomial of order n and for some functions analytic in D, continuous 
n D and having contour derivatives of the given orderI 

max | f(zj —Pn (z) | > <p(n) 
z£D

Let e( C,r) be two-dimensional measure ol that part of complement of 1) which is 
included in the circle with a radius r and with a center at point C.

Theorem 2. Let the Jordan region D have a contour point Z® satisfying the 
՛ tollowing conditions:

1. There exists a ray derived from point '0 which does not intersect ihe region D
2. For sufficient small values of r

where փ(ր| —-ас monotonously as r — 0; 
then

max I f(z)~P„ (z) | 
z£D

for every polynomial of order n, and tor some functions having contour derivatives ot the 
given order.

Theorem 3. For every decreasing function ?(n; there exists a function f(z). ana
lytic in | z | < 1 and continuous in | z | < 1 so that

max I f(z)—Pn (z) I > ?(n)
I г I < 1

takes place for every polynomial of order n.
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