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МАТЕМАТИКА

Г. А. Амбарцумян

Стохастические процессы с двумя параметрами, нрнводяшие 
в пределе к нормальной корреляции

(Представлено А. Шагнняном 24 X 1946)

Если р0 (х,у) функция распределения вероятностей х, у, соответ­
ствующая моменту 1 = 0, и существуют пределы:

М . О . Ах,- М . О . Ay’i

Yij —о

О 2Ati

Ai i

2А՜

о 2At,

И ու
Дь ֊>0

Տ

— = о,

то существует плотность p(t,x, у) распределения вероятностей, для мо­
мента t 0 , удовлетворяющая уравнению:

^■=—х> у) - р (*•х- у)1 - х, у) .pit, х, у)]+

д2 д'1
+ 5х= fB"^՛х’ уТ ₽(’■х- уЛ + 2 5х<?у Х’ УТ Р'։> х- У)1 +

д1+ jr5 х, y).p(t, х,у)1(‘)

и обращающаяся в функцию р0(х, у) в момент t=0.
Рассмотрим стохастический процесс, определенный функциями

А1(х) = д1х+с1; А։(у) = агу4-с2; Bll = d1 >0; B22 = d2>0; B12 = R \ d1d2 , 
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что равносильно рассмотрению в дискретные моменты I; случайных 
переменных Х| , \| , определяющихся последовательно уравнениями:

С| ; Ду|=(й2у| \ *
где 

м . и. а> = м .0.^= о; М . о- а։2 = м . 0. >։2= 1.

м . о. х£,=2Ы; - - = R = 1.
' \ м .0 . »։а .м .0 . й՜
Тогда функция распределения вероятностей р(1, х, у), соответ­

ствующая этому процессу, будет удовлетворять уравнению:

У։ = —Кя։х+С։)р]~ ((ад+с^РЦ-а, ֊^а + ’

Р»(Х, у)=р(о,х, у),
и начальному условию 

где р0(х,у) удовлетворяет условию
сх?

ро(х,у )dxdy = 1

н некоторым дополнительным условиям, которые будут сформулиро­
ваны ниже.

Кроме того мы предположим, что p(t, х, у) -► 0 при х —* ± и 
у —► ± , быстрее всякой отрицательной стенени х и у.

Прежде всего полагая

p(t, х, y) = W(։).u(x,y), 
получим:

— Л1 
W(t) = e ,

где X—произвольная постоянная» а функция и(х,у) удовлетворяет урав-4нению эллиптического типа:

и сформулированным условиям для р(1, х, у) на бесконечности. 
Характеристики этого уравнения будут:

d։y—[R\Zd,d։ + i \Zd։։l.(l — R2) |х = е1 

d։y— |R \/d։d5 - i \ d։d,(l —Rs)]x«=c։,

так что введя новые переменные: 
_________

5 = d։y — R v/dji, x; = — v/d։d2(l—)x

66



или

получим уравнение для и(;,^):

где

. д2и , „ сРи Иц
А д? + А^՜ "*■( —а։։ + Вг; + С)^- + 

+(—Д 1- (л—Д]—а։)и=о։
/ •

ь
А=б։։с1։(1—R2) > 0; В= - (а,—а,) ;

■ ?1-К։
С=Ис։ \/а։(1։ —б,с։; 0=с։\Л1։<1:(1—R’). 

Полагая ах = а^ = а и

А- [(_,,:4-С)3 + (֊'М-О?)
• и(;, 1}),

для У(с, я) получится уравнение

д։У.^у р֊« (-,а§_|-С)з+(__^4.0)21
д? I А ------------- 4А3--------------- ] Х =°

При л= а(п4-т), где п, т = 0, 1, 2, ... .это уравнение имеет 
решение

где Нп и Нщ —соответствующие нормированные полиномы Эрмита.

Следовательно

где и <Ч) для выполнения условий при х — - оо, у -* х. 
Таким образом

Сит
п-0

р(1, X, у) = е 2</А [(-«г+О’+с-иг,+□)•’]
9

1

т = О
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Если функция

где =

Рф( } ։ — Ро* ■։ 1» /11)»

31 ункцииместо разложение

по функциям:

гй)Н„ (:,). Н,„ =

ОС ОО

Опт — Апт
ТО

֊2(^֊ +О)2(
р(*. х, у)= е

ИЛИ р(1, х, у) =

,«м* (■* )’+■?)’ - ,-%(* ^)(’+ -?)]

Ряд этот сходится абсолютно и равномерно относительно х, у, 
если равномерно сходится ряд ( * ). Переходя к пределу при !֊►<», 
получим поверхность распределения вероятностей при нормальной
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корреляции
Нт рО, х, у)=Р(х, у)=

—а^0о
2“\ б1ё2(1 — R2).

При любом значении 1^>0 получаются следующие значения для 
математических ожиданий:

С, / С- \МД)= м . о. х ч=---- + (М!0-}- -1 ) е ;1 а х а /

М։(0=м ,о.у= — £

а2М։(О = м. о. х2 =
2 С <2(1 

я.

а<1։—с/

Щ1) = м . О • у2

а2
с/—яс!2

«о

а„

а- «о

аб2—с22
<4

е

где МА М2°, МА No0 являются М • 0 . X, М.0, х2, М . О . V, м О . V3 «г
ирг 1=0.

- 4- (м^-М/2
а х 1

2и(
В։(0 = М . О’ X՜— (М . О. х)' =

м . о. ху—м .0.x . м . о. у
К(1)= 7՜՜՜ в,(7).в,(Г՜ ֊՜՜՜ =

= МДУа+Р е՜" —R у/уй *______________

\ [(м։°л-М։о։о+д,) е՜"'—(1։] [(Мз’д-М.о’а+а,) е՜"'-Н, ]
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Переходя к пределу, получим:

lini M,(t)= — -J- ; 
է -* ПО U

Jim Bj(t)= — —- ;
t -► с® d

litn N,(t)= - 
t - oo a

Urn B։(1) = - 4 
t - ОС U Ilm R(t) = RI -*

Ереванский Государственный 
Университет им. В. М. Молотова 

Ереван, 1946, сентябрь.

դ. i. ziwpupanmin,

Սրկու. upnгт*ГЬ««гНЬгпЦ u*n|uiune|t կ iqrngLutibr, nrnGf iiiuhtftnGnuf 

bli linrifui] կ nr Ь J tug ի ւսյի
iT

եթե tb տարկենք մի ստոիաս» իկ պրոցես, ո ր ը րնորււչվում ի էի ո ւն կրյ ի ան ևր ո վ'

.^2(>’) = մ¥4-Ը2; 8յւ = ժ1 >0; 3,2 = (յշ>0; = VևկՀ Հ

ապա որոշվում ի համապատասխան հավանականությունների բաշխման ֆունկ

ցիան ամեն մի է 0 համար, եթե p(C• X* }') ֆունկցիան տրված Լ։

եթե (-Ն ձգտում է ան и ա > մ ան ո լթ յ ան, գոյություն ունի սալմանը 1|Ո1 p(tj ’ X> \ ), ո[քը

ներկայացնում է նորմալ կորելացիային համապատասխանող հավանականությունների 
բաշխման ֆու ան։

G. A- Ambarzumian

Stochastic Processes with Two Parameters Giving in Infinity the Normal
Correlation

The stochastic processes with two parameters are considered in the case when 
the functions defining these processes are as follows;

Aj(x)= ux-f-Cj", A2(y) — -pCjj Bjj = dj > q; Boo = d2 > Oj Bjj=R 1/՜djd*,.

The probability distribution function p(t, x, y) for t > 0 is determined when the 
initial distribution p(o, x, y) is given. For t -•֊ <x> there exists a limit of pft, x. y) repre­
senting the equation of the normal correlation surface. The values of the moments of the 
first two orders are obtained. x
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