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Аннотация. Изучаются суперлинейные дробные уравнения p-Лапласиана
в RN с периодическим потенциалом. Когда нелинейности удовлетворя-
ют критическому экспоненциальному росту (субкритический полиноми-
альный рост или субкритический экспоненциальный рост) на ∞ без удо-
влетворения классического условия Амброзетти-Рабиновича, с помощью
теоремы о горном перевале и методов многообразия Нехари, в сочетании
с дробным неравенством Мозера-Трудингера устанавливаются несколько
результатов существования для решений основного состояния.
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1. Введение

В этой статье мы рассматриваем следующее дробное уравнение Шредингера:

(1.1)

{
(−∆)spu(x) + V (x)|u|p−2u = f(x, u), в RN ,

u ∈W s,p(RN ),

где p ∈ (1,+∞), s ∈ (0, 1), N ≥ 2, а (−∆)sp дробный p-оператор Лапласа:

(−∆)spu(x) = 2 lim
ϵ↘0

∫
RN\Bϵ(x)

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+sp
dy, x ∈ RN .

Предположения, накладываемые на потенциальную функцию V и нелиней-

ность f , будут перечислены позже.

В последнее время проблемы, связанные с нелокальными операторами, при-

влекают достаточно много внимания. Фактически, дробные пространства Со-

болева и нелокальные проблемы играют основную роль в изучении различных

наук, таких как финансы, проблема препятствий, фазовые переходы, опти-

мизация, волны на воде, конформная геометрия и минимальные поверхности.

1Это исследование поддерживается NSFC (№№ 11661070, 12161077), NSF провинции Гань-
су (№ 22JR11RE193) и Группой инноваций в области нелинейных математических уравнений
физики (№ TDJ2022-03).
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Изучение проблемы (1.1) с p = 2 было стимулировано отчасти поиском стоячих

волн для дробных уравнений Шредингера вида

(1.2) i
∂ψ

∂t
= (−∆)sψ + (V (x) + ω)ψ − f(x, ψ).

Волны обычно представляются в виде ψ(x, t) = e−iωtu(x), где u обознача-

ет действительную функцию. По этой причине f имеет вид сf(x, e−iωtu) =

e−iωtf(x, u). Фактически, (1.2) имеет особое значение в изучении дробной кван-

товой механики (см. [1, 2]).

В последние годы появилось множество работ, посвященных изучению про-

блемы (1.2). Например, с использованием различных вариационных инстру-

ментов, результаты существования или кратного существования решений сто-

ячей волны для (1.2) изучались в работах [3] – [13]. Хорошо известно, что

при решении таких задач компактность вложения Соболева не выполняется

из-за неограниченности области. Одним из полезных средств для восстановле-

ния компактности является взятие некоторого рабочего пространства со свой-

ствами компактного вложения, например, радикально симметричного функ-

ционального пространства (см. [10, 11]). Другой способ — позволить потенци-

альной функции быть коэрцитивной на бесконечности, что все еще приводит к

компактным свойствам вложения рабочего пространства (см. [5, 9, 13]). Авторы

[14] исследовали существование решений основного состояния, применяя вари-

ационный метод в сочетании с методом многообразий Нехари при различных

гипотезах о нелинейности и потенциале, когда V и f являются периодическими

и асимптотически периодическими по x на бесконечности.

Если положить s = 1, p = 2, (1.1) эквивалентно следующему нелинейному

уравнению Шредингера

(1.3) −∆u+ V (x)u = f(x, u), x ∈ RN .

В последние несколько лет появилось много классических работ, посвященных

исследованию существования нетривиальных решений, таких как [15, 16, 17] и

ссылки в них. В этих и многих других работах часто предполагается следующее

известное условие (AR) Амбросетти и Рабиновича [18] :

(AR) существует θ > 2 такое, что 0 < θF (x, t) ≤ tf(x, t), для любых x ∈ RN , t ̸=
0, где F (x, t) =

∫ t

0
f(x, s)ds.

Когда f(x, t) периодична по x, мы можем вывести, что существуют ξ1, ξ2 > 0

такие, что F (x, t) ≥ ξ1|t|θ − ξ2 для всех (x, t) ∈ RN × R. Это означает, что
36



СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЙ ОСНОВНОГО СОСТОЯНИЯ ...

задача (1.3) является суперквадратичной на бесконечности. Это неудовлетво-

рительно, поскольку есть многочисленные нелинейные члены, которые име-

ют суперлинейный рост в ∞, но не удовлетворяют условию (AR), например

f(x, t) = t ln(1 + |t|2).
Условие (AR) играет важную роль в доказательстве ограниченности после-

довательностей Пале-Смейла. За последние два десятилетия многие стреми-

лись изучить проблему (1.3), ослабляя условие (AR). Вместо этого они рас-

сматривали более слабое условие:

(WSQC)

lim
|t|→+∞

2F (x, t)

t2
= +∞, равномерно для x ∈ RN .

Очевидно, (AR) влечет (WSQC). Лю и Ван [19] первыми предложили условие

(WSQC), которое применялось в работах [20, 21]. В частности, когда σ(−∆ +

V ) ⊂ (0,+∞), Ли, Ван и Цзэн [21] установили существование решения основ-

ного состояния для f , удовлетворяющее некоторым подходящим предположе-

ниям и следующему важному условию типа Нехари:

(Ne) t 7→ f(x,t)
|t| строго возрастает на (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

Стоит отметить, что их результаты улучшили соответствующий результат, по-

лученный Рабиновичем [17] в 1992 году.

Вдохновленные вышеуказанными работами и совсем недавней статьей [22],

посвященной дробному неравенству Мозера-Трудингера, целью данной статьи

является исследование существования решений основного состояния для (1.1) с

1 < p ≤ N
s , где нелинейный член f(x, .) включает субкритический или критиче-

ский экспоненциальный рост (стандартный субкритический полиномиальный

рост) на бесконечности.

Теперь представим наши результаты: Предположим, что потенциал V (x) и

нелинейность f(x, u) удовлетворяют:

(V1) V ∈ C(RN ) 1- периодична относительно x1, · · ·, xN , и V (x) > 0.

(H1) f ∈ C(RN × R) 1-периодична относительно x1, · · ·, xN .
(H2) lim

t→0

f(x,t)
|t|p−2t = 0 равномерно по x ∈ RN .

(H3) lim
t→∞

F (x,t)
|t|p = +∞ равномерно по x ∈ RN .

(H4) f(x, t)t− pF (x, t) ≥ 0 при (x, t) ∈ RN × R.
Наш первый результат относится к проблеме (1.1) при стандартном докри-

тическом полиномиальном росте

(SCP) : lim
t→∞

f(x, t)

|t|q−1
= 0
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равномерно для всех x ∈ RN , где q ∈ (p, p∗) (p∗ = Np
N−sp ). В этом случае теоре-

ма Соболева о компактном вложении не выполняется из-за неограниченности

области. Наша работа заключается в рассмотрении проблемы (1.1), где нели-

нейный член f не удовлетворяет (AR)-условию (θ > p). Наш нелинейный член

имеет больше свободы, т. е. нам требуется только, чтобы f(x, t) удовлетворял

условию (H3) параллельно с (WSQC) (p = 2, s = 1) в ∞ в некотором смысле

без других ограничений. Следовательно, наши классы функций f(x, t) более

общие, чем классы предыдущих работ (см., например, [15, 16, 21, 23, 17]). Ис-

пользуя пересмотренную теорему о горном перевале, мы стремимся получить

решения основного состояния для задачи (1.1) с 1 < p < N
s . Наше доказа-

тельство ограниченности последовательности (PS) отличается от такового в

[24], поскольку мы умело использовали теорему резонанса, объединенную с

принципом компактности концентрации Лионса. Фактически, эта новая идея,

которая заключается в использовании теоремы резонанса, чтобы гарантиро-

вать ограниченность последовательности (PS) для изучения задач Дирихле в

ограниченной области, вытекает из [25]. В [26] мы разработали этот метод для

изучения дробных p-лапласовских уравнений, определенных в ограниченной

области, включающих критический экспоненциальный рост.

Теорема 1.1. Пусть 1 < p < N
s и предположим, что (V1) и (H1)-(H4) вы-

полняются, если f удовлетворяет условию (SCP), то задача (1.1) имеет ос-

новное состояние, т. е. нетривиальное решение u∗ такое, что

J (u∗) = inf{J (u) : u ̸= 0 и J ′(u) = 0},

где определение функционала J в следующем разделе.

Замечание 1.1. Условие (H3) означает, что наш нелинейный член f весьма

универсален.

В частности, наш нелинейный член f не должен удовлетворять условию

Нехари (Ne). Таким образом, наша теорема 1.1 улучшает результаты, вклю-

ченные в [21].

Теперь мы рассмотрим граничный случай теорем вложения Соболева, обыч-

но называемый случаем Мозера-Трудингера, т. е. ps = N . Нам понадобится

следующее

Утверждение 1.1. (see [22]). Пусть s ∈ (0, 1), и ps = N. Пусть W s,p(RN ) –

пространство, определенное как пополнение C∞
c (RN ) относительно нормы

u 7→
(
∥u∥p

Lp(RN )
+ [u]p

W s,p(RN )

) 1
p

,
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где

[u]W s,p(RN ) :=

(∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

) 1
p

.

Тогда существует α∗ > 0 такая, что

sup

{∫
RN

ΦN,s

(
α|u|

N
N−s

)
dx | u ∈W s,p(RN ), ∥u∥W s,p(RN ) ≤ 1

}
< +∞

для α ∈ [0, α∗), и

sup

{∫
RN

ΦN,s

(
α|u|

N
N−s

)
dx | u ∈W s,p(RN ), ∥u∥W s,p(RN ) ≤ 1

}
= +∞

для α ∈ (α∗
s,N ,+∞), где ΦN,s(t) = et −

∑jp−2
i=0

ti

i! , jp := min{j ∈ N : j ≥ p} и

α∗
s,N := N

(
2(NωN )2Γ(p+ 1)

N !

∞∑
k=0

(N + k − 1)!

k!

1

(N + 2k)p

) s
N−s

.

Далее мы определяем субкритический экспоненциальный рост и критиче-

ский экспоненциальный рост соответственно следующим образом:

(SCE): f удовлетворяет субкритическому экспоненциальному росту на RN ,

если

lim
t→∞

|f(x, t)|

exp
(
α|t|

N
N−s

) = 0

равномерно по x ∈ RN для всех α > 0.

(CG): f удовлетворяет критическому экспоненциальному росту на RN , если

существует α0 > 0 такая, что

lim
t→∞

|f(x, t)|

exp
(
α|t|

N
N−s

) = 0, равномерно по x ∈ RN , ∀α > α0

и

lim
t→∞

|f(x, t)|

exp
(
α|t|

N
N−s

) = +∞, равномерно по x ∈ RN , ∀α < α0.

В случае ps = N , когда f удовлетворяет условию (SCE), мы все еще име-

ем дело с проблемой (1.1), где нелинейный член f не должен удовлетворять

условию (AR) (θ > p) на бесконечности. Насколько нам известно, существу-

ет мало работ, посвященных изучению этой проблемы с дробным оператором

p-Лапласа, определенным во всем пространстве. Следовательно, наши мето-

ды являются техническими, а наш результат является новым, поскольку мы

успешно использовали теорему о резонансе, объединенную с дробным неравен-

ством Мозера-Трудингера, установленным во всем пространстве, для провер-

ки ограниченности последовательности (PS). Мы формулируем наш результат

следующим образом:
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Теорема 1.2. Пусть sp = N и предположим, что (V1) и (H1)-(H4) выполня-

ются. Если f удовлетворяет условию (SCE), то задача (1.1) имеет решение

в основном состоянии.

В случае ps = N , когда f удовлетворяет критическому экспоненциальному

росту, изучение проблемы (1.1) сложнее, чем в случае субкритического экс-

поненциального роста (CG), поскольку функционал Эйлера-Лагранжа больше

не удовлетворяет условию компактности на всех уровнях. Для стандартной

эллиптической задачи авторы [27] применили последовательности экстремаль-

ных функций, соответствующие неравенству Мозера-Трудингера, чтобы вос-

становить компактность функционала Эйлера-Лагранжа на некотором уровне.

Здесь, принимая способ выбора тестовых функций, впервые возникших в [28]

для оценки некоторого уровня горного перевала, мы по-прежнему имеем дело

с проблемой (1.1). Мы формулируем наш результат следующим образом:

Теорема 1.3. Пусть sp = N , и пусть (V1) и (H1)-(H4) выполняются. Допу-

стим, что:

(H5) lim
u→∞

f(x, u) exp(−α0
α∗

s,N

α∗
|u|

N
N−s )u ≥ β >

[
α∗
α0

]N−s
s

/(ωNM), равномерно

по (x, u) ∈ RN × R, где ωN обозначает обьем единичного шара в RN , и

M = lim
n→∞

N lnn

∫ 1

0

exp
(
Nt

N
N−s lnn− tN lnn

)
dt,

(H6) Существует C0 > 0 такое, что для всех (x, t) ∈ RN × R,

F (x, t) ≤ C0|t|
N
s + C0|f(x, t)|.

Если f удовлетворяет условию (CG), тогда проблема (1.1) имеет решение

основного состояния.

Замечание 1.2. Лам и Лу [24] недавно получили нетривиальное неотрица-

тельное решение для стандартных задач Лапласа, определенных в ограничен-

ной области, когда нелинейный член f удовлетворяет критическому экспонен-

циальному росту и удовлетворяет некоторому слабому суперлинейному усло-

вию. Кроме того, для задачи N -Лапласа существует много работ, касающихся

нелинейностей с критическим экспоненциальным ростом в RN , см., например,

[29] – [31]. Однако для задачи (1.1) с p > 2, определенной во всем простран-

стве, включающем критический экспоненциальный рост, есть редкие работы,

в которых рассматриваются ее основные состояния.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 мы напоминаем неко-

торые предварительные знания. В разделе 3 мы доказываем некоторые полез-

ные леммы. В Разделе 4 мы докажем нашу основную теорему.
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2. Предварительные сведения

Во-первых, мы формулируем формулу вариации для задачи (1.1). Пусть

1 ≤ r ≤ ∞ и представим через | · |r норму Lr(RN ). Пусть 0 < s < 1 < p < ∞ и

определим W s,p(RN ) = {u ∈ Lp(RN ) : [u]s,p <∞} со следующей нормой

∥u∥s,p =
(
|u|pp + [u]ps,p

) 1
p .

Полунорма Гальярдо обозначается как

[u]s,p =

(∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

) 1
p

для всех измеримых функций u : RN → R. Можно проверить, что W s,p(RN )

— равномерно выпуклое банахово пространство. Определим дробный критиче-

ский показатель Соболева следующим образом:

p∗ =
Np

N − sp
, если sp < N ; p∗ = ∞, если sp = N.

Кроме того, дробное вложение Соболева показывает, что W s,p(RN ) ↪→ Lγ(RN )

непрерывно при p ≤ γ ≤ p∗, если sp < N , и W s,p(RN ) ↪→ Lγ(RN ) непрерывно

при p ≤ γ < ∞, если sp = N . Для общего введения в свойства W s,p(RN ) мы

отсылаем читателя к [32].

Для удобства с этого момента мы будем писать X = W s,p(RN ). Исполь-

зуя условие (V1), мы определяем другую норму ∥ · ∥ на W s,p(RN ) следующим

образом

∥u∥ =

(∫
RN

V (x)|u|pdx+ [u]ps,p

) 1
p

, u ∈ X.

Ясно, что новая норма ∥ · ∥ эквивалентна стандартной ∥u∥s,p в X. Теперь нели-

нейный оператор A : X → X∗ определяется для всех u, φ ∈ X как

⟨A(u), φ⟩ =
∫
R2N

[
|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(φ(x)− φ(y))

|x− y|N+sp

]
dxdy

+

∫
RN

V (x)|u(x)|p−2uφdx.

Будем говорить, что функция u ∈ X является слабым решением задачи (1.1),

если

(2.1) ⟨A(u), φ⟩ =
∫
RN

f(x, u)φdx

для любого φ ∈ X. Очевидно, что A является (p− 1)-однородным, нечетным и

удовлетворяет

⟨A(u), u⟩ = ∥u∥p, ∥A(u)∥∗ ≤ ∥u∥p−1

для всех u ∈ X. Поскольку X равномерно выпуклое, то из предложения 1.3

[33] вытекает, что A удовлетворяет условию компактности.
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Если {un} ⊂ X такая, что un ⇀ u в X и ⟨A(un), un −u⟩ → 0, то un → u в X.

Из условия (SCP)(или (CG)) следует, что (2.1) является уравнением Эйлера-

Лагранжа функционала

J (u) =
1

p
∥u∥p −

∫
RN

F (x, u)dx.

Напомним некоторые определения, связанные с условием компактности и вер-

сией теоремы о горном перевале.

Определение 2.1. (см. [34]) Пусть ( X, ∥ · ∥X) — действительное банахово

пространство с сопряженным пространством (X∗, ∥ · ∥X∗) и J ∈ C1(X,R). Для

c ∈ R, мы говорим, что J удовлетворяет условию (PS)c, если для любой по-

следовательности {un} ⊂ X с

J (un) → c, J ′(un) → 0 в X∗,

существует подпоследовательность {unk
} сильно сходящаяся в X.

Теперь мы формулируем теорему о горном перевале:

Утверждение 2.1. (см. [18, 34]) Пусть X — это действительное банахово

пространство, и предположим, что J ∈ C1(X,R) удовлетворяет условию

max{J (0),J (u1)} ≤ α < β ≤ inf
∥u∥=ρ

J (u),

для некоторых α < β, ρ > 0 и u1 ∈ X с ∥u1∥ > ρ. Пусть c ≥ β характеризу-

ется как

c = inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

J (γ(t)),

где Γ = {γ ∈ C([0, 1], X), γ(0) = 0, γ(1) = u1} - множество непрерывных пу-

тей, соединяющих 0 и u1. Тогда, существует последовательность {un} ⊂ X

такая, что

J (un) → c ≥ β и ∥J ′(un)∥X∗ →

3. Некоторые леммы

Лемма 3.1. Пусть 1 < p < N
s и условия (H1)-(H3) и (SCP) выполнены. Тогда

(i) существуют ρ, α > 0 такие, что J (u) ≥ α для всех u ∈ X с ∥ u ∥= ρ,

(ii) Существует ϕ ∈ X такое, что J (tϕ) → −∞ при t→ +∞.

Доказательство. В силу (SCP) и (H1)-(H3), для любого ϵ > 0, существуют

A∗
1 = A∗

1(ϵ), B
∗
1 = B∗

1(ϵ) и M∗ такие, что для всех (x, t) ∈ RN × R,

(3.1) F (x, t) ≤ ϵ

p
|t|p +A∗

1|t|q,
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(3.2) F (x, t) ≥ M∗

p
|t|p −B∗

1 .

Применив неравенство Соболева: |u|pp ≤ Kp∥u∥p и |u|qq ≤ Kq∥u∥q, получим

J (u) ≥ 1

p
∥u∥p − ϵ

p
|u|pp −A∗

1|u|qq

≥ 1

p
(1−Kpϵ) ∥u∥p −A∗

1Kq∥u∥q,

где Kp и Kq – положительные константы.. Значит (i) имеет место при ϵ < 1
Kp

и достаточно малом ||u|| = ρ > 0.

С другой стороны, выбрав ненулевую ϕ ∈ C∞
0 (RN ) и применив (3.2), при

достаточно большом M∗ будем иметь

J (tϕ) ≤ 1

p
(1−M∗Kp)|t|p∥ϕ∥p +B∗

1 |supp ϕ| → −∞ при t→ +∞,

где |supp ϕ| – обьем supp ϕ. Значит (ii) имеет место.

Замечание 3.1. Фактически, из (H2) вытекает, что при ∥u∥ → 0,

⟨J ′(u), u⟩ = ∥u∥p + o(∥u∥p), J (u) =
1

p
∥u∥p + o(∥u∥p).

Поэтому,

(i) Существует ρ0 > 0 такое, что для любой нетривиальной критической

точки u для J , имеет место ∥u∥ ≥ ρ0.

(ii) Для любого c > 0, существует ρc > 0 такое, что если J (un) → c, тогда

∥un∥ ≥ ρc.

Лемма 3.2. Пусть ps = N и допустим, что условия (H1)-(H3) и (SCE) (или

(CG)) выполнены. Тогда:

(i) Существуют ρ, α > 0 такие, что J (u) ≥ α для всех u ∈ X с ∥ u ∥= ρ.

(ii) Существует ϕ ∈ X такое, что J (tϕ) → −∞ при t→ +∞.

Доказательство. В силу (SCE) (или (CG)) и (H1)-(H3), для любого ϵ > 0,

существуют A∗∗
1 = A1(ϵ)

∗∗ и достаточно большое M∗∗ , а также B∗∗
1 = B1(ϵ)

∗∗,

κ > 0 и q2 > N
s такие, что для всех (x, s) ∈ RN × R,

(3.3) F (x, s) ≤ s

N
ϵ|s|Ns +A∗∗

1 ΦN,s

(
κ|s|

N
N−s

)
|s|q2 ,

(3.4) F (x, s) ≥ sM∗∗

N
|s|Ns −B∗∗

1 .
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Применив (3.3), неравенство Гелдера, дробное неравенство вложения Мозера-

Трудингера и неравенства вложения Соболева, получим

J (u) ≥ s

N
∥u∥N

s − ϵ
N
s

|u|
N
s
N
s

−A∗∗
1

∫
RN

ΦN,s

(
κ|u|

N
N−s

)
|u|q2dx

≥ s

N

(
1− ϵKN

s

)
∥u∥N

s −A∗∗
1

(∫
RN

ΦN,s

(
κr∥u∥

N
N−s

(
|u|
∥u∥

) N
N−s

)
dx

) 1
r

×
(∫

RN

|u|r
′q2dx

) 1
r′

≥ s

N

(
1− ϵKN

s

)
∥u∥N

s − C∥u∥q2 ,

где r > 1 достаточно близко к 1, C – положительная константа, ∥u∥ ≤ σ и

κrσ
N

N−s < α∗. Значит (i) имеет место, если ϵ < 1
KN

s

и ∥u∥ = ρ > 0 достаточно

малы.

С другой стороны, выбрав ненулевое ϕ ∈ C∞
0 (RN ) и используя (3.4), мы

получаем

J (tϕ) ≤ s

N
(1−M∗∗KN

s
)|t|Ns ∥ϕ∥N

s +B∗∗
1 |supp ϕ| → −∞ при t→ +∞,

где |supp ϕ| – объем supp ϕ и M∗∗ достаточно большое число. Таким образом,

часть (ii) верна.

Замечание 3.2. На самом деле, (H2) и (SCE) (или (CG)) подразумевают, что

при ∥u∥ → 0 мы имеем

⟨J ′(u), u⟩ = ∥u∥N
s + o(∥u∥N

s ), J (u) =
s

N
∥u∥N

s + o(∥u∥N
s ).

Поэтому легко видеть, что

(i) Существует ρ0 > 0 такое, что для любой нетривиальной критической

точки u функции J выполняется ∥u∥ ≥ ρ0.

(ii) Для любого c > 0 существует ρc > 0 такое, что если J (un) → c, то

∥un∥ ≥ ρc.

Лемма 3.3. Пусть 1 < p < N
s и предположим, что (V1) и (H1)-(H4) выпол-

няются. Если f удовлетворяет стандартному субкритическому полиноми-

альному росту на RN (условие (SCP)), то любая (PS)c последовательность

J ограничена.

Доказательство. Пусть {un} ⊂ X — последовательность (PS)c такая, что

(3.5)
∥un∥p

p
−
∫
RN

F (x, un)dx→ c,

(3.6) ⟨A(un), φ⟩ −
∫
RN

f(x, un)φdx = ◦(1)∥φ∥, φ ∈ X.
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Допустим противное, ∥un∥ → ∞ и положим

vn =
un
∥un∥

.

Тогда {vn} ограничено. Мы можем предположить, что {vn} слабо сходится к

v в X, локально сильно сходится в Lp(RN ) и сходится к v для п. в. x ∈ RN .

Теперь мы покажем, что v = 0. Разделив обе части (3.5) на ∥un∥p, мы получим

(3.7)
∫
RN

F (x, un)

∥un∥p
dx→ 1

p
.

Пусть

A = {x ∈ RN : v(x) ̸= 0}.

В силу (H3), имеем

(3.8)
F (x, un)

|un|p
|vn|p → ∞, x ∈ A.

Если |A| положительна, то из (H2) и (H4), имеем

F (x, t) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ RN × R

и ∫
RN

F (x, un)

∥un∥p
dx ≥

∫
A

F (x, un)

|un|p
|vn|pdx→ ∞,

что противоречит (3.7).

По условиям (V1), (H1), аналогично доказательству леммы 2.2 (ii) в [21],

можно вывести, что

(3.9) lim
n→∞

sup
y∈RN

∫
B2(y)

|vn|pdx = 0.

В силу (3.9), применяя лемму Лионса [35, Лемма 1.1] получаем

(3.10) vn → 0 в Lγ(RN ), ∀γ ∈ (p, p∗).

С другой стороны, разделив обе части (3.6) на ∥un∥p−1 и устремив n→ ∞, мы

получим

(3.11)
∫
RN

f(x, un)

∥un∥p−1
φdx→ 0, φ ∈ X.

Мы следуем идее доказательства леммы 3.4, появившейся в нашей предыдущей

работе [26], чтобы завершить доказательство этой леммы.

Пусть

fn(φ) =

∫
RN

f(x, un)

∥un∥p−1
φdx, φ ∈ X.

Тогда с помощью (SCP) мы можем доказать, что {fn} — семейство ограничен-

ных линейных функционалов, определенных на X.

По (3.11) мы заключаем, что {fn(φ)} ограничено для любого φ ∈ X. Кроме

того, поскольку X является банаховым пространством, то из (см. теорему 2.2
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в [36]) мы получаем, что {|fn|} ограничено, где |fn| обозначает норму fn. Это

означает, что существует положительная константа C1 такая, что

(3.12) |fn| ≤ C1, ∀n ∈ N.

Поскольку X ⊂ Lp(RN ) ∩ Lq(RN ), то (см. следствие 1.2 в [36]) существует

непрерывный функционал f̂n, определенный на Lp(RN )∩Lq(RN ) такой, что f̂n

является расширением fn, и

(3.13) f̂n(φ) = fn(φ), φ ∈ X,

(3.14) ∥f̂n∥p∗∗∨q∗ = |fn|,

где ∥f̂n∥p∗∗∨q∗ представляет норму f̂n(φ) в Lp∗∗
(RN ) + Lq∗(RN ), которая опре-

делена на Lp(RN )∩Lq(RN ); p∗∗ и q∗ являются соответственно двойственными

числами p и q.

По определению функционала на Lp(RN )∩Lq(RN ), получаем, что существу-

ет функция Sn(x) ∈ Lp∗∗
(RN ) + Lq∗(RN ) такая, что

(3.15) f̂n(φ) =

∫
RN

Sn(x)φ(x)dx, φ ∈ Lp(RN ) ∩ Lq(RN ).

Из (3.13) и (3.15) имеем∫
RN

Sn(x)φ(x)dx =

∫
RN

f(x, un)

∥un∥p−1
φdx, φ ∈ X,

что означает, что ∫
RN

(
Sn(x)−

f(x, un)

∥un∥p−1

)
φdx = 0, φ ∈ X.

По основной лемме вариационных методов можно получить

Sn(x) =
f(x, un)

∥un∥p−1
для п.в. x ∈ RN .

Из (3.12) и (3.14) имеем

(3.16) ∥f̂n∥p∗∗∨q∗ = ∥Sn∥p∗∗∨q∗ = |fn| < C1, ∀n ∈ N.

По (3.6) и (3.11), и выбрав φ = vn − v, мы получаем

(3.17) ⟨A(vn), vn − v⟩ −
∫
RN

f(x, un)

∥un∥p−1
vn → 0.

Применив неравенство Гелдера, (H1), (3.10) и (3.16) объединив доказательство

теоремы A.4 в [34], мы получаем∫
RN

f(x, un)

∥un∥p−1
vn → 0.

Тогда из (3.17) вытекает, что vn → v в X. Это приводит к противоречию, так

как ∥vn∥ = 1 и v = 0. Таким образом, {un} ограничено в X.
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Лемма 3.4. Пусть ps = N и предположим, что (V1) и (H1)-(H4) выполня-

ются. Если f имеет субкритический экспоненциальный рост на RN (условие

(SCE)), то любая последовательность (PS)c J ограничена.

Доказательство. Пусть {un} — последовательность (PS)c такая, что вы-

полняются формулы (3.5) и (3.6). На основе предыдущего раздела доказатель-

ства леммы 3.3 мы также получаем, что выполняется формула (3.11). Положим

fn(φ) =

∫
RN

f(x, un)

∥un∥
N
s −1

φdx, φ ∈ X.

Тогда для любого u ∈ X, ΦN,s

(
α|u|

N
N−s

)
∈ L1(RN ) для всех α > 0, можно

заключить, что {fn} — это семейство ограниченных линейных функционалов,

определенных на X. Из (3.11) и теоремы резонанса, получаем, что {|fn|} огра-

ничено, где |fn| обозначает норму fn. Это означает, что справедлива формула

(3.12) (см. доказательство леммы 3.5).

Так как X ⊂ L
N
s (RN ) ∩ Lq3(RN ), то для некоторого q3 > N

s , существует

непрерывный функционал f̂n, определенный на L
N
s (RN ) ∩ Lq3(RN ) такой, что

f̂n является расширением fn, и

(3.18) f̂n(φ) = fn(φ), φ ∈ X,

(3.19) ∥f̂n∥N
s

∗∗∨q∗3
= |fn|,

где ∥f̂n∥N
s

∗∗∨q∗3
представляет норму f̂n(φ) в L

N
s

∗∗
(RN )+Lq∗3 (RN ), которая опре-

делена на L
N
s (RN )∩Lq3(RN ); N

s

∗∗ и q∗3 являются соответственно двойственны-

ми числами N
s и q3.

По определению функционала на L
N
s (RN ) ∩ Lq3(RN ), получаем, что суще-

ствует функция Sn(x) ∈ L
N
s

∗∗
(RN ) + Lq∗3 (RN ) такая, что

(3.20) f̂n(φ) =

∫
Ω

Sn(x)φ(x)dx, φ ∈ L
N
s (RN ) ∩ Lq3(RN ).

Аналогично последнему разделу доказательства леммы 3.3, мы можем до-

казать, что (PS)c последовательность {un} ограничена в X.

Далее, мы заинтересованы в оценке минимаксного уровня c, введенного в

предложении 2.2.

Лемма 3.5. Пусть ps = N и предположим, что (H1), (H2), (H4) и (H5)

выполняются. Тогда

(3.21) c <

[
α∗

α0

]N−s
s s

N
.
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Доказательство. Чтобы получить более точную информацию об уровне

минимакса c, обозначим через B единичный шар и рассмотрим следующую

последовательность неотрицательных функций:

uϵ(x) =


| ln ϵ|N−s

N , если |x| ≤ ϵ,
| ln |x||
| ln ϵ|

ϵ
N
, если ϵ < |x| < 1,

0, если |x| ≥ 1.

Положим

ωn(x) =
uϵn

∥uϵn∥
,

где ϵn = 1
n . Поскольку ∥ωn∥ = 1, как в доказательстве леммы 3.2, имеем, что

J (tωn) → −∞ при t → ∞. Следовательно, существует некоторое t∗ такое, что

u1 = t∗ωn в предложении 2.1. Таким образом, имеем c ≤ max
t>0

J (tωn), ∀n ∈

N. Таким образом, достаточно показать, что max
t>0

J (tωn) <
[
α∗
α0

]N−s
s s

N для

некоторого n ∈ N. Допустим, что это не так. Тогда для всех n этот максимум

больше или равен
[
α∗
α0

]N−s
s s

N . Пусть tn > 0 будет таким, что

(3.22) J (tnωn) = max{J (tωn) : t ≥ 0} ≥
[
α∗

α0

]N−s
s s

N
.

Из (H1), (H2), (H4) и (3.22), заключаем, что

(3.23) t
N
s
n ≥

[
α∗

α0

]N−s
s

.

Кроме того, при t = tn, имеем

t
N
s −1
n −

∫
RN

f(x, tnωn)ωndx = 0,

что означает

(3.24) t
N
s
n =

∫
RN

f(x, tnωn)tnωndx.

Более того, из (H5) следует, что для данного ϵ > 0 существует Rϵ > 0 такое,

что

tf(x, t) ≥ (β − ϵ) exp

(
α0

α∗
s,N

α∗
|t|

N
N−s

)
, ∀t ≥ Rϵ.
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Тогда, в силу (3.24), имеем

t
N
s
n =

∫
B1(0)

f(x, tnωn)tnωndx

≥
∫
B 1

n
(0)

f(x,
tn

∥u 1
n
∥
(lnn)

N−s
N )

tn
∥u 1

n
∥
(lnn)

N−s
N dx

≥ (β − ϵ)

∫
B 1

n
(0)

exp(α0

α∗
s,N

α∗
t

N
N−s
n

lnn

∥u 1
n
∥

N
N−s

)dx (for largen)

= (β − ϵ)ωN (
1

n
)N exp(α0

α∗
s,N

α∗
t

N
N−s
n

lnn

∥u 1
n
∥

N
N−s

).

Следовательно, при больших n,

(3.25) t
N
s
n ≥ (β − ϵ)ωN exp

α0
α∗

s,N

α∗
t

N
N−s
n

N∥u 1
n
∥

N
N−s

− 1

N lnn,

где ωN – обьем единичного шара, и ∥u 1
n
∥ → (α∗

s,N/N)
N−s
N (см. [22]). Теперь из

(3.25), находим, что {tn} ограничено. Тогда, в силу (3.23), получим

(3.26) t
N
s
n →

[
α∗

α0

]N−s
s

.

Пусть

An = {x ∈ B : tnωn(x) ≥ Rϵ}, Bn = B \An.

представим интеграл в (3.24) в виде суммы двух интегралов по An и Bn. Ана-

логично доказательству (3.25), получим

(3.27)
[
α∗

α0

]N−s
s

≥ (β − ϵ) lim
n→∞

∫
B

exp

[
α∗
s,Nω

N
N−s
n

]
dx− (β − ϵ)ωN .

Последний интеграл в (3.27), обозначим через In и посчитаем следующим об-

разом:

In =

{
ωN +NωN lnn

∫ 1

0

exp
(
Nt

N
N−s lnn− tN lnn

)
dt

}
.

Тогда, в силу (3.27) имеем [
α∗

α0

]N−s
s

≥ (β − ϵ)ωNM,

откуда вытекает, что β ≤
[
α∗
α0

]N−s
s

/(ωNM). Это противоречит (H5).

4. Доказательства основных результатов

Доказательство теоремы 1.1. Доказательство состоит из двух шагов.
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Шаг 1. Мы утверждаем, что задача (1.1) имеет нетривиальное решение ũ∗.

По лемме 3.1 для c > 0, указанного в предложении 2.1, существует последова-

тельность (PS)c для функционала J . Из леммы 3.3 последовательность {un}
ограничена в X. Пусть

(4.1) δ∗ = lim
n→∞

sup
y∈RN

∫
B2(y)

|un|pdx.

Если δ∗ = 0, снова применив лемму Лиона [35],

un → 0 в Lγ1(RN ), ∀γ1 ∈ (p, p∗).

Итак, из (H1), (H2) и (SCP), следует, что

(4.2) lim
n→∞

∫
RN

F (x, un)dx = 0

(4.3) lim
n→∞

∫
RN

f(x, un)undx = 0.

Из (3.5) и (3.6) мы знаем, что c = 0. Это приводит к противоречию. Следова-

тельно, δ∗ > 0. По (4.1) мы можем взять {z̃n} ⊂ RN такую, что∫
B2(z̃n)

|un|pdx ≥ δ∗

2
.

Можно заметить, что количество точек в ZN ∩B2(z̃n) меньше 4N . Итак, суще-

ствует ỹn ∈ ZN ∩B2(z̃n) такая, что

(4.4)
∫
B2(ỹn)

|un|pdx ≥ m∗ > 0.

Положим ũn = un(· + ỹn). Используя условия (V1) и (H1), имеем ∥ũn∥ = ∥un∥
и

(4.5)
∫
B2(0)

|ũn|pdx =

∫
B2(ỹn)

|un|pdx ≥ m∗ > 0.

Переходя к подпоследовательности, мы имеем ũn ⇀ ũ∗ вX, ũn → ũ∗ в Lγ
loc(RN );

и из (4.5) имеем, что ũ∗ ̸= 0. Кроме того, по инвариантности задачи от-

носительно трансляции ZN , мы выводим, что {ũn} также является последо-

вательностью (PS)c для J . Итак, для любого φ ∈ C∞
0 (RN ), мы получаем

⟨J ′(ũ∗), φ⟩ = lim
n→∞

⟨J ′(ũn), φ⟩ = 0. Следовательно, J ′(ũ∗) = 0 и ũ∗ — нетри-

виальное решение (1.1).

Шаг 2. Покажем, что задача (1.1) имеет решение основного состояния.

Пусть

(4.6) m = inf{J (u) : u ̸= 0 и J ′(u) = 0}.

Предположим, что u — произвольная критическая точка J . Из (H4) имеем

(4.7) J (u) = J (u)− 1

p
⟨J ′(u), u⟩ ≥ 0
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и, таким образом, m ≥ 0. Следовательно, 0 ≤ m ≤ J (ũ∗) < +∞. Пусть {un} —

последовательность нетривиальных критических точек J такая, что J (un) →
m. По замечанию 3.1 (i) мы знаем, что

(4.8) ∥un∥ ≥ ρ0

для некоторого ρ0 > 0. Поскольку un — критическая точка, мы также получаем

(1 + ∥un∥)∥J ′(un)∥ → 0.

Таким образом, {un} является последовательностью (PS)c на уровне m. Из

леммы 3.3 следует, что {un} ограничено в X. Для этой последовательности

{un} определим δ∗, как в (4.1). Если δ∗ = 0, аналогично (4.3) имеем

lim
n→∞

∫
RN

f(x, un)undx = 0

и

∥un∥p = ⟨J ′(un), un⟩+
∫
RN

f(x, un)undx→ 0.

Это противоречит (4.8). Следовательно, δ∗ > 0. Теперь, используя инвари-

антность задачи (1.1) относительно трансляции ZN , мы можем показать, что

подходящий сдвиг {un}, обозначаемый как {ũn}, удовлетворяет

J ′(ũn) = 0, J (ũn) = J (un) → m,

и {ũn} слабо сходится к некоторому u∗ ̸= 0. Более того, из (H4), применяя

лемму Фату, можно вывести, что

J (u∗) ≤ lim
n→∞

inf

(
J (un)−

1

p
⟨J ′(un), un⟩

)
= m.

Следовательно, u∗ является нетривиальной критической точкой J с J (u∗) =

m, и доказательство теоремы 1.1 завершено.

Доказательство теоремы 1.2. Доказательство состоит из двух шагов.

Шаг 1. Мы утверждаем, что задача (1.1) имеет нетривиальное решение ũ∗.

По Лемме 3.2 для c > 0, заданной в Предложении 2.1, существует последова-

тельность (PS)c для функционала J . В силу леммы 3.4, последовательность

{un} ограничена в X, т. е. существует β > 0 такое, что ∥un∥ ≤ β. Пусть

(4.9) δ∗ = lim
n→∞

sup
y∈RN

∫
B2(y)

|un|
N
s dx.

Если δ∗ = 0, снова используя лемму Лионса [35],

(4.10) un → 0 в Lγ(RN ), ∀γ ∈ (
N

s
,+∞).

Поскольку f удовлетворяет субкритическому экспоненциальному росту (SCE)

на RN , в силу (H2) для любого ϵ > 0 можно найти константу Cβ > 0, которая
51



Р. ПЕИ, К. МА

зависит только от β и ϵ так, что

|f(x, t)| ≤ ϵ|t|Ns −1 + CβΦN,s

(
α∗

2kβ
N

N−s

|t|
N

N−s

)
, ∀(x, t) ∈ RN × R.

Таким образом, из дробного неравенства Мозера-Трудингера (см. Предложе-

ние 1.1),∣∣∣∣∫
RN

f(x, un)undx

∣∣∣∣ ≤ Cβ

(∫
RN

ΦN,s

(
α∗

2β
N

N−s

|un|
N

N−s

)
dx

) 1
k

|un|k′ + ϵ|un|
N
s
N
s

= Cβ

(∫
RN

ΦN,s

(
α∗

2β
N

N−s

∥un∥
N

N−s

∣∣∣∣ un∥un∥

∣∣∣∣ N
N−s

)
dx

) 1
k

|un|k′ + ϵ|un|
N
s
N
s

≤ C2|un|k′ + ϵ|un|
N
s
N
s

→ 0,

где k > 1, C2 — положительная константа, а k′ — двойственное число k. Анало-

гично получим, что (4.2) выполняется. Оставшееся доказательство полностью

аналогично последнему разделу доказательства теоремы 1.1. Мы опускаем его.

Доказательство теоремы 1.3. Из леммы 3.2 и леммы 3.5 следует, что су-

ществует последовательность Пале-Смейла {un} на уровне 0 < c <
[
α∗
α0

]N−s
s s

N .

Аналогично доказательству леммы 3.4, мы можем доказать, что (PS)c после-

довательность {un} ограничена в X. Далее, следуя доказательству теоремы

1.2, нам нужно только показать, что δ∗ > 0 в (4.9). Действительно, допустим

противное, что δ∗ = 0, тогда (4.10) выполняется. Применяя (H2) и (H6), ана-

логично доказательству предложения 5.2 в [37], мы получаем

(4.11)
∫
RN

F (x, un)dx→ 0.

Тогда, в силу (4.11)

(4.12) lim
n→∞

∥un∥
N
s =

N

s
c <

[
α∗

α0

]N−s
s

.

Так как f имеет критический экспоненциальный рост (CG) в RN , то из (H2)

следует, что для любых ϵ > 0, α > α0, существует C3 = C3(ϵ, α) > 0 такое, что

|f(x, t)| ≤ ϵ|t|Ns −1 + C3ΦN,s

(
α|t|

N
N−s

)
, ∀(x, t) ∈ RN × R.

Тогда, из дробного неравенства Мозера-Трудингера (см. теорему 1.3 в [22]),∣∣∣∣∫
RN

f(x, un)undx

∣∣∣∣ ≤ C3

(∫
RN

ΦN,s

(
k1α|un|

N
N−s

)
dx

) 1
k1

|un|k′
1
+ ϵ|un|

N
s
N
s

≤ C3

(∫
RN

ΦN,s

(
k1α∥un∥

N
N−s

∣∣∣∣ un∥un∥

∣∣∣∣ N
N−s

)
dx

) 1
k1

|un|k′
1
+ ϵ|un|

N
s
N
s

≤ C4|un|k′
1
+ ϵ|un|

N
s
N
s

→ 0,
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где k1 > 1 достаточно близко к 1, α близко к α0, C4 — положительная констан-

та, а k′1 — двойственное число k1. Таким образом,

∥un∥
N
s = ⟨J ′(un), un⟩+

∫
RN

f(x, un)undx→ 0.

Это приводит к противоречию с (4.12). Доказательство завершено.
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ложения по улучшению этой статьи.

Abstract. We study superlinear fractional p-Laplacian equations in RN with

periodic potential. When nonlinearities satisfy critical exponential growth (subcritical

polynomial growth or subcritical exponential growth) at ∞ without satisfying the

classical Ambrosetti-Rabinowitz condition, by using mountain pass theorem and

Nehari manifold methods combined with the fractional Moser-Trudinger inequality,

several existence results for ground state solutions are established.
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