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1. Введение и предварительные факты

Пусть N — множество натуральных чисел, N0 := N ∪ {0}, N𝑛0 = N0 × · · · × N0 —
множество всех 𝑛−мерных мультииндексов, т. е. векторов 𝛼 = (𝛼1, ..., 𝛼𝑛), где 𝛼 𝑗 ∈
N0 ( 𝑗 = 1, ..., 𝑛), R𝑛 - 𝑛−мерное вещественное евклидово пространство точек 𝜉 =

(𝜉1, ..., 𝜉𝑛) C𝑛 := R𝑛 × 𝑖 R𝑛, (𝑖2 = −1).
Для 𝜉 ∈ 𝐶𝑛, обозначим | |𝜉 | | =

√︁
|𝜉1 |2 + |𝜉2 |2 + · · · + |𝜉𝑛 |2, а для 𝛼 ∈ N𝑛0 , 𝜉 ∈ R𝑛

обозначим |𝛼 | = 𝛼1 + ... + 𝛼𝑛, 𝜉𝛼 = 𝜉
𝛼1
1 · · · 𝜉𝛼𝑛𝑛 и 𝐷𝛼 = 𝐷

𝛼1
1 · · ·𝐷𝛼𝑛

𝑛 , где 𝐷 𝑗 = 𝜕/𝜕𝜉 𝑗
( 𝑗 = 1, · · · , 𝑛).

Пусть 𝑃(𝐷) = 𝑃(𝐷1, ..., 𝐷𝑛) :=
∑
𝛼 𝛾𝛼 𝐷

𝛼 — линейный дифференциальный опе-
ратор с постоянными коэффициентами, а 𝑃(𝜉) =

∑
𝛼 𝛾𝛼 𝜉𝛼 - его символ (харак-

теристический многочлен), где сумма распространяется по конечному набору муль-
тииндексов (𝑃) = {𝛼 ∈ N𝑛0 , 𝛾𝛼 ≠ 0}. Мы также обозначим через 𝑚 = 𝑚(𝑃) =

𝑑𝑒𝑔𝑃 := max 𝛼∈ (𝑃) |𝛼 |− степень многочлена 𝑃, 𝔇(𝑃) := {𝜁 ∈ 𝐶𝑛, 𝑃(𝜁) = 0}, 𝑑𝑃 (𝜉) :=
inf𝜁 ∈𝔇(𝑃) | |𝜉 − 𝜁 | | и представим многочлен 𝑃 в виде суммы однородных многочленов

(1.1) 𝑃(𝜉) =
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑃𝑚− 𝑗 (𝜉) =
𝑚∑︁
𝑗=0

∑︁
|𝛼 |=𝑚− 𝑗

𝛾𝛼 𝜉
𝛼 .

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Комитетом по высшему образованию и науке в
рамках научного проекта № 25РG-1А205.
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Для однородного многочлена 𝑅(𝜉) = ∑
|𝛼 |=𝑟 𝛾𝛼 𝜉

𝛼 степени 𝑟 обозначим Σ(𝑅) = {𝜏 ∈
R𝑛; | |𝜏 | | = 1, 𝑅(𝜏) = 0}, а для точки 𝜏 ∈ Σ(𝑅) обозначим через 𝑙 = 𝑙𝑅 (𝜏) крат-
ность корня 𝜏, который определяется из условия

∑
|𝛼 |<𝑙

|𝑅 (𝛼) (𝜏) | := ∑
|𝛼 |<𝑙

|𝐷𝛼𝑅(𝜏) | =

0,
∑

|𝛼 |=𝑙
|𝐷𝛼𝑅(𝜏) | ≠ 0, где 𝑙− натуральное число.

Лемма 1.1. Пусть 𝑅 однородный многочлен порядка 𝑟 , 𝜏1, 𝜏2 ∈ Σ(𝑅) и 𝑙𝑅 (𝜏1) =

𝑙𝑅 (𝜏2) = 𝑟. Тогда 𝑅(𝑡1 𝜏1 + 𝑡2 𝜏
2) = 0 для любых действительных чисел 𝑡1 и 𝑡2, при

этом 𝑙𝑅 (𝑡1 𝜏1 + 𝑡2 𝜏
2) = 𝑟.

Прежде чем доказать лемму, отметим следующее: легко видеть, что однородный
многочлен 𝑅(𝜉) = 𝑅(𝜉1, ..., 𝜉𝑛) может иметь не более 𝑛 − 1 линейно независимых
корней кратности 𝑟.

Доказательство леммы. Так как для любого мультииндекса 𝛽 ∈ N𝑛0 : |𝛽 | ≤ 𝑟

𝑅 (𝛽) (𝜉) =
∑︁

𝛼∈ (𝑅) ,𝛼≥𝛽

𝛼!
(𝛼 − 𝛽)!𝛾𝛼 𝜉

𝛼−𝛽 =
∑︁

| 𝛿 |=𝑟−|𝛽 | , 𝛿+𝛽∈ (𝑅)

(𝛿 + 𝛽)!
𝛿!

𝛾𝛿+𝛽 𝜉
𝛿 , 𝜉 ∈ R𝑛.

По формуле Тейлора, в силу однородности многочленов 𝑅 (𝛽) ; 𝛽 ∈ N𝑛0 , для всех 𝑡1, 𝑡2 ∈
R1, 𝛽 ∈ N𝑛0 : |𝛽 | < 𝑟 имеем

𝑅 (𝛽) (𝑡1 𝜏1 + 𝑡2 𝜏
2) =

∑︁
𝛿

1
𝛿!

𝑅 (𝛽+𝛿 ) (𝑡1 𝜏1) (𝑡2 𝜏2) 𝛿

=
∑︁

| 𝛿 |=𝑟−|𝛽 | , 𝛿+𝛽∈ (𝑅)

(𝛿 + 𝛽)!
𝛿!

𝛾𝛿+𝛽 (𝑡2 𝜏2) 𝛿 = 𝑅 (𝛽) (𝑡2 𝜏2) = 𝑡
𝑟−|𝛽 |
2 𝑅 (𝛽) (𝜏2) = 0.

Отсюда следует, что 𝑅(𝑡1 𝜏1 + 𝑡2 𝜏
2) = 0 и 𝑙𝑅 (𝑡1 𝜏1 + 𝑡2 𝜏

2) ≥ 𝑟.
Пусть 𝛽0 ∈ (𝑅). Тогда, очевидно, 𝑅 (𝛽0 ) (𝜉) = 𝛽0! 𝛾𝛽0 ≠ 0 для всех 𝜉 ∈ R𝑛. Следо-

вательно 𝑙𝑅 (𝑡1 𝜏1 + 𝑡2 𝜏
2) = 𝑟 для любых действительных чисел 𝑡1 и 𝑡2. □

Замечание 1.1. Используя математическую индукцию, легко получить аналог леммы
1.1 для точек 𝜏1, 𝜏2, ..., 𝜏𝑘 ∈ Σ(𝑅) для любого 𝑘 ≥ 2 если 𝑙𝑅 (𝜏 𝑗 ) = 𝑟 ( 𝑗 = 1, ..., 𝑘).

Определение 1.1. Множество 𝐹 ⊂ R𝑛 размерности 𝑘 (0 < 𝑘 ≤ 𝑛 − 1) назовем
элементарным множеством многочлена 𝑃, если существует постоянное 𝜎 та-
кое, что 𝑃(𝜉) = 𝜎 для всех 𝜉 ∈ 𝐹. Если 𝜎 = 0, то множество 𝐹 назовем три-
виальным элементарным множеством многочлена 𝑃 (сокращенно — тривиальным
множеством 𝑃).

Из леммы 1.1 (см. также замечание 1.1) немедленно следует
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Следствие 1.1. Пусть 𝑅 однородный многочлен степени 𝑟 , 𝑘 ≥ 2, 𝜏1, ..., 𝜏𝑘 ∈ Σ(𝑅) и
𝑙𝑅 (𝜏 𝑗 ) = 𝑟 ( 𝑗 = 1, ..., 𝑘). Тогда линейная оболочка векторов {𝜏1, ..., 𝜏𝑘} —тривиальное
множество многочлена 𝑅.

Предложение 1.1. Пусть 𝑃 — многочлен с постоянными коэффициентами, 𝑇 :
R𝑛 −→ R𝑛 — линейное обратимое отображение 𝑄(𝜂) := 𝑃(𝑇𝜂), 𝜂 ∈ R𝑛. Тогда
1) 𝑑𝑒𝑔𝑄 = 𝑑𝑒𝑔𝑃, 2) если 𝑃(𝜏) = 0, (𝜏 ∈ R𝑛), то 𝑙𝑄 (𝑇−1𝜏) = 𝑙𝑃 (𝜏).

Доказательство первого утверждения очевидно. Второй пункт непосредственно
следует из следующей легко проверяемой оценки: существует число 𝑐 > 1 такое, что
для любого 𝑙 ∈ N0 выполняется следующее неравенство:

(1.2) 𝑐−1
∑︁
|𝛼 |=𝑙

|𝑄 (𝛼) (𝜂) | ≤
∑︁
|𝛼 |=𝑙

|𝑃 (𝛼) (𝑇𝜂) | ≤ 𝑐
∑︁
|𝛼 |=𝑙

|𝑄 (𝛼) (𝜂) | ∀𝜂 ∈ R𝑛.

Лемма 1.2. Пусть 𝑅 - ненулевой однородный многочлен степени 𝑟, 𝑘 ≥ 2, векторы
𝜏1, ..., 𝜏𝑘 ∈ Σ(𝑅) линейно независимы и 𝑙𝑅 (𝜏 𝑗 ) = 𝑟 ( 𝑗 = 1, ..., 𝑘). Если 𝑅(𝜉) ≠ 0 при
𝜉 ∈ R𝑛\{𝜏1, ..., 𝜏𝑘}, то существует линейное обратимое отображение 𝑇 : R𝑛 −→ R𝑛

такое, что 1) многочлен 𝑄(𝜂) := 𝑅(𝑇𝜂) является однородным степени 𝑟 , 2) 𝑄(𝜂) ≡
𝑄(𝜂1, ..., 𝜂𝑛−𝑘 , 0, ..., 0) ∀𝜂 ∈ R𝑛, 3) 𝑄(𝜂) ≠ 0 для всех 𝜂 ∈ R𝑛 : |𝜂1 | + ... + |𝜂𝑛−𝑘 | ≠ 0,
т.е. многочлен 𝑄(𝜂), рассматриваемый как многочлен от переменных 𝜂1, ..., 𝜂𝑛−𝑘 ,

является однородным эллиптическим многочленом на R𝑛−𝑘 .

Доказательство. Первое утверждение очевидно. Докажем второе утверждение. Без
потери общности можно считать, что векторы 𝜏1, ..., 𝜏𝑘 взаимно ортогональны. Допол-
няем набор векторов {𝜏 𝑗 }𝑘1 до ортонормированного базиса {𝜃1, ..., 𝜃𝑛−𝑘 , 𝜏1, ..., 𝜏𝑘} в
R𝑛 (обратите внимание, что лемма подразумевает, что 𝑘 < 𝑛).

Обозначим через 𝑇 следующую матрицу 𝑇 = (𝜃1, ..., 𝜃𝑛−𝑘 , 𝜏1, ..., 𝜏𝑘), а через {𝑒 𝑗 }𝑛1
обозначим стандартный базис в R𝑛, где 𝑒

𝑗

𝑖
= 1 если 𝑖 = 𝑗 и 𝑒

𝑗

𝑖
= 0 если 𝑖 ≠ 𝑗 .

Очевидно, что 𝑇 является обратимой матрицей, причем 𝑇𝑒 𝑗 = 𝜃 𝑗 𝑗 = 1, ..., 𝑛 − 𝑘 и
𝑇𝑒 𝑗 = 𝜏 𝑗−𝑛+𝑘 𝑗 = 𝑛 − 𝑘 + 1, ..., 𝑛.

Представим 𝑟−однородный многочлен 𝑄 (см. утверждение 1) в виде

(1.3) 𝑄(𝜂) =
𝑟∑︁
𝑗=0

𝜂
𝑗
𝑛 [

∑︁
𝛽∈N𝑛−1

0 ; |𝛽 |=𝑟− 𝑗

𝛿 (𝛽, 𝑗 ) 𝜂
𝛽1
1 ...𝜂

𝛽𝑛−1
𝑛−1 ],

где числа {𝛿 (𝛽, 𝑗 ) } однозначно определяются коэффициентами многочлена 𝑃.
Согласно предложению 1.1 имеем 𝑙𝑄 (𝑒𝑛) = 𝑙𝑅 (𝜏𝑘) > 0, 0 = 𝑄(𝑒𝑛) = 𝛿0,...,0,𝑟 .

Применяя метод индукции по убыванию 𝑗 : 𝑗 ≤ 𝑟, покажем, что 𝛿 (𝛽, 𝑗 ) = 0 для любых
пар (𝛽, 𝑗) таких, что 𝛽 ∈ N𝑛−10 , |𝛽 | + 𝑗 = 𝑟. Пусть 𝛿 (𝛽, 𝑗 ) = 0 для пары (𝛽, 𝑗) : так,
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что 𝛽 ∈ N𝑛−10 , |𝛽 | + 𝑗 = 𝑟, 𝑗 ≥ 𝑝 ≥ 2. Покажем, что 𝛿 (𝛽,𝑝−1) = 0. По предположению
индукции многочлен 𝑄 представляется в виде

𝑄(𝜂) =
𝑝−1∑︁
𝑗=0

𝜂
𝑗
𝑛 [

∑︁
𝛽∈N𝑛−1

0 ; |𝛽 |=𝑟− 𝑗

𝛿 (𝛽, 𝑗 ) 𝜂
𝛽1
1 ...𝜂

𝛽𝑛−1
𝑛−1 ] .

Так как (в условиях этой леммы), по Предложению 1.1 𝑙𝑄 (𝑒𝑛) = 𝑙𝑅 (𝜏𝑘) = 𝑟, и при
𝑝 ≥ 2, 𝛽 ∈ N𝑛−10 , |𝛽 | = 𝑟 − 𝑝 + 1 ( т.е. |𝛽 | < 𝑟), то 0 = 𝑄 (𝛽) (𝑒𝑛) = 𝛽! 𝛿 (𝛽,𝑝−1) .
Следовательно, 𝛿 (𝛽,𝑝−1) = 0 для всех 𝛽 ∈ N𝑛−10 , |𝛽 | = 𝑟 − 𝑝 + 1. Отсюда согласно
индукции получим, что многочлен 𝑄(𝜂) можно представить в виде

𝑄(𝜂) =
∑︁

𝛽∈N𝑛−1
0 ; |𝛽 |=𝑟

𝛿 (𝛽,0) 𝜂
𝛽1
1 ...𝜂

𝛽𝑛−1
𝑛−1 = 𝑄(𝜂1, ..., 𝜂𝑛−1, 0).

Проводя аналогичные рассуждения и принимая во внимание тот факт, что 𝑙𝑄 (𝑒 𝑗 ) =

𝑙𝑅 (𝜏 𝑗−𝑛+𝑘) ( 𝑗 = 𝑛 − 1, ..., 𝑛 − 𝑘 + 1), получаем утверждение части 2) леммы.
Докажем утверждение 3). Предположим противное, что при условии леммы суще-

ствует точка 𝜂0 ∈ R𝑛−𝑘 такая, что |𝜂01 | + ...+ |𝜂
0
𝑛−𝑘 | ≠ 0 и 𝑄(𝜂0, 0, ..., 0) = 0. Обозначим

𝜂0 = (𝜂01, ..., 𝜂
0
𝑛−𝑘 , 0, ..., 0). Так как вектор 𝜂0 ортогонален векторам 𝑒𝑛−𝑘+1, ..., 𝑒𝑛, , то

𝑇𝜂0 ∈ R𝑛 \ {𝜏1, ..., 𝜏𝑘}. Но 𝑅(𝑇𝜂0) = 𝑄(𝜂0) = 0. Это противоречит условию леммы и
доказывает часть 3). Лемма 1.3 доказана. □

Нам также необходимо следующее легко проверяемое утверждение:

Лемма 1.3. Пусть 𝛼1, ..., 𝛼𝐾 — вершины многогранника Ньютона ℜ(𝑃) многочлена
𝑃 степени 𝑚(𝑃). Тогда существуют постоянные 0 < 𝐶1 ≤ 𝐶2 такие, что

|𝑃(𝜉) | ≤ 𝐶1 [1 +
𝐾∑︁
𝑘=1

|𝜉𝛼𝑘 ] ≤ 𝐶2 [1 + ||𝜉 | |𝑚(𝑃) ] ∀𝜉 ∈ R𝑛.

2. Условия строгой гипоэлиптичности и почти гипоэллиптичности

Для многочлена 𝑃(𝜉) = 𝑃(𝜉1, ..., 𝜉𝑛) обозначим через 𝑑𝑃 (𝜉) расстояние от точки
𝜉 ∈ R𝑛 до поверхности { 𝜁 ; 𝜁 ∈ C𝑛, 𝑃(𝜁) = 0}. В [3, Лемма 11.1.4] доказано, что
существует константа 𝐶 = 𝐶 (𝑛, 𝑚) > 0 такая, что для любого многочлена 𝑃(𝜉) =

𝑃(𝜉1, ..., 𝜉𝑛) степени не более 𝑚, справедлива следующая оценка:

(2.1) 𝐶−1 ≤ 𝑑𝑃 (𝜉)
∑︁
𝛼≠0

|𝑃 (𝛼) (𝜉)/𝑃(𝜉) |1/|𝛼 | ≤ 𝐶 ∀𝜉 ∈ R𝑛, 𝑃(𝜉) ≠ 0.

Поскольку, очевидно, что 𝑑𝑃 (𝜉) = 0, при 𝑃(𝜉) = 0 для 𝜉 ∈ R𝑛, то из неравенства (2.1)
следует, что с некоторой константой 𝐶1 > 0 справедливо неравенство

(2.2) 𝑑𝑃 (𝜉) ≤ 𝐶1 |𝑃(𝜉) |1/𝑚(𝑃) ∀𝜉 ∈ R𝑛.
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Определение 2.1. (см. [3], Определение 11.1.2 и Теорема 11.1.3 ). Многочлен 𝑃 на-
зывается гипоэллиптическим, если выполняется одно из следующих эквивалентных
условий: 1) 𝑑𝑃 (𝜉) → ∞ при | |𝜉 | | → ∞, 2) существуют положительные постоянные
𝛿 и 𝑐 такие, что

(2.3) 1 + 𝑑𝑃 (𝜉) ≥ 𝑐 | |𝜉 | | 𝛿 ∀𝜉 ∈ R𝑛.

Замечание 2.1. 1) Из оценки (2.3) немедленно следует, что если многочлен 𝑃 гипо-
эллиптичный, то число 𝛿 из (2.3) принадлежит множеству (0, 1], 2) существуют
числа 𝛿 ∈ (0, 1], 𝑐 > 0, и 𝑀 > 0 такие, что

(2.4′) 𝑑𝑃 (𝜉) ≥ 𝑐 |𝑃(𝜉) | 𝛿/𝑚(𝑃) ∀𝜉 ∈ R𝑛 : ∥𝜉∥ ≥ 𝑀.

Доказательство. Очевидно, что в доказательстве нуждается только второй пункт.
По определению гипоэллиптичности 𝑃 (см. первый пункт Определения 2.1) существу-
ют положительные числа 𝑀0, 𝐶 и 𝛿 такие, что 𝑑𝑃 (𝜉) ≥ 𝐶 | |𝜉 | | 𝛿 для | |𝜉 | | ≥ 𝑀0. С
другой стороны, из леммы 1.3 следует существование положительных констант 𝐶1 и
𝐶2 таких, что для |𝑃(𝜉) | ≤ 𝐶1 [1+ ||𝜉 | | ]𝑚(𝑃) ≤ 𝐶2 | |𝜉 | |𝑚(𝑃) если | |𝜉 | | ≥ 1. Предполагая,
что 𝑀 ≥ 𝑚𝑎𝑥{𝑀0, 1}, при | |𝜉 | | ≥ 𝑀 имеем

𝑑𝑃 (𝜉) ≥ 𝐶 | |𝜉 | | 𝛿 = 𝐶 [| |𝜉 | |]𝑚(𝑃) ] 𝛿/𝑚(𝑃)

≥ 𝐶 [|𝑃(𝜉) |/𝐶2] 𝛿/𝑚(𝑃) = 𝐶3 |𝑃(𝜉) | 𝛿/𝑚(𝑃) .

Определение 2.2. (см. [2]) Многочлен 𝑃 называется почти гипоэллиптическим, если
для некоторой константы 𝐶 > 0

∑
𝛼 |𝑃 (𝛼) (𝜉) | ≤ 𝐶 [|𝑃(𝜉) | + 1] ∀𝜉 ∈ R𝑛.

Лемма 2.1. Пусть многочлен 𝑃 степени 𝑚 = 𝑚(𝑃) представлен в виде (1.1) и суще-
ствуют числа 𝐶 > 0 и 𝑀 > 0 такие, что

(2.4) 𝑑𝑃 (𝜉) ≥ 𝐶 |𝑃(𝜉) |1/𝑚(𝑃) ∀𝜉 ∈ R𝑛, | |𝜉 | | ≥ 𝑀.

Тогда 𝑙𝑃𝑚
(𝜏) = 𝑚(𝑃) для всех 𝜏 ∈ Σ(𝑃𝑚).

Доказательство.Пусть 𝜏 ∈ Σ(𝑃𝑚)—любаяфиксированная точка. Легко проверить,
что для любого 𝑠 ∈ N : 𝑠 ≥ 𝑀 + 1 найдется точка 𝜂𝑠 ∈ R𝑛 : |𝜂𝑠 | ≤ 1 такая, что 𝑃(𝜉𝑠) :=
𝑃(𝑠 𝜏+𝜂𝑠) ≠ 0.Тогда, по условиюлеммыина основании оценки (2.1), найдется константа
𝐶1 > 0 такая, что для всех натуральных чисел 𝑘 : 𝑘 ≤ 𝑚(𝑃) и для всех 𝑠 ≥ 𝑀 + 1 имеем

(2.5)
∑︁
|𝛼 |=𝑘

|𝑃 (𝛼) (𝜉𝑠) | ≤ 𝐶1 |𝑃(𝜉𝑠) |1−𝑘/𝑚(𝑃) .
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Представляя многочлен 𝑃 в виде (1.1), и применяя формулу Тейлора, для левой части
неравенства (2.5) при 𝑠 ≥ 𝑀 + 1, когда 𝑘 = 𝑙𝑃𝑚

(𝜏), имеем∑︁
|𝛼 |=𝑙𝑃𝑚 (𝜏 )

|𝑃 (𝛼) (𝜉𝑠) | ≥
∑︁

|𝛼 |=𝑙𝑃𝑚 (𝜏 )
[|𝑃 (𝛼)

𝑚 (𝜉𝑠) | −
𝑚∑︁
𝑗=1

|𝑃 (𝛼)
𝑚− 𝑗 (𝜉

𝑠) |]

=
∑︁

|𝛼 |=𝑙𝑃𝑚 (𝜏 )


������∑︁𝛽 1

𝛽!
|𝑃 (𝛼+𝛽)
𝑚 (𝑠 𝜏) (𝜂𝑠)𝛽 | −

𝑚∑︁
𝑗=1

|𝑃 (𝛼)
𝑚− 𝑗 (𝑠 𝜏 + 𝜂𝑠)

������


≥
∑︁

|𝛼 |=𝑙𝑃𝑚 (𝜏 )


������𝑃 (𝛼)
𝑚 (𝑠 𝜏) | −

∑︁
𝛽≠0

1
𝛽!

|𝑃 (𝛼+𝛽)
𝑚 (𝑠 𝜏) (𝜂𝑠)𝛽 | −

𝑚∑︁
𝑗=1

|𝑃 (𝛼)
𝑚− 𝑗 (𝑠 𝜏 + 𝜂𝑠)

������
 .

Так как кратность нуля многочлена 𝑃𝑚 в точке 𝜏 равна 𝑙𝑃𝑚
(𝜏), то степень многочленов

𝑃
(𝛼+𝛽)
𝑚 и 𝑃 (𝛼)

𝑚− 𝑗 ( 𝑗 = 1, ..., 𝑚) для |𝛼 | = 𝑙𝑃𝑚
(𝜏), 𝛽 ≠ 0 не превышает число 𝑚−𝑙𝑃𝑚

(𝜏)−1.
Следовательно, при некоторых положительных константах𝐶2 и𝐶3 для любого 𝑠 ≥ 𝑀+1
имеем

(2.6)
∑︁

|𝛼 |=𝑙𝑃𝑚 (𝜏 )
|𝑃 (𝛼) (𝜉𝑠) | ≥ 𝐶2 𝑠

𝑚−𝑙𝑃𝑚 (𝜏 ) − 𝐶3 𝑠
𝑚−𝑙𝑃𝑚 (𝜏 )−1.

Теперь оценим многочлен 𝑃. Снова применяя формулу Тейлора с некоторой константой
𝐶4 > 0, для любого 𝑠 ≥ 𝑀 + 1 получим

|𝑃(𝜉𝑠) | ≤ |𝑃𝑚 (𝜉𝑠) | +
𝑚∑︁
𝑗=1

|𝑃𝑚− 𝑗 (𝜉𝑠) | = |
∑︁

|𝛼 | ≥𝑙𝑃𝑚 (𝜏 )

1
𝛼!

𝑃
(𝛼)
𝑚 (𝑠 𝜏) (𝜂𝑠)𝛼 |

+
𝑚∑︁
𝑗=1

|𝑃𝑚− 𝑗 (𝑠 𝜏 + 𝜂𝑠) | ≤ 𝐶4 𝑠
𝑚−1.

Отсюда и из оценки (2.6) в силу (2.5), имеем

𝐶2 𝑠
𝑚−𝑙𝑃𝑚 (𝜏 ) − 𝐶3 𝑠

𝑚−𝑙𝑃𝑚 (𝜏 )−1 ≤ 𝐶5 𝑠
𝑚−1
𝑚

[𝑚−𝑙𝑃𝑚 (𝜏 ) ] .

Откуда следует, что 𝑚 − 𝑙𝑃𝑚
(𝜏) ≤ 𝑚−1

𝑚
[𝑚 − 𝑙𝑃𝑚

(𝜏)] . Так как 1 ≤ 𝑙𝑃𝑚
(𝜏) ≤ 𝑚 последнее

неравенство имеет место тогда и только тогда, когда 𝑙𝑃𝑚
(𝜏) = 𝑚 . Что и доказывает

лемму. □

Следствие 2.1. Пусть многочлен 𝑃 удовлетворяет условиям леммы 2.1. Тогда су-
ществует линейное обратимое отображение 𝑇 : R𝑛 → R𝑛 и натуральное число
𝑘 : 𝑘 ≤ 𝑛 такое, что если многочлен 𝑄(𝜂) := 𝑃(𝑇𝜂) представить в виде (1.1), то 1)
𝑚(𝑄) = 𝑚(𝑃), 2) 𝑄𝑚(𝑄) (𝜂) = 𝑄𝑚(𝑄) (𝜂1, ..., 𝜂𝑘 , 0, ..., 0) ∀𝜂 ∈ R𝑛, 3) многочлен 𝑄𝑚(𝑄) ,
рассматриваемый в 𝑅𝑘 , является эллиптическим.

Доказательство следует непосредственно из леммы 2.1.
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Определение 2.3. Гипоэллиптические многочлены, удовлетворяющие неравенству
(2.4’) при 𝛿 = 1 называются строго гипоэллиптическими (см. [3] [4]).

Легко проверить, что такими являются, например, эллиптические многочлены. М.
Лангенбрух в [6] доказал гипотезу Комуры - Зилезни (см. [5], [8]) о том, что если
неэллиптический дифференциальный оператор 𝑃(𝐷) = 𝑃(𝐷1, ..., 𝐷𝑛) является строго
гипоэллиптическим, то функциональная размерность множества {𝑢 ∈ 𝐶 (Ω), 𝑃(𝐷)𝑢 =

0} больше, чем 𝑛.

Предложение 2.1. Пусть многочлен 𝑃 удовлетворяет условию (2.4′), а 𝑇 : R𝑛 →
R𝑛 — линейное обратимое отображение. Тогда многочлен 𝑄(𝜂) := 𝑃(𝑇𝜂) также
удовлетворяет условию (2.4′) с некоторыми константами 𝐶 = 𝐶 (𝑄) > 0 и 𝑀 =

𝑀 (𝑄) > 0.

Доказательство. Так как при условиях предположения | |𝑇𝜂 | | → ∞ тогда и только
тогда, когда | |𝜂 | | → ∞, то утверждения предположения непосредственно следует из
оценки (1.2).

Пусть 𝛿 ∈ [0, 1] . Обозначим через A𝛿 (𝑛) множество многочленов {𝑃}, удовлетво-
ряющих условию (2.4′).

Пример 2.1. Пусть 𝑛 = 2 и 𝑃(𝜉1, 𝜉2) = 𝜉61 + 𝜉21 𝜉
2
2 + 𝜉22 + 1. Тогда 𝑚(𝑃) = 𝑚0 (𝑃) = 6,

𝑚1 = 4, 𝑚2 = 2, 𝑚3 = 0, 𝑃6 (𝜉) = 𝜉61 , 𝑃4 (𝜉) = 𝜉21 𝜉
2
2 , 𝑃2 (𝜉) = 𝜉22 , 𝑃0 (𝜉) = 1.

Легко видеть, что многочлен 𝑃 почти гипоэллиптичный и 𝑃 ∈ A0 (2).
Пример 2.2.Пусть 𝑛 = 2, 𝑃(𝜉) = 𝜉41 + 𝜉

2
2 . Здесь 𝑚(𝑃) = 4. Покажем, что 𝑃 ∈ A1 (2),

т. е. существуют положительные константы 𝐶1, 𝑀1 такие, что 𝑑𝑃 (𝜉) ≥ 𝐶1 𝑃
1/4 (𝜉) ∀𝜉 ∈

R2, | |𝜉 | | ≥ 𝑀1. В силу леммы 11.1.4 из монографии [3] достаточно показать существо-
вание положительных констант 𝐶1, 𝑀1 таких, что

(2.7) 𝑃1/4 (𝜉)
∑︁
𝛼≠0

| 𝑃
(𝛼) (𝜉)
𝑃(𝜉) |1/|𝛼 | ≤ 𝐶1 ∀𝜉 ∈ R2, | |𝜉 | | ≥ 𝑀1.

Так как |𝜉2− 𝑗2 |/(𝜉41 + 𝜉22)
1− 𝑗/4 ≤ 1 𝑗 = 1, 2 то простые вычисления при | |𝜉 | | ≥ 2,

показывают, что

(2.8) 𝑃1/4 (𝜉)
2∑︁
𝑗=1

|
𝐷
𝑗

2𝑃(𝜉)
𝑃(𝜉) |1/ 𝑗 ≤

2∑︁
𝑗=1

[ 2!
(2 − 𝑗)! ]

1/ 𝑗 := 𝜅1.

Так как 𝑃 (𝛼) (𝜉) ≡ 0 при 𝛼1 > 4 , 𝛼2 > 2, 𝛼1𝛼2 > 0 и

𝑃1/4 (𝜉)
4∑︁
𝑗=1

�����𝐷 𝑗

1𝑃(𝜉)
𝑃(𝜉)

�����1/ 𝑗 = 4∑︁
𝑗=1

������
4!

(4− 𝑗 )!𝜉
4− 𝑗
1

(𝜉41 + 𝜉22)1− 𝑗/4

������
1/ 𝑗

≤
4∑︁
𝑗=1

(
4!

(4 − 𝑗)!

)1/ 𝑗
:= 𝜅2,
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то отсюда и из (2.8) получаем оценку (2.7) для 𝐶1 = 𝜅1 + 𝜅2 и 𝑀1 = 2, т.е. многочлен
𝑃 является строго гипоэллиптическим.

Можно доказать больше, а именно, что этот многочлен удовлетворяет оценке

𝐶−1
2 𝑑𝑃 (𝜉) ≤ 𝑃1/4 (𝜉) ≤ 𝐶2 𝑑𝑃 (𝜉)

для любого 𝐶2 > 0. Действительно, так как для | |𝜉 | | ≥ 2

𝑃1/4 (𝜉)
∑︁
𝛼≠0

| 𝑃
(𝛼) (𝜉)
𝑃(𝜉) |1/|𝛼 | ≥ 𝑃1/4 (𝜉) |

𝐷4
1𝑃(𝜉)
𝑃(𝜉) |1/4 = |𝐷4

1𝑃(𝜉) |
1/4 = (4!)1/4.

Отсюда и из оценки (2.8) в силу указанной выше леммы получаем требуемую оценку.

Лемма 2.2. Пусть 𝛿 ∈ [0, 1] и 𝑃 ∈ A𝛿 (𝑛). Тогда многочлен 𝑃 почти гипоэллиптич-
ный.

Доказательство. В условиях леммы, по определению множества A𝛿 (𝑛) и правой
части неравенства (2.1), для любого натурального числа 𝑙 : 𝑙 ≤ 𝑚(𝑃) имеем∑︁

|𝛼 |=𝑙
|𝑃 (𝛼) (𝜉) | ≤ 𝐶 |𝑃(𝜉) |1−

𝑙 𝛿
𝑚(𝑃) ∀ 𝜉 ∈ R𝑛 : | |𝜉 | | ≥ 𝑀 (𝑃), 𝑃(𝜉) ≠ 0.

Отсюда, в силу непрерывности многочленов, получаем то же неравенство для тех точек
𝜉 ∈ R𝑛, | |𝜉 | | ≥ 𝑀 (𝑃), для которых 𝑃(𝜉) = 0.

Используя арифметическое неравенство |𝑡 |𝜀 ≤ |𝑡 |+1 ∀𝑡 ∈ R1, 𝜀 ∈ [0, 1], и принимая
во внимание, что многочлены {𝑃 (𝛼) ; |𝛼 | = 𝑙} ограничены при | |𝜉 | | ≤ 𝑀 (𝑃) и их число
конечно, отсюда с некоторой постоянной𝐶1 > 0 получим

∑
|𝛼 |=𝑙 |𝑃 (𝛼) (𝜉) | ≤ 𝐶1 [ |𝑃(𝜉) |+

1 ] ∀ 𝜉 ∈ R𝑛, что доказывает лемму. □

Далее, будем говорить, что а) многочлен 𝑃(𝜉) = 𝑃(𝜉1, ..., 𝜉𝑛) по существу зависит
от переменных 𝜉1, ..., 𝜉𝑛, если для любого линейного обратимого преобразования 𝑇 :
𝜉 = 𝑇𝜂 пространства R𝑛, многочлен 𝑄(𝜂) = 𝑃(𝑇𝜂) зависит от переменных 𝜂1, ..., 𝜂𝑛.

Или, что то же самое, выражение
∏𝑛
𝑗=1 𝐷 𝑗𝑄(𝜂) отличается от тождественного нуля, б)

𝑃 ∈ I𝑛, если |𝑃(𝜉) | → ∞ для | |𝜉 | | → ∞.

Например, очевидно, что для любого 𝑚 > 1 многочлен 𝑃1 (𝜉) = 𝑃1 (𝜉1, 𝜉2) = 𝜉2𝑚1 +
𝜉2𝑚2 +𝜉21+𝜉

2
2 от двух переменных существенно зависит от переменных 𝜉1, 𝜉2, a многочлен

𝑃2 (𝜉) = 𝑃2 (𝜉1, 𝜉2) = (𝜉1 + 𝜉2)2𝑚 + (𝜉1 + 𝜉2)2, не существенно зависит от переменных
𝜉1, 𝜉2, так как при замене переменных 𝜂1 = 𝜉1 + 𝜉2, 𝜂2 = 𝜉2, 𝑃 переходит в многочлен
𝑄(𝜂) = 𝜂2𝑚1 +𝜂21, который не зависит от переменной 𝜂2. В этом случае 𝑃1 ∈ I𝑛, 𝑃2 ∉ I𝑛.

Теорема 2.1. а) Если 𝑃 ∈ I𝑛, то 𝑃 существенно зависит от переменных 𝜉1, ..., 𝜉𝑛, б)
если 𝑃 ∈ A𝛿 (𝑛), 𝛿 ∈ [0, 1], то для этого также необходимо условие 𝑃 ∈ I𝑛 .
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Доказательство. Пункт а) Предположим обратное, что для многочлена 𝑃 ∈ I𝑛

существует линейное обратимое преобразование 𝑇 : R𝑛 → R𝑛 для которого 𝑄(𝜂) :=
𝑃(𝑇 𝜂) не зависит (например) от 𝜂𝑛, т. е. 𝑄(𝜂) = 𝑄(𝜂1, ..., 𝜂𝑛−1, 0) ∀𝜂 ∈ R𝑛. Тогда
𝑃[𝑇 (0′, 𝑠)] = 𝑄(0′, 𝑠) = 𝑄(0) для всех 𝑠 = 1, 2, ...· Так как | | (0′, 𝑠) | | = 𝑠 → ∞ при
𝑠 → ∞, то это противоречит условию 𝑃 ∈ I𝑛 теоремы и доказывает пункт а).

Пункт б). В [4, лемма 3.1] доказано, что если почти гипоэллиптический многочлен
𝑅 существенно зависит от своих переменных, тогда 𝑅 ∈ I𝑛. Так как любой многочлен
𝑃 ∈ A𝛿 (𝑛), 𝛿 ∈ [0, 1] по лемме 2.2 является почти гипоэллиптическим, то согласно
вышеизложеннму, 𝑃 ∈ I𝑛 , если 𝑃 существенно зависит от своих переменных. □

Определение 2.4. Прямую в R𝑛, проходящую через начало координат, будем назы-
вать центральной.

Теорема 2.2. Пустьмногочлен 𝑃 удовлетворяетусловию (2.4′) для некоторых чисел
𝛿 ∈ (0, 1], 𝐶 > 0 и 𝑀 > 0. Тогда следующие условия эквивалентны: а) 𝑃 является
гипоэллиптическим, б) 𝑃 существенно зависит от своих переменных 𝜉1, ..., 𝜉𝑛, в)
центральные линии в R𝑛 не могут быть элементарными для многочлена 𝑃.

Доказательство. Докажем, что a) =⇒ c) =⇒ b) =⇒ а). Пусть 𝑃 гипоэллиптичен в
R𝑛. Тогда 𝑃 ∈ I𝑛. Следовательно, очевидно, что центральные прямые в R𝑛 не могут
быть элементарными для многочлена 𝑃, то есть а) =⇒ с).

Покажем, что из c) следует b). Пусть, наоборот, существует многочлен 𝑃, не име-
ющий элементарной центральной линии в R𝑛, но который существенно не зависит от
переменных 𝜉1, ..., 𝜉𝑛. Тогда существует линейное обратимое отображение𝑇 : R𝑛 → R𝑛

такое, что
∏𝑛
𝑗=1 𝐷 𝑗𝑄(𝜂) ≡ 0, где 𝑄(𝜂) := 𝑃(𝑇𝜂). Так как нули конечного числа ненуле-

вых многочленов не могут покрыть все пространство, то отсюда следует, что для неко-
торого индекса 𝑗 : 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 (пусть, для определенности, 𝑗 = 𝑛), где 𝐷𝑛𝑄(𝜂) ≡ 0.
Тогда 𝑄(𝜂) = 𝑄(𝜂1, ..., 𝜂𝑛−1, 0) для всех 𝜂 ∈ R𝑛.

Очевидно, что линия {𝑡 𝑒𝑛 : 𝑡 ∈ R1, 𝑒𝑛 = (0, 0, ..., 1)} является центральной вR𝑛, при
этом 𝑄(𝑡 𝑒𝑛) = 𝑄(0). Поскольку 𝑇 : R𝑛 −→ R𝑛 — линейное обратимое отображение,
то 𝜃 := 𝑇 𝑒𝑛 ≠ 0.

Рассмотрим многочлен 𝑃 на центральной прямой {𝑡 𝜃 : 𝑡 ∈ R1}. По определению
отображения𝑇, имеем 𝑃(𝑡 𝜂) = 𝑃(𝑡 [𝑇𝑒𝑛]) = 𝑃(𝑇 [𝑡 𝑒𝑛]) = 𝑄(𝑡 𝑒𝑛) = 𝑄(0) для всех
𝑡 ∈ R1. Это означает, что центральная прямая {𝑡 𝜃 : 𝑡 ∈ R1} является элементарной
для многочлена 𝑃. Мы получили противоречие, которое доказывает, что с) следует из
b).
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Наконец, покажем, что из b) следует а). Согласно следствию 2.1 и предложению
2.1 существует линейное обратимое отображение 𝑇 : R𝑛 → R𝑛 такое, что многочлен
𝑄(𝜂) := 𝑃(𝑇𝜂) принадлежит множеству A𝛿 (𝑛), для 𝛿 ∈ (0, 1] . Из условия существен-
ной зависимости от 𝜉1, ..., 𝜉𝑛, многочлена 𝑃 имеем, что 𝑄 существенно зависит от
𝜂1, ..., 𝜂𝑛, . Тогда, по теореме 2.1 получим, что 𝑄 ∈ I𝑛. Следовательно, в силу обрати-
мости отображения 𝑇 , 𝑃 ∈ I𝑛. Так как многочлен 𝑃 удовлетворяет условию (2.4′), то
𝑑𝑃 (𝜉) → ∞ при | |𝜉 | | → ∞, т. е. многочлен 𝑃 гипоэллптичен. □

Следствие 2.2. Пусть при условиях теоремы 2.2 𝛿 = 1. Многочлен 𝑃 строго гипо-
эллптичен тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих эквивалент-
ных условий: 1) 𝑃 существенно зависит от своих переменных 𝜉1, ..., 𝜉𝑛, 2) никакая
центральная линия в R𝑛 не является элементарной для 𝑃.

Пример 2.3.Пусть 𝑛 = 3, 𝑃(𝜉) = (𝜉1−𝜉2−𝜉3)6+𝜉22+𝜉
2
3 . Здесь𝑚(𝑃) = 6.Покажем, что

этот многочлен является строго гипоэллиптическим, т. е. существует положительное
число 𝐶 такое, что 𝑑𝑃 (𝜉) ≥ 𝐶 𝑃(𝜉)1/6 для всех 𝜉 ∈ R3, | |𝜉 | | ≥ 3. По лемме 11.1.4
из монографии [3] достаточно показать существование положительных чисел 𝐶1 и 𝑀

таких, что

(2.9) 𝑄(𝜉) := 𝑃1/6 (𝜉)
∑︁
𝛼≠0

| 𝑃
(𝛼) (𝜉)
𝑃(𝜉) |1/|𝛼 | ≤ 𝐶1 ∀𝜉 ∈ R3, | |𝜉 | | ≥ 3.

Так как для | |𝜉 | | ≥ 3, либо |𝜉2 | ≥ 1, либо |𝜉3 | ≥ 1, либо |𝜉1 − 𝜉2 − 𝜉3 | ≥ 1, то простые
вычисления показывают, что

(2.10) 𝑃1/6 (𝜉)
2∑︁
𝑗=1

[ |𝜉2 |
2− 𝑗 + |𝜉3 |2− 𝑗
𝑃(𝜉) ]1/ 𝑗 =

2∑︁
𝑗=1

[ |𝜉2 |
2− 𝑗 + |𝜉3 |2− 𝑗

𝑃(𝜉)1− 𝑗/6
]1/ 𝑗 ≤

2∑︁
𝑗=1

21/ 𝑗

С другой стороны, для некоторой константы 𝐶2 > 0 имеем

𝑄(𝜉) =
∑︁
𝛼≠0

���� 𝑃 (𝛼) (𝜉)
𝑃(𝜉)1−|𝛼 |/6

����1/|𝛼 | ≤
≤ 𝐶2 [

6∑︁
|𝛼 |=1

(𝜉1 − 𝜉2 − 𝜉3)6−|𝛼 |

[(𝜉1 − 𝜉2 − 𝜉3)6−|𝛼 | + 𝜉22 + 𝜉23]1−|𝛼 |/6

1/|𝛼 |
+

+
2∑︁
𝑗=1

|𝜉2 |2− 𝑗 + |𝜉3 |2− 𝑗

[(𝜉1 − 𝜉2 − 𝜉3)6 + 𝜉22 + 𝜉23]1− 𝑗/6
]1/ 𝑗 ≤

≤ 𝐶2


6∑︁

|𝛼 |=1
1 +

2∑︁
𝑗=1

����� |𝜉2 |2− 𝑗 + |𝜉3 |2− 𝑗

[(𝜉1 − 𝜉2 − 𝜉3)6 + 𝜉22 + 𝜉23]1− 𝑗/6

�����1/ 𝑗 .
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Отсюда и из (2.10) для | |𝜉 | | ≥ 3 имеем, что 𝑄(𝜉) ≤ 𝐶2 [
6∑

|𝛼 |=1
1 +

2∑
𝑗=1

21/ 𝑗 ] := 𝜅, откуда, в

свою очередь, следует оценка (2.9) для 𝐶1 = 𝜅.

Пример 2.4. Применяя результаты [7], простые вычисления показывают, что много-
член 𝑃(𝜉1, 𝜉2) = 𝜉61 + 𝜉41 𝜉

4
2 + 𝜉62 принадлежит A2/3 (2).

Abstract. Conditions for strictly hypoelliptisity and almost hypoelliptisity are found for a
class of linear differential operators. Conditions are given in terms of elementary center lines
of symbols (characteristic polynomials) corresponding to these operators.
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