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1. Введение

Работа продолжает исследования авторов([1]-[5]) связанных с существованием
и описанием структуры функций, ряды Фурье которых по системе Уолша уни-
версальны в смысле знаков в различных функциональных классах. Необходимо
отметить, что понятие универсального ряда восходит к работам Меньшова [6] и
Талаляна [7]. Наиболее общие результаты были получены ими и их учениками.

Пусть Lp
µ[0, 1], p > 0) – класс всех измеримых на [0, 1] функций, для которых∫ 1

0
|f(x)|pµ(x)dx < ∞, где µ(x), x ∈ [0, 1] - весовая функция (т.е. измеримых на

[0, 1], положительных функций). Пусть f(x), fk(x) ∈ Lp
µ[0, 1], k ∈ N ∪ {0} (N−

совокупность натуральных чисел).
Говорят, что ряд

∑∞
k=0 fk(x) сходится к f(x) в Lp

µ[0, 1], если частичные суммы:∑n
k=0 fk(x), k ∈ N этого ряда сходятся к f(x) в метрике Lp

µ[0, 1], т.е.

(1.1) lim
n→∞

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

fk(x)− f(x)

∣∣∣∣∣
p

µ(x)dx.

Пусть L0[0, 1] – класс всех почти везде конечных, измеримых на [0, 1] функций.
Под сходимостью в L0[0, 1] мы будем подразумевать сходимость почти всюду.

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Комитета по науке РА в рамках на-
учного проекта № 21AG-1A066
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Пусть Φ = {φk(x)}∞k=1 – полная ортонормированная система на [0, 1] и пусть

(1.2) ck(U) =

∫ 1

0

U(x)φk(x)dx, k ∈ N

коэффициенты Фурье по системе {φk(x)}∞k=0 функции U ∈ L1[0, 1].
Пусть S−одно из пространств Lp

µ[0, 1], p > 0 или L0[0, 1].

Определение 1.1. Будем говорить, что функция U ∈L1[0, 1] и последователь-
ность знаков δ ={ δk = ±1}∞k=0 образуют универсальную пару (U, δ) для класса
S (для пространства L1

µ[0, 1]) относительно системы {φk(x)}∞k=0, если частич-
ные суммы ряда

∑∞
k=0 δkck(U)φk(x) плотны в S.

Определение 1.2. Функция U ∈L1[0, 1] называется универсальной для клас-
са S, относительно системы {φk(x)}∞k=0 в смысле знаков, если для каждой
функции f ∈ S можно найти последовательность знаков {δk = ±1}∞k=0, для
которой ряд

∑∞
k=1 δkck(U)φk(x) сходится к f(x) в S.

Нетрудно видеть, что каковы бы не были число p ∈ [1,∞) и ограниченная
ортонормированная система {φn(x)} не существует функции U ∈L1[0, 1], которая
была бы универсальной для класса Lp[0, 1], p ≥ 1 относительно системы {φn(x)}
в смысле знаков.

В [4] построена функция U ∈L1[0, 1] , которая универсальна для класса L0[0, 1],

относительно системы Уолша {Wk(x)}∞k=0 в смысле знаков.
Первые примеры универсальных функций были построены Биркгофом [8] в

рамках комплексного анализа, при этом целые функции представлялись в любом
круге равномерно сходящимися сдвигами универсальной функции, Марцинкеви-
чем [9] в рамках действительного анализа, при этом любая измеримая функция
представлялась как предел почти всюду некоторой последовательности разност-
ных отношений универсальной функции. (см.также [10]-[13]).

Отметим, что в работах [14]-[21] были получены результаты, связанные с су-
ществованием и описанием структуры функций, ряды Фурье которых (по систе-
ме Уолша либо по тригонометрической системе) универсальны в том или ином
смысле в различных функциональных классах.

В работах [3] и [17] был изучен вопрос существования как универсальных пар
(U, δ), так и универсальных функций в смысле знаков для классов Lp[0, 1] при p ∈
(0, 1) относительно системы Уолша, а также относительно тригонометрической
системы.
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В этой статье мы рассмотрим аналогичный вопрос для класса L1
µ[0, 1] и дока-

жем следующую теорему.

Теорема 1.1. Существует весовое пространство L1
µ[0, 1], для которого можно

построить универсальную пару (U, δ) относительно системы Уолша.

Замечание 1.1. Нетрудно видеть, что теорема 1 окончательна в следующих
смыслах:

а) для класса L1[0, 1] не существует универсальной пары (U, δ),
б) коково бы не было весовое пространство L1

µ[0, 1] для него не существует
интегрируемой функции, частичные сумы ряда Фурье-Уолша которой плотны
в L1

µ[0, 1].

Теорема 1.1 следует из более сильной Теоремы 1.2.

Теорема 1.2. Существуeт весовое пространство L1
µ[0, 1] с 0 < µ(x) ≤ 1, x ∈

[0, 1], для которого можно построить универсальную пару (U, δ) относительно
системы Уолша такую,что

а) функция U ∈ L1[0, 1] имеет монотонно убывающие коэффициенты Фурье
по системе Уолша и ее ряд Фурье – Уолша сходится в метрике L1[0, 1],

б)

limn→∞ sup
#{k ∈ N, k ≤ n; δk = 1}

n
= 1,

где #{E}− число элементов конечного множества E.

с) функция U ∈ L1[0, 1] является универсальной для класса L1
µ[0, 1] относи-

тельно системы Уолша в смысле знаков.

Вопрос. Верна ли теорема 1.2 для тригонометрической системы (и для других
классических систем)?

2. Основная лемма

При доказательстве теоремы 1.2 воспользуемся следующей леммой, доказан-
ной в работе [2].

Лемма 2.1. Существует весовая функция 0 < µ(x) ≤ 1 такая, что для любых
чисел n0 ≥ 1, η ∈ (0, 1) и ступенчатой функции f(x) =

∑ν̃0

m=1 γ̃mχ∆̃m
(x), где

γ̃m ̸= 0 и {∆̃m}ν̃0
m=1 – суть непересекающиеся двоичные интервалы с

ν̃0∑
m=1

|∆̃m| =

1. Тогда можно найти полиномы

H(x) =

2n−1∑
k=2n0

akWk(x),
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Q(x) =

2n−1∑
k=2n0

δkakWk(x), δk = ±1,

по системе Уолша, удовлетворяющие следующим условиям:

1) 0 < ak+1 ≤ ak < η, k ∈ [2n0 , 2n − 1 ),

2)

∫ 1

0

|f(x)−Q(x)|µ(x)dx < η,

3) max
2n0≤M<2n

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

δkakWk(x)

∣∣∣∣∣µ(x)dx < 5

∫ 1

0

|f(x)|µ(x)dx+ η,

4) max
2n0≤M<2n

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

akWk(x)

∣∣∣∣∣ dx < η.

3. Доказательство теоремы 1.2

Пусть {fn(x)}∞n=1 есть последовательность всех ступенчатых функций вида

(3.1) fn(x) =

2ln∑
j=1

γ(j)
n χ

∆
(j)
ln

(x)

с рациональными γ
(j)
n ̸= 0 и условием

∑2ln

j=1 |∆
(j)
j | = 1, где {∆(j)

ln
}2lnj=1 – непересе-

кающиеся двоичные интервалы. Применим Лемму 2.1, полагая n0 = 1, η = 2−5,
f(x) = f1(x). Тогда определяются полиномы по системе Уолша вида

U
(1)
1 (x) =

M∗
1 −1∑

k=M1

a
(1)
k Wk(x) , Q

(1)
1 (x) =

M∗
1 −1∑

k=M1

δ
(1)
k a

(1)
k Wk(x), M1 = 2, M∗

1 = 2m1 ,

удовлетворяющие условиям:

0 < a
(1)
k+1 ≤ a

(1)
k <

1

8
, δ

(1)
k = ±1, k ∈ [M1 ,M

∗
1 ),∫ 1

0

∣∣∣f1(x)−Q
(1)
1 (x)

∣∣∣µ(x)dx dx < 2−6,∫ 1

0

|Q(1)
1 (x)|dx ≤ max

m∈[M1,M∗
1 )

∫ 1

0

|
m∑

k=M1

δ
(1)
k a

(1)
k Wk(x)|dx < 4

∫ 1

0

|f1(x)|dx,

∫ 1

0

|U (1)
1 (x)|dx < max

m∈[M1,M∗
1 )

∫ 1

0

|
m∑

k=M1

a
(1)
k Wk(x)|dx < 2−3.

Положим

M2 = 24M ∗
1 , U

(∗)
1 (x) =

M2∑
k=M∗

1

b
(1)
k Wk(x),
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где

0 < b
(1)
M2−1 < ... < b

(1)
k < ... < b

(1)
M∗

1
< a

(1)
M∗

1 −1,

M2−1∑
k=M∗

1

b
(1)
k < 2−4.

Снова применим лемму, полагая

n0 = [log2 M2], η = min{b(1)M2−1; 2
−8}, f(x) = {f1(x)−U

(1)
1 (x)− U

(∗)
1 (x)}.

Тогда определяются полиномы по системе Уолша вида

U
(2)
1 (x) =

M3−1∑
k=M2

a
(1)
k Wk(x), Q

(2)
1 (x) =

M3−1∑
k=M2

δ
(1)
k a

(1)
k Wk(x), k ∈ [M2,M3) = [2m1 , 2m2),

удовлетворяющие условиям:

0 < a
(1)
M3−1...... < a

(1)
k+1 ≤ a

(1)
k < a

(1)
M2

< b
(1)
M2−1 , k ∈ [M2 ,M3 ),

δ
(1)
k = ±1,∀k ∈ [M2,M3),∫ 1

0

|(f1(x)−U
(1)
1 (x))− U

(∗)
1 (x)−Q

(2)
1 (x)|µ(x)dx < 2−8,∫ 1

0

|U (2)
1 |dx < max

m∈[M2,M3)

∫ 1

0

|
m∑

k=M2

a
(1)
k Wk(x)|dx < 2−8.

Нетрудно видеть, что продолжая эти рассуждения, мы можем по индукции опре-
делить последовательности полиномов {U (1)

n (x)}∞n=1, {U (2)
n (x)}∞n=1, {U (∗)

n (x)}∞n=1,

{Q(1)
n (x)}∞n=1, {Q(2)

n (x)}∞n=1 вида
(3.2)

U (1)
n (x) =

M∗
n−1∑

k=M2n−1

a
(n)
k Wk(x), Q(1)

n (x) =

M∗
n−1∑

k=M2n−1

δ
(n)
k a

(n)
k Wk(x), M∗

n = 2mn ,

(3.3) U (∗)
n (x) =

M2n−1∑
k=M∗

n

b
(n)
k Wk(x), M2n = 24nM ∗

n ,

M2n−1∑
k=M∗

n

b
(n)
k < 2−4(n+2)

(3.4) U (2)
n (x) =

M2n+1−1∑
k=M2n

a
(n)
k Wk(x) , Q(2)

n (x) =

M2n+1−1∑
k=M2n

δ
(n)
k a

(n)
k Wk(x),

которые для каждого n = 1, 2, .... , удовлетворяют условиям:

(3.5) M2n−1 < M∗
n < M2n = 24nM ∗

n <M2n+1, δ
(n)
k = 1, k ∈ [M ∗

n ,M2n),

(3.6) δ
(n)
k = ±1, k ∈ [M2n−1 ,M

∗
n ) ∪ [M2n ,M2n+1 ), n = 0, 1, 2, ....,

0 < a
(n+1)
M2n+1

< a
(n)
M2n+1−1 < ... < a

(n)
j+1 < a

(n)
j < ... <

< a
(n)
M2n

< b
(n)
M2n−1 < .. < b

(n)
k+1 < b

(n)
k < ... < b

(n)
M∗

n
<
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(3.7) < a
(n)
M∗

1 −1 < .. < a
(n)
s+1 < .. < a(n)s < . . < a

(n)
M2n−1

< a
(n−1)
M2n−1−1 ,

где j ∈ [M2n ,M2n+1 ), k ∈ [M ∗
n ,M2n), s ∈ [,M2n−1 ,M

∗
n ).

(3.8)

M2n−1∑
k=M∗

n

b
(n)
k < 2−6(n+1) < 2−4(n+1), n = 1, 2, ...

(3.9)

∫ 1

0

|U (1)
n (x)|dx ≤ max

m∈[M2n−1,M2n)

∫ 1

0

|
m∑

k=M2n−1

a
(n)
k Wk(x)|dx < 2−5(n+1).

(3.10)

∫ 1

0

|U (2)
n |dx ≤ max

m∈[M2n,M2n+1)

∫ 1

0

|
m∑

k=M2n

a
(n)
k Wk(x)|dx < 2−5(n+1),

(3.11)

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣{fn(x)−
n∑

j=1

(
U

(1)
j (x) + U

(∗)
j (x) +Q

(2)
j (x)

)∣∣∣∣∣∣µ(x)ddx < 2−3n,

(3.12)

∫ 1

0

∣∣∣{fn(x)−Q(1)
n (x)

∣∣∣µ(x)dx < 2−4(n+4),

(3.13) max
m∈[M2n−1,M2n)

∫ 1

0

|
m∑

k=M2n−1

δ
(n)
k a

(n)
k Wk(x)|µ(x)dx < 5

∫ 1

0

|fn(x)|µ(x)dx.

Положим

a0 = 2, a1 = 1, ak = a
(n)
k , k ∈ [M2n−1,M

∗
n ) ∪ [M2n,M2n+1),

(3.14) ak = b
(n)
k , k ∈ [M ∗

n ,M2n), n = 1, 2, . U0(x) = 2W0(x) +W1(x).

Из (3.3), (3.8) – (3.10) следует

(3.15)

∞∑
n=1

(∫ 1

0

∣∣∣U (1)
n (x) + U (∗)

n (x) + U (2)
n (x)

∣∣∣ dx) < ∞.

Определим функцию U(x) следующим образом:

(3.16) U(x) = U0(x) +

∞∑
n=1

(
U (1)
n (x) + U (∗)

n (x) + U (2)
n (x)

)
=

∞∑
k=0

akWk(x).

Из (3.14) и (3.15) вытекает U(x) ∈ L1 [0 , 1 ].

Учитывая соотношения (3.2), (3.4), (3.14) – (3.16) получим, что ряд
∞∑
k=0

akWk(x)

сходится к U(x) по L1 [0 , 1 ] норме, и, следовательно,

(3.17) ak = ck(U) =

∫ 1

0

U(x)Wk(x)dx, k = 0, 1, 2...

В силу (3.7) и (3.14) – (3.17) будем иметь {ck(U)}∞n=1 ↘ .
8
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Положим

δk = δ
(n)
k , k ∈ [M2n−1,M

∗
n ) ∪ [M2n,M2n+1), n = 1, 2, ..

(3.18) δ0 = δ1 = 1; δk = 1, k ∈
∞⋃

n=1

[M∗
n,M2n).

Из (3.3), (3.6) и (3.18) следует

(3.19)
#{k ∈ N, k ≤ M2n;; δk = 1}

M2n
≥ M2n −M∗

n

M2n
=

24nM ∗
n −M∗

n

24nM ∗
n

= 1− 1

24n
.

В силу (3.18) и (3.19) имеем

limn→∞ sup
#{k ∈ N, k ≤ n; δk = 1}

n
= 1,

т.е. утверждение б) теоремы 1.2 доказано.
Теперь докажем, что ряд

(3.20)

∞∑
k=0

δkck(U) Wk(x)

универсален в пространстве L1
µ[0, 1). Пусть f(x) ∈ L1

µ[0, 1). Легко видеть, что
можно выбрать подпоследовательность {fnk

(x)}∞n=1 из последовательности (3.1)
такую, что

(3.21) lim
k→∞

∫ 1

0

|f(x)− U0(x)− fnk
(x)|µ(x)dx = 0, n1 ≥ n▽.

Обозначая через N
k
= M2nk+1 − 1, k = 1, 2...., из (3.2) – (3.4), (3.11) и (3.21)

будем иметь∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
N

k∑
s=0

δscs(U) Ws(x)− f(x)

∣∣∣∣∣∣µ(x)dx ≤
∫ 1

0

|f(x)− U0(x)− fnk
(x)|µ(x)dx ≤

≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣fnk
(x)−

nk∑
j=1

(
U

(1)
j (x) + U

(∗)
j (x) +Q

(2)
j (x)

)∣∣∣∣∣∣µ(x) dx ≤ 2−nk → 0, k → ∞.

Отсюда и из того, что δk = ±1, k = 0, 1, 2.. (см. (3.6) и (3.18)) будем иметь, что
функция U(x) и последовательность знаков δ ={ δk}∞k=0 образуют универсальную
пару (U, δ).

Для завершения доказательства теоремы 1.2 осталось проверить, что функция
U(x) универсальна для L1

µ[0, 1) относительно системы Уолша в смысле знаков.
Пусть f(x) произвольная функция из L1

µ[0, 1). Из последовательности функ-
ций (3.1) выберем такую функцию fν1(x), ν1 ≥ 2, что∫ 1

0

| f∗(x)− fλ1
(x)|µ(x)dx < 2−2(n+4), f∗(x) = f(x)− U0(x).

9
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Отсюда и из (3.12) вытекает∫ 1

0

∣∣∣ f∗(x)−Q
(1)
λ1

(x)
∣∣∣µ(x)dx < 2−2(n+3).

Предположим, что уже определены числа 1 < λ1 < ... < λq функции fλ1(x), ...,
fλq

(x), и полиномы{Q(1)
λr

(x)}qr=1 , {Λn(x)}qn=1 , удовлетворяющие условиям:

(3.22) Λq(x) =

λq∑
n=λq−1+1

(
U

(1)
j (x) + U

(∗)
j (x) + U

(2)
j (x)

)
, f∗(x) = f(x)−U0(x),

(3.23)

∫ 1

0

∣∣ fλq
(x)

∣∣µ(x)dx ≤ 2−2q, q > 1,

(3.24)

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣ f∗(x)−


q∑

j=1

[
Λj(x)− U

(1)
λj

(x) +Q
(1)
λj

(x)
]

∣∣∣∣∣∣µ(x)dx ≤ 2−2(q+1).

Нетрудно видеть, что можно выбрать натуральное число λq+1 > λq +q, функцию
fλq+1

(x) из последовательности (3.1) таким образом, чтобы
(3.25)∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣f∗(x)−


q∑

j=1

[
Λj(x)− U

(1)
λj

(x) +Q
(1)
λj

(x)
]− fνq+1

(x)

∣∣∣∣∣∣µ(x)dx ≤ 2−2(q+5).

Отсюда и из (3.12) и (3.25) вытекает
(3.26)∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣f∗(x)−


q∑

j=1

[
Λj(x)− U

(1)
λj

(x) +Q
(1)
λj

(x)
]−Q

(1)
λq+1

(x)

∣∣∣∣∣∣µ(x)dx ≤ 2−2(q+4)

(3.27)

∫ 1

0

∣∣fλq+1(x)
∣∣µ(x)dx ≤ 2−2(q+5) + 2−2(q+5) ≤ 2−2(q+1), q > 1.

Положим

(3.28) Λq+1(x) =

λq+1∑
n=λq+1

(
U

(1)
j (x) + U

(2)
j (x) + U

(∗)
j (x)

)
.

Отсюда и из (3.3), (3.8) – (3.10), (3.26) и (3.28) следует∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣f∗(x)−


q+1∑
j=1

[
Λj(x)− U

(1)
λj

(x) +Q
(1)
λj

(x)
]

∣∣∣∣∣∣µ(x)dx ≤

(3.29) ≤ 2−2(q+4)+

∫ 1

0

|Λq+1(x)|µ(x)dx+
∫ 1

0

∣∣∣U (1)
λq+1(x)

∣∣∣µ(x)dx ≤ 2−2(q+3).
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Положим

(3.30) εk = δ
(n)
k , k ∈ [M2λq−1,M2λq ); εk = 1, k /∈

∞⋃
q=1

[M2λq−1,M2λq ).

В силу (3.13), (3.7) и (3.30) имеем

max
m∈[M2λq−1,M2λq )

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
m∑

k=M2λq−1

εkck(U)Wk(x)

∣∣∣∣∣∣µ(x)dx =

= max
m∈[M2λq−1,M2λq )

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
m∑

k=M2λq−1

δ
(λq)
k a

(λq)
k Wk(x)

∣∣∣∣∣∣µ(x)dx ≤

(3.31) ≤ 5

∫ 1

0

∣∣ fλq (x)
∣∣µ(x)dx ≤ 5 2−2q .

Учитывая соотношения (3.3), (3.8) – (3.10), (3.14), (3.17), (3.30) и (3.31) для лю-
бых N ∈ [M2λq−1,M2λq+1−1) и q > 1 будем иметь∫ 1

0

∣∣∣∣∣f(x)−
N∑

k=0

εkck(U)Wk(x)

∣∣∣∣∣µ(x)dx ≤

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣ f∗(x)−


q∑

j=1

[
Λj(x)− U

(1)
λj

(x) +Q
(1)
λj

(x)
]

∣∣∣∣∣∣µ(x)dx+
+

λq+1∑
n=λq+1

 max
m∈[M2n−1,M∗

n)

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
m∑

k=M2n−1

ck(U)Wk(x)

∣∣∣∣∣∣µ(x)dx+
max

s∈[M∗
n,M2n)

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
s∑

k=M2n−1

ck(U)Wk(x)

∣∣∣∣∣∣µ(x)dx
+

+ max
s∈[M2n,M2n+1)

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
s∑

k=M2n

ck(U)Wk(x)

∣∣∣∣∣µ(x)dx+
+ max

m∈[M2λq−1,M2λq )

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
m∑

k=M2λq−1

δ
(λq)
k a

(λq)
k Wk(x)

∣∣∣∣∣∣µ(x)dx≤ 2−q+3.

Отсюда и из того, что q → ∞ когда N → ∞ заключаем, что ряд
∞∑
k=1

εkck(U)Wk(x)

сходится к f(x) по норме в метрике L1
µ[0, 1). Теорема 1.2 доказана. □

Abstract. In this paper it is proved that there exists a weighted space L1
µ[0, 1)

for which it is possible to construct a universal pair (U, δ) with respect to the Walsh
system.
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