
ДИ.ВЦВ.Ц1Гъ IHJIb ТЬ,8ПЬГ*ЗАЬГъЫ։Ь ILMBL'VblTbtlBb 9ЛМЬ?тШР
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

PROCEEDINGS OF THE ACADEMY OF SCIENCES OF THE ARMENIAN SSff

III 1945 1 ՜

МАТЕМАТИКА

M. M, Джрбашян
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(Представлено В. А. Амбарцумяном 18 IX 1945)

Классическая формула Jensen-Nevanlinna позволяет получить 
каноническое представление тех мероморфных в единичном круге функ
ций, которые имеют ограниченную характеристику Т(?) при р * 1 (։).

В настоящей заметке приводится обобщение формулы Jensen- 
Nevanlinna, позволяющее получить вполне определенное каноническое 
представление более общих классов мероморфных в единичном круге

1. Отнесем к классу Вд(а)(5 > 0, а >—1) все функции [(г), голо
морфные | г | <С1, для которых интеграл

1 эк
֊■У I I (>֊?’) I Цре՛8) I (1)

* * • « о и

существует.
ТЕОРЕМА /. Если 1(2) а ВгДа)(о 1), тогда имеет место сле

дующее интегральное представление функции 1(г):

U.IU

f(z) = ֊f(O)+ (21)

я единичном круге | г | < 1.
2. Пусть Ь(г) мероморфна в единичном круге; { а<л } и { 1ь / озна

чают соответственно последовательности нулей и полюсов функции 
Нх), расположенные в | 2 | < 1 и отличные от 2 = 0.



Располагаем эти числа в порядке возрастания их модулей
О < | а։ | < | аа | <... < [ а»* | <...

О <С 1 Ьа | < | Ь2 | <... < | Ьч | <...

причем нули или полюсы входят в эти последовательности соответ
ственно их кратности. Очевидно, что если они имеются не в конечном 
числе, то

Иш | а<л | = Нт | Ь՝/ | = I. 
;а—>оо ' V—*со

Пусть в окресности 2=0 имеем разложение в ряд Лорана
Е(г)=С>. -г С/.֊р г? + 1 Ч-..., (С/. # 0)

где л положительное или отрицательное целое число или нуль.
Целые числа р(р) и у(р) (0 < р <С 1) определим из неравенств

I Мр) I < Р < I ац(р)+ I , 1 ЬЧР) I < Р < I Ь>(р)+ п, 
- * 1 к I । I I • ’Применяя теорему 1 к функции

голоморфной в замкнутом круге | г | < 1, получаем:

|а Р(рг) = |£ | Е(рре»}») |

Функция П1 (^;֊) удовлетворяет рекурентному соотношению

(4)

I



< 1 ипри | г | 1. Кроме того

Таким образом, если Ц 0 целое число, тогда

(г;ч)֊֊1ё

(5)

(6)

Формула (3) является обобщением известной формулы Лепзеп- 
КеуапИппа. Действительно, из формулы (5) предельным переходом 
при а ֊■► —1 и заменой рг через т. получаем указанную формулу

н(р)
П

Н = 1

ре«а 4֊г 
ре‘° —г

р(а;л —г) у,р) р(Ь<—г) 
р —а:л г ,г=1 р3—щг

60’4֊

֊ л]£р ( | г I <р ). (7)

Доказывается:
ТЕОРЕМА И. Для любой последовательности чисел

{ гк } , | гк | < 1

О Пт | гк | = 1» 
к—-оо

для которой ряд

к=1 *
сходится, бесконечное произведение

оо / 7 \ —и* (г;гк )
я«(г;гк) - П I 1֊ -)е . (8)

к-1 ' г* '
где (г;гк) определяется по формуле (3՝), равномерно и абсо
лютно сходится в каждой замкнутой части единичного круга 

| г | < 1 и представляет аналитическую функцию, обращающуюся 
в нуль на указанной последовательности точек.

Заметим, что при а = — 1 в силу (5) получаем известное бесконеч
ное произведение Бляшке

з=֊1(г;гк)= П ֊֊-- 2к к=1 1—гкг

3. Если характеристика 'Г(р) мероморфной функции Нг) удовле- 
творяет условию

А 
(«4-1) 1(1-?)’т(р)<1?
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тогда ряды
7 г*о А

сходятся

Совершая предельный переход в (3) при р —► I—0, получаем: 
ТЕОРЕМА III. Если функция Р(г) мероморфна в единичном

круге

каноническом виде՝.тогда она представляется в следующем

1£ ! Н(ре>;))] ?(!?<!$ , (9)

I
где (г;) и ти (г;Ь> ) определяются из (в), и

I 1
К= — ехр * 4д(а4֊1) I (1 — р3)“ — рс!р

Са . ?
I

(10)

Формула (9) является естественным обобщением теоремы МеУЗП- 
Иппа о представимости мероморфных в единичном круге функций, имею
щих ограниченную характеристику.

Можно показать, что указанная теорема ЫеуапИппа может быть 
получена из (9) предельным переходом при л — 1—0.

Если с) 0 целое число, тогда в силу формул (4) и (5)

сс
лч(г;2к)= П

• к=1 
Отсюда

(П)

ТЕОРЕМА /К Пусть д—наименьшее целое число, для которого

(1-р)4 Т(р)<1р

тогда функция Р'(2) представляется в каноническом виде

Р(г) = Кгл гсд (г;ар. ) 
~д (г; Ь. )

ехр
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где —q (z;au ) и (z; b> ) определяются из (11) и

В заключение отметим, что произведения, подобные (11), были 
применены Р1сагб’ом и Ь1еУапИпп*ОЙ (’) для канонического представле
ния мероморфных в единичном круге функций, но экспоненциальный 
множитель в каноническом представлении мероморфной функции у них 
не определен в явном виде.

Физико-математический Институт 
Академии Наук Арм. ССР 

Ереван, 1915, август.

Մ. Ц- ՋՐԲԱՇՅԱՆ

1Г^1П1|пГ Г. Г 4><է1 Gui if dlrrniTlir^ 4-111 (ll| (|fllllGl> Г[1 

lila rl|lujuiglih [П i <քււտի(ւ

t|ill Gnfi Ш || uiG шЬпГнЦ

Jensen-Nevanl inn*/* ֆորմուլան հնարավորություն կ տալ/iUf d ի ա վո ր
ա տԼս^ույ ներկայացնել սա

տե ր է и ւո է կով ֆունկցիաները ւ!իայն ( 1 )?
Ներկա հոդվածում կաոոլղված / //// նոր ֆորմուլա ք ոըը

դեպքում վեր Լ ածվում JCHՏбП*\б V3 Ո I i Ո Ո* Д ֆորմուլային և հն
թ JnЛ 4 տալիս կանոնական տեսքով ներկայացնել մերոմորֆ ֆու ն1օՒ ան ե *■ 
րի 2աա ավելի ընդարձակ դասեր։ Այս եղանակի առավելությունը պիտի

ր կանոնական թ յան էքեջ ղուղի^ա Jին
դրիչը итшу,/ րոշակի տեսքով։

М. М. Djrbachian

Sur la, maniere de representer les functions meromorphes sous forme 
canonique dans Ie cercle unite

lgE(pz)=

On deniontr^ que
1) Si Ffz) est in«romorplie dans le cercle-unite | z | < 1, { a>x } el b։< } re

presentent respectivement ses zeros et ses poles differenisde z —o, se trouvani dans le 
cercle | z | < 1 et qm soni classes d'apres 1'ordre de la progression de leurs modules; 
dans ce cas, pour chaque p (0<P < 1) et ։ > -- 1, on a
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.quand

1

о

1; on

U, (z;^=
I»

(1)

I * I

el C reprvsenie le premier coefficient different de zero de la serie de Laurent de la • *
function I 'z) au voisinage du point z=0, tandis que les nombres entiers p.(p) et >(p) se 
determinein par les inegalites

I al*(P) I < p < I a.x(p;+i | ; I b,(p) | < p < | b-,(p)+։ I
La fortnule (1) rcpresente la generalisation de la formule connue de Jensen-Nevanlinna 
Celle derniere f1) s’oblien։ en passant a la limtte a —► —l-f-0
2) Si Hz) est une fonction meromorphe, dans le cercle—unite | z | < 1 et si 

T(p) est sa caracieristique qui satisfait a la condition
I 

1

(z-f-1) 1(1—p)2 T(p)dp<4-oo (z>— 1), 
<✓ 
<1

alor- elle pent eire representee sous la forme canonique suivanle:

Cx
(4)

-J ։.Jet { b 
On demonire que, si

sens signale au

0 est tin noinbre entier,
premier 
alors

point.

a — pd? ,

0

q

Zk֊Z
У —

_ j=0 J
zk e (5)
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-֊1 (z;zk) = П -Z- -Z Zt 
k=i 1 *

La formtile (2) represenie la generalisation du theereme de Nevanlinna.
Ce theoreme de Nevanlinna (*J s'obiieotde (2) en passant a la limite- ։ —* — I 4-0
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