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МАТЕМАТИКА

M M- Джрбашяя

О некоторых экстремальных проблемах в нежордановых областях
(Представлено академиком В. А. Амбарцумяном 22 IX 1$И4і

Пусть ограниченная односвязная область D ограничена спрямляе­
мой кривой 1’ и точка а с D, функция

W = Ф(г), Ф(а) = 0, Ф'(*) = 1
конформно отображает D на круг | W | < р; z = W(w) обратная функ­
ция. Говорят, что функция F(z) голоморфная в данной области D, при­
надлежит к классу Е2, если существует последовательность спрямляемых 
кривых Гп, лежащих в D, сходящихся к ее границе Г и таких, что 
интегралы

I I F(z) I 2dc
'Гп

остаются ограниченными; (Іо — дифференциал дуги. Известно ('), что 
если F(z) с Е2 в D, тогда она имеет предельные значения F(t) по всем 
некасательным путям почти всюду на Г, причем

Ііпі I i F(z) I ։ds = I I F(t) I ։<Խ.
JI ֊*00* J, p

* n 1

Рассмотрим семейство функций f(z), регулярных в D и принадле­
жащих к классу Е,, кроме того удовлетворяющих условию =

Известно (2), что на этом семействе функционал

;Հք) = I I f(z) I ado

г

достигает минимума при

причем
і(г>н/Ф'(г),

I I ՜ Փ'(է)

г
I 2do = 2кр.



Обозначим
P„(z) լՈ = 0, 1, (Ո

последовательность ортогональных полиномов, которая 
образом определяется из условий

Г __ (0 го փ и
1) Pn(t) Pm(t) (Խ = ,

յ ( 1 in = п
Г

единственным

(2)

2) Pn(z)—полином степени ո с положительным старшим коэфи-
циентом.

Известно (G. Szego), что среди всех полиномов Qn(z) степени и, 
удовлетворяющих условию Qn (а) = 1 минимум функционала

I Qn(z) І 2cb

достигается при полиноме

H„(z) =
s Pk(«) P„(z) 

k = о

s I Pk(«) I 2
k = о

причем ;лп = min »i(Pn) 1
oo
շ I pk(«) I2, 

k = о
(3 )

Когда область D ограничена жордановой кривой Г, удовлетво­
ряющей условию В. И. Смирнова о представимости 1g | ’I’fw) | инте­
гралом Poisson'a в I w I < р, тогда как известно (՛)

1іШ|хп = 2тер и limlTn(z)=՞ ]/ Ф'(г)
П ֊> 30 п ֊>х ՝ '

причем сходимость полиномов lln(z) к функции V Ф'(г) равномерна в 
каждой замкнутой части D.

Для нежордановых областей Do топологически эквивалентных обла­
сти ограниченной двумя соприкасающимися окружностями Сх: | z | = R 
и Со: I Z — (R — г) I =г (г < R) было доказано (’), что предельная функ­
ция экстремальных полиномов, т. е. ряд

2 I pk(«) 12 
к = о

равномерно сходится в каждой замкнутой части области Dt ограничен­
ной внешним контуром области Do когда а с Dt и представляет функ­
цию класса Е2 в Dj т. е. для указанных областей

Нт [хп > 2тср и limlln(z)
И ֊ ► GO Я —► СО
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Нашей целью является определение предельной функции полино­
мов іЦя), т. е. суммы ряда (41) для случая иежордановой области 
ограниченной окружностями Со и Ct.

1°. Укажем на одну лемму, нужную нам в дальнейшем.
Известно (*), что если F(x) монотонна начиная с некоторого зна- 

чения аргумента х, непрерывна и интеграл I F(x)dx существует, то

lim 11

отсюда в частности получается также

lim (1 — г) Ճ
г -* 1 — о Л = 1

х krk и 1іпі(1—г)2 S - -----г-
։-. k=i 1 —г

Таким же способом доказывается:
Лемма. Пусть rt(z) и г2 переменные зависящие от некоторого па­

раметра о, и при о֊► о одновременно стремящиеся к единице, причем 
всегда | r,(z) | <Հ 1 и г2 < 1, гДг) стремится к единице равномерно в 
каждой замкнутой части области D, где она регулярна.

Пусть далее

и = ?(z)

где регулярна в D и там j a>(z) [ О, 3(z) > о. Пусть на 
рой открытой дуге Լ Հ՜ D имеем rj(z)^>0, тогда

и

некото-

0)

1іт(1—га)2 1 
о —► о к =

krtk(z>
1 - г/

(6)

причем сходимость равномерна в каждой замкнутой части D.
2®. Рассмотрим двусвязную область Do ограниченную окружно­

стями
Ct: I z I = R и О: | z — b = р

где
b < R — г, Р < г, 2(г — р) = о, b 4- р 4֊ о = R

Область Do может быть рассматриваема как предел областей Do 
при о -► о. При этом Со -► Со.

Простыми вычислениями получаем, что среди всех функций регу­
лярных и принадлежащих к классу Е2 в круге j z | ՀԼ R и удовлетво­
ряющих условию f(a) = 1, % G Do минимум функционала

МП = I f(z) I а<ь



реализует функция

а X] и X, абсциссы точек, лежащих на положительной действительной 
оси и одновременно симметричные относительно окружностей С'» и Сѵ
Легко видеть, что

lim xt = lim х2 = R, 
О — ► О —* О

Jim гДг) = lim г2 = 1.
О - О о —* о

Несложные вычисления дают

lim
շ ► о

1 — r։(z) _ г_______R2 — az
1 — г.г R — г (к — z) (R — a)

= w(z,a).

Далее проверив выполнение всех условий вышеприведенной 
использовав равенство (6), получаем:

леммы и

и

IS = Нт и?, 
й —* О

2* I R ֊ a | 2(R ֊ r) (7)

Rr
О CU

(8)

о
Отсюда имеем:
Теорема 1. Если полиномы

Pn(z) : п = 0, 1,

определяются из условий (2), тогда

lim an = infu(f)= I I f0(Z) I 2da u.ft = 
n— X

Co փ C,

(9)

где экстремальная функция имеет вид

R — z
R — a

ІЮ)
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a (->|z,a) определяется из равенства

. - г R2 — az ш(г.а)=о-------- --------
к~г (R —z)(R —

Замечание՝. Для круговой луночки
а;

(֊1)к
Հ-,— R -7 R -

ик

отсюда получаем:

2тсі . dt =
R — z о

отсюда очевидна
Теорема 1 bis, Экстремальная функция имеет вид

к =о

3". Из равенств (9) и (10) получаем:

PkWPk(z)
i_ Rr

2тс R — г
1 լ _ Н)к

(R—z)(R — a) к = о w(z,a) 4- k 
(z,a) с I z I < R

причем легко усмотреть, что

n

О

7 5 _յ~12ճ
(R—z) (R — t) к ~ о w(z,t) 4֊ k

Pk(t)Pk(z)2 do = 0

Использовав равенство (15), получаем теорему
Теорема 2. Если ГДІ) любая функция заданная на Св 4

мируемая с квадратом модуля

I I Աէ) I 2ds < 4֊ ос , 

Со + ct 
тогда среди всех функций f(z) регулярных в 
лежащих там к классу Е3, минимум интеграла

z I < R и

(11)

(12)

hk

ЧІЗ)

(Н)

(15)

Ct сум- 

принад- 

(16)
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реализует функция

(И)

являющаяся пределом последовательности полиномов Фурье функ­
ции f։(t) относительно ортогональной системы (1).
Так как для любой функции f(z) Е2 в z I < R

inf I I f(z) — P(z) I 2ds = o, 
Co + Ct

то если ft(t) представляет значения функции ft(z) класса E2 в 
тогда будем иметь •

f։*(z)=f։(z),

Z

При г —► о получаем для круга доказанную I. L. Walsh-ем теорему для 
любых жордановых областей (6).

4.° Методом, аналогичным изложенному выше, использовав равен­
ство (6) доказываются теоремы:

Георема 3. Среди всех функций f(z) регулярных в круге J z | <R 
и удовлетворяющих в нежордановой области Do условиям F(a) = 1 

I I i F(z) I -'dxdy < 4՜ oo и inf I I I F(z) — P(z) | 2dxdy = 0, (18) 
• • • J J

Do' " D.
минимум интеграла

jx(F) = I I I F(z) I 2dxdy 
'd«

реализует функция

k = о H*,«) 4֊ Ч2

(19)

причем

inHF) = F0(z) I 2dxdy

= о

(20)

Обозначив через ^n(z) полином реализующий минимум функционала 
/э /•

и(Рп) = II I Pn(z) I 2dxdy,
• / t-Z 

Do
при условии Pnfa)= 1 (а с Do), будем иметь предельные соотно­
шения

lim /
► 00’-/ 

D,

I 4(z) I 3dxdy = infu(F) (21)
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и
lim -n(z) = F0(z).

Ո -► OD (22)

Причем сходимость равномерна в каждой замкнутой части круга 
Ч 2 I < R
Производя несложные вычисления, получаем:

E.(z) = (23)

Теорема 4. Если F։(z) любая функция заданная в Do и удов­
летворяющая условию

Fi(z) I 2dxdy < 4֊ X ,

тогда среди всех функций F(z) регулярных в z | < R и удовле­
творяющих условиям (18), минимум интеграла

^0

реализует функция

i*(z) = 1
Rr 1 І Т Ft(t)

R-r (R-zj’.U (R_-|
Do

dudv. <24)к — о

Если Ft(z) любая голоморфная функция в | z : 
ряющая условию

R, удовлетво-

D((

то вообще нельзя утверждать, что 
например (ձ) для функции

F/fzI-Fjz)

1 z + 1 
е ՜շ՜ z — 1

И в этом случае при г-► о получаем для круга теорему доказан­
ную Walsh-ем для любой жордановой области (”).

Вид экстремальных функций (13) и (23) зависящий от функции 
отображающей область Do на круг, позволяет высказать предположение 
о справедливости этих формул для других нежордановых областей, в ко­
торых не имеет место полнота полиномов. Способ, выбранный нами* 
позволил выявить эти функции только для круговой луночки.

I
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В заключение считаю долгом выразить благодарность А. Л. Ша- 
гиняну за указания и советы при выполнении настоящей работы.

Ереванский Гос. Университет
нм. В. М. Молотова
Ереван, 1944, июль.

Ս. Ц. ՋՐԲԱՇՅմՆ

ІГ|і I. Г и & r և іГі и I u| i*np I ևւ1 Սև r ո\-<1 ո г ipu lijiu li nfirin jpCLrat. іГ

Այս հո դվ ած ում դրվում և լուծվոււ) են ւ) ի ք>անի Լ րս ա ր ե if ա լ պրոր^ 
յեւքեեր Սի ա ո. ան ձին ո J ո ր դան յ ան տիրույթի հա։! ար։

// in uj tj վա ծ տարբեր են J որդան քան ւո
ների >ա։)ար ա ր դեն 'll/յ րոն է էս ր էլլունրնե լէ ից 
րերուէ! ըադհանուր ւլհււլլ>ոււ1 ւսյրլ պրէէրլհէքէւերի

քւ որոշ եդրա կադութ յան ճրՆ 

լո ւծ ո Lifij // ր ի ՛Հնարավոր ե լրի
ііши ին։
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