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Рассмотрен эффект Штарка в обобщенной задаче МИК–Кеплера. Приве-
дены волновая функция обобщенной задачи МИК–Кеплера для дискретного 
спектра энергии в параболических координатах, а также интегралы движения, 
собственными функциями которых является параболический базис. Показано, 
что в обобщенной задаче МИК–Кеплера имеется линейный эффект Штарка, пол-
ностью снимающий вырождение энергетических уровней по азимутальному 
квантовому числу, и вычислен ее дипольный момент. Получено явное выражение 
для добавочного интеграла движения для обобщенной задачи МИК–Кеплера при 
наличии постоянного однородного электрического поля. 

1. Введение

Предложенную нами [1] модель минимально суперинтегрируемой системы, 
описываемую гамильтонианом 
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где λଵ и λଶ неотрицательные постоянные, мы назвали обобщенной задачей МИК-
Кеплера. При λଵ ൌ λଶ ൌ 0 гамильтониан (1) переходит в гамильтониан 

�̂�଴ ൌ
ଵ

ଶஜ
ቀെ𝑖ℏ𝛁 െ

௘

௖
𝐀ቁ

ଶ
൅

ℏమ௦మ

ଶஜ௥మ െ
௘మ

௥
, (2) 

который описывает задачу МИК–Кеплера, построенную Цванцигером [2], а по-
том заново открытую МакИнтошем и Кизнеросом [3]. Здесь векторный потен-
циал 
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соответствует монополю Дирака [4] с магнитным зарядом 𝑔 ൌ ℏ 𝑐𝑠 𝑒⁄ ሺ𝑠 ൌ
0, േ 1 2⁄ , േ1, . . . ሻ и с осью сингулярности z > 0. 

Отличительной особенностью этой системы является кулоновская скрытая 
симметрия, определяемая следующими интегралами движения: 
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Здесь оператор �̂� определяет угловой момент системы, а оператор �̂� является ана-
логом вектора Рунге–Ленца. Подобно задаче Кулона эти интегралы движения 
вместе с гамильтонианом (2) образуют квадратичную алгебру. При фиксированных 
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отрицательных значениях энергии интегралы движения составляют алгебру 
so(4), а при положительных значениях энергии – so(3,1). В силу скрытой симмет-
рии задача МИК–Кеплера факторизуется не только в сферических и параболиче-
ских координатах, а также в вытянутых сфероидальных координатах. Таким 
образом, система МИК–Кеплера является естественным обобщением кулонов-
ской проблемы при наличии монополя Дирака. 

Система МИК–Кеплера может быть построена путем редукции четырехмер-
ного изотропного осциллятора с использованием так называемого преобразова-
ния Кустаанхеймо–Штифеля (KS-преобразование) [5] как на классическом, так и 
на квантовом уровнях [6–8]. 

Для целых значений 𝑠 система МИК–Кеплера описывает относительное дви-
жение двух дираковских дионов (заряженных магнитных монополей), где вектор 
𝐫 определяет положение второго диона относительно первого [2]. Для полуце-
лого s предполагается наличие магнитного поля соленоида, придающего 
системе спин 1/2 [9, 10]. 

Гамильтониан (1) при 𝑠 ൌ 0 и λi ≠ 0 (i = 1, 2) переходит в гамильтониан обоб-
щенной системы Кеплера–Кулона [11] 
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Потенциальная энергия 
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является одним из потенциалов типа Смородинского–Винтерница [12]. Потенци-
алы типа Смородинского–Винтерница были возрождены и исследованы Эвансом 
[13]. В случае, когда λଵ ൌ λଶ ൌ λ потенциал (7) сводится к потенциалу Харт-
манна, который использовался для описания аксиально-симметричных систем, 
подобных кольцеобразным молекулам [14–17]. 

Наконец, при 𝑠 ൌ λଵ ൌ λଶ ൌ 0 мы приходим к обычной задаче Кеплера–Ку-
лона. 

Также следует отметить, что переменные в уравнение Шредингера для обоб-
щенной задачи МИК–Кеплера разделяются не только в сферических и параболи-
ческих координатах [1], но также и в вытянутых сфероидальных координатах 
[18]. В работе [19] показано, что обобщенная система МИК–Кеплера и четырех-
мерный двойной сингулярный осциллятор дуальны друг другу, а преобразова-
нием дуальности является обобщенная версия преобразования Кустаанхеймо–
Штифеля. В работе [20] вычислены сферические и параболические волновые 
функции для обобщенной задачи МИК–Кеплера в непрерывном спектре и ре-
шена квантово-механическая задача рассеяния заряженных частиц в обобщенной 
системе МИК–Кеплера. 

Отметим также, что обобщенная задача МИК–Кеплера и дуальный ей четы-
рехмерный двойной сингулярный осциллятор с разных точек зрения рассматри-
вались в работах [21–34]. 

2. Параболический базис 

Согласно работе [1] (см. также [35]), нормированная на единицу волновая 
функция обобщенной задачи МИК–Кеплера в параболических координатах ξ, η ∈
ሾ0, ∞ሻ, φ ∈ ሾ0,2πሻ, которые определяются формулами 
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 𝑥 ൌ ඥξη cos φ,   𝑦 ൌ ඥξη sin φ,    𝑧 ൌ
ଵ

ଶ
ሺξ െ ηሻ, (8) 

имеет вид 
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где 
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Здесь 𝜅 ൌ ඥെ2μ𝐸/ℏ, 𝐹ሺ𝑎; 𝑐; 𝑥ሻ – вырожденная гипергеометрическая функция, 
𝑚 – азимутальное квантовое число, 𝑛ଵ и 𝑛ଶ – параболические квантовые числа, а 

 𝑚ଵ ൌ |𝑚 െ 𝑠| ൅ δଵ
ሺ௦ሻ ൌ ඥሺ𝑚 െ 𝑠ሻଶ ൅ 4μλଵ/ℏଶ, 

 𝑚ଶ ൌ |𝑚 ൅ 𝑠| ൅ δଶ
ሺ௦ሻ ൌ ඥሺ𝑚 ൅ 𝑠ሻଶ ൅ 4μλଶ/ℏଶ. 

Энергетический спектр обобщенной задачи МИК–Кеплера определяется форму-
лой 
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где 𝑛 – главное квантовое число и оно связано с параболическими квантовыми 
числами следующим образом: 
 𝑛 ൌ 𝑛ଵ ൅ 𝑛ଶ ൅ 𝑚ା ൅ 1. (12) 
Здесь 
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. 

Отметим, что параболическая волновая функция обобщенной задачи МИК–
Кеплера является собственной функцией системы коммутирующих операторов 
൛𝐻෡, Ω෡ሺ௦ሻ, 𝐽መ௭ൟ, и имеют место следующие спектральные задачи: 
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Здесь оператор Ω෡ሺ௦ሻ имеет вид: 
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где 𝐼መ௭ – z-компонента аналога вектора Рунге–Ленца (5). Оператор Ω෡ሺ௦ሻ получается 
путем исключения энергии 𝐸 из уравнений, полученных после разделения пере-
менных в уравнении Шредингера в параболических координатах, собственным 
значением которого является параболическая постоянная разделения Ωሺ௦ሻ. 

В конце отметим, что оператор  в параболических координатах имеет 
вид: 
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3. Эффект Штарка 

Гамильтониан обобщенной задачи МИК–Кеплера во внешнем посто-
янном однородном электрическом поле имеет вид 
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Мы считаем, что электрическое поле ε направлено в положительном, а действу-
ющая на электрон сила – в отрицательном направлении оси 𝑧. Поскольку гамиль-
тониан (15) обладает аксиальной симметрией, уравнение Шредингера 
обобщенной задачи МИК–Кеплера во внешнем постоянном однородном элек-
трическом поле удобно рассмотреть в параболических координатах. Таким обра-
зом, для вычисления матричных элементов переходов между взаимно вырожден-
ными состояниями удобно выбрать в качестве невозмущенных волновых функ-
ций параболические волновые функции (9) обобщенной задачи МИК–Кеплера. 

Нас интересуют матричные элементы переходов 𝑛ଵ 𝑛ଶ 𝑚 → 𝑛ଵ
ᇱ 𝑛ଶ

ᇱ 𝑚ᇱ при 
фиксированном значении главного квантового числа n. Так как оператор возму-
щения есть 𝑉෡ ൌ |𝑒|ε𝑧 ൌ |𝑒|εሺξ െ ηሻ/2, то согласно теории возмущений, поправка 
первого приближения к собственному значению энергии 𝐸௡

଴ (11) есть 
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С учётом (9) имеем 
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где 𝑟଴ ൌ ℏଶ/μ𝑒ଶ – боровский радиус, а 
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Далее мы воспользуемся формулами [36, 37] 

׬  𝑒஛௫ஶ
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௞
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, 

где 𝐹ሺ𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑥ሻ െ гипергеометрическая функция. Отметим, что согласно [37], по-
следнее формула имеет место при условии ℛ𝑒 𝑐 ൐   𝑅𝑒 𝑎 ൐ 0, ℛ𝑒 (c – a – b) > 0. 
В нашем случае эти условия соблюдаются. В результате мы получим для инте-
гралов 𝐼௣௤ и ℑ௣௤ следующие выражения: 
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Теперь, пользуясь вычисленными интегралами, можно найти поправку пер-
вого приближения к собственному значению энергии (11): 
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 (19) 

Таким образом, как и в случае атома водорода, линейный член по 𝑛 пропорцио-
нален 𝑧- компоненте вектора Рунге–Ленца. Однако имеются дополнительные ли-
нейные по 𝑚 поправки, снимающие вырождение по 𝑧-компоненте вращательного 
момента. 
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Итак, в обобщенной задаче МИК–Кеплера, как и в системе заряд–дираков-
ский дион [38], имеется линейный эффект Штарка, полностью снимающий вы-
рождение по азимутальному квантовому числу 𝑚. 

При фиксированном s, согласно формуле (12), две крайние компоненты рас-
щепившегося уровня соответствуют следующим значениям параболических 
квантовых чисел: 𝑛ଵ ൌ 𝑛 െ |𝑠| െ 1, 𝑛ଶ ൌ 0 и 𝑛ଵ ൌ 0, 𝑛ଶ ൌ 𝑛 െ |𝑠| െ 1. Согласно 
(19), расстояние между этими крайними уровнями есть 

 Δ𝐸௡ ൌ 3𝑟଴|𝑒|𝜀𝑛ሺ𝑛 െ |𝑠| െ 1ሻ, 
т.е., как и в случае атома водорода, общее расщепление уровня при эффекте 
Штарка примерно пропорционально 𝑛ଶ. 

Наличие линейного эффекта Штарка означает, что в невозмущенном состо-
янии обобщенная задача МИК–Кеплера обладает дипольным моментом со сред-
нем значением 
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 (20) 

Из выражения для среднего дипольного момента естественно следует определе-
ние оператора 
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 (21) 

или, с учетом формулы для энергетического спектра обобщенной задачи МИК–
Кеплера (11), имеем 

 𝑑መ ൌ
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ଶ
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Уравнение Шредингера для обобщенной задачи МИК–Кеплера во внешнем 
постоянном однородном электрическом поле, описываемое гамильтонианом 
(15), как и уравнение Шредингера с гамильтонианом (1) с ε ൌ 0, допускает раз-
деление переменных в параболических координатах. Подстановка 

 ψሺξ, η, φሻ ൌ ΦଵሺξሻΦଶሺηሻ ௘೔ሺ೘షೞሻಞ

√ଶ஠
 

приводит к двум уравнениям: 
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Здесь энергию 𝐸 будем рассматривать как параметр, а постоянную разделения 

𝑀ሺ௦ሻ ቀε, δଵ
ሺ௦ሻ, δଶ

ሺ௦ሻቁ – как собственное значение оператора 𝑀෡ሺ௦ሻ, явный вид которого 

получаем путем исключения энергии 𝐸 из уравнений (23) и (24). Этот добавоч-
ный интеграл движения в параболических координатах имеет вид:  
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Далее, учитывая формулу (14), последнее соотношение можно записать в виде 

 𝑀෡ሺ௦ሻ ൌ Ω෡ሺ௦ሻ ൅ √ஜ|௘|க

ସℏ
ξη ൅ √ஜ|௘|க

ସℏ
ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶሻ. 

Отметим, что при λଵ ൌ λଶ ൌ 0 полученные в этой работе формулы переходят в 
соответствующие формулы для эффекта Штарка в системе заряд–дираковский 
дион полученные нами в работе [38]. 

И наконец важно отметить, что при 𝑠 ൌ 0 , полученные нами результаты 
описывают линейный эффект Штарка для обобщенной системы Кеплера–Кулона 
(6), и как нам известно эта задача до сих пор не была рассмотрена, а при 𝑠 ൌ λଵ ൌ
λଶ ൌ 0 полученные нами формулы переходят в соответствующие формулы для 
атома водорода. 

4. Заключение 

Рассмотрен эффект Штарка в обобщенной задаче МИК–Кеплера, описыва-
ющей взаимодействие заряда с дираковским дионом в поле обобщенного коль-
цеобразного потенциала. Найдено, что несмотря на сходство обобщенной задачи 
МИК–Кеплера, и следовательно системы заряд–дион, с атомом водорода, отно-
шение первой к эффекту Штарка качественно иное. Именно в обобщенной задаче 
МИК–Кеплера и в системе заряд–дираковский дион имеет место линейный эф-
фект Штарка, полностью снимающий вырождение энергетического спектра по 
азимутальному квантовому числу 𝑚. Наличие линейного эффекта Штарка, как и 
ненулевого дипольного момента обобщенной задачи МИК–Кеплера являются 
следствием присутствия магнитного монополя. 

Наконец, было бы интересно провести аналогичный анализ эффекта Штарка 
в обобщенной задаче МИК–Кеплера на трехмерной сфере и гиперболоиде с це-
лью выяснения его зависимости от кривизны пространства. Еще более поучи-
тельным может быть исследование эффекта Штарка в пятимерной задаче 𝑆𝑈ሺ2ሻ 
монополя Янга–Кулона [39, 40] в силу наличия изоспиновых степеней свободы. 
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STARK  EFFECT  IN  THE  GENERALIZED  MIC–KEPLER  PROBLEM 

L.G. MARDOYAN 

The Stark effect in the generalized MIK–Kepler problem is considered. The wave 
function of the generalized MIK–Kepler problem for a discrete energy spectrum in parabolic 
coordinates are presented, as well as the integrals of motion whose eigenfunctions is the 
parabolic basis. It is shown that in the generalized MIK–Kepler problem there is a linear Stark 
effect, completely removing the degeneracy of energy levels in the azimuthal quantum number, 
and its dipole moment is calculated. An explicit expression for the additional integral of motion 
for the generalized MIK–Kepler problem in the presence of a constant uniform electric field is 
obtained. 
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