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1. Введение

Пусть µ(x), x ∈ [0, 1] – весовая функция (т.е. измеримая на [0, 1], положи-

тельная функция) и пусть Lp
µ[0, 1], p ≥ 1 - будет классом всех измеримых на [0, 1]

функций, для которых
∫ 1

0
|f(x)|pµ(x)dx < ∞. Пусть ∥f∥Lp

µ
=

(∫ 1

0
|f(x)|pµ(x)dx

) 1
p

-

норма весового пространства Lp
µ[0, 1], p ≥ 1. В случае µ(x) = 1 весовое простран-

ство Lp
µ[0, 1] превращается в классическое пространство Lp[0, 1].

Говорят, что ряд
∑∞

k=0 fk(x); fk(x) ∈ Lp
µ[0, 1] к сходится f(x) в Lp

µ[0, 1], если

частичные суммы
∑n

k=0 fk(x), k ∈ N, этого ряда сходятся к f(x) по Lp
µ[0, 1] норме

т.е.

(1.1) lim
n→∞

∥∥∥∥∥
n∑

k=0

fk(x)− f(x)

∥∥∥∥∥
Lp

µ

= 0.

Пусть L0[0, 1] – класс всех измеримых на [0, 1] функций. Под сходимостью в

L0[0, 1] мы будем подразумевать сходимость почти всюду.

Напoмним определение системы Уолша-Пэли {Wk(x)} (см.[1]).

W0(x) = 1,Wn(x) =

k∏
s=1

rms
(x), n =

k∑
s=1

2ms ,m1 > m2 > ... > ms ≥ 0,

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Комитета по науке РА в рамках на-
учного проекта № 21AG-1A066.
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где {rk(x)}∞k=0 – система Радемахера:

r0(x) =

{
1, x ∈ [0, 1

2 )

−1, x ∈ [ 12 , 1),

r0(x+ 1) = r0(x), rk(x) = r0(2
kx), k = 1, 2, ...

Система Уолша-Пэли является одной из популярных систем функций, ее изуче-

нию было посвящено много работ. Одно из главных свойств этой системы состоит

в том, что она образует базис вo всех пространствах Lp[0, 1], p > 1 (ортонормаль-

ный базис в L2[0, 1]) (см. [2]).

Пусть Φ = {φk(x)}∞k=1 -полная в L2[0, 1] ортонормированная система и пусть

(1.2) ck(U) =

∫ 1

0

U(x)φk(x)dx, k ∈ N

– коэффициенты Фурье по системе {φk(x)}∞k=0 функции U ∈ L1[0, 1], (N− сово-

купность всех натуральных чисел). Пусть S−одно из пространств Lp
µ[0, 1], p > 0

или L0[0, 1].

Говорят, что ряд
∑∞

k=0 fk(x); fk(x) ∈ S – универсален в S в смысле переста-

новок, если для каждой функции f(x) ∈ S члены ряда
∑∞

k=0 fk(x) можно пе-

реставить так, чтобы вновь полученный ряд
∑∞

k=0 fσ(k)(x) сходился к функции

f(x) в S.

Необходимо отметить, что понятие универсального ряда восходит к работам

Меньшова [3] и Талаляна [4]. Наиболее общие результаты были получены ими и

их учениками. В работах [5] – [7] М. Григорян ввел следующее

Определение 1.1. Будем говорить, что функция U ∈ L1[0, 1] для класса

S относительно системы {φk(x)}∞k=0 называется

а) универсальной в смысле перестановок, если ряд Фурье функции U (x) по

этой системе {φk(x)}∞k=0 универсален в S в смысле перестановок,

б) условно универсальной в смысле перестановок, если можно найти последо-

вательность знаков {δk = ±1}∞k=0, для которой ряд
∑∞

k=1 δkck(U)φk(x) универ-

сален в S в смысле перестановок,

с) универсальной в смысле знаков, если для каждой функции f(x) ∈ S можно

найти последовательность знаков {δk = ±1}∞k=0, для которой ряд
∑∞

k=1 δkck(U)φk(x)

сходится к f(x) в S.

В работе [7] построена функция U ∈ L1[0, 1], которая универсальна для класса

L0[0, 1] относительно системы Уолша {Wk(x)}∞k=0 в смысле знаков.
44



ОБ УНИВЕРСАЛЬНЫХ РЯДАХ ФУРЬЕ-УОЛША

Следует отметить, что первые примеры универсальных функций были постро-

ены Биркгофом [8] в рамках комплексного анализа, при этом целые функции

представлялись в любом круге равномерно сходящимися сдвигами универсаль-

ной функции, Марцинкевичем [9] в рамках действительного анализа, при этом

любая измеримая функция представлялась как предел почти всюду некоторой

последовательности разностных отношений универсальной функции (см. также

[10] –[13]).

Отметим, что в работах [5] – [7] и [14] – [22] были получены некоторые резуль-

таты, связанные с существованием и описанием структуры функций, ряды Фурье

которых (по системе Уолша либо по тригонометрической системе) универсальны

в том или ином смысле в различных функциональных классах.

Отметим, что нам не известно, существует ли унивесальная функция U ∈
L1[0, 1) для классов Lp[0, 1], p ∈ [0, 1) и Lp

µ[0, 1], p ≥ 1 относительно системы

Уолша в смысле перестановок?

В этой статье доказывается, что для любых p ≥ 1 и ε > 0 существуют измери-

мое множество Θ с мерой |Θ| > 1− ε и функция U ∈ L1[0, 1), такие что функция

U условно универсальна для класса Lp(Θ), p ≥ 1 относительно системы Уолша

{Wk(x)}∞k,s=0 в смысле перестановок.

Более того, мы строим весовую функцию µ(x) и интегрируемую функцию

U(x) так, чтобы после выбора подходящих знаков εk = ±1, k = 0, 1, 2... для

коэффициентов Фурье-Уолша {ck(U)}∞k=0 можно достичь того, что вновь полу-

ченный ряд
∑∞

k=0 εkck(U)Wk(x) – будет универсальным в Lp
µ[0, 1], p ≥ 1 в смысле

перестановок. Имеет место следующее утверждение:

Теорема 1.1. Существуют весовая функция µ(x) и интегрируемая функция

U(x), такие что

а) 0 < µ(x) ≤ 1 и mes{x ∈ [0, 1], µ(x) = 1} > 1− θ, где θ произвольное наперед

заданное положительное число,

b) функция U(x) имеет монотонно убывающие коэффициенты Фурье по си-

стеме Уолша и ее ряд Фурье-Уолша сходится в метрике L1[0, 1),

с) U(x) условно универсальна в смысле перестановок для каждого простран-

ства Lp
µ[0, 1], p > 1 относительно системы Уолша {Wk(x)}∞k=0 в смысле пере-

становок,

d)

limn→∞ sup
#{k ≤ n; δk = 1}

n
= 1,
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где {δk = ±1}∞k=0, - последовательность знаков входящих в определение, а {A}
- число элементов конечного множества A.

Замечание 1.1. Отметим, что сформулированная выше теорема в определен-

ном смысле окончательна, ибо каковы бы не были число p ≥ 1 и ограниченная

ортонормированная система {φn(x)}, не существует функция U ∈ L1[0, 1], ко-

торая была бы условно универсальной (универсальной) для класса Lp[0, 1], p ≥ 1

относительно системы {φn(x)} в смысле перестановок.

Было бы интересно узнать ответы на следующие вопросы:

Вопрос 1. Верна ли эта теорема для тригонометрической системы?

Вопрос 2. Существуют ли весовая функция µ(x) и интегрируемая функция

U(x), такие что U(x) была бы универсальной в смысле перестановок для неко-

торого пространства Lp
µ[0, 1], p > 1 относительно системы Уолша в смысле пере-

становок?

Вопрос 3. Существует ли интегрируемая функция, ряд Фурье котoрой по

системе Уолша или по тригонометрической системе {e2πkix}∞k=0 был бы универ-

сальным в Lp[0, 1) относительно перестановок при некотором p ∈ (0, 1)?

При доказательстве теоремы мы будем использовать следующую лемму, до-

казанную в [21] (см. Лемма 2.4).

Лемма 1.1. Для любого θ ∈ (0, 1) существует весовая функция 0 < µ(x) ≤ 1, с

mes{x ∈ [0, 1], µ(x) = 1} > 1 − θ, так что для любых чисел p0 > 1, n0 ≥ 1, ε ∈
(0, 1) и полинома f(x) по системе Уолша можно найти полиномы

H(x) =

2n−1∑
k=2n0

akWk(x), Q(x) =

2n−1∑
k=2n0

δkakWk(x), δk = ±1, 0

по системе Уолша, удовлетворяющие следующим условиям:

max
2n0≤M<2n

∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

akWk(x)

∥∥∥∥∥
L1

< ε, 0 < ak+1 < ak < ε, k ∈ [2n0 , 2n − 1 ),

∥f −Q∥Lp0
µ

< ε, max
2n0≤M<2n

∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

δkakWk(x)

∥∥∥∥∥
L

p0
µ

< 2 ∥f∥Lp
µ
+ ε, p ∈ [1, p0].

2. Доказательство теоремы 1.1

Пусть pn ↗ ∞ и пусть

(2.1) F = {fn(x)}∞n=1.
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– последовательность всех полиномов по системе Уолша с рациональными коэф-

фициентами. Последовательно применяя лемму, мы можем (по индукции) опре-

делить последовательности полиномов {Un(x)}∞n=1, {Qn(x)}∞n=1, {U∗
n(x)}∞n=1 вида

(2.2) U0(x) = 2W0(x) +W1(x), Un(x) =

M∗
n−1∑

k=Mn

a
(n)
k Wk(x), n ∈ N, M1 = 2,

(2.3) Q0(x) = 2W0(x) , Qn(x) =

M∗
n−1∑

k=Mn

δ
(n)
k a

(n)
k Wk(x), δ

(n)
k = ±1, 0,

(2.4) U∗
n(x) =

Mn+1−1∑
k=M∗

n

b
(n)
k Wk(x),

которые для каждого n = 1, 2, ... удовлетворяют условиям:

(2.5) Mn < M∗
n < Mn+1 = 22nM ∗

n , n ∈ N,

2−4(n+1) > a
(n)
Mn

> .. > a
(n)
j > a

(n)
j+1 > . . > a

(n)
M∗

n−1 > b
(n)
M∗

n
> .. > b

(n)
k−1 > b

(n)
k > ...

(2.6) > b
(n)
Mn+1−1 > > a

(n+1)
Mn+1

> ... > a(n+1)
s > a

(n+1)
s+1 > .. > a

(n+1)
M∗

n+1−1 > 0,

где j ∈ [Mn,M
∗
n − 2), k ∈ [M∗

n,Mn+1, − 2), s ∈ [Mn+1,M
∗
n+1 − 2).

(2.7)

Mn+1−1∑
k=M∗

n

b
(n)
k < 2−5(n+1), n = 1, 2, ...

(2.8) ∥Un∥L1 ≤ max
m∈[Mn,M∗

n)

∥∥∥∥∥
m∑

k=Mn

a
(n)
k Wk

∥∥∥∥∥
L1

< 2−4(n+1).

(2.9) ∥fn −Qn∥Lpn
µ

< 2−4(n+4),

(2.10) max
m∈[Mn,M∗

n)

∥∥∥∥∥
m∑

k=Mn

δ
(n)
k a

(n)
k Wk

∥∥∥∥∥
Lp

µ

< 2 ∥fn∥Lp
µ
+ 2−4(n+1), p ∈ [1, pn).

Положим

a0 = 2, a1 = 1, ak = a
(n)
k , k ∈ [Mn,M

∗
n),

(2.11) ak = b
(n)
k , k ∈ [M ∗

n ,Mn+1), n = 1, 2, ..., U0(x) = 2W0(x) +W1(x).

Из (2.4), (2.7) и (2.8) следует

(2.12)

∞∑
n=1

∥∥∥Un + U (∗)
n

∥∥∥
L1

< ∞.
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Определим функцию U(x) следующим образом:

(2.13) U(x) = U0(x) +

∞∑
n=1

(
Un(x) + U (∗)

n (x)
)
=

∞∑
k=0

akWk(x).

Из (2.12) и (2.13) вытекает, что U(x) ∈ L1[0, 1]. Учитывая соотношения (2.2),

(2.4), (2.8) и (2.11) - (2.13) получим, что ряд
∑∞

k=0 akWk(x) сходится к U(x) по

L1[0, 1) норме, и следовательно

(2.14) ak = ck(U) =

∫ 1

0

U(x)Wk(x)dx, k = 0, 1, 2...

В силу (2.11) – (2.13), (2.6) и (2.14) будем иметь {ck(U)}∞k=0 ↘ . Положим

(2.15) Ωn = { k ∈ [Mn,M
∗
n); δ

(n)
k = 0}, Q(0)

n (x) =
∑
k∈Ωn

a
(n)
k Wk(x).

Очевидно, что

(2.16) spec(Qn) = [Mn,M
∗
n)\Ωn = {ks ↗; ks ∈ [Mn,M

∗
n); δ

(n)
ks

= ±1}.

Следовательно

(2.17) Qn(x) =

M∗
n−1∑

k=Mn

δ
(n)
k a

(n)
k Wk(x) =

∑
Mn≤ks<M∗

n

δ
(n)
ks

a
(n)
ks

Wks(x), δ
(n)
ks

= ±1.

Определим последовательность {εk}∞k=0 знаков следующим образом:

(2.18) εk = δ
(n)
k , k ∈ spec(Qn); ε0 = ε1 = εk = 1, k ∈

∞⋃
n=1

(Ωn ∪ [M∗
n,Mn+1)) .

Из (2.5), (2.8) и (2.18) следует

#{k ∈ N, k ≤ Mn+1; εk = 1}
Mn+1

≥ Mn+1 −M∗
n

Mn+1
=

22nM ∗
n −M∗

n

22nM ∗
n

= 1− 1

22n
.

Отсюда и из (2.18) имеем

(2.19) εk = ±1, k = 0, 1, 2..., limn→∞ sup
#{k ∈ N, k ≤ n; εk = 1}

n
= 1.

Покажем, что ряд (см. (2.4), (2.11), (2.14) – (2.18))

(2.20)

∞∑
k=0

εkck(U)Wk(x) = U0(x) +

∞∑
j=1

(
Qn(x) +Q(0)

n (x) + U∗
n(x)

)
,

универсален во всех пространствах Lp
µ[0, 1), p ≥ 1 относительно перестановок.

Пусть p ≥ 1 и пусть f(x) ∈ Lp
µ[0, 1). Возьмем функцию fν1

(x) из последова-

тельности (2.1) таким образом, чтобы∥∥∥f(x)−Qν0
(x)− εl(1)cl(1)(U)W

l(1)
(x)− fν1ν1

(x)
∥∥∥
Lp

µ

≤ 2−6, pν1
≥ p, ν1 ≥ 2,
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где

ν0 = 0, Qν0
(x) = 2W0(x), εl(1)cl(1)(U)W

l(1)
(x) = W1(x), l(1) = 1

Отсюда и из (2.9) следует∥∥∥f(x)−Qν0(x)− εl(1)cl(1)(U)W
l(1)

(x)−Qν1(x)
∥∥∥
Lp

µ

≤ 2−6,

Положим

l(2) = min {n ∈ N, n > 2, n /∈ spec(Qν1)} , l(0) = 0, l(1) = 1.

Предположим, что уже определены числа ν0 = 0 < ν1 < ... < νr . . . < νq−1, l(1) =

1, l(2), l(3), ..., l(q), функции fν1
(x), ..., fνq−1

(x) и полиномы{Qνj
(x)}q−1

j=1 удовлетво-

ряющие условиям:∥∥∥∥∥∥f(x)−


r∑
j=0

[
Qνj

(x)+εl(j+1)cl(j+1)(U)W
l(j+1)

]
∥∥∥∥∥∥
Lp

µ

≤

(2.21) ≤ 2−4(r+4) +
∣∣cl(r+1)(U)

∣∣,
(2.22) max

m∈[Mνr
,M∗

νr
)

∥∥∥∥∥∥
∑

Mνr
≤ks≤m

εks
cks

(U)Wks

∥∥∥∥∥∥
Lp

µ

≤ 2−2(r+1) +
∣∣cs(r)(U)

∣∣, r ∈ [0, q).

Легко видеть, что можно выбрать натуральное число νq > νq−1+q+1 (функцию

fνq
(x) из последовательности (2.1)) таким образом, чтобы

(2.23)

∥∥∥∥∥∥f −


q−1∑
j=0

[
Qνj

+ εl(j+1)cl(j+1)(U)W
l(j+1)

]− fνq

∥∥∥∥∥∥
Lp

µ

≤ 2−4(q+5) .

Из (2.9), (2.21) и (2.23) следует

(2.24)

∥∥∥∥∥∥f −


q−1∑
j=0

[
Qνj

+ εl(j+1)cl(j+1)(U)W
l(j+1)

]−Qνq

∥∥∥∥∥∥
Lp

µ

≤ 2−4(q+4),

(2.25)
∥∥ fνq

∥∥
Lp

µ
≤ 2−4(q+5) + 2−4(q+3) +

∣∣cl(q)(U)
∣∣ ≤ 2−4q−2 +

∣∣cl(q)(U)
∣∣.

Положим

(2.26) l(q + 1) = min{ n; n /∈

{
q⋃

i=0

spec(Qνj
)

}⋃
{l(n)}qn=1}

Учитывая соотношения (2.10), (2.15) – (2.19) и (2.24) – (2.26), получим∥∥∥∥∥∥f(x)−


q∑
j=0

[
Qνj+εl(j+1)cl(j+1)(U)W

l(j+1)

]
∥∥∥∥∥∥
Lp

µ

≤
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(2.27) ≤ 2−4(q+4) +
∥∥∥ εl(q+1)cl(q+1)(U)W

l(q+1)

∥∥∥
Lp

µ

= 2−4(q+4) +
∣∣cl(q+1)(U)

∣∣,
max

m∈[Mνq ,M
∗
νq

)

∥∥∥∥∥∥
∑

Mνq≤ks≤m

εks
cks

(U)Wks
(x)

∥∥∥∥∥∥
Lp

µ

= max
m∈[Mνq ,M

∗
νq

)

∥∥∥∥∥∥
m∑

k=Mνq

δ
(νq)
k a

(νq)
k Wk

∥∥∥∥∥∥ ≤

(2.28) ≤ 2
∥∥ fνq

∥∥
Lp

µ
+2−4(νq+1) ≤ 2−3q−1 + 2

∣∣cl(q)(U)
∣∣ .

Ясно, что по индукции определяются последовательности чисел {νj}∞j=1, {l(q)}∞q=1,

(l(1) = 0, l(2) = 1), и полиномов {Qνq (x)}∞q=1, удовлетворяющие условиям (2.26)

- (2.28) для всех q ≥ 1.

Учитывая выбор натуральных чисел {Mk}∞k=1, {νj}∞j=1, и {l(q)}∞q=1 (см. (2.5),

(2.23), (2.26)) получим, что последовательность чисел

(2.29) 0, l(1) = 1, spec(Qν1
), l(2), spec(Qν2

), l(3), ..., l(j), spec(Qνj
), l(j + 1)...

есть некоторая перестановка последовательности 0, 1, 2, ..., n, .... Последователь-

ность (2.29) запишем в виде

σ(1), σ(2), ..., σ(k), ... .

Отсюда, учитывая выбор полиномов {Qνq
(x)}∞q=1 и чисел {l(q)}∞q=1, в силу (2.15)

– (2.18), (2.20), (2.26) и (2.29) имеем
∞∑
k=1

εσ(k)cσ(k)(U)Wσ(k)(x) =

(2.30) = 2W0(x)+W1(x)+

∞∑
q=1

[
Qνq

(x)+εl(q+1)cl(q+1)(U)W
l(q+1)

(x)
]
.

Покажем, что ряд
∑∞

k=1 εσ(k)cσ(k)(U)Wσ(k)(x) сходится к f(x) по Lp
µ[0, 1] норме.

Положим

(2.31) Kq = 2 +

q−1∑
j=1

(#spec(Qνj
) + j).

Учитывая соотношения (2.5), (2.16) и (2.26) – (2.31) для каждого N ∈ (Kq,Kq+1],

q ≥ 2 будем иметь∥∥∥∥∥f −
N∑

k=1

εσ(k)cσ(k)(U)σ(k)Wσ(k)

∥∥∥∥∥
Lp

µ

≤

∥∥∥∥∥∥f −


q−1∑
j=1

[
Qνj

+εl(j+1)cl(j+1)(U)W
l(j+1)

]
∥∥∥∥∥∥
Lp

µ

+ max
m∈[Mνq ,M

∗
νq

)

∥∥∥∥∥∥
∑

Mνq≤ks≤m

εkscks(U)Wks(x)

∥∥∥∥∥∥
Lp

µ

+
∣∣cl(q+1)(U)

∣∣
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≤ 2−2(q+1) + 2
∣∣cl(q)(U)

∣∣+ 2
∣∣cl(q+1)(U)

∣∣.
Отсюда, из того, что l(q) → ∞ следовательно и cl(q)(U) → 0 (см. (15)) при N → ∞
следует, что ряд

∑∞
k=1 εσ(k)cσ(k)(U)σ(k)Wσ(k)(x) сходится к f(x) по Lp

µ[0, 1] норме.

Теорема доказана.

Abstract. The paper discusses the question of the existence of universal functions

whose Fourier series in the Walsh system are conditionally universal in the sense of

permutations in all weighted spaces Lp
µ[0, 1], p ≥ 1.
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