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Аннотация. Исследуется система нелинейных интегральных уравнений с
матричным оператором Гаммерштейна - Вольтерра. Указанная система урав-
нений, кроме чисто математического интереса, представляет определенный
интерес в различных областях естествознания. В частности, такие уравнения
встречаются в гидроаэродинамике, в моделях популяционной генетики и в
теории переноса тепла излучением. Доказывается конструктивная теорема
существования неотрицательного ограниченного и непрерывного решения
указанной системы уравнений. При одном дополнительном ограничении на
нелинейность получается равномерная сходимость специально выбранных
последовательных приближений со скоростью убывающей геометрической
прогрессии. Исследуется также асимптотическое поведение построенного ре-
шения на бесконечности. Более того, доказывается теорема единственности
решения в классе ограниченных вектор-функций, координаты которых неот-
рицательны. В конце работы приводятся конкретные примеры указанных
систем, удовлетворяющие всем условиям доказанных утверждений.
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1. Введение

Работа посвящена исследованию вопросов конструктивной разрешимости, един-

ственности и изучению асимптотического поведения построенного решения на

1Исследование первого автора выполнено при финансовой поддержке Комитета по науке
РА в рамках научного проекта № 23RL-1A027. Исследование третьего автора выполнено при
финансовой поддержке Комитета по науке РА в рамках научного проекта № 24RL-1A028.
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бесконечности для следующей системы нелинейных интегральных уравнений ти-

па Гаммерштейна- Вольтерра на полуоси:

(1.1) fi(x) = gi(x) +

N∑
j=1

∫ x

0

Vij(x, t)Gj(fj(t))dt, i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+ = [0,+∞)

относительно искомой вектор-функции f(x) = (f1(x), ..., fN (x))T ∈ M, где T знак

транспонирования, а M следующий класс вектор-функций

M = {φ(x) = (φ1(x), ..., φN (x))T : φi(x) ≥ 0, x ∈ R+, φi ∈M(R+),

i = 1, 2, ...N}.
(1.2)

В (1.2) через M(R+) обозначено пространство ограниченных функций на мно-

жестве R+.

В система (1.1) матричное ядро V (x, t) = (Vij(x, t))
N×N
i,j=1 определено на множестве

Π = {(x, t) : 0 ≤ t ≤ x}

и удовлетворяет следующим условиям:

1) Vij(x, t) > 0, (x, t) ∈ Π, i, j = 1, ...N и V ∈ C(Π),

2) если (x1, t), (x2, t) ∈ Π и x1 ≥ x2, то

Vij(x1, t) ≤ Vij(x2, t), i, j = 1, 2, ..., N ,

3) функции
∫ x

0

Vij(x, t)dt, i, j = 1, ..., N монотонно возрастают по x на R+,

4) существуют sup
x∈R+

(∫ x

0

Vij(x, t)dt

)
=: aij = aji < +∞, i, j = 1, 2, ..., N .

Функции gi(x), i = 1, 2, ..., N обладают следующми свойствами:

a) gi(x) ≥ 0, x ∈ R+, gi(0) > 0, gi ∈ C(R+), i = 1, 2, ...N ,

b) существуют sup
x∈R+

(gi(x)) =: βi < +∞, i = 1, 2, ..., N.

Обозначим через λ спектральный радиус матрицы A = (aij)
N×N
i,j=1 . Согласно

теореме Перрона (см. [1]) существует вектор η = (η1, ..., ηN )T с положительными

координатами ηi, i = 1, 2, ..., N такой, что

(1.3)
N∑
i=1

aijηj = ληi, i = 1, 2, ..., N.

Нелинейности {Gj(u)}Nj=1 в системе (1.1) определены на множестве R+ и удовле-

творяют условиям

A) Gj ∈ C(R+), Gj(0) = 0, Gj(ηj) = ηj , j = 1, 2, ...N ,

B) Gj(u) монотонно возрастают, строго вогнуты на множестве R+ и

lim
u→+∞

Gj(u)

u
= 0, j = 1, 2, ..., N .
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Система (1.1) имеет важное прикладное значение в различных отраслях есте-

ствознания. В частности система (1.1) и его скалярный аналог встречаются в

моделях, популяционной генетики, в гидроаэродинамике, в теории переноса теп-

ла излучением и в теории марковских процессов (см. [2-6]).

С прикладной точки зрения особый интерес представляют положительные

решения из класса M.

В скалярном случае когда N = 1 и ядро V зависит от разности своих аргу-

ментов, удовлетворяет некоторым условиям технического характера, а нелиней-

ность G допускает представление G(u) = uα, α ∈ (0, 1), уравнение (1.1), при

различных условиях на “свободного члена” g было иследовано в работах [7-14].

В случае когда G(u) = uα, α ∈ (0, 1) в работе [15] доказаны теоремы существова-

ния и единственности решения в определенном конусном отрезке пространства

непрерывных функций для скалярного аналога системы (1.1), при достаточно

сильных ограничениях на ядро V и на функцию g (условия гладкости, монотон-

ности, сжимаемости в конкретно выбранном конусном отрезке).

Следует отметить, что системы вида (1.1) в линейном случае Gi(u) = u, i =

1, 2, ..., N достаточно подробно исследовались в работах [16-18]. В настоящей ра-

боте мы будем заниматься вопросами существования единственности и изучения

асимптотического поведения на бесконечности непрерывного решения системы

(1.1) в классе M. B частности, при условиях 1), 4), a ), b), А) и B) будет доказано,

существование непрерывного решения системы (1.1) в M. При условиях 1)-4), a),

b), А), В) и выполнении следующего дополнительного условия:

C) существует непрерывное монотонно возрастающее и вогнутое отобра-

жение φ : [0, 1] → [0, 1], со свойствами φ(0) = 0, φ(1) = 1 такое, что

Gi(σu) ≥ φ(σ)Gi(u), σ ∈ (0, 1) u ∈ [0, ξi], i = 1, 2, ...N ,

( где числа ξi, i = 1, 2, ..., N единственным образом определяются из си-

стемы нелинейных алгебраических уравнений вида ξi = βi+

N∑
j=1

aijGj(ξj),

i = 1, 2, ..., N),

мы получим равномерную оценку для разности соседних элементов соответству-

ющих последовательных приближений системы (1.1). При этом правая часть

этой оценки будет представлять из себя элемент бесконечно убывающей геомет-

рической прогрессии. Во второй части работы мы займемся доказательством
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следующей интегральной асимптотики:

(1.4) ξi − fi ∈ L1(0,+∞), i = 1, 2, ..., N.

Наконец в третьей части, при условиях 1)-4), a), b), А)-С), мы докажем также

единственность решения в классе вектор-функций M. В конце работы приведем

конкретные примеры матричного ядра V , "свободного члена" g(x) = (g1(x), ...,

gN (x))T и нелинейностей {Gi(u)}Ni=1, удовлетворяющие всем ограничениям до-

казанных теорем.

2. Разрешимость системы (1.1)

2.1. Об одной вспомогательной системе нелинейных алгебраических

уравнений.

Рассмотрим следующую систему алгебраических уравнений с нелинейностями

Gj(u), j = 1, 2, ..., N :

(2.1) ξi = βi +

N∑
j=1

aijGj(ξj), i = 1, 2, ..., N

относительно неизвестного вектора ξ = (ξ1, ..., ξN )T , ξi ≥ 0, i = 1, 2, ..., N , где

числа βi и aij , i, j = 1, 2, ..., N определяются из условий b) и 4) соответственно.

Для системы (2.1) рассмотрим следующие простые итерации:

(2.2)
ξ
(p+1)
i = βi +

N∑
j=1

aijGj(ξ
(p)
j ),

ξ
(0)
i = βi, i = 1, 2, ..., N, p = 0, 1, 2, ....

Индукцией по p несложно проверить, что

(2.3) β
(p)
i ↑ по p, i = 1, 2, ..., N.

Из свойств А) и B) следует существование обратной функции к функции Gi(u).

Обозначим через Qi(u) обратную функцию к функции Gi(u). Учитывая свойства

А) и В) можно утверждать, что

A′) Qj ∈ C(R+), Qj(0) = 0, Qj(ηj) = ηj , j = 1, 2, ..., N ,

B′) Qj(u), j = 1, 2, ..., N монотонно возрастают и строго выпуклы (вниз) на

множестве R+.

Рассмотрим теперь функции на множестве [1,+∞):

(2.4) Γi(u) := min {1;λ} · Qi(uηi)

uηi
− λ− βi

ηi
, i = 1, 2, ..., N.
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Принимая во внимание A′) и B′) можно утверждать, что

Γi ∈ C[1,+∞), i = 1, 2, ..., N,(2.5)

Γi(1) = min {1;λ} − λ− βi
ηi

≤ −βi
ηi
< 0, i = 1, 2, ..., N,(2.6)

Γi(+∞) = +∞, i = 1, 2, ..., N,(2.7)

Γi(u) ↑ по u на R+, i = 1, 2, ..., N.(2.8)

Из свойств (2.5)-(2.8) сразу следует, что для любого индекса i = {1, 2, ..., N}
существует единственное ci > 1 такое, что

(2.9) Γi(ci) = 0.

Положим

(2.10) c = max {c1, c2, ..., cN} .

С учетом (2.8)-(2.10) имеем

Γi(c) ≥ Γi(ci) = 0, i = 1, 2, ..., N,

т.е.

(2.11) min {1;λ} · Qi(cηi)

cηi
≥ λ+

βi
ηi
, i = 1, 2, ..., N.

Докажем теперь, что

(2.12) ξ
(p)
i ≤ Qi(cηi), i = 1, 2, ..., N, p = 0, 1, 2, ....

Сперва проверим справедливость неравенства (2.12) для номера p = 0. Действи-

тельно, учитывая (2.11) будем имет

ξ
(0)
i = βi ≤ min{1, λ}Qi(cηi)

c
− ληi ≤

Qi(cηi)

c
− ληi < Qi(cηi)− ληi < Qi(cηi),

i = 1, 2, ..., N.

Предположим теперь, что (2.12) выполняется для некоторого номера p ∈ N.

Тогда снова используя (2.11), а также (1.3), из (2.2) получим

ξ
(p+1)
i ≤ βi +

N∑
j=1

aijGj(Qj(cηj)) = βi + c

N∑
j=1

aijηj = βi + cληi ≤ βi+

+min{1, λ} ·Qi(cηi)− βic < min{1, λ} ·Qi(cηi) ≤ Qi(cηi), i = 1, 2, ..., N.

Следовательно из (2.3) и (2.12) заключаем, что последовательность векторов

ξ(p) = (ξ
(p)
1 , ..., ξ

(p)
N )T , p = 0, 1, 2, ... имеет предел: lim

p→∞
ξ
(p)
i = ξi, i = 1, 2, ...N , при-

чем в силу непрерывности функций {Gj(u)}Nj=1предельный вектор ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξN )T
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удовлетворяет системе (2.1). Из (2.3) и (2.12) следует также, что

(2.13) βi < ξi ≤ Qi(cηi), i = 1, 2, ..., N.

Совершая аналогичные рассуждения как при доказательстве леммы из работы

[19] можно убедиться, что система (2.1) не может иметь более одного решения в

следующем классе векторов:

(2.14) P =
{
ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξN )T : ξi ≥ 0, i = 1, 2, ..., N

}
.

2.2. Последовательные приближения для системы (1.1). Основные

свойства итерационной последовательности.

Рассмотрим следующие последовательные приближения для системы нели-

нейных интегральных уравнений (1.1):

(2.15)
f
(p+1)
i (x) = gi(x) +

N∑
j=1

∫ x

0

Vij(x, t)Gj(f
(p)
j (t))dt,

f
(0)
i (x) = ξi − βi + gi(x), p = 0, 1, 2, ..., i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

Обозначим через

(2.16) ψ
(p)
i (x) = f

(p)
i (x)− gi(x), p = 0, 1, 2, ..., i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

Тогда итерации (2.15) примут следующий вид:

(2.17)
ψ
(p+1)
i (x) =

N∑
j=1

∫ x

0

Vij(x, t)Gj(ψ
(p)
j (t) + gj(t))dt,

ψ
(0)
i (x) = ξi − βi, p = 0, 1, 2, ..., i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

Используя условия 1), а), А) и В) индукцией по p несложно убедиться в досто-

верности следующих фактов:

(2.18) ψ
(p)
i ∈ C(R+), p = 0, 1, 2, ..., i = 1, 2, ..., N,

(2.19) ψ
(p)
i (x) ≥ 0, x ∈ R+, p = 0, 1, 2, ..., i = 1, 2, ..., N.

Докажем теперь, что

(2.20) ψ
(p)
i (x) ↓ по p, i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

Сперва проверим, что

(2.21) ψ
(1)
i (x) ≤ ψ

(0)
i (x), x ∈ R+, i = 1, 2, ..., N.
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Учитывая условия 1), 4), А), В), a), в) и формулу (2.1), из (2.17) будем иметь

ψ
(1)
i (x) =

N∑
j=1

∫ x

0

Vij(x, t)Gj(ξj − βj + gj(t))dt ≤
N∑
j=1

Gj(ξj)

∫ x

0

Vij(x, t)dt ≤

≤
N∑
j=1

aijGj(ξj) = ξi − βi = ψ
(0)
i (x), i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

Предполагая, что ψ
(p)
i (x) ≤ ψ

(p−1)
i (x), x ∈ R+, i = 1, 2, ..., N при некотором

натуральном p и при этом учитывая условия А), 1), а) и B), из (2.17) получаем,

что ψ(p+1)
i (x) ≤ ψ

(p)
i (x), x ∈ R+, i = 1, 2, ..., N.

Итак на основе (2.18)-(2.20) заключаем, что последовательность непрерывных

вектор функций ψ(p)(x) = (ψ
(p)
1 (x), ψ

(p)
2 (x), ..., ψ

(p)
N (x))T , p = 0, 1, 2, ... имеет по-

точечный предел когда p→ ∞:

lim
p→∞

ψ
(p)
i (x) = ψi(x), i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+,

причем координаты предельной вектор-функции ψ(x) = (ψ1(x), ψ2(x), ..., ψN (x))T

удовлетворяют неравенствам:

(2.22) 0 ≤ ψi(x) ≤ ξi − βi, i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

Используя непрерывность функций V и {Gj(u)}Nj=1 в силу предельной теоремы

Б. Леви (см. [20]) заключаем, что ψ(x) = (ψ1(x), ψ2(x), ..., ψN (x))T удовлетворяет

системе нелинейных интегральных уравнений:

(2.23) ψi(x) =

N∑
j=1

∫ x

0

Vij(x, t)Gj(ψj(t) + gj(t))dt, i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

Из условия 1) немедленно следует, что ψi ∈ C(R+), i = 1, 2, ..., N .

2.3. Равномерная сходимость последовательных приближений (2.17).

Основная оценка.

Доказательство. Предположим теперь, что помимо условий 1), 4), а), b), A),

В) выполняются также условия 2), 3) и С). Из условия a) немедленно следует,

что существует число r0 > 0 такое, что

(2.24) αj := inf
x∈[0,r0)

(gj(t)) > 0, j = 1, 2, ..., N.

В силу условий а), 1), А), В) из (2.17) с учетом (2.24) имеем для x ∈ [0, r0)

ψ
(1)
i (x) ≥

N∑
j=1

Gj(ξj − βj + αj)

∫ x

0

Vij(x, t)dt, i = 1, 2, ..., N,
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а для x ∈ [r0,+∞)

ψ
(1)
i (x) ≥

N∑
j=1

Gj(ξj − βj)

∫ x

0

Vij(x, t)dt, i = 1, 2, ..., N.

Следовательно, если x ∈ [0, r0), то

ψ
(2)
i (x) ≥

N∑
j=1

∫ x

0

Vij(x, t)Gj

( N∑
m=1

Gm(ξm − βm + αm)·

·
∫ t

0

Vjm(t, τ)dτ + αj

)
dt ≥

N∑
j=1

Gj(αj)

∫ x

0

Vij(x, t)dt, i = 1, 2, ..., N,

(2.25)

если же x ∈ [r0,+∞), то

ψ
(2)
i (x) ≥

N∑
j=1

∫ x

0

Vij(x, t)Gj

(
N∑

m=1

Gm(ξm − βm)

∫ t

0

Vjm(t, τ)dτ

)
dt,

i = 1, 2, ..., N.

(2.26)

Рассмотрим теперь следующие вспомогательные функции, определенные на мно-

жестве [0,+∞):

(2.27) χi(x) :=

N∑
j=1

ξj

∫ x

0

Vij(x, t)dt− λξi, i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

Из непрерывности функций Vij , i, j = 1, 2, ..., N на множестве Π немедленно

следует, что χi ∈ C(R+), i = 1, 2, ..., N . Так как

sup
x∈R+

∫ x

0

Vij(x, t)dt = lim
x→+∞

∫ x

0

Vij(x, t)dt = aij , i, j = 1, 2, ..., N,

то в силу соотношения (1.3) имеем

(2.28) χi(0) = −λξi < 0, χi(+∞) = 0, i = 1, 2, ..., N,

(2.29) χi(x) ↑ по x на R+, i = 1, 2, ..., N.

Следовательно для каждого i ∈ {1, 2, ..., N} существуют σi, δi : 0 < σi < δi такие,

что

(2.30) χi(σi) = −λξi
2
, χi(δi) = −λξi

3
.

Пусть

x > max {r0, δ1, ..., δN}+ 1 = r1.
60



О КОНСТРУКТИВНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ СИСТЕМЫ ...

Тогда используя b), 1), A), B), (2.30) и (2.26) при x > r1, будем иметь

ψ
(2)
i (x) ≥

N∑
j=1

∫ x

σj

Vij(x, t)Gj

(
N∑

m=1

Gm(ξm − βm)

∫ t

0

Vjm(t, τ)dτ

)
dt ≥

≥
N∑
j=1

Gj

(
N∑

m=1

Gm(ξm − βm)

∫ σj

0

Vjm(σj , τ)dτ

)∫ x

σj

Vij(x, t)dt ≥

≥
N∑
j=1

Gj

(
min

1≤m≤N

(
Gm(ξm − βm)

ξm

)
·

N∑
m=1

ξm

∫ σj

0

Vjm(σj , τ)dτ

)
·
∫ x

σj

Vij(x, t)dt =

=

N∑
j=1

Gj

(
min

1≤m≤N

(
Gm(ξm − βm)

ξm

)
· λξj

2

)
·
∫ x

σj

Vij(x, t)dt ≥

≥ ε ·
N∑
j=1

ξj

(∫ x

0

Vij(x, t)dt−
∫ σj

0

Vij(x, t)dt

)
:= Ii, i = 1, 2, ..., N,

где

(2.31) ε := min
1≤j≤N

Gj

(
min

1≤m≤N

(
Gm(ξm − βm)

ξm

)
· λξj

2

)
ξj

 .

Учитывая условие 2) получим

Ii ≥ ε·
N∑
j=1

ξj

(∫ x

0

Vij(x, t)dt−
∫ σj

0

Vij(σi, t)dt

)
= ε·

N∑
j=1

ξj

∫ x

0

Vij(x, t)dt−ε·
λξi
2

≥

≥ ε ·
N∑
j=1

ξj

∫ δi

0

Vij(δi, t)dt− ε · λξi
2

= ε

(
2λξi
3

− λξi
2

)
= ε · λξi

6
, i = 1, 2, ..., N.

Итак для x > r1 приходим к оценке

(2.32) ψ
(2)
i (x) ≥ ε · λξi

6
, i = 1, 2, ..., N.

Пусть теперь x ∈ [r0, r1]. Тогда снова используя условия 1), 3), A), B) согласно

теореме Вейерштрасса приходим к неравенствам:

ψ
(2)
i (x) ≥

N∑
j=1

∫ r0

0

Vij(x, t)Gj

(
N∑

m=1

Gm(ξm − βm)

∫ t

0

Vjm(t, τ)dτ

)
dt ≥

≥
N∑
j=1

∫ r0

r0/2

Vij(x, t)dt ·Gj

(
N∑

m=1

Gm(ξm − βm)

∫ r0/2

0

Vjm(r0/2, τ)dτ

)
≥

≥ min
x∈[r0,r1]

 N∑
j=1

qj

∫ r0

r0/2

Vij(x, t)dt

 := di, i = 1, 2, ..., N,
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где

(2.33) qj = Gj

(
N∑

m=1

Gm(ξm − βm)

∫ r0/2

0

Vjm(r0/2, τ)dτ

)
.

Таким образом для x ∈ [r0,+∞) получаем следующее неравенетво снизу:

(2.34) ψ
(2)
i (x) ≥ min

{
ελξi
6
, di

}
, i = 1, 2, ..., N.

Из (2.17) и (2.20) следует, что при x ∈ [0, r0)

(2.35) ψ
(1)
i (x) ≤

N∑
j=1

Gj(ξj)

∫ x

0

Vij(x, t)dt, i = 1, 2, ..., N.

Принимая во внимание (2.25), (2.20) и (2.35) для x ∈ [0, r0) приходим к следую-

щему неравенству

(2.36) ψ
(1)
i (x) ≥ ψ

(2)
i (x) ≥ l1ψ

(1)
i (x), i = 1, 2, ..., N,

где

(2.37) l1 =

min
1≤j≤N

(Gj(αj))

max
1≤j≤N

(Gj(ξj))

Учитывая (2.34), (2.21), (2.20) и полагая, что

(2.38) l2 = min
1≤i≤N

min

{
ελξi
6
, di

}
ξi − βi


для x ∈ [r0,+∞) получим

(2.39) ψ
(1)
i (x) ≥ ψ

(2)
i (x) ≥ l2ψ

(1)
i (x), i = 1, 2, ..., N.

Таким образом из (2.36)-(2.38) заключаем, что

(2.40) ψ
(1)
i (x) ≥ ψ

(2)
i (x) ≥ σ0ψ

(1)
i (x), x ∈ R+, i = 1, 2, ..., N,

где

(2.41) σ0 = min{l1, l2}.

Следует отметить, что

(2.42) 0 < li < 1, i = 1, 2.

Действительно, неравенства (2.42) сразу следуют из условий А), В), формул

(2.24), (2.31), (2.13), (2.33), (2.37), (2.38) и следующих простых оценок

0 < l1 ≤ Gj(αj)

Gj(ξj)
≤ Gj(βj)

Gj(ξj)
<
Gj(ξj)

Gj(ξj)
= 1, j = 1, 2, ..., N,
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0 < l2 ≤ 1

ξi − βi
min

{
ελξi
6
, di

}
≤ 1

ξi − βi
di ≤

1

ξi − βi
·

N∑
j=1

qjaij ≤

≤ 1

ξi − βi
·

N∑
j=1

Gj(ξj − βj)aij ≤

N∑
j=1

Gj(ξj)aij

ξi − βi
= 1, i = 1, 2, ..., N.

Из (2.42) и (2.41) сразу получаем, что

(2.43) σ0 ∈ (0, 1).

Учитывая (2.43) и условие а), из (2.40) приходим к неравенству

(2.44) σ0(ψ
(1)
j (t) + gj(t)) ≤ ψ

(2)
j (t) + gj(t) ≤ ψ

(1)
j (t) + gj(t), j = 1, 2, ..., N, t ∈ R+.

Принимая во внимание условия 1), А), В) и С), из (2.44) с учетом (2.17) получим

φ(σ0)ψ
(2)
i (x) ≤ ψ

(3)
i (x) ≤ ψ

(2)
i (x), i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+,

откуда в частности следует, что

φ(σ0)(ψ
(2)
j (t) + gj(t)) ≤ ψ

(3)
j (t) + gj(t) ≤ ψ

(2)
j (t) + gj(t),

j = 1, 2, ..., N, t ∈ R+,
(2.45)

ибо

φ(σ0) ∈ (0, 1), gj(t) ≥ 0, j = 1, 2, ..., N, t ∈ R+.

Снова учитывая условия 1), A), B) и C) из (2.45) с учетом (2.17) получаем

φ(φ(σ0))ψ
(3)
i (x) ≤ ψ

(4)
i (x) ≤ ψ

(3)
i (x), i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

Продолжая, эту процедуру на p-том шаге приходим к следующей цепочке нера-

венств:

(2.46) φ(φ...φ(σ0))︸ ︷︷ ︸
p

ψ
(p+1)
i (x) ≤ ψ

(p+2)
i (x) ≤ ψ

(p+1)
i (x), i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+,

Теперь используя оценку (3.16) из работы [21], для любого ε0 ∈ (0, 1) получаем

следующее неравенство

(2.47) 0 ≤ 1− φ(φ...φ(σ0))︸ ︷︷ ︸
p

≤ (1− σ0)k
p
ε0 , p = 1, 2, ..., N,

где

(2.48) kε0 =
1− φ(ε0σ0)

1− ε0σ0
∈ (0, 1).
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Следовательно, учитывая (2.46), (2.47) и (2.20) получим

0 ≤ ψ
(p+1)
i (x)− ψ

(p+2)
i (x) ≤ (ξi − βi)(1− σ0)k

p
ε0 ,

p = 1, 2, ..., N, i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.
(2.49)

В силу (2.48) и (2.49) получаем равномерную сходимость последовательности

непрерывных вектор-функций ψ(p)(x) = (ψ
(p)
1 (x), ..., ψ

(p)
N (x))T , p = 0, 1, 2, ... к ре-

шению системы нелинейных интегральных уравнений (2.23) (со скоростью убы-

вающей геометрической прогрессии). Запишем теперь неравенства (2.49) для но-

меров p+ 1, p+ 2, ..., p+m:

0 ≤ ψ
(p+2)
i (x)− ψ

(p+3)
i (x) ≤ (ξi − βi)(1− σ0)k

p+1
ε0 ,

0 ≤ ψ
(p+3)
i (x)− ψ

(p+4)
i (x) ≤ (ξi − βi)(1− σ0)k

p+2
ε0 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 ≤ ψ
(p+m+1)
i (x)− ψ

(p+m+2)
i (x) ≤ (ξi − βi)(1− σ0)k

p+m
ε0 ,

x ∈ R+, i = 1, 2, ..., N.

Складывая эти неравенства и неравенство (2.49), при этом учитывая (2.48), по-

лучаем

0 ≤ ψ
(p+1)
i (x)− ψ

(p+m+2)
i (x) ≤ (ξi − βi)(1− σ0)k

p
ε0(1 + kε0 + ...+ kmε0) ≤

≤ (ξi − βi)(1− σ0)k
p
ε0

1

1− kε0
= (ξi − βi)(1− σ0) ·

1− ε0σ0
φ(ε0σ0)− ε0σ0

· kpε0 ,

p = 1, 2, ..., m = 0, 1, 2, ..., i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

(2.50)

В (2.50) зафиксируя p и устремляя m→ ∞ приходим следующему неравенству:

0 ≤ ψ
(p+1)
i (x)− ψi(x) ≤

(ξi − βi)(1− σ0)(1− ε0σ0)k
p
ε0

φ(ε0σ0)− ε0σ0
,

i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+, p = 1, 2, ....

(2.51)

Итак на основе изложенных фактов в пунктах 2.1-2.3 приходим к следующей

теореме.

Теорема 2.1. Пусть выполняются условия 1), 4), a), b), A) и B). Тогда си-

стема нелинейных интегральных уравнений (1.1) обладает неотрицательным

непрерывным и ограниченным решением f(x) = (f1(x), ..., fN (x))T . Более того

имеют место следующие двусторонные оценки:

(2.52) gi(x) ≤ fi(x) ≤ ξi − βi + gi(x), i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

Кроме того, при выполнении дополнительных условий 2), 3), С), последователь-

ные приближения (2.15) равномерно сходятся к решениюf(x) = (f1(x), ..., fN (x))T

64



О КОНСТРУКТИВНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ СИСТЕМЫ ...

и выполняется следующая оценка:

(2.53) 0 ≤ f
(p+1)
i (x)− fi(x) ≤ Ci · kpε0 , i = 1, 2, ..., N, p = 1, 2, ..., x ∈ R+,

где

Ci :=
(ξi − βi)(1− σ0)(1− ε0σ0)

φ(ε0σ0)− ε0σ0
, i = 1, 2, ..., N.

3. Интегральная асимптотика решения. Единственность решения

3.1. Интегральная асимптотика.

В этом разделе мы займемся вопросом изучения интегральной асимптотики

построенного решения системы (1.1) при следующих дополнительных ограниче-

ниях на gi, Vij , ij = 1, 2, ..., N :

c) βi − gi ∈ L0
1(0,+∞), i = 1, 2, ..., N,

5) существует матриц-функция
◦
V (x) = (

◦
V ij(x))

N×N
i,j=1 со свойствами:

51)
◦
V ij(x) ≥ 0, x ∈ R+,

∫ ∞

0

◦
V ij(x)dx = aij = aji, i, j = 1, 2, ..., N

52) m(
◦
V ij) :=

∫ ∞

0

x
◦
V ij(x)dx < +∞, , i, j = 1, 2, ..., N ,

такая что

(3.1) Vij(x, t) ≥
◦
V ij(x− t), (x, t) ∈ Π, i, j = 1, 2, ..., N.

Имеет место следующая

Теорема 3.1. При условиях 1), 4), 5), а), b), c), А) и В) для ограниченного

неотрицательного решения f(x) = (f1(x), ..., fN (x))T построенного при помощи

последовательных приближений (2.15), имеет место интегральная асимто-

тика (1.4).

Доказательство. Сперва заметим, что из условий b) и c) немедленно следует,

существование числа r∗ > 0, что при x ≥ r∗ имеет место неравенство:

(3.2) gi(x) ≥
βi
2
, x ∈ [r∗,+∞), i = 1, 2, ..., N.

Из (1.1), (2.1) и условия b), с учетом первой части теоремы 2.1 следует, что

0 ≤ ξi − fi(x) = βi − gi(x) +

N∑
j=1

aijGj(ξj)−
N∑
j=1

∫ x

0

Vij(x, t)Gj(fj(t))dt,

x ∈ R+, i = 1, 2, ..., N.

(3.3)
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Учитывая условие 5) из (3.3), получаем

0 ≤ ξi − fi(x) ≤ βi − gi(x) +

N∑
j=1

∫ ∞

0

◦
V ij(τ)dτ ·Gj(ξj)−

N∑
j=1

∫ x

0

◦
V ij(x− t)Gj(fj(t))dt = βi − gi(x) +

N∑
j=1

Gj(ξj)

∫ ∞

x

◦
V ij(τ)dτ+

N∑
j=1

∫ x

0

◦
V ij(x− t)(Gj(ξj)−Gj(fj(t)))dt, x ∈ R+, i = 1, 2, ..., N.

(3.4)

Пусть R > r∗ произвольное число. Интегрируя обе части неравенства (3.4) и

принимая во внимание (3.2), (2.52), A), B) и 5) будем иметь

0 ≤
∫ R

r∗
(ξi − fi(x))dx ≤

∫ ∞

r∗
(βi − gi(x))dx+

N∑
j=1

Gj(ξj)

∫ R

r∗

∫ ∞

x

◦
V ij(τ)dτdx

+

N∑
j=1

∫ R

r∗

∫ x

0

◦
V ij(x− t) (Gj(ξj)−Gj(fj(t))) dtdx ≤

∫ ∞

r∗
(βi − gi(x))dx+

+

N∑
j=1

Gj(ξj)

∫ R

0

∫ ∞

x

◦
V ij(τ)dτdx+

N∑
j=1

∫ R

r∗

∫ r∗

0

◦
V ij(x− t) (Gj(ξj)−Gj(fj(t))) dtdx+

+

N∑
j=1

∫ R

r∗

∫ x

r∗

◦
V ij(x− t) (Gj(ξj)−Gj(fj(t))) dtdx ≤

∫ ∞

r∗
(βi − gi(x))dx+

N∑
j=1

Gj(ξj)m(
◦
V ij)+

+

N∑
j=1

∫ r∗

0

(Gj(ξj)−Gj(fj(t)))

∫ R

r∗

◦
V ij(x− t)dxdt+

N∑
j=1

∫ R

r∗
(Gj(ξj)−Gj(fj(t))) ·

·
∫ R

t

◦
V ij(x− t)dxdt ≤

∫ ∞

r∗
(βi − gi(x))dx+

N∑
j=1

Gj(ξj)m(
◦
V ij) +

N∑
j=1

Gj(ξj)·

·
∫ r∗

0

∫ ∞

r∗

◦
V ij(y)dydt+

N∑
j=1

aij

∫ R

r∗
(Gj(ξj)−Gj(fj(t))) dt ≤

∫ ∞

r∗
(βi − gi(x))dx+

+ 2 ·
N∑
j=1

Gj(ξj)m(
◦
V ij) +

N∑
j=1

aij

∫ R

r∗
(Gj(ξj)−Gj(fj(t))) dt ≤

∫ ∞

r∗
(βi − gi(x))dx+

+ 2 ·
N∑
j=1

Gj(ξj)m(
◦
V ij) +

N∑
j=1

aijαj

∫ R

r∗
(ξj − fj(t)) dt, i = 1, 2, ..., N,

где

(3.5) αj =
Gj(ξj)−Gj(

βj

2 )

ξj − βj

2

, j = 1, 2, ..., N.
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Итак мы получили следующие неравенства:

(3.6) 0 ≤
∫ R

r∗
(ξi − fi(t))dt ≤ bi +

N∑
j=1

aijαj

∫ R

r∗
(ξj − fj(t)) dt, i = 1, 2, ..., N,

где

(3.7) bi =

∫ ∞

r∗
(βi − gi(x))dx+ 2 ·

N∑
j=1

Gj(ξj)m(
◦
V ij), i = 1, 2, ..., N.

Умножим теперь обе части неравенства (3.6) на Gi(ξi) и просуммируем во всем

i = 1, 2, ..., N . В результате учитывая условие 5) и (2.1) получим

0 ≤
N∑
i=1

Gi(ξi)

∫ R

r∗
(ξi − fi(t))dt ≤

N∑
i=1

Gi(ξi)bi +

N∑
i=1

Gi(ξi)

N∑
j=1

aijαj ·

·
∫ R

r∗
(ξj − fj(t)) dt =

N∑
i=1

Gi(ξi)bi +

N∑
j=1

αj

∫ R

r∗
(ξj − fj(t)) dt ·

N∑
i=1

aijGi(ξi) =

=

N∑
i=1

Gi(ξi)bi +

N∑
j=1

αj

∫ R

r∗
(ξj − fj(t)) dt ·

N∑
i=1

ajiGi(ξi) =

N∑
i=1

Gi(ξi)bi+

+

N∑
j=1

αj (ξj − βj)

∫ R

r∗
(ξj − fj(t)) dt,

откуда учитывая (3.5) приходим к неравенству:

(3.8) 0 ≤
N∑
j=1

Gi(ξj)
βj
2

+Gj

(
βj
2

)
(ξj − βj)

ξj −
βj
2

∫ R

r∗
(ξj − fj(t)) dt ≤

N∑
i=1

Gi(ξi)bi

В (3.8) устремляя R к бесконечности получаем, что ξj − fj ∈ L1(r
∗,+∞), j =

1, 2, ..., N и

(3.9) 0 ≤
N∑
j=1

Gi(ξj)
βj
2

+Gj

(
βj
2

)
(ξj − βj)

ξj −
βj
2

∫ ∞

r∗
(ξj − fj(t)) dt ≤

N∑
i=1

Gi(ξi)bi.

Так как fi ∈ C(R+), i = 1, 2, ..., N (см. теорему 2.1), тo ξi − fi ∈ L1(0, r
∗), i =

1, 2, ..., N . Итак мы доказали, что ξi − fi ∈ L1(0,+∞), i = 1, 2, ..., N . □

3.2. Единственность решения системы (1.1)

В настоящем разделе, при одном дополнительном условии на функций gi(x), i =

1, 2, ..., N , мы докажем единственность решения системы нелинейных интеграль-

ных уравнений (1.1) в классе M.

Имеет место следующая
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Теорема 3.2. Пусть выполняются условия 1)-4), a), b), A)-C). Тогда, если

существует число r̃ > 0 такое, что

(3.10) γi := inf
x>r̃

(gi(x)) > 0, i = 1, 2, ..., N,

то система нелинейных интегральных уравнений (1.1) в классе M не может

иметь более одного решения.

Доказательство. Поскольку системы интегральных уравнений (1.1) и (2.23) эк-

вивалентны, то для доказательства сформулированной теоремы достаточно до-

казать единственность решения системы (2.23) в M. Предположим, что система

(2.23), кроме решения ψ ∈ M (которое является равномерным пределом последо-

вательных приближений (2.17)) обладает также другим решением ψ̃ ∈ M. Тогда

используя условия 1), a), A), B) , а также соотношения (2.24), из (2.23) для

x ∈ [0, r0) будем иметь

(3.11) ψ̃i(x) ≥
N∑
j=1

Gj(αj)

∫ x

0

Vij(x, t)dt, i = 1, 2, ..., N.

Рассмотрим следующие функции:

(3.12) Bi(x) := min
1≤j≤N

(Gj(γj)) ·
N∑
j=1

ηj

∫ x

0

Vij(x, t)dt, x ∈ R+, i = 1, 2, ..., N.

Принимая во внимание условия 1), 3), 4), а также соотношения (1.3), относи-

тельно функций Bi(x), i = 1, 2, ..., N , можно утверждать, что

(3.13) Bi(0) = 0, Bi(x) > 0, x > 0, i = 1, 2, ..., N

(3.14) Bi ∈ C(R+), Bi(x) ↑ по x на R+, i = 1, 2, ..., N

(3.15) Bi(+∞) = ληi min
1≤j≤N

(Gj(γj)), i = 1, 2, ..., N.

Положим

(3.16) Mi := Bi(r̃), i = 1, 2, ..., N.

Из свойств (3.13) - (3.15) немедленно следует, что для каждого i = {1, 2, ..., N}
существует ri > 0 такое, что

(3.17) Bi(ri) =
1

2

(
Mi + ληi min

1≤j≤N
(Gj(γj))

)
,

причем ri > r̃.
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Обозначим через

(3.18) r̂ = max
1≤j≤N

(ri).

Теперь используя условия 1), 2), 3), (3.10), a), A) и B) из (2.23) для x > r̂ получим

ψ̃i(x) ≥
N∑
j=1

∫ x

r̃

Vij(x, t)Gj(gj(t))dt ≥
N∑
j=1

Gj(γj)

∫ x

r̃

Vij(x, t)dt ≥ min
1≤j≤N

(Gj(γj))·

·
N∑
j=1

∫ x

r̃

Vij(x, t)dt = min
1≤j≤N

(Gj(γj))

N∑
j=1

(∫ x

0

Vij(x, t)dt−
∫ r̃

0

Vij(x, t)dt

)
≥

≥ min
1≤j≤N

(Gj(γj)) ·
N∑
j=1

(∫ r̂

0

Vij(r̂, t)dt−
∫ r̃

0

Vij(r̃, t)dt

)
≥ 1

max
1≤j≤N

(ηj)
·

· min
1≤j≤N

2(Gj(γj))(Bi(r̂)−Bi(r̃)) ≥
min

1≤j≤N

2 (Gj(γj))

2 · max
1≤j≤N

(ηj)
· (ληi min

1≤j≤N
(Gj(γj))−Mi) :=

:= p̃i > 0, i = 1, 2, ..., N.

Наконец, если x ∈ [r0,max(r0, r̂) + 1], то снова используя условия 1), A), B), a)

соотношения (2.24) в силу теоремы Вейерштрасса приходим к неравенствам

ψ̃i(x) ≥
N∑
j=1

∫ x

0

Vij(x, t)Gj(gj(t))dt ≥
N∑
j=1

∫ r0

0

Vij(x, t)Gj(gj(t))dt ≥
N∑
j=1

Gj(αj)·

·
∫ r0

0

Vij(x, t)dt ≥
N∑
j=1

Gj(αj) min
x∈[r0,max(r0,r̂)+1]

(∫ r0

0

Vij(x, t)dt

)
:= p∗i i = 1, 2, ..., N.

Таким образом, из выше изложенного для x ∈ [r0,+∞) получаем следующую

оценку снизу:

(3.19) ψ̃i(x) ≥ min{p̃i, p∗i }, i = 1, 2, ..., N.

Заметим, что

(3.20) 0 < min{p̃i, p∗i } < ξi − βi, i = 1, 2, ..., N.

Действительно, учитывая (2.24), b), A), B) и (2.1) будем иметь

0 < min{p̃i, p∗i } ≤ p∗i ≤
N∑
j=1

Gj(βj)aij <

N∑
j=1

aijGj(ξj) = ξi − βi, i = 1, 2, ..., N.

Теперь займемся доказательством следующего неравенства:

(3.21) ψ̃i(x) ≤ ψi(x), i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.
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С этой целью сперва убедимся в достоверности следующей оценки:

(3.22) ψ̃i(x) ≤ ξi − βi, i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

Обозначим через

(3.23) µi = sup
x∈R+

(
ψ̃i(x)

)
, i = 1, 2, ..., N.

Тогда из (2.23), в силу условий 1), 3), 4), a), b), А) и В) будем иметь

(3.24) µi ≤
N∑
j=1

aijGj(µj + βj), i = 1, 2, ..., N.

Учитывая (2.1) из (3.24) получим

µi ≤ max
1≤j≤N

(
Gj(µj + βj)

Gj(ξj)

) N∑
j=1

aijGj(ξj) =

= (ξi − βi) max
1≤j≤N

(
Gj(µj + βj)

Gj(ξj)

)
, i = 1, 2, ..., N.

(3.25)

Очевидно, что существует индекс j0 ∈ {1, 2, ..., N} такой, что

(3.26)
Gj0(µj0 + βj0)

Gj0(ξj0)
= max

1≤j≤N

(
Gj(µj + βj)

Gj(ξj)

)
В неравенстве (3.25) в качестве индекса i если выбрать i = j0 и использовать

(3.26) получим

(3.27) µj0 ≤ (ξj0 − βj0)
Gj0(µj0 + βj0)

Gj0(ξj0)
.

Заметим теперь, что функции
Gj(u)

u
,

u

u− βj
, j = 1, 2, ..., N монотонно убыва-

ют на (βj ,+∞). Действительно, монотонность функций
Gj(u)

u
сразу следует из

условий A), B), a монотонность функции
u

u− βj
следует из очевидного неравен-

ства

(3.28)
−βj

(u− βj)2
< 0, j = 1, 2, ..., N.

С другой стороны из (3.27) получим

Gj0(µj0 + βj0)

µj0 + βj0
· µj0 + βj0

µj0

≥ Gj0(ξj0)

ξj0
· ξj0
ξj0 − βj0

,

откуда учитывая монотонность функций
Gj0(u)

u
и

u

u− βj0
приходим к неравен-

ству

(3.29) ξj0 − βj0 ≥ µj0
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Принимая во внимание (3.29) из (3.25) получаем, что

µi ≤ ξi − βi, i = 1, 2, ...N.

Следовательно, оценка (3.22) доказана. Докажем теперь, что имеет место нера-

венство:

(3.30) ψ̃i(x) ≤ ψ
(p)
i (x), i = 1, 2, ..., N, p = 0, 1, ..., x ∈ R+.

В случае p = 0 неравенство (3.30) следует из (3.22). Предположим теперь, что

(3.30) имеет место при некотором p ∈ N. Тогда в силу условий 1), A), B) из (2.17)

и (2.23) получаем, что

ψ
(p+1)
i (x) ≥

N∑
j=1

∫ x

0

Vij(x, t)Gj(ψ̃j(t) + gj(t))dt = ψ̃i(x), i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

В (3.30) устремляя p → ∞ приходим к (3.21). Заметим теперь, что из (2.22), 2),

A), B), 1) и (2.23) cледует, что

(3.31) ψi(x) ≤
N∑
j=1

Gj(ξj)

∫ x

0

Vij(x, t)dt, i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

Принимая во внимание (3.11) и (3.31) для x ∈ [0, r0) получим

(3.32) ψ̃i(x) ≥
min

1≤j≤N
(Gj(αj))

max
1≤j≤N

(Gj(ξj))
ψi(x), i = 1, 2, ..., N.

Обозначим через

(3.33) σ∗ = min

 min
1≤i≤N

(
min{p̃i, p∗i }
ξi − βi

)
;

min
1≤j≤N

(Gj(αj))

max
1≤j≤N

(Gj(ξj))

 .

Из неравенств (3.20) и

0 < Gj(αj) ≤ Gj(βj) < Gj(ξj), j = 1, 2, ..., N

сразу следует, что

(3.34) σ∗ ∈ (0, 1).

Таким образом учитывая (2.22), (3.19), (3.32), (3.30) и (3.34) приходим к следу-

ющей цепочке неравенств

(3.35) σ∗ψi(x) ≤ ψ̃i(x) ≤ ψi(x), i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

Далее совершая аналогичные рассуждения как при доказательстве теоремы 2.1

заключаем, что существуют числа C∗ > 0 и k∗ ∈ (0, 1) такие, что

(3.36) 0 ≤ ψi(x)− ψ̃i(x) ≤ C∗(k∗)p, i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+, p = 1, 2, ....
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В (3.36) устремляя p→ ∞ получим ψi(x) = ψ̃i(x), i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+. Теорема

доказана. □

4. Отсутствие нетривиального решения системы (1.1). Примеры

4.1. Отсутствие нетривиального неотрицательного peшения системы

(1.1).

В этом разделе, при определенных ограничениях на матричное ядро и на нели-

нейностей системы (1.1), мы будем заниматься изучением системы (1.1) в случае

когда gi(x) = 0, i = 1, 2, ..., N . Имеет место

Теорема 4.1. Пусть существует матриц функция V ∗(x) =
(
V ∗
ij(x)

)N×N

i,j=1
, со

свойствами V ∗
ij(x) > 0, i, j = 1, 2, ..., N, x ∈ R+, V ∗

ij ∈ L1(0,+∞), i, j = 1, 2, ..., N

такая, что

(4.1) Vij(x, t) ≤ V ∗
ij(x− t), i, j = 1, 2, ..., N, (x, t) ∈ Π.

Пусть далее Gj ∈ C(R+), Gj(0) = 0, j = 1, 2, ..., N и выполняется условие B).

Тогда, если gi(x) = 0, i = 1, 2..., N и существует число b > 0 такое, что

(4.2) Gj(u) ≤ b · u, j = 1, 2, ..., N, u ∈ R+,

то система (1.1) в классе

P := {f(x) = (f1(x), ..., fN (x))T , fj(x) ≥ 0,∀ε > 0, fj(x)e
−εx ∈M(R+),

j = 1, 2, ..., N, x ∈ R+}

имеет только тривиальное решение fi(x) ≡ 0, i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+.

Доказательство. Рассмотрим следующие характеристические функции:

Qi(h) := b

N∑
j=1

∫ ∞

0

V ∗
ij(t)e

−htdt, h ∈ R+, i = 1, 2, ..., N.

Из свойств функций V ∗
ij(t), i, j = 1, 2, ..., N, t ∈ R+ немедленно следует, что

Qi(0) = b

N∑
j=1

∫ ∞

0

V ∗
ij(t)dt > 0, i = 1, 2, ..., N,(4.3)

Qi ∈ C(R+), Qi(h) ↓ по h на R+, i = 1, 2, ..., N,(4.4)

Qi(+∞) = 0, i = 1, 2, ..., N.(4.5)

Следовательно для каждого i ∈ {1, 2, ...N} существует hi > 0 такое, что

(4.6) Qi(hi) < 1.
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Положим

(4.7) Fi(x) = e−h∗xfi(x), i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+,

где

(4.8) h∗ = max
1≤i≤N

(hi) > 0.

Из (4.3)-(4.6) и (4.8) следует, что

(4.9) Qi(h
∗) < 1, ß = 1, 2, ..., N.

Учитывая условия (4.1), (4.2), 1) и обозначение (4.7), из (1.1), в силу того, что

gi(x) ≡ 0, i = 1, 2, ..., N, будем иметь

Fi(x) ≤ b

N∑
j=1

e−h∗x

∫ x

0

Vij(x, t)fj(t)dt ≤ b

N∑
j=1

e−h∗x

∫ x

0

V ∗
ij(x− t)fj(t)dt =

= b

N∑
j=1

∫ x

0

e−h∗(x−t)V ∗
ij(x− t)Fj(t)dt ≤ D · b

N∑
j=1

∫ x

0

V ∗
ij(y)e

−h∗ydy ≤ D ·Qi(h
∗),

i = 1, 2, ..., N, x ∈ R+,

где

(4.10) D = max
1≤j≤N

sup
x∈R+

(Fj(x)).

Из полученного выше, неравенства сразу вытекает, чтоD ≤ Qi(h
∗)D, i = 1, 2, ..., N ,

откуда в силу (4.9) следует, что D = 0. Принимая во внимание (4.7) и (4.10) за-

ключаем, что fi(x) ≡ 0, i = 1, 2, ..., N. Теорема доказана. □

4.2.Примеры

Последний раздел настоящей работы посвящен рассмотрению конкретных при-

меров функций gi, Vij и Gj удовлетворяющих всем условиям доказанных теорем.

Сперва приведем примеры матричного ядра V (x, t) = (Vij(x, t))
N×N
i,j=1 :

Примеры Vij , i, j = 1, 2, ..., N

a1) Vij(x, t) =
◦
V ij(x − t), i, j = 1, 2, ..., N, (x, t) ∈ Π, где 0 <

◦
V ij(τ), i, j =

1, 2, ..., N обладают свойствами, 51), 52) и монотонно убывают по τ, i, j =

1, 2, ..., N , причем
◦
V ij ∈ C(R+), i, j = 1, 2, ..., N

a2) Vij(x, t) = Vij(x− t)+ε
◦
V ij(x+ t), i, j = 1, 2, ..., N, (x, t) ∈ Π, где ε ∈ (0, 1)

числовой параметр,
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a3) Vij(x, t) =
◦
V ij(x − t)µij(t), i, j = 1, 2, ..., N, (x, t) ∈ Π, где µij(t) =

µji(t), t ∈ R+, µij ∈ C(R+), µij монотонно возрастают по t и 0 < µij(t) ≤
1, t ∈ R+, i, j = 1, 2, ..., N.

Подробно остановимся на примере a2). Поскольку
◦
V ij ∈ C(R+), то Vij ∈

C(Π), i, j = 1, 2, ..., N . Из положительности
◦
V ij(τ) сразу следует, что Vij(x, t) >

0, (x, t) ∈ Π, i, j = 1, 2, ..., N . Так как
◦
V ij(τ) ↓ по τ, i, j = 1, 2, ..., N , то из

представления a2) немедленно следует, что Vij(x, t) ↓ по x, i, j = 1, 2, ..., N . Та-

ким образом для примера a2) условия 1) и 2) восполняются. Убедимся теперь,

что функции
∫ x

0

Vij(x, t)dt монотонно возрастают по x на R+, i, j = 1, 2, ..., N .

Обозначим через

Bij(x) =

∫ x

0

Vij(x, t)dt =:

∫ x

0

◦
V ij(τ)dτ + ε

∫ 2x

x

◦
V ij(τ)dτ, x ∈ R+, i, j = 1, 2, ..., N.

Так как
◦
V ij ∈ C(R+),

◦
V ij(x) > 0, x ∈ R+, i, j = 1, 2, ..., N , то из состношения

B′
ij(x) =

◦
V ij(x) + 2ε

◦
V ij(2x)− ε

◦
V ij(x) = (1− ε)

◦
V ij(x) + 2ε

◦
V ij(2x) > 0,

x ∈ R+, i, j = 1, 2, ..., N

сразу следует, что Bij(x) ↑ по x, на R+, i, j = 1, 2, ..., N . Заметим, также что

lim
x→+∞

Bij(x) = lim
x→+∞

∫ x

0

◦
V ij(τ)dτ = aij , i, j = 1, 2, ..., N.

Следовательно условия 3) и 4) также выполняются. Условие 5) выполняется оче-

видным образом, если ε > 0,
◦
V ij(τ) > 0, i, j = 1, 2, ..., N . Наконец проверим

условие (4.1). Поскольку
◦
V ij(τ) ↓ по τ на R+, то

◦
V ij(x− t) ≥

◦
V ij(x+ t), (x, t) ∈

Π, i, j = 1, 2, ..., N. Следовательно в качестве V ∗
ij(x) взяв

V ∗
ij(x) = (1 + ε)

◦
V ij(x), x ∈ R+, i, j = 1, 2, ..., N,

приходим к (4.1).

Проверка условий 1)-5) и (4.1) для остальных примеров осуществляется анало-

гичными рассуждениями. Приведем теперь примеры для нелинейностейGj(u); j =

1, 2, ..., N :

b1) Gj(u) = u
1
α̃j u ∈ R+, α̃j > 1-числовые параметры , j = 1, 2, ..., N.

b2) Gj(u) = γ̃j(1− e−u
1
α̃j

), γ̃j , α̃j > 1- числовые параметры, j = 1, 2, ..., N.

Несложно проверить что для примеров b1) и b2) выполняются условия A)-C), где

в качестве отображения φ(σ) можно выбрать следующую функцию:

φ(σ) = σ
1

α∗ , σ ∈ [0, 1],
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где α∗ = min
1≤j≤N

(α̃j).

Для полноты изложения приведем также пример для функций Gj(u), j =

1, 2, ..., N удовлетворяющих условиям теоремы 4.1. Таковыми являются напри-

мер функции вида:

Gj(u) =
1

2

(
γ̃j(1− e−u) + u

)
, j = 1, 2, ..., N, u ∈ R+.

Наконец приведем примеры для функций gj(x), j = 1, 2, ..., N :

c1) gj(x) = βj(1− εje
−x2

), x ∈ R+, βj > 0, εj ∈ (0, 1)-числовые параметры ,

j = 1, 2, ..., N.

c2) gj(x) =


Wj | cosx |, x ∈

[
0,

7

2
π

]
,

Sj

(
1− e−(x−

7
2π)
)
, x ∈

(
7

2
π,+∞

) , гдеWj , Sj > 0-числовые

параметры, причем Wj < Sj , j = 1, 2, ..., N .

Небезынтересно отметить, что приведенные примеры a1) − a3), b1), b2) и c1)

имеют также прикладной интерес в различных направлениях физики и биологии

(см. введение).

Abstract. A system of nonlinear integral equations with the Hammerstein-Volterra

matrix operator is investigated. The specified system of equations, in addition to

purely mathematical interest, is of particular interest in various fields of natural

science. In particular, such equations are encountered in hydroaerodynamics, in popula-

tion genetics models, and in the theory of radiative heat transfer. A constructive

theorem on the existence of a nonnegative bounded and continuous solution to the

specified system of equations is proved. With an additional constraint on the nonlinear-

ity, uniform convergence of specially selected successive approximations with the

rate of decreasing geometric progression is obtained. The asymptotic behavior of

the constructed solution at infinity is also investigated. Moreover, a theorem on the

uniqueness of a solution in the class of bounded vector functions whose coordinates

are nonnegative is proved. At the end of the work, specific examples of the specified

systems are given that satisfy all the conditions of the proved statements.
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