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1. Введение

Ниже условимся использовать следующие обозначения: : |E|− мера Лебега

измеримого множества E, N− совокупность натуральных чисел, Lp(E) (p > 0)−
класс измеримых функций, суммируемых со степенью p на E, L0(E)− класс

почти везде конечных измеримых функций на E и M(E)− класс всех измеримых

функций на E. Под сходимостью в L0(E) и в M(E) будем понимать сходимость

почти всюду на E.

Пусть Φ = {φk(x)}∞k=1− ортонормированная система на [a, b]. Для коэффици-

ентов Фурье функции U ∈ L1[a, b] по системе Φ мы будем использовать обозна-

чение

ck(U) =

∫ b

a

U(x)φk(x) dx, k ∈ N.

В частности, в случае тригонометрической системы положим

ak(U) =
1

π

∫ π

−π

U(x) cos kx dx, bk(U) =
1

π

∫ π

−π

U(x) sin kx dx.

Пусть S(E) — одно из пространств Lp(E), p ≥ 0 или M(E).

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Комитета по науке РА
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Определение 1.1. Ряд
∑

fk, где fk ∈ S(E), называется универсальным в S(E),

если для каждой функции f ∈ S существует подпоследовательность натураль-

ных чисел nk такая, что подпоследовательность частичных сумм этого ряда

с номерами nk сходится к f в S(E).

Работа продолжает исследования авторов ([1]-[6]), связанных с существовани-

ем функций, ряды Фурье которых по тригонометрической системе универсальны

в некоторых, определённых смыслах, в различных функциональных классах.

Существование функций и рядов, универсальных в том или ином смысле в

различных классах функций, изучалось многими математиками, и публикации

по этой тематике регулярно появляются в математической печати.

Понятие универсального ряда (как по классическим, так и по общим орто-

нормальным системам) восходит к работам Д. Меньшова [7], и А. Талаляна [8].

Наиболее общие результаты были получены ими и их учениками.

Первая работа, где построены универсальные в обычном смысле тригономет-

рические ряды в классе всех измеримых функций в смысле сходимости почти

всюду является работа [7] Д. Меньшова. Ряды вида
∑∞

k=1 akφk(x) по любой пол-

ной ортонормированной системе {φn(x)}∞n=1, x ∈ [0, 1], универсальные в классе

всех измеримых функций в смысле сходимости почти всюду были построены в

работе [8] А. Талаляном. Гроссе-Эрдман [9] доказал существование универсаль-

ного ряда Тейлора в классе всех непрерывных на [−1, 1] функций с f(0) = 0.

Необходимо отметить, что первые примеры универсальных функций были по-

строены Биркгофом [10] в рамках комплексного анализа, при этом целые функ-

ции представлялись в любом круге равномерно сходящимися сдвигами универ-

сальной функции, Марцинкевичем [11] в рамках действительного анализа, при

этом любая измеримая функция представлялась как предел почти всюду неко-

торой последовательности разностных отношений универсальной функции (см.

также [12]-[15]).

Определение 1.2. Будем говорить, что функция U ∈ L1(E) для класса S(E)

относительно системы Φ:

a. универсальна, если ряд Фурье функции U(x) по этой системе универ-

сален в S(E),

b. условно универсальна, если существует последовательность {δk =

±1}∞k=0, такая, что ряд
∑∞

k=0 δkck(U)φk(x) универсален в S(E).
16



ОБ УСЛОВНО УНИВЕРСАЛЬНЫХ ФУНКЦИЯХ ...

Отметим, что в работах [16] − [19] были определены также и другие типы

(почти универсальные, квази универсальные, универсальные в смысле знаков,

универсальные в смысле перестановок) универсальных функций.

Замечание 1.1. Поскольку по теореме А. Колмогорова ряд Фурье каждой ин-

тегрируемой функции по тригонометрической системе сходится в Lp[−π, π],

где p ∈ (0, 1), то не существует функции U ∈ L1[−π, π], ряд Фурье которой

по тригонометрической системе был бы универсален в классе всех измеримых

функций. Таким образом, не существует функции U ∈ L1[−π, π], универсальной

для классов L0[−π, π] и M [−π, π] относительно тригонометрической системы.

Тем не менее, в работе доказывается следующая теорема:

Теорема 1.1. Существует интегрируемая функция U , которая является услов-

но универсальной для класса M [−π, π] относительно тригонометрической си-

стемы.

Оказывается, что любую измеримую, почти всюду конечную функцию путем

изменения её значений на некотором множестве сколь угодно малой меры можно

превратить в условно универсальную функцию относительно тригонометриче-

ской системы.

Теорема 1.2. Существует интегрируемая функция U , со свойствами:

(1) U является условно универсальной для класса L0[−π, π] относительно

тригонометрической системы.

(2) Для любого ε > 0 существует измеримое множество E ⊂ [−π, π], с

мерой |E| ≥ 2π − ε, такое, что для каждой функции f(x) ∈ L1[−π, π]

можно найти функцию g(x) ∈ L1[−π, π] такую, что

g(x) = f(x), x ∈ E, |ak(g)| = |ak(U)|, k = 0, 1, 2, . . . , |bk(g)| = |bk(U)|, k = 1, 2, . . . .

Из последней теоремы следует, что

Теорема 1.3. Для любого положительного числа ε существует измеримое

множество E ⊂ [−π, π] с мерой |E| ≥ 2π − ε, такое, что для каждой функ-

ции f(x) ∈ L1[−π, π] можно найти такую функцию g(x) ∈ L1[−π, π], что

g(x) = f(x), x ∈ E, и g(x) является условно универсальной для класса M [−π, π]

относительно тригонометрической системы.
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Замечание 1.2. Нетрудно видеть, что, каковы бы ни были число p ∈ [1,∞)

и ограниченная ортонормированная система Φ, не существует функции U ∈
L1[−π, π], которая для класса Lp[−π, π], p ≥ 1, относительно системы Φ была

бы условно универсальной. Однако (как доказали авторы в [4]), для классов Lp,

p ∈ (0, 1) относительно тригонометрической системы существуют как услов-

но универсальные функции, так и универсальные функции в смысле знаков.

Интересно было бы выяснить ответ на следующий вопрос:

Вопрос 1. Существует ли функция U ∈ L1[−π, π], которая для класса Lp[−π, π],

p ≥ 1 относительно тригонометрической системы (соответственно, относительно

системы Уолша) была бы универсальной в смысле перестановок?

Замечание 1.3. Метод доказательства теоремы 1.3 позволяет получить но-

вый подход для построения универсальных рядов: любую измеримую почти всю-

ду конечную функцию, путем изменения ее значений на некотором множестве

сколь угодно малой меры, можно превратить в такую функцию, что после вы-

бора соответствующих знаков для членов ряда Фурье (как для тригонометри-

ческой, так и для системы Уолша) измененной функции можно достичь того,

что полученный ряд уже будет универсальным в M [−π, π].

При доказательстве теоремы 1.3 мы воспользуемся следующей леммой, дока-

занной авторами в работе [1].

Лемма 1.1. Пусть даны числа n0 ∈ N, ε, θ, µ ∈ (0, 1) и ступенчатая функция

f(x). Тогда можно найти измеримое множество E ⊂ [−π, π], функцию g(x) ∈
L1[−π, π] и полиномы по тригонометрической системе вида:

U(x) =

n∑
k=n0

ak cos kx+ bk sin kx, Q(x) =

n∑
k=n0

δk(ak cos kx+ bk sin kx),

удовлетворяющие условиям:

(1)

δk = ±1, k ∈ [n0, n), |E | > 2π − ε;

(2) ∫ π

−π

|U(x)| dx = ∥U∥L1 < θ, ∥g(x)∥L1 < 4∥f∥L1 ;

(3)

g(x) = f(x), x ∈ E, ∥g(x)−Q(x)∥L1 < µ.
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Замечание 1.4. Нетрудно видеть, что в формулировке леммы 1.1 вместо

ступенчатой функции можно взять любой тригонометрический полином f(x).

Замечание 1.5. Из условия 3 леммы вытекает, что выполняется также сле-

дующее условие: ∫
E

|f(x)−Q(x)| dx < µ.

2. Доказательство теоремы 1.2

Пусть F — множество всех полиномов по тригонометрической системе с ра-

циональными коэффициентами. Перенумеруем элементы F и представим их в

виде последовательности

(2.1) F = {fn(x)}∞n=1.

Применим Лемму 1.1 (и замечания к ней), полагая в ее формулировке

n0 = 1, ε = 2−2, θ = η = 2−3, f(x) = f1(x).

Тогда определяются измеримое множество E
(1)
1 ⊂ [−π, π] с мерой |E(1)

1 | > 2π −
2−2, функция g1(x) и полиномы по тригонометрической системе вида:

U
(1)
1 (x) =

M2−1∑
k=M1

a
(1)
k cos kx+ b

(1)
k sin kx, Q

(1)
1 (x) =

M2−1∑
k=M1

δ
(1)
k

(
a
(1)
k cos kx+ b

(1)
k sin kx

)
,

где δ
(1)
k = ±1, k ∈ [M1,M2), (M1 = 1), удовлетворяющие условиям:∥∥∥U (1)

1

∥∥∥
L1

< 2−3,
∥∥∥g(1)1

∥∥∥
L1

< 4 ∥f1∥L1 ,

g
(1)
1 (x) = f1(x), x ∈ E1,

∥∥∥g(1)1 −Q
(1)
1

∥∥∥
L1

< 2−3.

Снова применим Лемму 1.1 с замечанием 1.4, полагая в ее формулировке

n0 = M2, ε = 2−3, θ = η = 2−3, f(x) = f1(x)− U
(1)
1 (x).

Тогда определяются измеримое множество E
(2)
1 ⊂ [−π, π] с мерой |E(2)

1 | > 2π−2−3

и полиномы по тригонометрической системе вида:

U
(2)
1 (x) =

M3−1∑
k=M2

a
(1)
k cos kx+ b

(1)
k sin kx, Q

(2)
1 (x) =

M3−1∑
k=M2

δ
(1)
k

(
a
(1)
k cos kx+ b

(1)
k sin kx

)
,

где δ
(1)
k = ±1, k ∈ [M2,M3), удовлетворяющие условиям:∥∥∥U (2)

1

∥∥∥
L1

< 2−3,∫
E

(2)
1

∣∣∣(f1(x)− U
(1)
1 (x))−Q

(2)
1 (x)

∣∣∣ dx < 2−3.
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Продолжая эти рассуждения, мы можем по индукции определить последова-

тельности множеств E
(1)
n , E

(2)
n ⊂ [−π, π], функций {g(1)n (x)}∞n=1, и полиномов

{U (1)
n (x)}∞n=1, {Q(1)

n (x)}∞n=1, {U (2)
n (x)}∞n=1, {Q(2)

n (x)}∞n=1 по тригонометрической

системе вида:

(2.2)

U (1)
n (x) =

M2n−1∑
k=M2n−1

a
(n)
k cos kx+b

(n)
k sin kx, U (2)

n (x) =

M2n+1−1∑
k=M2n

a
(n)
k cos kx+b

(n)
k sin kx,

(2.3) Q(1)
n (x) =

M2n−1∑
k=M2n−1

δ
(n)
k

(
a
(n)
k cos kx+ b

(n)
k sin kx

)
,

Q(2)
n (x) =

M2n+1−1∑
k=M2n

δ
(n)
k

(
a
(n)
k cos kx+ b

(n)
k sin kx

)
,

которые для каждого n = 1, 2, . . . удовлетворяют условиям:

(2.4) δ
(n)
k = ±1, k ∈ [M2n−1,M2n+1),

(2.5)
∥∥∥U (1)

n

∥∥∥
L1

< 2−3(n+1),
∥∥∥g(1)n

∥∥∥
L1

< 4 ∥fn∥L1 ,

(2.6) g(1)n (x) = fn(x), x ∈ E(1)
n , |E(1)

n | > 2π − 2−2n,

(2.7)
∥∥∥g(1)n −Q(1)

n

∥∥∥
L1

< 2−3(n+1),

(2.8)
∥∥∥U (2)

n

∥∥∥
L1

< 2−4n, |E(2)
n | > 2π − 2−2n−1,

(2.9)
∫
E

(2)
n

∣∣∣fn(x)− n∑
j=1

(
U

(1)
j (x) +Q

(2)
j (x)

)∣∣∣dx < 2−4n.

Положим

(2.10) a0 = 1, ak = a
(n)
k , bk = b

(n)
k , k ∈ [M2n−1,M2n+1), n = 1, 2, . . .

Из (2.5) и (2.8) следует

(2.11)
∞∑

n=1

∥∥∥U (1)
n + U (2)

n

∥∥∥
L1

< ∞.

Определим функцию U(x) следующим образом:

(2.12) U(x) = 1 +

∞∑
n=1

 2∑
j=1

U (j)
n (x)

 .
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Из (2.11) следует, что U(x) ∈ L1[−π, π]. Далее рассмотрим ряд

(2.13) 1 +

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) .

Из (2.2), (2.10) и (2.11) следует, что

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥1 +
M2n+1∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)− U(x)

∥∥∥∥∥∥
L1

≤

lim
n→∞

∞∑
m=n+1

∥∥∥U (1)
m + U (2)

m

∥∥∥
L1

= 0.

Следовательно (2.13) является рядом Фурье функции U :

a0(U) = 1, ak = ak(U), bk = bk(U), k ≥ 1.

Положим:

(2.14) δk = 1, k ∈ {0} ∪
∞⋃

n=1

[M2n−1,M2n),

и

(2.15) δk = δ
(n)
k , k ∈ [M2n,M2n+1), n = 1, 2, . . . .

Ясно, что (см. (2.14), (2.15)) δk = ±1, k ≥ 1. Докажем, что ряд

(2.16) 1 +

∞∑
k=1

δk(ak(U) cos kx+ bk(U) sin kx)

универсален в пространстве L0[−π, π).

Пусть f(x) произвольная функция из L0[−π, π). Нетрудно видеть, что можно

выбрать подпоследовательность {fnk
(x)}∞k=1 из последовательности (2.1) такую,

что

(2.17)
∣∣{x ∈ [−π, π) : |f(x)− 1− fnk

(x)| ≤ 2−k−1}
∣∣ ≥ 2π − 2−k−2, k ≥ 1.

Положим

(2.18) Hk =
{
x ∈ [−π, π) : |f(x)− 1− fnk

(x)| ≤ 2−k−1
}
.

(2.19) Gk =

x ∈ E(2)
nk

:

∣∣∣∣∣∣fnk
(x)−

nk∑
j=1

(
U

(1)
j (x) +Q

(2)
j (x)

)∣∣∣∣∣∣ ≤ 2−k−1

 .

Имеем (см. (2.17) и (2.18))

(2.20) |Hk| ≥ 2π − 2−k−2, k ≥ 1.
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Далее, из (2.9) и (2.19) следует

2−k−1
∣∣∣E(2)

nk
\Gk

∣∣∣ ≤ ∫
E

(2)
nk

\Gk

∣∣∣∣∣∣fnk
(x)−

nk∑
j=1

(
U

(1)
j (x) +Q

(2)
j (x)

)∣∣∣∣∣∣ dx ≤

∫
E

(2)
nk

∣∣∣∣∣∣fnk
(x)−

nk∑
j=1

(
U

(1)
j (x) +Q

(2)
j (x)

)∣∣∣∣∣∣ dx ≤ 2−4k.

Отсюда и из (2.8) вытекает

(2.21) |Gk| ≥ |E(2)
nk

| − 2−2k−1 ≥ 2π − 4−k, k ≥ 1.

Положим

(2.22) G =

∞⋃
n=1

( ∞⋂
k=n

Hk ∩Gk

)
Ясно, (см. (2.20)-(2.22))

(2.23) |G| = 2π.

Учитывая соотношения (2.17), (2.19) и (2.22) находим, что на множестве G (т.е

почти всюду) имеет место:

lim
k→∞

fnk
(x) = f(x)− 1, lim

k→∞

fnk
(x)−

nk∑
j=1

(
U

(1)
j (x) +Q

(2)
j (x)

) = 0.

Отсюда и из (2.2), (2.3), (2.14) – (2.16) почти всюду на [−π, π ] будем иметь

lim
k→∞

1 +

M2nk+1−1∑
m=1

δm(am(U) cosmx+ bm(U) sinmx )

 = f(x), x ∈ G.

Первая часть теоремы 1.2 доказана.

Теперь докажем вторую часть теоремы. Пусть ε− любое положительное число.

Положим

(2.24) E =

∞⋂
k=k0

E
(1)
k , k0 = [− log2 ε] + 1.

Ясно, что (см. (2.6))

(2.25) |E| > 2π − ε.

Пусть f(x) произвольная функция из L1[−π, π]. Нетрудно видеть, что можно

выбрать подпоследовательность {fkn
(x)}∞n=1 (k1 > k0) из последовательности
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(2.1) такую, что

(2.26) lim
N→∞

∥∥∥∥∥f − 1−
N∑

n=1

fkn

∥∥∥∥∥
L1

= 0,

где

(2.27) ∥fkn
∥L1 < 2−8n, n ≥ 2.

Предположим, что уже определены числа k1 = ν1 < ... < νq−1, функции

fν1(x), ..., fνq−1(x) и g0(x), g1(x).....gq−1(x) удовлетворяющие для всех 1 ≤ l < q

условиям:

gl(x) = fkl
(x), x ∈ E,

∥gl∥L1 < 2−2(l+1),

(2.28)

∥∥∥∥∥∥
l∑

j=1

gj −
 νj∑

n=νj−1+1

Un − U (1)
νj

+Q(1)
νj

∥∥∥∥∥∥
L1

< 2−2(l+1),

где

Un(x) = U (1)
n (x) + U (2)

n (x).

Натуральное число νq > νq−1 выберем таким образом, чтобы элемент fνq
из

последовательности (2.1) удовлетворял условию:

(2.29)

∥∥∥∥∥∥


q−1∑
j=1

gj −
 νj∑

n=νj−1+1

Un − U (1)
νj

+Q(1)
νj

− fνq

∥∥∥∥∥∥
L1

≤ 2−4(q+3).

В силу (2.28) и (2.29) имеем

(2.30)
∥∥fνq

∥∥
L1 ≤ 2−3(q+1).

Положим

(2.31) gq(x) = fkq (x) + [g(1)νq
(x)− fνq (x)],

Из (2.6), (2.24) и (2.31) вытекает

(2.32) gq(x) = fkq
(x), x ∈ E, q ≥ 1.

Учитывая соотношения (2.5), (2.7) – (2.9), (2.11), (2.29), (2.30) для всех q ≥ 1

получим ∥∥∥∥∥∥
q∑

j=1

gj −
 νj∑

n=νj−1+1

Un − U (1)
νj

+Q(1)
νj

∥∥∥∥∥∥
L1

≤

≤

∥∥∥∥∥∥
fkq

−
q−1∑
j=1

gj −
 νj∑

n=νj−1+1

Un − U (1)
νj

+Q(1)
νj

− fνq

∥∥∥∥∥∥
L1

+
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+
∥∥∥Q(1)

νq

∥∥∥
L1

+

 νq∑
n=νq−1+1

(∥∥∥U (1)
n

∥∥∥
L1

+
∥∥∥U (2)

n

∥∥∥
L1

) < 2−2q−2.

Из (2.27), (2.30) и (2.31) для каждого q ≥ 1 следует

(2.33) ∥gq∥L1 ≤
∥∥fkq

∥∥
L1 +

∥∥∥g(1)νq

∥∥∥
L1

+
∥∥fνq

∥∥
L1 ≤ 2−2q−2.

Ясно, что по индукции определяются функции {gq(x)}∞q=1 (g1(x) = fk1
(x)) и

полиномы {Hνq (x)}, удовлетворяющие условиям (2.29)-(2.33) для всех q ≥ 1. Из

(2.33) вытекает, что
∞∑
q=0

∥gq∥L1 < ∞.

Определим функцию g(x) и последовательность чисел {εk} следующим образом

(2.34) g(x) =

∞∑
q=0

gq(x), g0(x) = 1

(2.35) εk = δ
(νq)
k , k ∈ [M2νq−1,M2νq

), εk = 1, k /∈ [M2νq−1,M2νq
), q = 1, 2, ..

Из (2.26)-(2.28), (2.31), (2.32), (2.34) вытекает g(x) ∈ L1[0, 1], g(x) = f(x), x ∈ E.

В силу (2.4), (2.5), (2.14), (2.15), (2.28), (2.34), (2.35) для всех q > k0 будем

иметь ∥∥∥∥∥∥
M2νq−1∑
k=0

εk(ak (U ) cos kx + bk (U ) sin kx )− g

∥∥∥∥∥∥
L1

≤
∞∑
j=q

∥gj(x∥L1 +

+

∥∥∥∥∥∥
q−1∑
j=1

gj −
 νj∑

n=νj−1+1

Un − U (2)
νj

+Q(1)
νj

∥∥∥∥∥∥
L1

< 2−q−1,

и, следовательно, εkak(U) = ak(g), k = 0, 1, 2, .., εkbk(U) = bk(g)), k = 1, 2. Обо-

значая через βk = εkδk, k = 0, 1, 2, .. и используя соотношения (2.14) и (2.15)

заключаем

δkak(U) = βkak(g), δkbk(U) = βkbk(g), βk = ±1, k = 0, 1, 2, ... .

Отсюда и из того, что ряд (2.16) универсален в пространстве L0[−π, π) приходим

к выводу, что ряд
∞∑
k=0

βk(ak (g) cos kx + bk (g) sin kx )

универсален в пространстве L0[−π, π) относительно тригонометрической систе-

мы, следовательно функция g является условно универсальной для класса L0[−π, π)

относительно тригонометрической системы. Теорема 1.2 доказана.
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Abstract. The paper proves that any measurable, almost everywhere finite

function can be transformed into a conditionally universal function with respect to

the trigonometric system by changing its values on a set of arbitrarily small measure.
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