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1. Введение. Уравнение Штурма-Лиувилля на вещественной 
оси ℝ − ݕ (ݔ)′′ + (ݔ)ݕ(ݔ)ݒ =  (1.1)   ,(ݔ)ݕଶߣ

в случае когда (1 + ݒ(|ݔ| ∈  .ଵ(ℝ) обладает решениями Йоста, т.еܮ
решениями ݁± со специальным поведением на бесконечности 

lim
௫→±∞

݁ିఒ௫݁±(ݔ) = 1, lim
௫→±∞

݁ିఒ௫݁±
′ ,ݔ) (ߣ =  (1.2) . ߣ ݅

Нормировка этих решений порождает некоторый оператор (см. [2]) 
частичной изометрии ܷ:ܮଶ(ℝ) → ݒ ଶ(ℝ), который в случаеܮ =0 совпадает 
с преобразованием Фурье ܨ 

(ߣ)(ݕܨ) =
1

ߨ2√
න ݁௫ఒݔ݀(ݔ)ݕ
∞

ିஶ

. 

Замена в определении оператора свёртки преобразования Фурье на 
оператор ܷ приводит к операторам, которые по своим свойствам близки к 
оператору свёртки, а при соответствующем переносе на полуось к опера-
тору Винера-Хопфа (см., например, [2–5, 7, 9]). 

Пусть ߦ, ݍ ∈ ℝ. Через ߯±క будем обозначать характеристические 
функции множеств ℝ±క ≔ ݔ} ∈ ℝ: ± ݔ) − (ߦ > 0}. В случае ߦ = 0 будем 
пользоваться стандартными обозначениями ߯± и ℝ±. 

Далее через ݁ା(ݔ, ,ݔ)ି݁ и (ߣ  мы обозначаем непрерывные на ℝ и (ߣ
зависящие от параметра ߣ ∈ ℝ ∖ {0} функции, удовлетворяющие на 
множествах ℝ± уравнению −ݕ ′′ =   граничным условиям (1.2) и ,ݕଶߣ

߲݁±

ݔ߲
ߦ) + 0, (ߣ −

߲݁±

ݔ߲
ߦ) − 0, (ߣ = ,ߦ)±݁ ݍ−  .(ߣ

Հատոր 
Том 

Volume 
125 2025   № 1 

https://doi.org/10.54503/0321-1339-2025.125.1-15


16 

Заметим, что определённые таким образом функции ݁±(ݔ,  могут (ߣ
быть приняты в качестве решений Йоста уравнения (1.1) в случае, когда 
потенциал равен −ݔ)ߜݍ −  .дельта-распределение Дирака (см (ݔ)ߜ где ,(ߦ
[1]). 

2. Частичная изометрия. Пусть функции ݎ и ߪఎ (ߟ ∈  ℝ) определены 
по формулам 

(ߣ)ݎ =
ݍ−

ݍ + ߣ2݅
ఎߪ,  = ݁ఎఒ, ߣ ∈ ℝ. (2.1) 

Нормируя функции ݁±(ݔ,  функцией, зависящей от параметра (ߣ
(ߣ)ݐ = 1 + ,ݔ)∓ݑ определим функции ,(ߣ)ݎ (ߣ = ,ݔ)±݁(ߣ)ݐ  Несложно .(ߣ ±
убедиться в равенствах  

,ݔ)ିݑ (ߣ = −
ߣ2݅
ݍ

ఒ௫݁(ߣ)ݎ   ߯ାక(ݔ) + ൫݁ఒ௫ +         ,(ݔ)ఒ௫൯߯ିకି݁(ߣ)ݎ(ߣ)ଶకߪ

,ݔ)ାݑ (ߣ = ൫݁ିఒ௫ + (ݔ)ఒ௫൯߯ାక݁(ߣ)ݎ(ߣ)ଶకିߪ −
ߣ2݅
ݍ

ఒ௫ି݁(ߣ)ݎ   ߯ିక(ݔ).  

Функции ݑ∓ порождают интегралы  

(ߣ)(ݕ∓ܷ) = න ,ݔ)∓ݑ ݔ݀(ݔ)ݕ(ߣ
∞

ିஶ

, ߣ ∈ ℝ, 

которые сходятся по норме ܮଶ(ℝ) и определяют ограниченные операторы 
ଶ(ℝ)ܮ: ∓ܷ → :ܷ ଶ(ℝ). Аналогично [2] определим операторܮ ଶ(ℝ)ܮ →
 ଶ(ℝ) с помощью равенстваܮ

ܷ ≔ ݉(߯ା)ܷି +  , ାܷ ܬ (ି߯)݉

где ܬ ∶ ଶ(ℝ)ܮ  → (ݔ)(ݕܬ ) :ଶ(ℝ) оператор отраженияܮ =  .(ݔ−)ݕ
Теорема 2.1. Оператор ܷ является частичной изометрией. Справед-

ливы тождества  

ܷܷ∗ = ܷ∗ܷ,ܫ = ܫ − ܲ, 

где ܲ:ܮଶ(ℝ) → -ଶ(ℝ) одномерный проектор, определённый равенстܮ
вом  

(ݔ)ݕ ܲ =
|ݍ|
2

 ݁ି
||
ଶ  |௫ିక| න ݁ି

||
ଶ  |௧ିక|ݐ݀(ݐ)ݕ

∞

ିஶ

. 

3. Оператор m-свёртки. Для линейного пространства (алгебры) ܺ 
через ܺ (ܺ×) будем обозначать множество всех вектор столбцов поряд-
ка ݊ (матриц порядка ݊ × ݊) с элементами из ܺ. Для линейного оператора 
ܣ ∶ ܺ → ܻ (ܺ, ܻ линейные пространства), оператор diag(ܣ, … ܺ:(ܣ, → ܻ 
также будем обозначать через ܣ. Оператор умножения на матрицу функ-
цию ܽ ∈ ∞ܮ

×(ℝ) будем обозначать через ݉(ܽ): ݉(ܽ): ଶ(ℝ)ܮ →  ,ଶ(ℝ)ܮ
ݕ(ܽ)݉ =  Наряду с определённой на ℝ матрицей-функцией ܾ мы будем .ݕܽ
пользоваться обозначениями 
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ܾ(ݔ) =
1
2
൫ܾ(ݔ) − ൯,   ܾ(ݔ−)ܾ =

1
2
൫ܾ(ݔ) +  .൯(ݔ−)ܾ

Пусть ܽ ∈ ∞ܮ
×(ℝ). Определим также матрицы-функции 

(ݔ)ܣ =  (3.1) .(ݔ)ܽ(ݔ)ݎ2

ାାܣ ≔ ିିܣ ,ା߯ ܣ ≔ :(ݔ)ାିܣ ,ି߯ ܣ = ାିܣ ,(ݔ)ܽ(ݔ−)ݎ ≔   .(ݔ)ܽ(ݔ)ݎ
(ݔ)ାାܤ = (ݔ)ା߯(ݔ−)ܽ)(ݔ)ݎ(ݔ)ଶకିߪ +  ,((ݔ)ି߯(ݔ)ܽ

(ݔ)ିିܤ = (ݔ)ା߯(ݔ)ܽ)(ݔ−)ݎ(ݔ)ଶకିߪ +  ,((ݔ)ି߯(ݔ−)ܽ
(ݔ)ାିܤ =  ,(ݔ)ି߯(ݔ−)ܽ (ݔ−)ݎ(ݔ)ଶకିߪ2
(ݔ)ାିܤ =  .(ݔ)ା߯(ݔ)ܽ(ݔ−)ݎ(ݔ)ଶకିߪ2

Теорема 3.1. Имеет место равенство 
ܷ∗݉(ܽ)ܷ ≔ ܹ

(ܽ, 0)
= ܹ(ܽ) + ݉൫߯ାక൯ ൫ܹ(ܣାା) + ൯ ݉൫߯ାక൯(ାାܤ)ܹ ܬ
+݉൫߯ାక൯ ൫ܹ(ିܣା) + ൯ ݉൫߯ିక൯(ାିܤ)ܹ ܬ
+݉൫߯ିక൯ (ܹ(ܣାି) ൯݉൫߯ାక൯(ାିܤ)ܹ ܬ +
+݉൫߯ିక൯ ൫ܹ(ିିܣ) +  .൯ ݉൫߯ିక൯(ିିܤ)ܹ ܬ

Пусть ݀ ∈ ℂ и операторы ߨା: ଶ(ℝ)ܮ → ାߨ ,ଶ(ℝା)ܮ ଶ(ℝା)ܮ: →  ଶ(ℝ)ܮ
определены по формулам  

(ݔ)(ݕାߨ) = (ݔ)(ݕାߨ)  и  (ݔ)ݕ = ൜(ݔ)ݕ, если ݔ ∈ ℝା,
0, если ݔ ∈ ℝି. 

Оператор ܹ
(ܽ,݀) ≔ ( ܹ

(ܽ, 0) + ଶ(ℝ)ܮ:(ܲ݀ →  ଶ(ℝ)будем называтьܮ
оператором m-свёртки, а оператор ܹ(ܽ,݀) = ାߨ ܹ

(ܽ,݀)ߨା : ଶ(ℝା)ܮ →
 .ଶ(ℝା) оператором m-Винера-Хопфаܮ

Заметим, что наиболее простой вид операторы ܹ
(ܽ,݀) и ܹ(ܽ,݀) 

имеют в случае, когда ܽ чётная матрица-функция. Действительно в этом 
случае  

ାାܣ = ିିܣ = ାିܤ = ାିܤ = 0, 

(ݔ)ାାܤ = (ݔ)ିିܤ   ,(ݔ−)ܽ(ݔ)ݎ (ݔ)ଶకିߪ =  .(ݔ)ܽ(ݔ−)ݎ(ݔ)ଶకିߪ
4. Разрешимость уравнения на оси. Обозначим через ߮ функцию, 

определённую по формуле 

(ݔ)߮ = ඨ|ݍ|
2

exp ቆ−
|ݍ|
2

ݔ)  − ቇ(ߦ , 

а через Λఝ:ܮଶ(ℝ) → ℂ функционал, действующий по формуле 

Λఝݕ = න߮(ݔ)ݔ݀(ݔ)ݕ.
∞

ିஶ

 

Результаты теоремы 2.1 позволяют провести полное исследование за-
дачи разрешимости уравнения 
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ܹ
(ܽ,݀) = ݂, ݂ ∈  ଶ(ℝ). (4.1)ܮ

Теорема 4.1. Пусть ܽ ∈ ∞ܮ
×(ℝ).  Для разрешимости уравнения  

ܹ
(ܽ, ݕ(0 = ݂ (4.2) 

в пространстве ܮଶ(ℝ) необходимо выполнение условия  

Λఝ(݂) = 0.  (4.3) 

При выполнении этого условия, уравнение (4.2) разрешимо тогда и 
только тогда, когда в ܮଶ(ℝ) разрешимо уравнение  

ݖ (ܽ)݉ = ܷ݂. (4.4) 

В случае ݀ ≠ 0 уравнение (4.1) разрешимо в ܮଶ(ℝ) тогда и только 
тогда, когда в ܮଶ(ℝ) разрешимо уравнение (4.4). 

Следующая теорема даёт необходимые и достаточные условия фред-
гольмовости и обратимости оператора ܹ

(ܽ,݀). 
Теорема 4.2. Пусть оператор ܽ ∈ ∞ܮ

×(ℝ), ݀ ∈ ℂ. Оператор 
ܹ
(ܽ,݀) фредгольмов тогда и только тогда, когда выполнено условие  

essinf
௫∈ℝ

|detܽ(ݔ)| > 0. 

При выполнении этого условия  

Ind ܹ
(ܽ,݀) = 0. 

При ݀ ≠ 0 оператор ܹ
(ܽ,݀) обратим . При ݀ = 0 имеет место 

равенство 

ker ܹ
(ܽ, 0) = coker ܹ

(ܽ, 0) = span{߮}. 

5. Фредгольмовость оператора на полуоси. 
Определённые на полуоси ℝା операторы ܹ(ܽ,݀) имеют гораздо 

более сложную структуру чем ܹ
(ܽ,݀). Исследование этих операторов 

сводится к исследованию сингулярных и интегральных операторов с отра-
жением (более подробно см. [8]). Это обстоятельство позволяет исследо-
вать фредгольмовые свойства этих операторов. 

Пусть ܴ̇ = ℝ ∪ {∞} одноточечная компактификация ℝ. Через ܲܥ ≔
 .будем обозначать алгебру кусочно-непрерывных функций на ℝ̇, т.е (ℝ̇)ܥܲ
функций ܽ, для которых в каждой точке ݔ ∈ ℝ̇ существуют в пределы  

ݔ)ܽ − 0) = lim
ఈ→௫బି

(ݔ)ܽ , ݔ)ܽ + 0) = lim
ఈ→௫బା

 ,(ݔ)ܽ

причём  
ܽ(+∞) ≔ ܽ(∞ − 0) = lim

௫→ା∞
(ݔ)ܽ , ܽ(−∞) = ܽ(∞ + 0) = lim

௫→ି∞
 .(ݔ)ܽ

Пусть функции ݎ и ߪఎ определены по формулам (2.1),  ܽ ∈ ∞ܮ
×(ℝ), а 

матрица-функция ܣ определена по формуле (3.1). Пусть определённая на 
ℝା матрица-функция ܿ задана формулой 
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(ݔ)ܿ = ቆ
(ݔ)ܽ + (ݔ)ܣ − (ݔ−)ܽ(ݔ−)ݎ(ݔ)ݎ ଶకିߪ ܧ(ݔ−)ݎ 

ܧ(ݔ)ݎଶకିߪ ܽିଵ(−ݔ) ቇ. 

Справедливо следующее утверждение. 
Теорема 5.1. Пусть ߦ ≤ 0, ܽ ∈  ×. Тогда, чтобы операторܥܲ

ܹ
(ܽ,݀) был фредгольмовым необходимо и достаточно выполнение 

следующих условий:  
а) essinf௫∈ℝష|detܽ(ݔ)| > 0;   (5.1) 
б) det ݔ)ܿ ± 0) ≠ 0 для ݔ ∈ ℝା, и  

1
ߨ2

 arg (ݔ)ߣ +
1
2
∉ ℤ 

для всех ݔ ∈ ℝା и всех собственных значений ߣ(ݔ) матрицы 
ܿିଵ(ݔ − ݔ)ܿ(0 + 0); 

 с) Уравнение  

det൫ߣଶܧ − ܽ(+∞)(ܽ(−∞)ିଵ)൯ = 0 

не имеет решений, лежащих на луче ൛ݎ ݁ గ ସൗ ; ݎ ∈ (0, ∞)ൟ. 
Заметим, что при некоторых дополнительных условиях можно выпи-

сать явную формулу для индекса оператора ܹ (ܽ,݀) (см. [8]). 
Весовую функцию ߩ определим равенством (ݔ)ߩ = ଵି|ݔ| ସൗ  и обозна-

чим через ܮଶ(ℝ,ߩ) лебегово пространство с весом ߩ и с нормой  

‖݂‖ଶ,ఘ = ൭ න|݂(ݔ)|ଶ ߩଶ(ݐ) ݀ݐ
∞

ି∞

൱

ଵ
ଶൗ

. 

Как известно (более подробно см. [2]), сингулярный интегральный 
оператор 

:(ݔ)(ݕܵ)
1
݅ߨ

න
(߬)ݕ
߬ − ݔ

 ݀߬
∞

ିஶ

, 

где интеграл понимается в смысле главного значения, ограничен в 
пространстве ܮଶ(ℝ,ߩ), а оператор ାܲ = 1

2ൗ ܫ) + ܵ) является проектором. 
Рассмотрим весовое пространство Харди ܪଶ(ℝ,ߩ) ≔ ାܲ ܮଶ(ℝ,ߩ). Опреде-
лим также операторы ࣪: (ߩ,ℝ)ଶܮ → (ߩ,ℝ)ଶܪ:и ࣪ (ߩ,ℝ)ଶܪ →  по  (ߩ,ℝ)ଶܮ
формулам ࣪ݕ = ାܲݕ, ࣪ݕ =  .ݕ

Пусть ܽ ∈ ଶ×(ℝ) и  ܽܮ ≔ ݔ ,(ݔ)݃  Матрицу-функцию .ܽܬ ∈ ℝା опре-
делим по формуле 

(ݔ)݃ =

⎝

⎜⎜
⎛

ܽ కߪ ݎ ܽ | ଶకߪ ݎ ܧ  కߪ ݎ ܽ 
ܧకିߪ ܧ | 0 0

— — — — —
0 కିߪ ݎ  ܧ  | (1 + )(ݎ ܽ)ିଵ కିߪ ݎ ܧ 
0 ܧ ݎ | క(1ߪ + )(ݎ ܽ)ିଵ (1 + ⎠ܧ(ݎ

⎟⎟
⎞

. 
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Очевидно, что при выполнении условия (5.1), ݃ ∈ ∞ܮ
ସ×ସ(ℝା). Опре-

делённую на ℝ матрицу-функцию порядка 8݊ определим по формуле 

(ݔ)ܩ = ቆ−݃(√ݔ) 1
2ൗ ൫ܧଶ − ′ଶܧ ൯

0 ଶܧ
ቇ , ݔ ∈ ℝା  и 

(ݔ)ܩ = ቆ
ଶܧ − 1

2ൗ ൫ܧଶ − ′ଶܧ ൯
ଶܧ2− ′ଶܧ

ቇ , ݔ ∈ ℝି,   где ܧଶ′ = ൬ 0 ܧ
ܧ 0 ൰. 

Рассмотрим также теплицев оператор 
(ܩ)ܶ = (ߩ,ℝ)ଶ଼ܪ:࣪(ܩ)݉ ࣪ →  .(ߩ,ℝ)ଶ଼ܪ

Теорема 5.2. Пусть ߦ > 0, ݀ ∈ ℂ, ܽ ∈ ∞ܮ
×(ℝ) и выполнено условие 

(5.1). Тогда оператор ܹ(ܽ,݀) фредгольмов тогда и только тогда, когда 
фредгольмов оператор ܶ(ܩ). В случае фредгольмовости этих операторов 
имеет место формула  

Ind ܹ(ܽ,݀) = Indܶ(ܩ) − ݊. 
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փաթեթի օպերատորը: Սահմանվում է նաև կիսաառանցքի վրա գործող 
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m-Վիներ-Հոպֆի օպերատորը: Հետազոտվում են այդ օպերատորների 
հակադարձելիության և ֆրեդհոլմության հատկությունները: 

A.G. Kamalyan, G.A. Kirakosyan 

On a Class of Mosaic Operators of Convolution Type 

By Yost solutions on the Sturm-Liouville equation with potential equal to 
the Dirac delta distribution a partial isometry is constructed. Replacing the 
Fourier transform in the definition of the convolution operator with this operator 
leads to operators called m-convolution operators. The corresponding operator 
on the semi-axis, called the m-Wiener-Hopf operator, is also defined. The 
invertibility and Fredholm properties of these operators are studied. 
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