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Вариационным методом исследуются энергии основного 1S и первых 
трех возбужденных уровней 2S, 2P– и 2P+ мелкой примеси в монослое графена с 
открытой энергетической щелью, в перпендикулярном магнитном поле. Полу-
чены зависимости энергий примесных уровней от величины магнитного поля и 
для различных значений параметра «толщины» b «сглаженного» кулоновского 
потенциала. Возможность управления положением энергетических уровней при-
меси и расстоянием между ними в графенe путем изменения величины магнит-
ного поля и параметра b открывает возможность реализации новых схем для 
рассмотрения когерентного взаимодействия лазерных импульсов с графеновыми 
системами. 

1. Введение

Известной особенностью графена является необычная дисперсия его носи-
телей заряда [1–3]. Дираковский электронный спектр сделал графен многообе-
щающим материалом для различных областей применения, например, в области 
информационных технологий с целью миниатюризации элементов, в нано- и 
оптоэлектронике или для создания химических сенсоров нового поколения [4]. 
Открытие энергетической щели между зоной проводимости и валентной зоной 
монослоя графена сделало возможным его применение для создания транзисто-
ров. Как известно, один из способов открытия щели состоит в помещении моно-
слоя на полярную подложку [5–7]. Электронные свойства дираковских 
материалов с запрещенной щелью зависят от величины щели, и, следовательно, 
перспективны для нано- и оптоэлектроники [8, 9]. Второй путь управления энер-
гетической щелью в монослое графена состоит в использовании сильных нерезо-
нансных электромагнитных полей на основе «инженерии Флоке» [10–12]. В 
работе [10] теоретически было показано, что взаимодействие электронов в щеле-
вых материалах Дирака с таким полем может существенно перенормировать за-
прещенные зоны, а перенормированные электронные параметры зависят от 
поляризации электромагнитного поля. 

Хотя и известно, что графен обладает высокой структурной стабильностью, 
существующие методы получения монослоев графена неизбежно приводят к 
наличию в них некоторого количества дефектов [13]. Кроме того, примеси могут 
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вводиться в графен целенаправленно для контролируемого изменения его физи-
ческих свойств. В настоящее время большое внимание уделяется исследованию 
кулоновской проблемы и примесных состояний в графене [4, 14–17]. Этот инте-
рес обусловлен возможностью управления положением энергетических уровней 
мелкой примеси в однослойном графене с открытой энергетической щелью в за-
висимости от эффективного параметра тонкой структуры и величины щели [17]. 
Применение магнитного поля перспективно для исследования фундаментальных 
свойств графена и дает дополнительный внешний регулируемый параметр для 
желаемого изменения энергетического спектра примесных состояний. 

Возможность варьирования положением энергетических уровней примеси 
может открыть новые пути для создания когерентной суперпозиции энергетиче-
ских состояний и для когерентного переноса населенностей между ними путем 
применения частотно чирпированных лазерных импульсов [18]. С использова-
нием вариационного подхода в работе [19] были определены энергии основного 
1S и первых двух возбужденных 2S и 2P   состояний мелкой донорной примеси 
в монослое графена с открытой щелью в перпендикулярном магнитном поле. Вы-
рождение между состояниями 2S и 2P   было снято магнитным полем, что дало 
возможность получения квантовой системы с  -конфигурацией рабочих состо-
яний. Исследуемая в работе [19]  -конфигурация была получена при фиксиро-
ванном значении энергетической щели и величине перпендикулярного 
монослою магнитного поля. Представляет интерес исследование примесной за-
дачи для реально допустимой области значений щели и магнитного поля. В дан-
ной работе исследуются энергии основного 1S и первых трех возбужденных 
уровней 2S, 2P   и 2P   в зависимости от величины приложенного к графену пер-
пендикулярного магнитного поля и параметра «толщины» b  «сглаженного» ку-
лоновского потенциала. Возможность управления положением энергетических 
уровней примеси и растоянием между ними позволит реализовать перестраивае-
мую схему  -атома, а также создание схем нового типа c V- и «лестничной» 
конфигурациями уровней для дальнейшего рассмотрения когерентного взаимо-
действия лазерных импульсов с этими системами. 

2. Теория 

Уравнение для спинорной компоненты   в монослое графена в перпендику-

лярном к графену магнитном поле B, в цилиндрических координатах , , z  , с 

векторным потенциалом A с компонентами 2A B   , 0rA  , в присутствии 

одновалентной примеси имеет вид 

  

2
2 2 2 2 2

2 2 2ˆ(v ) v mv
4 4 χ ρ

F F F
U m e

p i E
b

                   
 , (1) 

где U  – щель между зоной проводимости и валентной зоной, масса электрона 
22v Fm U в монослое определяется величиной щели, 0 0v 3γ / 2F a   

610 м/сек  – скорость Ферми, где параметр сильной связи 0γ 3.1  эВ описывает 

взаимодействие между атомами A и B в одной плоскости, 0a  – постоянная ре-
шетки; eB mc   – циклотронная частота, χ  – диэлектрическая проницаемость 
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системы графен–подложка,  1 2χ = χ χ 2 , определяемая диэлектрическими 

проницаемостями 1χ  и 2χ  сред, окружающих монослой; магнитное квантовое 

число m= 0, 1 . Рассмотрим одновалентные примеси, обычно используемые в 
графене [13]. Как и в работе [17], учтем конечное внеплоскостное расширение 
волновой функции и используем выражение    2 χ ρV e b    для «сглажен-

ного» кулоновского потенциала с параметром «толщины» b. В качестве пробных 
функций основного и возбужденного состояний примесного электрона для за-
дачи со «сглаженным» кулоновским потенциалом, воспользуемся решениями 
для двумерного квантового гармонического осциллятора [20–22]. Для основного 
состояния примесного электрона в перпендикулярном магнитном поле вариаци-
онная функция имеет вид: 
 2

1 1 exp( λ ρ ),S N    (2) 

где нормировочная константа равна 22λρ
1 1

0
1 2π , ρ ρ 1 4λN A A e d


    , а вари-

ационный параметр  находится процедурой минимизации энергии. Для состо-
яния 2S выбираем пробную функцию в виде 

 2 2
2 3 (1 )exp( λρ )S N     , (3) 

где   – второй вариационный параметр, 22 2 2λρ
3 3 3

0
1 2π , (1 ) ρ ρN A A e d


    . 

Для состояний 2P   и 2P   выбираем пробную функцию в виде: 
 2

2 2 exp( ρ ) ρ exp( i )P N     , (4) 

с нормировочной константой 
22 3 2

2 2 2

0

1 , ρ ρ 1 8N A A e d


      . Полную 

энергию для примесных состояний находим после процедуры минимизации 
энергии для различных значений параметра b  и магнитного поля. 

Уравнение для определения энергии 1S и 2S состояний водородоподобной 
примеси в графене в перпендикулярном магнитном поле, в безразмерных едини-
цах (примесные энергии и величина щели измеряются в эффективных Ридбергах 

4 2 22χR me   , а длины ρ  и b – в эффективных боровских радиусах 
2 2χ / meBa   ) имеет вид: 

 
   

2 2 2
2 2

2 2 2

4 4 4 ρ
ˆ

ρ 4 αρ

E U
E

b b

                
p , (5) 

где 2α / χ 2.2 χFe v   – параметр тонкой структуры монослоя, зависящий от 

диэлектрической проницаемости χ  системы графен–подложка, b – безразмерный 

параметр толщины, */ 2R   . 

В безразмерных единицах уравнение для определения энергии состояний 
2P  , 2P   ( m = 1 ) принимает вид: 

    

2 2 2
2 2

2 22 2 2 2

4 4 4 ρ 4
ˆ
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P P

E U
E

b b
 

                   
p . (6) 
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3. Результаты и их обсуждение 

В этом разделе приведены результаты численных расчетов для примесных 
энергий, полученные с использованием уравнений (2)–(6). Энергии рассчитаны 
на основе указанных уравнений при минимизирующих энергию значениях вари-
ационных параметров, определяемых для каждого значения магнитного поля и 
параметра b . На рис.1, в эффективных Ридбергах 4 2 22χR me   , представлены 

зависимости энергий 1S, 2S, 2P+, а также 2P состояний от магнитного поля в 
единицах */ 2R    для фиксированных значений параметра толщины 0.01b  

и параметра эффективной тонкой структуры 2α / χ 0.225Fe v   ( χ 10 ). Из 

рис.1 видно, что полная энергия состояния 2P  превышает энергию состояния 
2S при малых и промежуточных значениях магнитного поля. Пересечение кри-
вых для 2S и 2P происходит при значении параметра магнитного поля 6.5  . 

Аналогичное поведение примесных энергий электрона, связанного с кулонов-
ским центром, локализованным в полупроводнике вблизи интерфейса полупро-
водник–диэлектрик–металл, было найдено в работе [23]. На рис.2. показаны 
зависимости энергий 2S и 2P  состояний  примесного электрона в графене от 
магнитного поля для различных значений параметра толщины: 0.01b  и 0.05b  
при χ 10.  При фиксированном значении магнитного поля  10   относитель-

ная разность энергий 2S состояний при 0.01b  и 0.05b  равна 5%, в то время 
как для энергии 2P– она значительно меньше и составляет примерно 1% (на рис.2 
не приведена кривая для 2P  при 0.05b , т.к. последняя практически совпадает 
с кривой при 0.01b ). Различие в поведении кривых для 2S и 2P  состояний 
можно объяснить различной конфигурацией волновых функций: из-за локализа-
ции 2P состояния в плоскости монослоя, оно менее чувствительно к изменению 
параметра толщины.  Как видно из рис.2, при уменьшении величины b от 0.05b  
до 0.01b  точка пересечения кривых смещается вправо от точки с координатой 

Рис.1. Зависимости полных энергий 1S, 2S ,  и состояний в моно-
слойном графене в магнитном поле в зависимости от параметра  

( = 2 мэВ): кривая 1 описывает состояние 1S, кривая 2 – , кривая 3 –  
–2S, кривая 4 – ; параметр толщины b = 0.01,  (i = 1–4). 
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2.6   к точке с 6.5  .   

Как видно из рис.1 и рис.2, при значениях магнитного поля больших, чем 
6.5  , примесные уровни образуют лестничную систему со следующим распо-

ложением уровней: 1S, 2P , 2S и 2P . Дипольные переходы разрешены между 
ближайшими уровнями и запрещены между первым и третьим, равно как и 
между вторым и четвертым уровнями системы. Как следует из рис.1, низшие 
уровни 1S, 2S и 2P  могут образовывать в промежуточных магнитных полях  
( 6   и для 0.01b ) гибкую схему, аналогичную  -атому, исследованному в 

работе[19], в которой 1S и 2S являются двумя метастабильными состояниями. 
Для 0.05b  состояние 2S является метастабильным лишь при 2  . Заметим, 

что при 0.01b , для сильных магнитных полей с 6   состояние 2S не метаста-

бильно, т.к. электрон может релаксировать на низший уровень 2P . 
На рис 3 показаны зависимости энергий 2S и 2P состояний от параметра 

толщины b для фиксированных значений χ 10  и магнитного поля. Кривые 1 и 

4 описывают поведение состояния 2S от параметра толщины b при 5   и 3. 

Кривые 2 и 3 приведены для состояния 2P  соответственно для значений 5 
и 3  . Такое поведение кривых можно объяснить большей скоростью роста 

полной энергии для состояния 2S при увеличении b по сравнению с ростом энер-
гии для 2P .  

Параметр b «сглаженного» кулоновского потенциала определяется внеплос-
костным расширением электронной волновой функции в направлении, перпен-
дикулярном к монослою. Величина b зависит от диэлектрической проницаемости 
окружающих графен сред [20, 24] и может увеличиваться или уменьшаться соот-
ветствующим подбором подложки и среды над слоем. Возможность варьирова-
ния b может быть использована на эксперименте для создания новых схем 

Рис.2. Зависимости полных энергий 2S и  состояний в монослойном гра-
фене в магнитном поле в зависимости от параметра  (  = 2 мэВ) 

при : кривая 1 – состояние 1S (b = 0.01), кривая 2 – состояние   

(b = 0.01), кривая 3 – 2S , параметр толщины b = 0.05. 
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когерентного переноса населенностей между квантовыми состояниями в поле ча-
стотно-чипированных лазерных импульсов (см. работы [18, 19]). 

4. Заключение 

Вариационным методом получены энергии основного 1S и первых трех воз-
бужденных 2S, 2P- и 2P  уровней мелкой примеси в однослойном графене с от-
крытой щелью, в перпендикулярном магнитном поле. Полученные зависимости 
энергий примесных уровней от величины магнитного поля, и параметра «тол-
щины» b , могут быть полезны для наноэлектроники, а также для создания новых 
квантовых систем с V-образной и «лестничной» конфигурациями энергетиче-
ских состояний для дальнейшего рассмотрения различных когерентных явлений, 
основанных на взаимодействии лазерных импульсов с этими системами. 

Работа выполнена при поддержке Комитета Науки РА в рамках научно-ис-
следовательского проекта № 21AG-1C048. 
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ENERGY LEVELS OF A SHALLOW IMPURITY IN MONOLAYER  
GRAPHENE IN A PERPENDICULAR MAGNETIC FIELD  

A.A. AVETISYAN,  A.P. DJOTYAN 

In this work the energies of the ground 1S and first excited states 2S, 2P– and 2P+ of a 
shallow donor impurity in graphene monolayer with opened energy gap in a perpendicular 
magnetic field are investigated using a variational approach. The dependences of impurity 
energies on the gap and magnetic field for the various values of the fine structure parameter and 
thickness parameter of soft Coulomb potential are obtained. The ability to control the position 
of impurity energy levels and the distance between them in graphene by changing the energy 
gap and magnetic field will allow the implementation of new schemes for considering coherent 
phenomena under the action of laser pulses. 
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