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Аннотация. В этой статье, мотивированной в основном аналитическими ζ-
звездообразными функциями, мы вводим и исследуем класс MS∗(ζ, α) ме-
роморфных ζ-звездообразных функций. Выводятся такие результаты, как
свойство свертки, неравенства коэффициентов, свойство окрестности и ча-
стичные суммы для этого класса функций.
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1. Введение

Пусть U обозначает открытый единичный круг U := {z : z ∈ C and |z| < 1} и
U∗ := U\{0}. Класс мероморфных функций, определенных в U∗ и имеющих вид

(1.1) f(z) =
1

z
+

∞∑
n=0

anz
n

обозначается через Σ.
Как обычно, для двух функций f, g ∈ Σ, свертка f и g определяется как

(f ∗ g)(z) := 1

z
+

∞∑
n=0

anbnz
n (z ∈ U∗),

где

g(z) =
1

z
+

∞∑
n=0

bnz
n (z ∈ U∗).

Для двух аналитических функций f и g в U мы говорим, что f подчинена g в
U, что записывается как f(z) ≺ g(z), если существует функция Шварца ω(z) (т.
е. w аналитическая в U с ω(0) = 0 и |ω(z)| < 1 для каждого z ∈ U), такая, что
f(z) = g(ω(z)), z ∈ U.

1Настоящее исследование было поддержано Фондом естественных наук провинции Хунань
в рамках гранта № 2022JJ30185 и Национальным Фондом естественных наук в рамках гранта
№ 12001063 и гранта № 12171055 КНР.
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Пусть A — класс нормированных аналитических функций τ в U, т. е.

τ(z) = z +

∞∑
n=2

dnz
n.

Для f ∈ A пусть S∗(α) — класс звездообразных функций порядка α, которые
удовлетворяют условию

ℜ
(
zf ′(z)

f(z)

)
> α (0 ≤ α < 1; z ∈ U).

Ввиду свертки мы видим, что производную f ′ можно записать как

(1.2) f ′(z) =
1

z

{
f(z) ∗ z

(1− z)2

}
.

Мы отсылаем читателя к [1] – [5] для недавних исследований звездообразных
функций порядка α. Для ζ ∈ C с |ζ| ≤ 1, [6] (см. также [7]) привели следующее
обобщение (1.2)

(1.3) Dζf(z) =
1

z

{
f(z) ∗ z

(1− ζz)(1− z)

}
.

На основе вышеприведенного наблюдения они определили класс S∗(ζ, α) ζ-звездо-
образных функций порядка α: для f ∈ A и заданного ζ ∈ C с |ζ| ≤ 1 мы говорим,
что f принадлежит S∗(ζ, α), если

(1.4) ℜ
(
zDζf(z)

f(z)

)
> α (0 ≤ α < 1; z ∈ U),

где Dζ задается как в (1.3). Для недавних исследований аналитических ζ-звездо-
образных функций мы отсылаем читателя к [8] – [18].

Напомним класс мероморфных звездообразных функций порядка α, который
обозначается MS∗(α). Функция f ∈ MS∗(α) удовлетворяет условиям f ∈ Σ и

ℜ
(
−zf

′(z)

f(z)

)
> α (0 ≤ α < 1; z ∈ U).

Заметим, что для каждой f ∈ Σ ее производная f ′ может быть представлена как

(1.5) f ′(z) =
1

z

{
f(z) ∗ 2z − 1

z(1− z)2

}
.

Более подробное изучение мероморфных звездообразных функций можно найти
в [19] – [29].

Основываясь по существу на классе S∗(ζ, α) и свойств свертки (1.5), мы вво-
дим следующий класс мероморфных функций MS∗(ζ, α), который является обоб-
щением класса MS∗(α).

Определение 1.1. Для f ∈ Σ и заданного ζ ∈ C с |ζ| ≤ 1 говорят, что функ-
ция f принадлежит классу MS∗(ζ, α) мероморфных ζ-звездообразных функций
порядка α, если она удовлетворяет условию

(1.6) ℜ
(
−zdζf(z)

f(z)

)
> α (0 ≤ α < 1; z ∈ U),
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где

(1.7) dζf(z) :=
1

z

{
f(z) ∗ 2z − 1

z(1− ζz)(1− z)

}
=

1

z
{f(z) ∗ hζ(z)}.

Замечание 1.1. Функция hζ в (1.7) имеет вид

hζ(z) =
2z − 1

z(1− ζz)(1− z)
= −1

z
+

∞∑
n=0

(
1− 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ

)
zn (z ∈ U∗).

Для f ∈ Σ вида (1.1) имеем

dζf(z) =
1

z

{
−1

z
+

∞∑
n=0

(
1− 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ

)
anz

n

}

=
1

z

{
−1

z
+

∞∑
n=0

[n]ζanz
n

}
(z ∈ U∗),

(1.8)

где

[n]ζ :=
1− 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ

= 1 + ζ + ζ2 + · · ·+ ζn − ζn+1 (ζ ̸= 1).

(1.9)

Когда ζ = 1, d1f сводится к классической производной f ′.

2. Предварительные результаты

Следующие леммы нужны для доказательства наших основных результатов.

Лемма 2.1. Для 0 ≤ α < 1 и |ζ| ≤ 1 последовательность {Am+1}∞m=0 определя-
ется следующим образом

(2.1)


A1 =

2(1− α)

|ζ + 1| |ζ − 2|
,

Am+1 = 2(1− α)

∣∣∣∣ ζ − 1

2− ζ − 2ζm+2 + ζm+3

∣∣∣∣ (1 + m−1∑
k=0

Ak+1

)
,

где m ∈ N := {1, 2, 3, . . .}. Тогда

Am+1 =
2(1− α)

|ζ + 1| |ζ − 2|

m−1∏
k=0

∣∣2− ζ − 2ζm+1−k + ζm+2−k
∣∣+ 2(1− α) |ζ − 1|

|2− ζ − 2ζm+2−k + ζm+3−k|
.

Доказательство. Из (2.1) легко видеть, что

(2.2)
∣∣2− ζ − 2ζm+1 + ζm+2

∣∣Am = 2(1− α) |ζ − 1|

(
1 +

m−2∑
k=0

Ak+1

)
.

В силу (2.1) и (2.2) имеем, что

(2.3)
Am+1

Am
=

∣∣2− ζ − 2ζm+1 + ζm+2
∣∣+ 2(1− α) |ζ − 1|

|2− ζ − 2ζm+2 + ζm+3|
.
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Таким образом,

Am+1 =
Am+1

Am
· Am

Am−1
· · · · · A2

A1
·A1

=
2(1− α)

|ζ + 1| |ζ − 2|

m−1∏
k=0

∣∣2− ζ − 2ζm+1−k + ζm+2−k
∣∣+ 2(1− α) |ζ − 1|

|2− ζ − 2ζm+2−k + ζm+3−k|
.

Это завершает доказательство леммы 2.1. □
Пусть P обозначает класс функций Каратаеодори. Функция p ∈ P, если она

аналитична в U с положительной действительной частью и нормирована:

(2.4) p(z) = 1 +

∞∑
n=1

pnz
n.

Лемма 2.2. ([30]) Если функция p ∈ P, то

(2.5) 2p2 = p21 +
(
4− p21

)
x

для некоторого x с |x| ≤ 1.

Лемма 2.3. ([31]) Если функция p ∈ P, то |pn| ≤ 2, и неравенство точное.

3. Основные результаты

Во-первых, мы выводим следующее свойство свертки для класса MS∗(ζ, α).

Теорема 3.1. Если f ∈ MS∗(ζ, α) и θ ∈ (0, 2π), то

(3.1) f ∗
{
1 + (1− 2α)eiθ

z(1− z)
+

(2z − 1)(1− eiθ)

z(1− ζz)(1− z)

}
̸= 0.

Доказательство. Для функции f ∈ MS∗(ζ, α) из (1.6) выводим, что

−zdζf(z)
f(z)

≺ 1 + (1− 2α)z

1− z
,

или эквивалентно,

(3.2) −zdζf(z)
f(z)

=
1 + (1− 2α)ω(z)

1− ω(z)
,

где ω — функция Шварца в U. Из (3.2) следует, что

(3.3) −zdζf(z)
f(z)

̸= 1 + (1− 2α)eiθ

1− eiθ
(z ∈ U; 0 < θ < 2π).

С помощью (1.7) имеем

(3.4) zdζf(z) = f(z) ∗ 2z − 1

z(1− ζz)(1− z)
.

Заметим, что функция f может быть записана как

(3.5) f(z) = f(z) ∗ 1

z(1− z)
,

и нетрудно получить утверждение (3.1) из (3.3), (3.4) и (3.5). □
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Докажем некоторые неравенства для первых коэффициентов функции f из
класса MS∗(ζ, α).

Теорема 3.2. Пусть f ∈ MS∗(ζ, α). Тогда,

|a0| ≤
2(1− α)

|ζ − 2|
,

|a1| ≤
4(1− α)2

|(ζ + 1)(ζ − 2)2|
+

2(1− α)

|(ζ + 1)(ζ−)|
,

|a2| ≤
8(1− α)3

|(ζ + 1)(ζ − 2)3(ζ2 + ζ + 1)|
+

4 |ζ + 2| (1− α)2

|(ζ + 1)(ζ − 2)2(ζ2 + ζ + 1)|
+

2(1− α)

|(ζ − 2)(ζ2 + ζ + 1)|
.

Доказательство. Для f ∈ MS∗(ζ, α), в силу (3.2), имеем

−zdζf(z)
f(z)

= φ(ω(z)) (z ∈ U),

где ω – функция Шварца, и

(3.6) φ(z) =
1 + (1− 2α)z

1− z
.

Учитывая связь функций Шварца и Каратеодори, существует функция p ∈ P
такая, что

p(z) =
1 + ω(z)

1− ω(z)
= 1 + p1z + p2z

2 + · · · (z ∈ U).

Следовательно,

w(z) =
p(z)− 1

p(z) + 1

=
1

2
p1z +

1

2

(
p2 −

1

2
p21

)
z2 +

1

2

(
p3 − p1p2 +

1

4
p31

)
z3 + · · · .

(3.7)

Используя (3.6) и (3.7), легко видеть, что

(3.8) φ(ω(z)) = 1 + (1− α)p1z + (1− α)p2z
2 + (1− α)p3z

3 + · · · .
С другой стороны,

(3.9)
−zdζf(z)

f(z)
=1 + (ζ − 2)a0z +

[(
ζ2 − ζ − 2

)
a1 − (ζ − 2) a20

]
z2

+
[(
ζ3 − ζ2 − ζ − 2

)
a2 −

(
ζ2 − 4

)
a0a1 + (ζ − 2) a30

]
z3 + · · · .

Сравнивая коэффициенты в (3.8) и (3.9), находим, что

(3.10)

a0 =
1− α

ζ − 2
p1,

a1 =
(1− α)2

(ζ + 1)(ζ − 2)2
p21 +

1− α

(ζ + 1)(ζ − 2)
p2,

a2 =
(1− α)3

(ζ + 1)(ζ − 2)3(ζ2 + ζ + 1)
p31 +

(ζ + 2)(1− α)2

(ζ + 1)(ζ − 2)2(ζ2 + ζ + 1)
p1p2+

+
1− α

(ζ − 2)(ζ2 + ζ + 1)
p3.
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Применив лемму 2.3 и (3.10), получим утверждение теоремы 3.2. □
Ниже мы приводим оценки коэффициентов Тейлора функции f ∈ MS∗(ζ, α)

с a0 = 0.

Теорема 3.3. Пусть f ∈ MS∗(ζ, α) с a0 = 0. Тогда для m ∈ N0 := N ∪ {0}

|am+2| ≤
2(1− α)

|ζ + 1| |ζ − 2|

m∏
k=0

∣∣2− ζ − 2ζm+2−k + ζm+3−k
∣∣+ 2(1− α) |ζ − 1|

|2− ζ − 2ζm+3−k + ζm+4−k|
.(3.11)

Доказательство. Для f ∈ MS∗(ζ, α), имеем

p(z) :=

−zdζf(z)
f(z)

− α

1− α
= 1 +

∞∑
n=1

pnz
n ∈ P.(3.12)

В силу (3.12),

(3.13) −zdζf(z) = (1− α)p(z)f(z) + αf(z).

Из (1.8) (3.12) и (3.13) следует

1

z
−

∞∑
n=0

1− 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ
anz

n = (1− α)

(
1 +

∞∑
n=1

pnz
n

)(
1

z
+

∞∑
n=1

anz
n

)
+

+ α

(
1

z
+

∞∑
n=1

anz
n

)
.

(3.14)

Сравнивая коэффициенты zm+1 (m ∈ N0) в равенстве (3.14), получим

−1− 2ζm+2 + ζm+3

1− ζ
am+1 = (1− α)(am+1 + p1am + · · ·+ pma1 + pm+2) + αam+1.

(3.15)

В силу леммы 2.3, из (3.15) находим

|a1| ≤
2(1− α)

|ζ + 1| |ζ − 2|
,

и

(3.16) |am+1| ≤ 2(1− α)

∣∣∣∣ ζ − 1

2− ζ − 2ζm+2 + ζm+3

∣∣∣∣
(
1 +

m−1∑
k=0

|ak+1|

)
(m ∈ N).

Теперь определим последовательность {Am+1}∞m=0 :

(3.17)


A1 =

2(1− α)

|ζ + 1| |ζ − 2|
,

Am+1 = 2(1− α)

∣∣∣∣ ζ − 1

2− ζ − 2ζm+2 + ζm+3

∣∣∣∣ (1 + m−1∑
k=0

Ak+1

)
(m ∈ N).

Далее мы применим принцип математической ндукции для доказательства нера-
венства

(3.18) |am+1| ≤ Am+1 (m ∈ N0).
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Очевидно, что |a1| ≤ A1. Теперь, допустив, что |aj+1| ≤ Aj+1 (j = 0, 1, . . . ,m; m ∈
N0), из (3.16) и (3.17) находим, что

|am+2| ≤2(1− α)

∣∣∣∣ ζ − 1

2− ζ − 2ζm+3 + ζm+4

∣∣∣∣
(
1 +

m∑
k=0

|ak+1|

)

≤2(1− α)

∣∣∣∣ ζ − 1

2− ζ − 2ζm+3 + ζm+4

∣∣∣∣
(
1 +

m∑
k=0

Ak+1

)
= Am+2 (m ∈ N0).

В силу леммы 2.1

(3.19) Am+2 =
2(1− α)

|ζ + 1| |ζ − 2|

m∏
k=0

∣∣2− ζ − 2ζm+2−k + ζm+3−k
∣∣+ 2(1− α) |ζ − 1|

|2− ζ − 2ζm+3−k + ζm+4−k|
.

Из (3.18) и (3.19), получим (3.11). Теорема 3.3 доказана. □

Теорема 3.4. Если функция f ∈ Σ удовлетворяет условию
(3.20)

∞∑
n=0

(∣∣∣∣2− ζ − 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣2α− (2α− 1)ζ − 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ

∣∣∣∣) |an| ≤ 2(1− α),

тогда f ∈ MS∗(ζ, α).

Доказательство. Легко провернить, что условие f ∈ MS∗(ζ, α) эквивалент-
но условию ∣∣∣∣−zdζf(z)f(z)

− 1

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣−zdζf(z)f(z)
− (2α− 1)

∣∣∣∣ .
Если f удовлетворяет условию (3.20), тогда∣∣∣∣∣∣∣∣

−zdζf(z)
f(z)

− 1

−zdζf(z)
f(z)

− (2α− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=0

2− ζ − 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ
anz

n

(2α− 2)
1

z
+

∞∑
n=0

(
2α− 1 +

1− 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ

)
anzn

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∞∑
n=0

2− ζ − 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ
anz

n

∣∣∣∣∣∣∣∣(2α− 2)
1

z
+

∞∑
n=0

2α− (2α− 1)ζ − 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ
anzn

∣∣∣∣
<

∞∑
n=0

∣∣∣∣2− ζ − 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ

∣∣∣∣ |an|
(2− 2α)−

∞∑
n=0

∣∣∣∣2α− (2α− 1)ζ − 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ

∣∣∣∣ |an| ≤ 1.

Теорема 3.4 доказана. □

Теорема 3.5. Пусть f ∈ MS∗(ζ, α) с 0 ≤ ζ ≤ 1. Тогда∣∣a1 − a20
∣∣ ≤ ζ(1− α)2 + 2(1− α)(2− ζ)

(1 + ζ)(2− ζ)2
.
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Доказательство. В силу (2.5), и (3.10), имеем:∣∣a1 − a20
∣∣ = ∣∣∣∣ (1− α)2

(ζ + 1)(ζ − 2)2
p21 +

1− α

(ζ + 1)(ζ − 2)
p2 −

(1− α)2

(ζ − 2)2
p21

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−2ζ(1− α)2 + (ζ − 2)(1− α)

2(ζ + 1)(ζ − 2)2
p21 +

1− α

2(ζ + 1)(ζ − 2)
x
(
4− p21

)∣∣∣∣ .
Допустим c = |p1| ∈ [0, 2] и t = |x| ≤ 1. Тогда∣∣a1 − a20

∣∣ ≤ 2ζ(1− α)2 + (2− ζ)(1− α)

2(ζ + 1)(ζ − 2)2
c2 +

1− α

2(ζ + 1)(2− ζ)

(
4− c2

)
t.

Положив

Ψζ(c, t) =
2ζ(1− α)2 + (2− ζ)(1− α)

2(ζ + 1)(ζ − 2)2
c2 +

1− α

2(ζ + 1)(2− ζ)

(
4− c2

)
t,

легко проверить, что
∂Ψζ

∂t
=

1− α

2(1 + ζ)(2− ζ)

(
4− c2

)
≥ 0.

Таким образом,

max{Ψζ(c, t)} = Ψζ(c, 1) =
ζ(1− α)2

(1 + ζ)(2− ζ)2
c2 +

2(1− α)

(1 + ζ)(2− ζ)
=: Φζ(c).

Следовательно, max{Φζ(c)} = Φζ(1) for 0 ≤ ζ ≤ 1 и∣∣a1 − a20
∣∣ ≤ Φζ(1) =

ζ(1− α)2 + 2(1− α)(2− ζ)

(1 + ζ)(2− ζ)2
.

Теорема 3.5 доказана. □
Вдохновленные значительными результатами [32] и [33], основанными на поня-

тии окрестности аналитических функций, мы вводим δ-окрестность мероморф-
ных функций следующим образом:

Nδ(f) :=

{
g ∈ Σ : g(z) =

1

z
+

∞∑
n=0

bnz
n и

∞∑
n=0

1 + α+ (n+ 1) |ζ|
1− α

|an − bn| < δ (δ ≥ 0)

}
.

(3.21)

Теорема 3.6. Если f ∈ MS∗(ζ, α) и

(3.22)
f(z) + εz−1

1 + ε
∈ MS∗(ζ, α) (ε ∈ C; |ε| ≤ δ; δ > 0),

тогда Nδ(f) ⊂ MS∗(ζ, α).

Доказательство. Из доказательства теоремы 3.4, мы видим, что f ∈ MS∗(ζ, α)
эквивалентно условию

(3.23)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−zdζf(z)

f(z)
− 1

−zdζf(z)
f(z)

− (2α− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ < 1 (z ∈ U∗),
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откуда следует, что функция g ∈ MS∗(ζ, α) тогда и только тогда, когда
zdζg(z)

g(z)
+ 1

zdζg(z)

g(z)
+ (2α− 1)

̸= σ (z ∈ U∗; σ ∈ C, |σ| = 1),

что можно переписать как

(3.24)
(g ∗ h)(z)
z−1

̸= 0 (z ∈ U∗),

где

(3.25) h(z) =
1

z
+

∞∑
n=0

hnz
n (z ∈ U∗)

с

(3.26) hn =

1 +
1− 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ
−
(
2α− 1 +

1− 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ

)
σ

2(1− α)σ
.

Из (1.9) и (3.26) следует, что

|hn| ≤
1 +

∣∣∣∣1− 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣2α− 1 +
1− 2ζn+1 + ζn+2

1− ζ

∣∣∣∣ |σ|
2(1− α) |σ|

≤ 1 + α+ (n+ 1) |ζ|
1− α

.

(3.27)

Если для f ∈ MS∗(ζ, α) имеет место (3.22), то согласно (3.24),
(f ∗ h)(z)
z−1

̸= −ε (|ε| ≤ δ; δ > 0).

Следовательно,

(3.28)
∣∣∣∣ (f ∗ h)(z)

z−1

∣∣∣∣ ≥ δ (δ > 0; z ∈ U).

Теперь допустим, что

q(z) =
1

z
+

∞∑
n=0

qnz
n.

Если q ∈ Nδ(f), то∣∣∣∣ [(q − f) ∗ h](z)
z−1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

(qn − an)hnz
n

∣∣∣∣∣
≤ |z|

∞∑
n=0

1 + α+ (n+ 1) |ζ|
1− α

|qn − an| < δ.

(3.29)

В силу (3.28) и (3.29),∣∣∣∣ (q ∗ h)(z)z−1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣{[f + (g − f)] ∗ h}(z)
z−1

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ (f ∗ h)(z)
z−1

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ [(q − f) ∗ h](z)
z−1

∣∣∣∣ > 0,
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откуда следует (q∗h)(z)
z−1 ̸= 0 (z ∈ U). Таким образом, q(z) ∈ Nδ(f) ⊂ MS∗(ζ, α).

Теорема 3.6 доказана. □
В заключении мы приводим свойста частных сумм для f ∈ MS∗(ζ, α).

Теорема 3.7. Пусть f ∈ Σ и

fn(z) =
1

z
+

n∑
k=0

akz
k (n ∈ N0).

Если

(3.30)
∞∑

n=0

1 + α+ (n+ 1) |ζ|
1− α

|an| ≤ 1,

тогда
(1) f ∈ MS∗(ζ, α);
(2)

(3.31) ℜ
(
f(z)

fn(z)

)
≥ 2α+ (n+ 1) |ζ|

1 + α+ (n+ 1) |ζ|
,

и

(3.32) ℜ
(
fn(z)

f(z)

)
≥ 1 + α+ (n+ 1) |ζ|

2 + (n+ 1) |ζ|
.

Оценки (3.31) и (3.32) точные.

Доказательство. Если f1(z) = z−1 ∈ MS∗(ζ, α), тогда

f1(z) + εz−1

1 + ε
= z−1 ∈ MS∗(ζ, α).

Из (3.30) следует, что
∞∑

n=0

1 + α+ (n+ 1) |ζ|
1− α

|an − 0| ≤ 1,

или, что одно и то же, f ∈ N1(z
−1). Согласно теореме 3.6, f ∈ N1(z

−1) ⊂
MS∗(ζ, α). Ясно, что

(3.33)
n∑

k=0

|ak|+
1 + α+ (n+ 1) |ζ|

1− α

∞∑
k=n+1

|ak| ≤
∞∑
k=0

1 + α+ (k + 1) |ζ|
1− α

|ak| ≤ 1.

Допустим, что

ϕ(z) :=
1 + α+ (n+ 1) |ζ|

1− α
×
(
f(z)

fn(z)
− 2α+ (n+ 1) |ζ|

1 + α+ (n+ 1) |ζ|

)

= 1 +

1 + α+ (n+ 1) |ζ|
1− α

∞∑
k=n+1

akz
k+1

1 +
∞∑
k=0

akzk+1

.

(3.34)
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Из (3.33) и (3.34) следует, что

∣∣∣∣ϕ(z)− 1

ϕ(z) + 1

∣∣∣∣ ≤
1 + α+ (n+ 1) |ζ|

1− α

∞∑
k=n+1

|ak|

2− 2
n∑

k=0

|ak| −
1 + α+ (n+ 1) |ζ|

1− α

∞∑
k=n+1

|ak|
≤ 1,

(z ∈ U), откуда,

(3.35) ℜ(ϕ(z)) ≥ 0 (z ∈ U).

Таким образом, утверждение (3.31) теоремы 3.7 выполняется.
Далее, если

(3.36) f(z) =
1

z
+

1− α

1 + α+ (n+ 1) |ζ|
zn+1 (n ≥ 0),

то fn(z) =
1

z
и для z = rei

π
n+2 , имеем:

f(z)

fn(z)
= 1 +

1− α

1 + α+ (n+ 1) |ζ|
zn+2

= 1 +
1− α

1 + α+ (n+ 1) |ζ|
·
(
−rn+2

)
.

(3.37)

При r → 1−, получаем

f(z)

fn(z)
=

2α+ (n+ 1) |ζ|
1 + α+ (n+ 1) |ζ|

,

что доказывает точность оценки (3.31) для любого n ∈ N.
Аналогично, предположив, что

ψ(z) :=
2 + (n+ 1) |ζ|

1− α
×
(
fn(z)

f(z)
− 1 + α+ (n+ 1) |ζ|

2 + (n+ 1) |ζ|

)

= 1−

2 + (n+ 1) |ζ|
1− α

∞∑
k=n+1

akz
k+1

1 +
∞∑
k=0

akzk+1

,

(3.38)

с учетом (3.33) и (3.38), заключаем, что

∣∣∣∣ψ(z)− 1

ψ(z) + 1

∣∣∣∣ ≤
2 + (n+ 1) |ζ|

1− α

∞∑
k=n+1

|ak|

2− 2
∞∑
k=0

|ak| −
2 + (n+ 1) |ζ|

1− α

∞∑
k=n+1

|ak|
≤ 1 (z ∈ U),

откуда,

(3.39) ℜ(ψ(z)) ≥ 0 (z ∈ U).
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Для функции f , заданной в (3.36) при z = rei
2π

n+2 , имеем:

fn(z)

f(z)
=

1

1 +
1− α

1 + α+ (n+ 1) |ζ|
zn+2

=
1 + α+ (n+ 1) |ζ|

1 + α+ (n+ 1) |ζ|+ (1− α)rn+2
.

(3.40)

Следовательно,
fn(z)

f(z)
=

1 + α+ (n+ 1) |ζ|
2 + (n+ 1) |ζ|

при r → 1−. Из (3.38) и (3.39) получаем утверждение (3.32) теоремы 3.7, и оценка
точная. □

Замечание 3.1. Беря ζ = 1 в полученных результатах, получим соответству-
ющие результаты для класса MS∗(α) мероморфных звездообразных функций
порядка α.
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Abstract. In this paper, motivated essentially by analytic ζ-starlike functions, we
introduce and investigate the class MS∗(ζ, α) of meromorphic ζ-starlike functions.
Results like a convolution property, coefficient inequalities, a neighborhood property
and partial sums for this function class are derived.
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