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Пусть C ([0, 2π]) – пространство непрерывных функции f с периодом 2π. Если

f ∈ C ([0, 2π]), то функция

ω (δ, f) := sup
x

sup
|h|≤δ

|f (x+ h)− f (x)|

называется модулем непрерывности функции f .

Модули непрерывности более высоких порядков определяются следующим об-

разом

ωp (δ, f) := sup
x

sup
|h|≤δ

|∆p (x;h, f)| , ω1 (δ, f) := ω (δ, f) ,

где

∆p (x;h, f) =

p∑
j=0

(−1)p−j

(
p

j

)
f (x+ jh)

является разностью p-го порядка.

∆1 (x;h, f) := f (x+ h)− f (x) ,

∆p+1 (x;h, f) = ∆p (x+ h;h, f)−∆p (x;h, f) .

Известно, что тригонометрическая система не является базисом в пространстве

непрерывных функций. Более того, Лебег (см. [1, Ch.1]) построил пример непре-

рывной функции с неограниченно расходящимся в одной точке рядом Фурье.
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Отсюда возник вопрос охарактеризовать подмножества пространства непрерыв-

ных функций, обеспечивающие равномерную сходимость рядов Фурье. В этом

направлении существует два подхода:

1) характеристика подклассов с помощью вариации функции (Жордан [2],

Винер [3], Янг [4], Ватерман [5], Кита [6], Чантурия [7], Осколков [8], Карчава

[9], Ахобадзе [10, 11, 12], Гогинава [13] – [16]); Гогинава, Саакян [17, 18]);

2) Использовать следующую оценку Лебега (см. [19],[20])

∥f − Sn (f)∥ ≤ c ω

(
1

n
, f

)
log (n+ 2) ,

где Sn (f, x) — n-я частичная сумма тригонометрического ряда Фурье функции

f , а w — модуль непрерывности функции.

Основной целью статьи является улучшение оценки Лебега. Доказывается

справедливость следующей оценки.

Теорема 1. Пусть f ∈ C ([0, 2π]). Тогда

∥f − Sn (f)∥C ≤ c

n∑
k=1

ωk

(
π
n , f

)
k2k

.

Доказательство. Пусть Tn (x) — полином Валле-Пуссена, который обеспе-

чивает наилучшее приближение функции f в пространстве C ([0, 2π]) (см. [20]),

Tn (x) =
1

π

π∫
−π

f (x+ t)Vn (t) dt,
1

π

π∫
−π

|Vn (t)| dt ≤ 1.

Положим

g (t) := f (x+ t) + f (x− t)− 2f (x)− Tn (x+ t)− Tn (x− t) + 2Tn (x) .

Очевидно, что

ωp (δ, Tn) ≤ cωp (δ, f) .

Мы будем использовать следующее представление

(1)
n∑

i=k+1

(−1)
i

i
=

(−1)
k+1

2k
+

(−1)
n+1

2n
+ Pk(n),

где

|Pk(n)| ≤
c

k2
.

Чтобы получить (1), когда k и n — нечетные положительные целые числа, обо-

значим

a =

(
1

k + 1
− 1

k + 2

)
+

(
1

k + 3
− 1

k + 4

)
+ · · ·+

(
1

n− 1
− 1

n

)
.
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Применим следующее равенство: a = a+b+(a−b)
2 , где

b =

(
1

k + 2
− 1

k + 3

)
+

(
1

k + 4
− 1

k + 5

)
+ · · ·+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
.

Имеем

a+ b =
1

k + 1
− 1

n+ 1
=

1

k
− 1

n
+O

(
1

k2

)
и

a− b =

(
1

k + 1
− 2

k + 2
+

1

k + 3

)
+ · · ·+

(
1

n− 1
− 2

n
+

1

n+ 1

)
.

Очевидно, что

|a− b| ≤ c

(
1

(k + 1)3
+ · · ·+ 1

(n+ 1)3

)
≤ c

k2
.

В заключение получаем

a =
a+ b+ (a− b)

2
=

1

2k
− 1

2n
+O

(
1

k2

)
.

Когда k — нечетное, а n — четное положительное целое число, достаточно при-

менить представление

a =

(
1

k + 1
− 1

k + 2

)
+ · · ·+

(
1

n− 2
− 1

n− 1

)
+

1

n
=

1

2k
+

1

2n
+O

(
1

k2

)
.

При четном k с помощью элементарных преобразований приходим к рассмот-

ренным случаям. Равенство (1) доказано.

Пусть Dn(t) – ядро Дирихле. Тогда,
π∫

0

g (t)Dn (t) dt =

π∫
0

g (t)

(
Dn (t)−

sinnt

t

)
dt+

π∫
0

g (t)
sinnt

t
dt.(2)

Легко видеть, что функция

Dn (t)−
sinnt

t
ограничена и

|g (t)| ≤ 4En (f) .

Следовательно,

(3)

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

g (t)

(
Dn (t)−

sinnt

t

)
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ cEn (f) ,

где En (f) – наилучшее приближение функции f .

С другой стороны,

(4)

∣∣∣∣∣∣∣
π/n∫
0

g (t)
sinnt

t
dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∥g∥c

π/n∫
0

sinnt

t
dt ≤ cEn (f) .
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Из (2)-(4) находим

(5)
π∫

0

g (t)Dn (t) dt =

π∫
π/n

g (t)
sinnt

t
dt+ γ,

где |γ| ≤ cEn (f). Очевидно, что

∣∣∣∣∣∣∣
π∫

π/n

g (t)
sinnt

t
dt

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

π(k+1)/n∫
πk/n

g (t)
sinnt

t
dt

∣∣∣∣∣∣∣(6)

=

∣∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

π/n∫
0

g

(
t+

πk

n

)
(−1)

k
sinnt

t+ πk/n
dt

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

π∫
0

g

(
u+ πk

n

)
(−1)

k
sinu

u+ πk
du

∣∣∣∣∣∣
≤ π max

0≤u≤π

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

g

(
u+ πk

n

)
(−1)

k
sinu

u+ πk

∣∣∣∣∣ ≤ π

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

g

(
u0 + πk

n

)
(−1)

k

u0 + πk

∣∣∣∣∣
≤ π

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

g

(
u0 + πk

n

)(
(−1)

k

u0 + πk
− (−1)

k

πk

)∣∣∣∣∣
+ π

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

g

(
u0 + πk

n

)
(−1)

k

πk

∣∣∣∣∣ = I + II,

где u0 ∈ [0, π]. Ясно, что

(7) I ≤ ∥g∥c
n−1∑
k=1

1

k2
= O (En (f)) .

Пусть uk := u0+πk
n . Нам понадобятся следующие оценки для p = 1, 2, ..., n:

II = π

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

g (uk)
(−1)

k

πk

∣∣∣∣∣ ≤ c

2p

∣∣∣∣∣∣
n−1∑

k=p+1

∆p

(
uk;

π

n
, g
) (−1)

k+1

k

∣∣∣∣∣∣+
p∑

k=1

γk

где

γk < c
ωk

(
π
n , f

)
k2k

.
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Применив преобразование Абеля и (1), для II получим

II = π

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

g (uk)
(−1)

k

πk

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=2

(g (uk+1)− g (uk))

n−1∑
i=k+1

(−1)
i

i

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣g (u1)

n−1∑
i=1

(−1)
i

i

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=2

(g (uk+1)− g (uk))

(
(−1)

k+1

2k
+

(−1)
n+1

2n
+ Pk(n)

)∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣g (u1)

n−1∑
i=1

(−1)
i

i

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=2

(g (uk+1)− g (uk))
(−1)

k+1

2k

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ (−1)

n+1

2n

n−1∑
k=2

(g (uk+1)− g (uk))

∣∣∣∣∣
+c

n−1∑
k=2

|g (uk+1)− g (uk)|
k2

+ |g (u1)|

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

(−1)
i

i

∣∣∣∣∣
≤ c

∣∣∣∣∣12
n−1∑
k=2

(g (uk+1)− g (uk))
(−1)

k+1

k

∣∣∣∣∣+ γ1

≤ c

∣∣∣∣∣12
n−1∑
k=2

∆1

(
uk;

π

n
, g
) (−1)

k+1

k

∣∣∣∣∣+ γ1

= c
1

2

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=3

(
∆1

(
uk+1;

π

n
, g
)
−∆1

(
uk;

π

n
, g
)) n−1∑

i=k+1

(−1)
i

i

+ ∆1

(
uk;

π

n
, g
) n−2∑

i=2

(−1)
i

i

∣∣∣∣∣+ γ1

= c
1

2

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=3

∆2

(
uk;

π

n
, g
)( (−1)

k+1

2k
+

(−1)
n+1

2n
+ Pk(n)

)

+ ∆1

(
uk;

π

n
, g
) n−1∑

i=2

(−1)
i

i

∣∣∣∣∣+ γ1

= c
1

22

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=3

∆2

(
uk;

π

n
, g
) (−1)

k+1

k
+

n−1∑
k=2

∆2

(
uk;

π

n
, g
)
Pk(n)

∣∣∣∣∣+ γ1

≤ c
1

22

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=3

∆2

(
uk;

π

n
, g
) (−1)

k+1

k

∣∣∣∣∣+ 1

22
ω2

(π
n
, g
) n−1∑

k=2

1

k2
+ γ1 + γ2.

При p = 3, 4, ..., n доказательство аналогично.

Пусть p = n − 2. Тогда из (6), (7) и оценки для II получим утверждение

теоремы 1. Из этой теоремы вытекает следующий результат:
49



Т. КАРЧАВА, А. АПЛАКОВ

Следствие 1. Пусть f ∈ C ([0, 2π]). Тогда

∥f − Sn (f)∥C ≤ c max
1≤k≤[log logn]

ωk

(π
n
, f
)
.

Доказательство. Применив очевидное неравенство

(8)
ωi

(
1
n , f

)
2i

≤
ωj

(
1
n , f

)
2j

,

при i ≥ j, будем иметь

∥f − Sn (f)∥C ≤ c

n∑
k=1

ωk

(
π
n , f

)
k2k

= c

(
m∑

k=1

ωk

(
π
n , f

)
k2k

+

n∑
k=m+1

ωk

(
π
n , f

)
k2k

)

≤ c

(
max

1≤k≤ m
ωk

(π
n
, f
)
+

ωm

(
π
n , f

)
2m

n∑
k=m+1

1

k

)

≤ c

(
max

1≤k≤ m
ωk

(π
n
, f
)
+

ωm

(
π
n , f

)
2m

log
n

m

)
≤ c max

1≤k≤ m
ωk

(π
n
, f
)
,

где m = [log log n].

Следствие 2. Пусть f ∈ C ([0, 2π]) и ωk

(
π
n , f

)
≤ 2k

l(k) , где

∞∑
k=1

1

l (k) k
< ∞.

Тогда,

∥f − Sn (f)∥C → 0 при n → ∞.

Доказательство. Из (8) имеем

∥f − Sn (f)∥C ≤ c

n∑
k=1

ωk

(
π
n , f

)
k2k

= c

(
m∑

k=1

ωk

(
π
n , f

)
k2k

+

n∑
k=m+1

ωk

(
π
n , f

)
k2k

)

≤ c

(
ω
(π
n
, f
) m∑

k=1

1

k
+

n∑
k=m+1

1

kl(k)

)
→ 0 при n,m → ∞,

где m =
[
ω
(
π
n , f

)]−1.

Следствие 3. Пусть f ∈ C ([0, 2π]) and ωk

(
π
n , f

)
≤ M , k = 1, 2, ... Тогда

∥f − Sn (f)∥C → 0 при n → ∞.

Abstract. In this paper we find class of functions for which the Lebesgue estimate

can be improved.
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