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Аннотация. В работе построена 3-порожденная бесконечная группа, в ко-
торой вероятность выполнения некоторого фиксированного тождества стре-
мится к 1. В то же время это тождество не выполняется на всей группе.
Вопрос о существовании такой группы был поставлен недавно несколькими
авторами. Более точно, рассматривается n-периодическое произведение сво-
бодной периодической группы ранга 2 и бесконечной циклической группы.
Доказывается что в этом произведении вероятность выполнения тождества
xn = 1 стремится к 1, но оно не выполняется на всем произведении.
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Введение

Пусть M = {µk} — последовательность вероятностных мер на конечно по-

рожденной группе G, а w – произвольное слово свободной группы Fm некоторого

ранга m. Мы определяем вероятность того, что G удовлетворяет тождеству

w = 1 относительно последовательности мер M (см. [1]) как число

(0.1) PM (w = 1 в G) = lim sup
k→∞

Pµk
(w = 1 в G).

Число (0.1) также называется степенью выполнимости равенства w = 1 от-

носительно последовательности мер M (см. [2]). Если PM (w = 1 в G) = 1, то

будем говорить, что слово w является M -вероятностным тождеством группы

G. Вероятность PM (w = 1 в G) носит определенную информацию о группе G.

Например, как показано в [3] и [1] соответственно, если P ([x, y] = 1 в G) > 0

или P (x2 = 1 в G) > 0, то группа виртуально абелева (см. также [2], [4]). В [5]

показано, что если конечная группа не разрешима, то вероятность того, что два

1Работа первого автора выполнена при поддержке гранта Комитета по высшему образова-
нию и науке РА, проект № 21T-1A213, а второго автора – при поддержке гранта Комитета по
высшему образованию и науке РА, проект № 23AA-1A028.
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случайно выбранных элемента порождают разрешимую подгруппу, не больше
11

30
. Подробный обзор результатов по этой тематике можно найти в [1].

В работе [1] сформулирован следующий

Вопрос (см. вопрос 13.3 [1]). Пусть w ∈ Fm произвольное слово, G – ко-

нечно порожденная группа с порождающим множеством S и R
(1)
n , R

(2)
n , ..., R

(d)
n

независимые случайные блуждания на G относительно S. Если

lim
n→∞

P (w(R(1)
n , R(2)

n , ..., R(d)
n ) = 1 в G) = 1,

то верно ли что w = 1 является тождеством в G?

Этот вопрос был рассмотрен в [6], где авторы строят m-порожденную группу,

в которой xn = 1 является вероятностным тождеством и который содержит сво-

бодную подгруппу, и, тем самым, не удовлетворяет никакому нетривиальному

тождеству. При этом m и n – достаточно большие числа, причем n – нечетное.

Мы будем усиливать этот результат, построив 3-порожденный контрпример

к вышеупомянутой задаче, которая не содержит свободную подгруппу ранга 2.

Для этой цели рассмотрим свободную бернсайдову группу B(2, n) ранга 2, где

n – фиксированное достаточно большое нечетное число. Напоминаем, что по

определению группа B(m,n) периода n и ранга m имеет следующее задание

B(m,n) = ⟨a1, a2, ..., am | Xn = 1⟩,

где X пробегает множество всех слов в алфавите {a±1
1 , a±1

2 , . . . , a±1
m }. Следует

отметить известную работу С. И. Адяна [7], где показана, что при всех m ≥ 2

и нечетных n ≥ 665 симметричное случайное блуждание на свободных берн-

сайдовых группах B(m,n) невозвратно. Исходя из этого результата к указанной

задаче возможный контрпример можно поискать в классе групп имеющих опре-

деляющие соотношения вида An.

Далее мы берем n-периодическое произведение

(0.2) G = B(2, n) ∗n Z

группы B(2, n) и бесконечной циклической группы Z со свободными порождаю-

щими {a1, a2} и {b} соответственно. Справедлива следующая теорема.

Теорема 0.1. Для любого достаточно большого фиксированного нечетного чис-

ла n:

1. в группе G = B(2, n) ∗n Z тождество xn = 1 является M -вероятностным

тождеством,
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2. в группе G = B(2, n) ∗n Z не выполняется тождество xn = 1,

Группы G = B(2, n)∗nZ из теоремы 0.1 дают отрицательный ответ на указан-

ный выше вопрос. В ходе доказательства в качестве случайных блужданий R
(i)
n

мы будем рассматривать простое симметричное случайное блуждание (см. [8]), a

в качестве вероятностных мер на G будем фиксировать следующую естественную

последовательность вероятностных мер на графе Кэли группы G. Пусть BG(k)

обозначает шар радиуса k графа Кэли с центром в единичном элементе группы

G относительно некоторого фиксированного симметричного порождающего мно-

жества S и µk – равномерное распределение на BG(k), то есть µk(g) =
1

|BG(k)|
если g ∈ BG(k) и µk(g) = 0 в противном случае.

Доказательство теоремы 0.1 будет проведено по следующей схеме. Сначала

мы укажем необходимые для нас свойства группы G (0.2). Далее отметим неко-

торые факты об n-периодических произведениях и группах с n-кручением. В

параграфе 2 докажем теорему, показав что в G выполняется указанное выше

тождество с вероятностью 1, но оно не выполняется в G в обычном смысле. Во

всех утверждениях ниже считается, что n – нечетное число. При этом в каждом

утверждении мы укажем для каких нечетных n данное утверждение справедли-

во.

Если в наших суждениях везде группу Z заменить на свободную группу ран-

га 2, с использованием оценки γB(4,n)(r) > 8 · (6.9)r−1 [9], то непосредственно

получим результат работы [6].

1. n-периодические произведения и группы с n-кручением

Понятие n-периодических произведений групп было введено Адяном в [10].

Им же доказано, что операция n-периодического произведения нечетного пока-

зателя n ≥ 665 точная, ассоциативная и обладает свойством наследственности

по подгруппам; свойства, которыми обладают прямые и свободные произведения

(решение известной проблемы Мальцева, подробности см. в [11]). Эта операция,

обозначаемая
n∏

i∈I

Gi, определяется для нечетного n ≥ 665 как фактор группа сво-

бодного произведения данного семейства {Gi} групп по конкретной нормальной

подгруппе, определяемой системой соотношений вида An = 1.

Следующие две леммы, которые нам понадобятся, доказаны в [10] и выявляют

важнейшие свойства n-периодических произведений при нечетных n ≥ 665.
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Лемма 1.1 (Теорема 1, [10]). Группы Gi, i ∈ I каноническим образом вкладыва-

ются в
n∏

i∈I

Gi в качестве подгруппы.

Лемма 1.2 (Теорема 7, [10]). Для каждого элемента x ∈
n∏

i∈I

Gi или xn = 1 в

n∏
i∈I

Gi, или x сопряжен элементу некоторой подгруппы Gi группы
n∏

i∈I

Gi (n ≥

665).

Как показано в [12], утверждение леммы 1.2 является характеристическим

для n-периодических произведений.

Пусть S – произвольный групповой алфавит, R – некоторое множество запи-

санных в этом алфавите слов, n > 1 фиксированное натуральное число и

(1.1) G1 = ⟨S|Rn = 1, R ∈ R⟩

задание некоторой группы G1.

Определение 1.1. Скажем, что группа (1.1) является группой с n-кручением

или частично бернсайдовой группой, если для любого элемента y ∈ G либо yn =

1, либо y имеет бесконечный порядок (см. [13], [14]).

Циклическая группа порядка n и бесконечная циклическая группа являются

простейшими примерами n-крученых групп. Ясно также, что свободные бернсай-

довы группы и абсолютно свободные группы любого ранга являются n-кручеными

группами для любого натурального n. Следующее утверждение доказано в [13].

Лемма 1.3 (Теорема 1.1, [13]). n-периодическое произведение любого семейства

групп с n-кручением является группой с n-кручением (n ≥ 665).

Поэтому справедлива

Лемма 1.4. Группа G (0.2) является группой с n-кручением (n ≥ 665).

Напоминаем, что некоторое слово в алфавите группы G называется геодезиче-

ским, если оно в G не равно более короткому слову. Если длина заданного слова

y в свободной группе обозначить через |y|, ее длина в G обозначить через |y|G,

то для геодезических слов имеет место равенство |y|G = |y|.
В работе [14] показано, что любая группа с n-кручением обладает таким,

так называемым, минимальным частично-бернсайдовым представлением вида
6
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(1.1), для которого справедлив ряд лемм из монографии [15] и на этой осно-

ве получены важные результаты. Фиксируем некоторое частично-бернсайдово

представление (1.1) для группы G. Для доказательства следующей леммы 1.5

мы воспользуемся некоторыми утверждениями из [14] формулировки которых

здесь не будем приводить, а будем лишь указывать ссылки на соответствующие

утверждения.

Лемма 1.5. Пусть геодезическое слово w в G сопряжено с bk, k ̸= 0. Тогда

существует геодезическое слово c такое, что w = cbkc−1 в G, причем |w|G =

|k|+ 2|c|.

Доказательство. Рассмотрим приведенную кольцевую диаграмму ∆ сопряжен-

ности w и bk, метка внешнего контура которой есть w−1 и метка внутреннего кон-

тура есть bk (см. Теорему II.4.1 [14]). Согласно Теореме II.56 [14] диаграмма ∆ яв-

ляется A-картой. Если ранг rank(∆) > 0, то в силу следствия II.24 [14] диаграмма

∆ содержит γ-клетку Π, т.е. клетку, для которой (Π,Γw, w)+ (Π,Γbk , b
k) > 1− γ,

где (Π,Γw, w) и (Π,Γbk , b
k) – поддиаграммы примыкания клетки Π к контурам с

метками w−1 и bk соответственно. Так как w – геодезическое слово, то внеший

контур ∆ является гладким (см. определение II.16 [14]). Согласно лемме II.21 [14]

имеем (Π,Γw, w) <
1

2
+ α. Тогда (Π,Γbk , b

k) > 1− γ − 1

2
− α =

1

2
− γ − α. В силу

принципа младшего параметра (ПМП, см. §15, п.1, [15]) имеем
1

2
− γ − α >

1

n
.

Отсюда следует, что метка контура клетки Π является периодическим словом с

периодом b. Но это противоречит предложению III.8 [14], согласно которой каж-

дый период имеет прядок n в G, в то время как элемент b имеет бесконечный

порядок в G. Из полученного противоречия вытекает, что rank(∆) = 0, т.е. слово

w сопряжено с bk в свободной группе с порождающими a1, a2, b. Следовательно,

геодезическое слово w графически имеет вид w = cbkc−1, где c и bk – тоже гео-

дезические слова. Поэтому |w|G = |k|+ 2|c|. □

Следствие 1.1. Слово bk является геодезическим в G для любого k. В част-

ности |bk|G = |k|.

Лемма 1.6. Пусть X – произвольное слово в алфавите {a±1
1 , a±1

2 , b±1} и Xn ̸= 1

в G. Тогда существует слово U такое, что UXU−1 ∈ ⟨b⟩.

Доказательство. Поскольку в B(2, n) выполняется тождество xn = 1, то утвер-

ждение непосредственно вытекает из леммы 1.2. □
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2. Доказательство теоремы 0.1

Докажем, что в группе G тождествo xn = 1 является M -вероятностным тож-

деством (пункт 1 теоремы 0.1). Пусть BG(k) — шар радиуса k в графе Кэли груп-

пы G относительно порождающего множества {a±1
1 , a±1

2 }, а BZ(k) — шар радиуса

k в графе Кэли группы Z относительно его порождающего множества b±1. Соот-

ветствующие функции роста обозначим через γG(k) = |BG(k)|, γZ(k) = |BZ(k)|.
Мы можем оценить γG(k) сверху используя рост свободной группы ранга 3:

γG(k) ≤ γF3
(k) =

3(5k−1 − 1)

2
< 3 · 5k. С другой стороны, G гомоморфно отоб-

ражается на свободную бернсайдову группу B(3, n), так как G – 3-порожденная

группа с n-кручением (см. (1.1)). Следовательно, γG(k) не меньше, чем γB(3,n)(k).

Известно, что γB(2,n)(k) > 4 · (2.9)k−1 (см. [Теорема 2.15, гл VI][9]). Аналогичным

образом повторив суждения доказательства этой оценки для группы B(3, n), мы

получим оценку γB(3,n)(k) > 6 · (4.9)k−1. Тем самым, мы имеем

6 · (4.9)k−1 ≤ γG(k) < 3 · 5k.

Пусть A есть множество всех элементов g ∈ G, для которых gn ̸= 1 в G. Коли-

чество элементов в шаре BG(k), которые не удовлетворяют уравнению xn = 1

равна |(BG(k)) ∩A|. Поэтому, в силу леммы 1.6, имеем:

(BG(k)) ∩A =

k⋃
i=0

{
UXU−1 | X ∈ BZ(i), U ∈ BG

(
k − i

2

)}
Учитывая, что γZ(i) = 2i+ 1, получаем

| (BG(k)) ∩A |≤
k∑

i=0

γZ(i)γG

(
k − i

2

)
≤ 3

k∑
i=0

iγG

(
k − i

2

)
≤

≤ 3

k∑
i=0

(i · 3 · 5
k−i
2 ) = 9

k∑
i=0

i
√
5
k−i

= 9
√
5
k

k∑
i=0

i

(
1√
5

)i

≤

≤ 9k(
√
5
k+1 − 1)

(
√
5− 1)

.

Отсюда следует, что

|(BG(k)|) ∩A|
|BG(k)|

≤ 3k(
√
5
k+1 − 1)

2(
√
5− 1) · (4.9)k−1

−−−−→
k→∞

0.

Пункт 1 теоремы 0.1 доказан.

Согласно лемме 1.1 группа G содержит подгруппу Z. Поэтому пункт 2 следует

из того, что Z не имеет кручения.
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Abstract. In this paper, a 3-generated infinite group is constructed in which the

probability of satisfying a certain fixed identity tends to 1. At the same time, this

identity is not satisfied throughout the entire group. The question of the existence of

such a group was recently posed by several authors. More precisely, the work considers

an n-periodic product of a free periodic group of rank 2 and an infinite cyclic group.

It is proved that in this product, the probability of satisfying the identity xn = 1

tends to 1, but it does not hold on the entire product.
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Аннотация. В статье изучаются оценки коэффициентов класса меро-
морфных функций, включающих производную высшего порядка. Несколь-
ко подобных неравенств также установлены для обратных функций рас-
сматриваемого класса мероморфных функций.
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1. Введение

Пусть D обозначает открытый единичный круг в комплексной плоскости C,

а Σ обозначает класс мероморфных функций вида

(1.1) f (z) =
1

z
+

∞∑
n=0

anz
n (z ∈ D\{0}).

Более того, пусть w (z) — аналитическая функция, такая что w (0) = 0 и

|w (z)| < 1 с разложением в ряд

(1.2) w (z) =

∞∑
n=1

cnz
n.

Функция w (z) называется функцией Шварца.

В последние десятилетия многие исследователи проявляли интерес к изуче-

нию мероморфных функций в D\{0}. Например, Клуни [1] доказал, что если f

имеет вид (1.1), то есть мероморфным звездообразным в D, то |an| ≤ 2/(n+ 1)

1Настоящее исследование было поддержано Естественным научным фондом провинции
Хунань в рамках гранта № 2022JJ30185 КНР и Фондом университета King Saud в рамках
гранта № RSP2023R440 Саудовской Аравии.
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(Клуни доказал это для случая, когда a0 = 0, тогда как в различных случа-

ях в литературе отмечалось, что его доказательство справедливо для a0 ̸= 0).

Поммеренке [2], Либера и Робертсон [3] также получили несколько похожих

результатов.

Оценки коэффициентов играют важную роль в области GFT (Геометричес-

ка теория функций). В 1916 году Бибербах выдвинул знаменитую гипотезу

о том, что для любой нормализованной аналитической и однолистной функ-

ции выполняется неравенство |an| ≤ n, и только спустя 69 лет, в 1985 году

это было доказано де Бранжем (см. [4]). Оценки коэффициентов говорят нам

о геометрических свойствах функций, например, оценка второго коэффици-

ента определяет рост, искажения и покрытия нормализованных однолистных

функций.

Определители Ганкеля аналитических функций были введены впервые в

1960-х годах. Поммеренке [2] изучал определители Ганкеля для класса S одно-

листных и аналитических функций с разложениями в ряд

f (z) = z + a2z
2 + a3z

3 + · · ·

Он показал, что для f ∈ S, имеет место оценка

|Hq (n)| ≤ Kn(−1/2+β)q+3/2,

где n, q — натуральные числа, q ≥ 2, β > 1/4000 иK зависит от q. Позднее Хей-

ман [5] и Нур [6] также доказали несколько похожих интересных результатов

(см. также [7, 8]).

Оценка для |H2 (1)| была впервые изучена Бабалолой [9], он нашел точную

оценку |a4 − a2a3| для звездообразных функций, выпуклых функций и близких

к выпуклым функций с положительными действительными частями их про-

изводных, соответственно. Мишра-Праджапат-Махарана [10] доказал оценки

|H2 (1)| ≤ 1/2 и |H2 (1)| ≤ 4/27 для класса звездообразных и выпуклых относи-

тельно симметричных точек, соответственно, функций. Раза и Малик [11] (см.

также [12]) доказали, что эта оценка верна с 1/6 для класса звездообразных

функций, связанных с лемнискатой Бернулли.

В последние годы оценки коэффициентов для мероморфных однолистных

функций были тщательно изучены различными исследователями. Например,

для мероморфных однолистных функций f Шиффер [13] доказал, что |a2| ≤
2/3 с a0 = 0, а Дюрен [14] получил |an| ≤ 2/(n+ 1), где ak = 0 для 1 ≤ k ≤ n/2.
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Спрингер [15] получил оценку |b3| ≤ 1, а также
∣∣b3 + (1/2)b21

∣∣ ≤ 1/2, для клас-

са мероморфных однолистных функций, где bk представляет собой коэффи-

циент ряда Тейлора обратной функции Σ. Он также выдвинул гипотезу, что

|b2n−1| ≤ (2n− 1)!/[n! (n− 1)!], что было доказано Куботой [16] для n = 3, 4, 5 и

Шобером [17] для 1 ≤ n ≤ 7. Оценки коэффициентов для класса мероморфных

звездообразных функций порядка α и мероморфных звездообразных функций

порядка α с m-кратными представлениями в виде рядов с пропусками были

исследованы Капуром и Мишрой [18], Сриваставой-Мишрой-Кундом [19] соот-

ветственно. Хамиди-Халим-Джахангири [20, 21] использовал полиномы Фабе-

ра для исследования границ коэффициентов двояковыпуклых функций. Для

более поздних исследований мероморфных функций можно посмотреть [22] –

[28].

По существу мотивированные вышеизложенными оценками коэффициентов

мероморфных функций, мы определим общий класс MSC (n, b) мероморфных

функций, включающих высшую производную, который обобщает и объединя-

ет предыдущее исследование в литературе. Предоставляется всестороннее и

детальное понимание оценок коэффициентов мероморфных функций, и выво-

дятся оценки коэффициентов этого общего класса мероморфных функций.

Пусть P обозначает класс аналитических функций p в D вида

(1.3) p(z) = 1 +

∞∑
n=1

pnz
n

таких, что Re(p(z)) > 0 в D.

Определение 1.1. Предположим, что ϕ(z) = 1 +
∑∞

n=1Bnz
n ∈ P. Говорят,

что функция f ∈ Σ принадлежит классу MSC (n, b), если она удовлетворяет

условию

1− 2

b

(
1

n+ 1

zf (n+1) (z)

f (n) (z)
+ 1

)
≺ ϕ(z), n = 0, 1, 2, · · · ; b ∈ C\{0}.

Выбирая специальные n, b и ϕ(z), мы получаем следующие подклассы ме-

роморфных функций.

1. Для n = 0, b = 2 и ϕ (z) = 1 + sin z, мы получаем

MS∗sin =

{
f ∈ Σ : −zf

′ (z)

f (z)
≺ 1 + sin z

}
.

2. Для n = 0, b = 2 и ϕ (z) = 1 + tanh z, имеем

MS∗tanh =

{
f ∈ Σ : −zf

′ (z)

f (z)
≺ 1 + tanh z

}
.
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3. Для n = 0, b = 2 и ϕ (z) =
√
1 + z, мы получаем

MS∗BL =

{
f ∈ Σ : −zf

′ (z)

f (z)
≺

√
1 + z

}
.

Целью данной статьи является вывод оценок коэффициентов, второго опре-

делителя Ганкеля |H2 (1)| и коэффициентов обратных функций для обобщен-

ного класса мероморфных функций, связанных с общей функцией ϕ(z).

2. Предварительные результаты

Для вывода основных результатов нам потребуются следующие леммы.

Лемма 2.1. (см. [29, стр. .41]) Для функции p ∈ P вида (1.3) и для каждого

n ≥ 1 выполняется точное неравенство |pn| ≤ 2 . Равенство выполняется

для функции

p(z) =
1 + z

1− z
.

Лемма 2.2. (см. [30]) Для любых действительных чисел µ и υ и функции

Шварца w (z) =
∑∞

n=1 cnz
n, выполняются следующие точные соотношения.

Если

(2.1)

(µ, υ) ∈
{
|µ| ≤ 1

2
, −1 ≤ υ ≤ 1

}
∪
{
1

2
≤ |µ| ≤ 2,

4

27
(|µ|+ 1)

3 − (|µ|+ 1) ≤ υ ≤ 1

}
,

тогда

(2.2)
∣∣c3 + µc1c3 + υc31

∣∣ ≤ 1.

Если

D1 =

{
2 ≤ |µ| ≤ 4, υ ≥ 1

12

(
µ2 + 8

)}
∪
{
|µ| ≥ 4, υ ≥ 2

3
(|µ| − 1)

}
,

тогда ∣∣c3 + µc1c3 + υc31
∣∣ ≤ |υ| ,

и |cn| ≤ 1.

По лемме Шварца-Пика мы знаем, что

(2.3) |c2| ≤ 1− |c1|2 .

Аналогично мы находим, что

(2.4)
∣∣c2 + λc21

∣∣ ≤ max {1, |λ|} (λ ∈ C).

Лемма 2.3. (см. [31]) Пусть w (z) =
∑∞

n=1 cnz
n – функция Шварца. Тогда

|c3| ≤ 1− |c1|2 −
|c2|2

1 + |c1|
,
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|c4| ≤ 1− |c1|2 − |c2|2 ,

|c5| ≤ 1− |c1|2 − |c2|2 −
|c3|2

1 + |c1|
.

Лемма 2.4. (see [32]) Пусть w (z) =
∑∞

n=1 cnz
n – функция Шварца. Тогда∣∣c1c3 − c22

∣∣ ≤ 1− |c1|2 .

Лемма 2.5. (see [33]) Пусть w (z) =
∑∞

n=1 cnz
n – функция Шварца, и λ ∈ C.

Тогда ∣∣c4 + (1 + λ) c1c3 + c22 + (1 + 2λ) c21c2 + λc41
∣∣ ≤ max {1, |λ|} ,

и ∣∣c4 + 2c1c3 + λc22 + (1 + 2λ) c21c2 + λc41
∣∣ ≤ max {1, |λ|} .

3. Оценки коэффициентов для класса MSC (n, b)

Сначала мы докажем следующий результат для начальных коэффициентов

класса MSC (n, b).

Теорема 3.1. Пусть f ∈ MSC (n, b) с ϕ (z) = 1 +
∑∞

n=1Bnz
n. Тогда

(3.1) |a0| ≤
n+ 1

2

∣∣∣∣ bB1

ψ(0, n)

∣∣∣∣ ,
(3.2) |a1| ≤

n+ 1

4

∣∣∣∣ bB1

ψ (1, n)

∣∣∣∣ (max

{
1,

∣∣∣∣2B2 − b(n+ 1)B2
1

2B1

∣∣∣∣}) ,
|a2| ≤

n+ 1

6

|bB1|
|ψ (2, n)|

,

где

ψ(j, n) =

(
j
n

)
(−1)n

(j = 0, 1, 2),∣∣8B2 − 3b (n+ 1)B2
1

∣∣ ≤ 4 |B1| ,∣∣∣b2 (n+ 1)
2
B3

1 − 6bB2 (n+ 1)B1 + 8B3

∣∣∣ ≤ 8 |B1| .

Доказательство. Пусть f ∈ MSC (n, b). Тогда существует функция Шварца

такая, что

(3.3) 1− 2

b

(
1

n+ 1

zf (n+1) (z)

f (n) (z)
+ 1

)
= ϕ (w (z)) .

Легко видеть, что

(3.4) f (n) (z) =
(−1)

n
n!

zn+1
+

∞∑
m=0

m!

(m− n)!
amz

m−n.
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В силу (3.3) и (3.4), имеем

1− 2

b

(
1

n+ 1

zf (n+1) (z)

f (n) (z)
+ 1

)
= 1 +

2

b (n+ 1)

[
−ψ (0, n) a0z +

(
ψ2 (0, n) a20 − 2ψ (1, n) a1

)
z2

−
(
ψ3 (0, n) a30 − 3ψ (0, n)ψ (1, n) a0a1 + 3ψ (2, n) a2

)
z3 + · · ·

]
,

(3.5)

где

ψ(m,n) =

(
m
n

)
(−1)n

,

(3.6) ϕ (w (z)) = 1+B1c1z+
(
B2c

2
1 +B1c2

)
z2+

(
B3c

3
1 + 2B2c1c2 +B1c3

)
z3+· · · .

Из (3.5) и (3.6) следует, что

(3.7) a0 = −1

2

bB1c1 (n+ 1)

ψ (0, n)
,

(3.8) a1 =
1

8

b (n+ 1)

ψ (1, n)

[
bc21 (n+ 1)B2

1 − 2B1c2 − 2B2c
2
1

]
,

a2 = − b (n+ 1)

48ψ (2, n)

(
b2n2B3

1c
3
1 + 2b2nB3

1c
3
1 − 6bnB1B2c

3
1 − 6bnB2

1c1c2

+B3
1c

3
1b

2 − 6bB1B2c
3
1 − 6bB2

1c1c2 + 8B3c
3
1 + 16B2c1c2 + 8B1c3

)
.

(3.9)

Из (3.7), получаем

a0 = −1

2

bB1 (n+ 1)

ψ (0, n)
c1,

откуда следует, что

|a0| =
1

2

|b| (n+ 1)

|ψ (0, n)|
|B1| |c1| .

В силу леммы 2.2,

|a0| ≤
1

2

|b| (n+ 1)

|ψ (0, n)|
|B1| .

С учетом (3.8), получим, что

|a1| =
1

8

|b| (n+ 1)

|ψ (1, n)|
∣∣bc21 (n+ 1)B2

1 − 2B1c2 − 2B2c
2
1

∣∣ ,
откуда следует, что

|a1| =
1

4

|b| (n+ 1)

|ψ (1, n)|
|B1|

∣∣∣∣c2 + 2B2 − b(n+ 1)B2
1

2B1
c21

∣∣∣∣ .
По лемме 2.4 получаем, что

|a1| ≤
1

4

|b| (n+ 1)

|ψ (1, n)|
|B1|

(
max

{
1,

∣∣∣∣2B2 − b(n+ 1)B2
1

2B1

∣∣∣∣}) .
Из(3.9), имеем

a2 = − b (n+ 1)

48ψ (2, n)

(
b2n2B3

1c
3
1 + 2b2nB3

1c
3
1 − 6bnB1B2c

3
1 − 6bnB2

1c1c2

+B3
1c

3
1b

2 − 6bB1B2c
3
1 − 6bB2

1c1c2 + 8B3c
3
1 + 16B2c1c2 + 8B1c3

)
,
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что приводит к

|a2| =
|b| (n+ 1)

6 |ψ (2, n)|
|B1|

×

∣∣∣∣∣c3 + 8B2 − 3b (n+ 1)B2
1

4B1
c1c2 +

b2 (n+ 1)
2
B3

1 − 6bB2 (n+ 1)B1 + 8B3

8B1
c31

∣∣∣∣∣ .
Если ∣∣8B2 − 3b (n+ 1)B2

1

∣∣ ≤ 4 |B1|

и имеет место ∣∣∣b2 (n+ 1)
2
B3

1 − 6bB2 (n+ 1)B1 + 8B3

∣∣∣ ≤ |8B1| ,

тогда

|a2| ≤
n+ 1

6

|bB1|
|ψ (2, n)|

.

Теорема 3.1 доказана. □

Теорема 3.2. Если f ∈ MSC (n, b) и

|c1| <
∣∣24ψ (0, n)ψ (2, n)B2

1 − 1
∣∣

|32B2
1ψ

2 (1, n)− 1| − |24ψ (0, n)ψ (2, n)B2
1 − 1|

,

тогда ∣∣a0a2 − a21
∣∣ ≤ 1

192

|b|2 (n+ 1)2

ψ (0, n)ψ2 (1, n)ψ (2, n)

(
1

2
+ max{g (|c1|)}

)
,

где

g (|c1|) =
1

2
A+

1

2

(
A− D

1 + |c1|

)
|c1|+

(
D

|c1|
1 + |c1|

−A+ E

)
|c1|2

−
(
A

2
+ E

)
|c1|3 +

(
F +

1

2
A− 1

2

|c1|
1 + |c1|

D

)
A =

∣∣24ψ (0, n)ψ (2, n)B2
1 − 1

∣∣ ,
D =

∣∣∣32B2
1ψ (1, n)

2 − 1
∣∣∣ ,

E =
∣∣(32ψ2 (1, n)− 24ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B1B2

−12b (n+ 1)
(
ψ2 (1, n)− ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B3

1

∣∣ ,
F = | − 12ψ(0, n)ψ(2, n)B2

2 − 12b(n+ 1)
(
ψ2 (1, n)− ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B2

1B2

+b2(n+ 1)2
(
2ψ2 (1, n)− 3ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B4

1 + 16B1ψ
2 (1, n)B3|.
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Доказательство. В силу (3.7) – (3.9), имеем

a0a2 − a21

=
1

192

b2(n+ 1)2

ψ (0, n)ψ2 (1, n)ψ (2, n)

{
16B2

1ψ
2 (1, n) c1c3 − 12ψ (0, n)ψ (2, n)B2

1c
2
2

+ [
(
32ψ2 (1, n)− 24ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B1B2

− 12b (n+ 1)
(
ψ2 (1, n)− ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B3

1 ]c
2
1c2

+
[
−12ψ (0, n)ψ (2, n)B2

2 − 12b (n+ 1)
(
ψ2 (1, n)− ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B2

1B2

+b2(n+ 1)2
(
2ψ2 (1, n)− 3ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B4

1 + 16B1ψ
2 (1, n)B3

]
c41
}
.

После простых вычислений получим, что∣∣a0a2 − a21
∣∣ = 1

192

|b|2 (n+ 1)2

ψ (0, n)ψ2 (1, n)ψ (2, n)

×
(
1

2

∣∣c1c3 − c22
∣∣+ 1

2
|c1| |c3|D +

1

2
|c2|2A+ E |c1|2 |c2|+ F |c1|4

)
.

Упростив, получим∣∣a0a2 − a21
∣∣ = 1

192

|b|2 (n+ 1)2

ψ (0, n)ψ2 (1, n)ψ (2, n)

(
1

2
L1 + L2

)
,

где

L1 =
∣∣c1c3 − c22

∣∣ ,
L2 =

1

2
|c1| |c3|D +

1

2
|c2|2A++E |c1|2 |c2|+ F |c1|4 .

Теперь, по лемме 2.4, получим L1 ≤ 1. Для получения оценки L2, в силу леммы

2.3, имеем, что

L2 =
1

2
|c1|

(
1− |c1|2 −

|c2|2

1 + |c1|

)
D +

1

2
|c2|2A++E |c1|2 |c2|+ F |c1|4 ,

что эквивалентно

L2 =
1

2
|c1| −

1

2
|c1|3 +

1

2
|c2|2

(
A− |c1|

1 + |c1|
D

)
+ E |c1|2 |c2|+ F |c1|4 .

Если |c1| <
∣∣∣ A
D−A

∣∣∣, то

L2 =

(
1

2
|c1| −

1

2
|c1|3

)
D+

1

2

(
1− |c1|2

)2(
A− |c1|

1 + |c1|
D

)
+E |c1|2 (1− |c1|)+F |c1|4 .

Следовательно,

g (|c1|) =
1

2
A+

(
−A+

1

2
D + E

)
|c1|2 +

(
1

2
A− 1

2
D − E + F

)
|c1|4 ,

L2 ≤ max{g (|c1|)},

откуда следует, что∣∣a0a2 − a21
∣∣ ≤ 1

192

|b|2 (n+ 1)2

ψ (0, n)ψ2 (1, n)ψ (2, n)

(
1

2
+ max{g (|c1|)}

)
.

Теорема 3.2 доказана. □
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Теорема 3.3. Если f ∈ MSC (n, b), тогда

|a0a1 − a2| ≤
n+ 1

6

∣∣∣∣ bB1

ψ(2, n)

∣∣∣∣
для |A1| ≤ |A3|

2 и |A2| ≤ |A3|, где

A1 = 16ψ (0, n)ψ (1, n)B2 − 6b (n+ 1) (ψ (0, n)ψ (1, n)− ψ (2, n))B2
1 ,

A2 = 8ψ (0, n)ψ (1, n)B3 − 6b(n+ 1) (ψ (0, n)ψ (1, n)− ψ (2, n))B1B2

+b2 (n+ 1)
2
(ψ (0, n)ψ (1, n)− 3ψ (2, n))B3

1 ,

A3 = 8ψ (0, n)ψ (1, n)B1.

Доказательство. В силу (3.7) – (3.9), имеем

|a0a1 − a2| =
∣∣∣∣ (n+ 1) b

48ψ (0, n)ψ (1, n)ψ (2, n)

∣∣∣∣ ∣∣A1c1c2 +A2c
3
1 +A3c3

∣∣ .
После вычислений,

|a0a1 − a2| =
∣∣∣∣ (n+ 1) b

6ψ (2, n)
B1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣c3 + A1

A3
c1c2 +

A2

A3
c31

∣∣∣∣ .
Из |A1| ≤ |A3|

2 и |A2| ≤ |A3| , заключаем, что утверждение теоремы 3.3 имеет

место. □

Теорема 3.4. Если f ∈ MSC (n, b), тогда∣∣a1 − λa20
∣∣ ≤ n+ 1

4
|bB1|

∣∣∣∣ψ(0, n)ψ(1, n)

∣∣∣∣
×
(
max

{
1,

∣∣∣∣ b (n+ 1)

2ψ2 (0, n)

{[
2ψ (1, n)λ− ψ2(0, n)

]
B2

1 + 2ψ2 (0, n)B2

}∣∣∣∣}) .
Доказательство. В силу (3.7) и (3.8), имеем∣∣a1 − λa20

∣∣ = 1

4

|b| (n+ 1)ψ(0, n)

|ψ(1, n)|
|B1|

×
∣∣∣∣c2 + b (n+ 1)

2ψ2 (0, n)

{[
2ψ (1, n)λ− ψ2 (0, n)

]
B2

1 + 2ψ2 (0, n)B2

}
c21

∣∣∣∣ .
По лемме 2.4, получим утверждение теоремы 3.4. □

4. Оценки коэффициентов обратной функии

Для функции вида (1.1), f−1 (ω) есть обратная функция функции f (z)и

определена равенством

(4.1) f−1 (ω) =
1

ω
+

∞∑
n=0

bnω
n =

1

ω
− a0 −

∑
n≥1

1

n
Λn
n+1ω

n,
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где

Λn
n+1 = nan−1

0 a1 + n (n− 1) an−2
0 a2 +

1

2
n (n− 1) (n− 2) an−3

0

(
a3 + a21

)
+

1

6
n (n− 1) (n− 2) (n− 3) an−4

0 (a4 + 3a1a2) +
∑
l≥5

an−l
0 ηl

а ηl with 5 ≤ l ≤ n – однородный полином степени l относительно переменных

a0, a1, . . . , an.

Из (4.1) , имеем

b0 = −a0, b1 = −a1, b2 = − (a2 + a0a1) ,

b3 = −
(
a3 + 2a0a2 + a20a1 + a21

)
.

(4.2)

Теорема 4.1. Пусть f ∈ MSC (n, b) с обратными козффициентами задана в

(4.1). Тогда

|b0| ≤
n+ 1

2

∣∣∣∣ bB1

ψ (0, n)

∣∣∣∣ ,
|b1| ≤

n+ 1

4

∣∣∣∣ bB1

ψ (0, n)

∣∣∣∣ ·max

{
1,

∣∣∣∣12b (n+ 1)B1 −
B2

B1

∣∣∣∣} ,
|b2| ≤

n+ 1

6

∣∣∣∣ bB1

ψ(2, n)

∣∣∣∣
для |A| ≤ |E|

2 и |D| ≤ |E|, где A,D и E определены в (4.6).

Доказательство. В силу (3.7) – (3.9) и (4.2), имеем

(4.3) b0 =
1

2

bB1c1 (n+ 1)

ψ (0, n)
,

(4.4) b1 =
1

8

b (n+ 1)

ψ (0, n)

{
2B1c2 −

[
b (n+ 1)B2

1 − 2B2

]
c21
}
,

и

(4.5) b2 =
1

48

b (n+ 1)

ψ (0, n)ψ (1, n)ψ (2, n)

(
Ac1c2 +Dc31 + Ec3

)
,

где

A = −6b (n+ 1) (ψ (0, n)ψ (1, n) + ψ (2, n))B2
1 + 16ψ (0, n)ψ (1, n)B2,

D = −6b (n+ 1) (ψ (0, n)ψ (1, n) + ψ (2, n))B1B2 + 8ψ (0, n)ψ (1, n)B3

+ b2 (n+ 1)
2
(ψ (0, n)ψ (1, n) + 3ψ (2, n))B3

1 ,

E = 8ψ (0, n)ψ (1, n)B1.

(4.6)

Из (4.3), находим,что

b0 =
1

2

bB1c1 (n+ 1)

ψ (0, n)
.

Отметив, что |c1| ≤ 1, находим, что

|b0| ≤
1

2

n+ 1

|ψ(0, n)|
|bB1| .
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Аналогично, в силу (4.4), находим, что

|b1| =
1

8

|b| (n+ 1)

|ψ (0, n)|
∣∣2B1c2 −

(
b (n+ 1)B2

1 − 2B2

)
c21
∣∣

=
1

4

|b| (n+ 1)

|ψ (0, n)|
|B1|

∣∣∣∣c2 − (1

2
b (n+ 1)B1 −

B2

B1

)
c21

∣∣∣∣ .
С учетом (2.4) получаем, что

|b1| ≤
1

4

|b| (n+ 1)

|ψ (0, n)|
|B1| ·max

{
1,

∣∣∣∣12b (n+ 1)B1 −
B2

B1

∣∣∣∣} .
Теперь, из (4.5) следует, что

b2 =
1

48

b (n+ 1)

ψ (0, n)ψ (1, n)ψ (2, n)

(
Ac1c2 +Dc31 + Ec3

)
.

С помощью простых вычислений, получаем

|b2| ≤
1

6

n+ 1

|ψ (2, n)|
|bB1|

∣∣∣∣c3 + A

E
c1c2 +

D

E
c31

∣∣∣∣ .
Если |A| ≤ |E|

2 и |D| ≤ |E|, в силу леммы 2.2, заключаем, что

|b2| ≤
1

6

n+ 1

|ψ (2, n)|
|bB1| .

Теорема 4.2. Если f ∈ MSC (n, b)с обратными коэффициентами как в (4.1),

тогда

|b0b1 − b2| ≤
n+ 1

6

∣∣∣∣ bB1

ψ (2, n)

∣∣∣∣
для |D1| ≤ |D3|

2 и |D2| ≤ |D3|, где

D1 = 16ψ (1, n)ψ (0, n)B2 − 6b (n+ 1) (ψ (0, n)ψ (1, n) + 2ψ (2, n))B2
1 ,

D2 = 8ψ (0, n)ψ (1, n)B3 − 6b (n+ 1) (ψ (0, n)ψ (1, n) + 2ψ (2, n))B1B2

+ b2 (n+ 1)
2
(ψ (0, n)ψ (1, n) + 6ψ (2, n))B3

1 ,

D3 = 8ψ (0, n)ψ (1, n)B1.

Доказательство. В силу (4.3) – (4.5) имеем, что

|b0b1 − b2| =
1

48

|b| (n+ 1)

|ψ (0, n)| |ψ (1, n)| |ψ (2, n)|
∣∣D3c3 +D1c1c2 +D2c

3
1

∣∣ .
Следовательно,

|b0b1 − b2| =
1

6

n+ 1

|ψ (2, n)|
|bB1|

∣∣∣∣c3 + D1

D3
c1c2 +

D2

D3
c31

∣∣∣∣ .
Если |D1| ≤ |D3|

2 и |D2| ≤ |D3|, по лемме 2.2 заключаем, что утверждение

теоремы 4.2 имеет место. □
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Теорема 4.3. Если f ∈ MSC (n, b)с обратными коэффициентами как в (4.1),

тогда ∣∣b21 − λb0
∣∣ ≤ n+ 1

4

∣∣∣∣ bB1

ψ(1, n)

∣∣∣∣×(
max

{
1,

∣∣∣∣∣
[
b (n+ 1)

(
ψ2 (0, n) + 2λψ (1, n)

)
B2

1 − 2ψ2 (0, n)B2

]
2ψ2 (0, n)B1

∣∣∣∣∣
})

.

Доказательство. Из (4.3) и (4.4), имеем, что∣∣b21 − λb0
∣∣ = 1

4

n+ 1

|ψ (1, n)|
|bB1| ×∣∣∣∣∣c2 −

[
b (n+ 1)

(
ψ2 (0, n) + 2λψ (1, n)

)
B2

1 − 2ψ2 (0, n)B2

]
2ψ2 (0, n)B1

c21

∣∣∣∣∣ .
В силу (2.4), заключаем, что утверждение теоремы 4.3 имеет место. □

Замечание 4.1. Выбрав в полученных результатах специалным образом n, b

и ϕ(z), мы получим некоторые известные результаты. Мы опускаем подроб-

ности.

Благодарность. Авторы выражают благодарность рецензенту за полезные

замечания и предложения, которые существенным образом повысили качество

данной статьи.

Abstract. The main purpose of this paper is to study coefficient bounds of a

class of meromorphic functions involving higher order derivative. Several similar

inequalities are also established for the inverse functions of the considered class of

meromorphic functions.
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ФРЕЙМ ПОТЕНЦИАЛ СОПРЯЖЕННОГО ФРЕЙМА И
ВОССТАНАВЛИВАЕМЫЙ ПО ФАЗЕ ФРЕЙМ

М. ДЖАФАРИЗАДЕ, М. А. ГАСАНХАНИ ФАРД

Рафсанджанский университет, Рафсанджан, Иран
E-mails: m.jafarizadeh@stu.vru.ac.ir; m.hasankhani@vru.ac.ir

Аннотация. Настоящая статья посвящена фрейм-потенциалу конечных
фреймов в n-мерном гильбертовом пространстве Hn. Точнее, мы опреде-
ляем относительный фрейм-потенциал двух последовательностей F и G в
Hn, который обозначается как F̃P (F ,G). Для дуальных фреймов F и G в
Hn мы показываем, что G является каноническим дуальным фреймом F
тогда и только тогда, когда F̃P (F ,G) = n. Нижняя и верхняя границы для
F̃P (F ,G) даны для случая, когда F и G являются фреймами для Hn. Бо-
лее того, показываем, что min

{
F̃P (.,G) ;G есть последовательность в Hn

}
по множеству всех фреймов в Hn с нижней фрейм границей A достигается
для A-жестких фреймах и max

{
F̃P (.,G) ;G есть последовательность в Hn

}
по множеству всех фреймов в Hn с верхней фрейм границей B встречается
в B-жестких фреймах. Также, используя относительный фрейм-потенциал
подпоследовательностей данного фрейма, представлены некоторые экви-
валентные условия для его восстанавливаемости по фазе и по норме.

MSC2020 numbers: 42C15.
Ключевые слова: фрейм; дуальный фрейм; фрейм потенциал; восстанавли-
ваемый по фазе фрейм; нормированно восстанавливаемый кадр.

1. Введение

Концепция фреймов в гильбертовом пространстве Hn была первоначально

введена Даффином и Шеффером в контексте негармонического ряда Фурье [1].

За последнее десятилетие были предложены различные обобщения фреймов,

такие как фрейм подпространств, псевдофреймы, косые фреймы, непрерывные

фреймы, фреймы слияния, g-фреймы и т. д. Концепция фреймов Парсеваля с

равной нормой на конечномерных гильбертовых пространствах была впервые

введена Касаза и Леонардом в [2, 3] и очень быстро развивалась в течение

последних десяти лет, особенно в контексте вейвлетов и систем Габора.

В n-мерном гильбертовом пространстве Hn со скалярным произведением

⟨., .⟩ последовательность F = {fi}mi=1 называется фреймом для Hn, если суще-

ствуют константы A > 0, B <∞ такие, что для всех f ∈ Hn,

A ∥f∥2 ≤
m∑
i=1

|⟨f, fi⟩|2 ≤ B ∥f∥2 ,(1.1)
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где A,B — соответственно нижняя и верхняя границы фрейма. Второе нера-

венство условия фрейма (1.1) также известно как условие Бесселя для {fi}mi=1.

Фрейм {fi}mi=1 называется A-жестким фреймом, если A = B. Жесткий фрейм

с ∥fi∥ = c для всех 1 ≤ i ≤ m называется жёстким фреймом с c-равной нормой,

а жесткий фрейм с границей фрейма 1 называется фреймом Парсеваля.

Ограниченный линейный оператор TF , определенный равенством

TF : Fm → H, TF ({ci}mi=1) =

m∑
k=1

cifi

называется фрейм оператором фрейма F . Ограниченный линейный оператор

SF , определенный равенством

SF : Hn → Hn, SFf =

m∑
i=1

⟨f, fi⟩ fi

также называется фрейм оператором фрейма F . Известно, что фрейм опера-

тора S является положительным, самосопряженным и обратимым оператором.

Фреймы {fi}mi=1 и {gi}mi=1 являются сопряженными (дуальными) фреймами

для H, если

f =

m∑
i=1

⟨f, gi⟩ fi, ∀f ∈ H.

Фрейм {f̃i}mi=1 определенный как f̃i = S−1fi для 1 ≤ i ≤ m, является сопря-

женным к {fi}mi=1 и называется канонически сопряженным фреймом фрейма

{fi}mi=1. Для дальнейших сведений о фреймах см. [4] –[8].

Фреймы — это избыточные множества векторов в гильбертовом простран-

стве, которые дают одно естественное представление каждого вектора в про-

странстве, но могут иметь бесконечно много различных представлений для

любого вектора. Именно эта избыточность делает фреймы полезными в прило-

жениях. В обработке сигналов эта концепция стала очень полезной при анализе

полноты и устойчивости линейных дискретных представлений сигналов.

Понятие фрейм-потенциала конечного фрейма был введен Бенедетто и Фи-

кусом в [9]. Фактически, фрейм-потенциал конечного фрейма является крите-

рием измерения его ортогональности. Показано, что A-жесткие фреймы явля-

ются минимизаторами фрейм-потенциала в K — семействе фреймов с нижней

границей фрейма A.

Реконструкция сигнала с помощью фреймов является важной и интересной

проблемой в физике и технике. Некоторые классы жестких фреймов гильберто-

ва пространства, которые позволяют реконструировать сигнал из абсолютных
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значений фрейм коэффициентов, были построены в [10]. Как следствие, рекон-

струкция сигнала может быть выполнена без использования фазы. Процесс

реконструкции сигнала без использования фазы известен как восстановление

фазы. Когда мы говорим, что {fk}mk=1 является восстанавливаемым по фазе

фреймом в Hn, это означает, что любой вектор в Hn может быть восстановлен

с точностью до постоянного фазового множителя из модуля его фрейм коэф-

фициентов.

Восстанавливаемые по фазе фреймы имеют важные приложения в рентгенов-

ской кристаллографии, электронной микроскопии, распознавании речи и мно-

гих других областях [11] – [14].

Понятие восстановливаемого по норме фрейма введено в [15]. Авторы пока-

зали, что это то, что необходимо для перехода из восстановливаемости по фазе

к полноте. Они также получили связь между восстанавливаемыми по фазе

фреймами и восстанавливаемыми по норме фреймами.

В этой статье определяем относительный фрейм-потенциал фрейма F̃P (F ,G)
для двух последовательностей F и G в Hn. Для дуальных фреймов F и G в

Hn мы показываем, что G является каноническим дуальным фреймом F то-

гда и только тогда, когда F̃P (F ,G) = n. В случае, когда F и G являются

фреймами для Hn, даются нижняя и верхняя границы для F̃P (F ,G). Более

того, мы показываем, что min
{
F̃P (.,G) ;G есть последовательность в Hn

}
на

совокупности всех фреймов для Hn с нижней фрейм-границей A встречается

в A-жестких фреймах и max
{
F̃P (.,G) ;G есть последовательность в Hn

}
на

совокупности всех фреймов для Hn с верхней фрейм границей B встречает-

ся в B-жестких фреймах. Также, используя относительный фрейм-потенциал

кадра подпоследовательностей данного кадра, представлены некоторые экви-

валентные условия для его восстанавливаемости по фазе и по норме.

2. Фрейм–потенециал сопряженных фреймов

Бенедетто и Фикус определили фрейм потенциал системы {fi}mi=1 в гиль-

бертовом пространстве Hn следующим образом:

Определение 2.1. [9] Пусть F = {fi}mi=1 – система в гильбертовом про-

странстве Hn. Фрейм–потенциал системы F определяется равенством:

FP (F) =

m∑
i,j=1

|⟨fi, fj⟩|2 .

Относительный фрейм–потенциал двух систем F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 в

гильбертовом пространстве Hn определяем следующим образом:
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Определение 2.2. Пусть F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 – системы в в гиль-

бертовом пространстве Hn. Относительный фрейм–потенциал двух систем

или просто фрейм–потенциал двух систем F и G определяется равенством:

F̃P (F ,G) :=
p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, gj⟩|2 .

Следующее предложение представляет некоторые соотношения между от-

носительным фрейм–потенциалом двух последовательностей и их фрейм – по-

тенциалами.

Утверждение 2.1. Пусть F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 – две системы в в

гильбертовом пространстве Hn. Тогда

a) F̃P (F ,F) = FP (F),

b) F̃P (F ,G) = 1
2 [FP (F ∪ G)− FP (F)− FP (G)],

c) Если F и G – фрейма в Hn, тогда F̃P (F ,G) = tr (SFSG), где SF и SG - -

фрейм операторы F и G, соответственно.

Доказательство. Часть a очевидна. Пусть

hi :=


fi , 1 ≤ i ≤ p,

gi−p, p+ 1 ≤ i ≤ p+ q
.

Тогда

FP (F ∪ G) =
p+q∑
i,j=1

|⟨hi, hj⟩|2

=

p∑
i,j=1

|⟨fi, fj⟩|2 + 2

p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, gj⟩|2 +
q∑

i,j=1

|⟨gi, gj⟩|2

= FP (F) + 2F̃P (F ,G) + FP (G) .

Применив равенство FP (F) = tr
(
S2
F
)
[16], имеем,

F̃P (F ,G) = 1

2
[FP (F ∪ G)− FP (F)− FP (G)]

=
1

2

[
tr
(
S2
F∪G

)
− tr

(
S2
F
)
− tr

(
S2
G
)]

=
1

2

[
tr (SF + SG)

2 − tr
(
S2
F
)
− tr

(
S2
G
)]

=
1

2

[
tr
(
S2
F
)
+ tr (SFSG) + tr (SGSF ) + tr

(
S2
G
)
− tr

(
S2
F
)
− tr

(
S2
G
)]

= tr (SFSG) .
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В следующей теореме получена оценка сверху для F̃P (F ,G). Получена так-

же оценка снизу для F̃P (F ,G) в случае, когда F и G являются фреймами в

Hn.

Теорема 2.1. Пусть F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 системы в гильбертовом про-

странсчтве Hn. Тогда F̃P (F ,G) ≤ αβ, где α :=
∑p
i=1 ∥fi∥

2 и β :=
∑q
j=1 ∥gj∥

2.

Если, кроме того, F и G– фреймы в Hn, тогда
αβ

n
≤ F̃P (F ,G) ≤ αβ.

В частности, если F и G нормированы, тогда
pq

n
≤ F̃P (F ,G) ≤ pq.

Доказательство. Применив неравенство Коши-Шварца, имеем:

F̃P (F ,G) =
p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, gj⟩|2 ≤
p∑
i=1

q∑
j=1

∥fi∥2 ∥gj∥2 =

p∑
i=1

∥fi∥2
q∑
j=1

∥gj∥2 = αβ.

В случае, когда F and G– фреймы в Hn, применив часть c утверждкения 2.1

и [17, Theorem II.2] получим F̃P (F ,G) = tr (SFSG) ≥
∑n
i=1 λiµn−i+1, где λ1 ≥

λ2 ≥ · · · ≥ λn – собственные значения SF , а µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µn – собственные

значения SG . Кроме того,
n∑
i=1

λi = tr (SF ) = tr (TFT
∗
F ) = tr (T ∗

FTF ) =

p∑
i=1

∥fi∥2 = α.

Анологично,
∑n
i=1 µi = β.

Следовательно, для получения оценки снизу для F̃P (F ,G), нужно решить

следующую оптимизационную задачу:
minΦ (λ1, λ2, . . . , λn, µ1, µ2, . . . , µn) :=

∑n
i=1 λiµn−i+1,

ϕ (λ1, λ2, . . . , λn) :=
∑n
i=1 λi = α,

ψ (µ1, µ2, . . . , µn) :=
∑n
i=1 µi = β

.

Применив метод множителей Лагранжа, мы ищем значения λ1, λ2, . . . , λn,

µ1, µ2, . . . , µn и γ, η так, что ∇Φ = γ∇ϕ+η∇ψ, ϕ (λ1, λ2, . . . , λn) = α и ψ (µ1, µ2, . . . , µn) =

β. Получаем следующие уравнения для i = 1, 2, . . . , n

∂Φ
∂λi

= γ ∂ϕ
∂λi

+ η ∂ψ∂λi
,

∂Φ
∂µi

= γ ∂ϕ
∂µi

+ η ∂ψ∂µi
,∑n

i=1 λi = α,∑n
i=1 µi = β

,
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откуда следует, что λi = α
n and µi = β

n for i = 1, 2, . . . , n. Следовательно,

F̃P (F ,G) ≥ Φ

(
α

n
,
α

n
, . . . ,

α

n
,
β

n
,
β

n
, . . . ,

β

n

)
= n

α

n

β

n
=
αβ

n
.

Теорема 2.2. Оценка снизу для F̃P (F ,G) достигается, когда F = {fi}pi=1 и

G = {gi}qi=1 являются жесткими фреймами.

Доказательство. Если F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 – жесткие фреймы, тогда

SF = α
n I и SG = β

nI, где I – тождественный оператор в Hn. Таким образом,

F̃P (F ,G) = tr (SFSG) = tr

(
α

n
I
β

n
I

)
=
αβ

n2
tr (I) =

αβ

n
.

Следующий пример показывает, что обратное утверждение теоремы 2.2 невер-

но.

Пример 1. Рассмотрим фреймы F = {e1, e2} и G = {e1, e2, e2} для H2, где

{e1, e2}– ортонормированный базис в H2. Тогда, F̃P (F ,G) = 3 = αβ
n , но фрейм

G не жесткий.

Теорема 2.3. Оценка сверху для F̃P (F ,G) достигается только, если F и G
являются скалярными кратными одного вектора в Hn.

Доказательство. Если две системы F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 являются

скалярными кратными одного вектора в Hn, тогда существует вектор f ∈ Hn

такой, что fi = cif и gj = djf для некоторых скаляров ci, dj . Тогда |⟨fi, gj⟩| =
∥fi∥ ∥gj∥, для 1 ≤ i ≤ p и 1 ≤ j ≤ q. Следовательно,

F̃P (F ,G) =
p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, gj⟩|2 =

p∑
i=1

q∑
j=1

∥fi∥2 ∥gj∥2 =

p∑
i=1

∥fi∥2
q∑
j=1

∥gj∥2 = αβ.

Обратное, если существуют 1 ≤ i0 ≤ p и 1 ≤ j0 ≤ q такие, что fi0 и gj0

не являются скалярными кратными одного вектора в Hn, тогда |⟨fio , gj0⟩| <
∥fi0∥ ∥gj0∥. Следовательно,

F̃P (F ,G) =
p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, gj⟩|2 =

p∑
i=1
i ̸=i0

q∑
j=1
j ̸=j0

|⟨fi, gj⟩|2 + |⟨fio , gj0⟩|
2

<

p∑
i=1
i ̸=i0

q∑
j=1
j ̸=j0

∥fi∥2 ∥gj∥2 + ∥fi0∥
2 ∥gj0∥

2
=

p∑
i=1

∥fi∥2
q∑
j=1

∥gj∥2 = αβ.

Теорема 2.4. Если F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 – биортогональны, тогда

F̃P (F ,G) = min {p, q}.
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Доказательство. Допустим, что F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 – биортогональ-

ны. Без ограничения общности можем считать, что p ≤ q. Тогда

F̃P (F ,G) =
p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, gj⟩|2

=

p∑
i=1

|⟨fi, gi⟩|2 +
p∑
i=1

q∑
j=1,j ̸=i

|⟨fi, gj⟩|2 = p+ 0 = p = min {p, q} .

Следующий пример показывет, что обратное утверждение неверно.

Пример 2. Рассмотрим фреймы F = {e1, e2} и G =
{

1√
2
(e1 + e2) ,

1√
2
(e1 − e2)

}
в H2, где e = {e1, e2} – ортонормированный базис в H2. Тогда F̃P (F ,G) = 2 =

min {p, q}, но F и G не биортогональны.

Следующая теорема дает отношение между дуальными фреймами.

Теорема 2.5. Если F̂ и Ĝ – дуальные фреймы двух фреймов F и G соответ-

ственно, тогда
FP (F)

F̃P
(
F , Ĝ

) ≤ F̃P (F ,G) ≤ FP (F) F̃P
(
G, F̂

)
.

Доказательство. Предположим, что F̂ =
{
f̂i

}p
i=1

и Ĝ = {ĝj}qj=1 – дуальные

фреймы двух фреймов F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 соответственно, тогда

F̃P (F ,G) =
p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, gj⟩|2 =

p∑
i=1

q∑
j=1

∣∣∣∣∣
〈
fi,

p∑
k=1

〈
gj , f̂k

〉
fk

〉∣∣∣∣∣
2

≤
p∑
i=1

q∑
j=1

(
p∑
k=1

|⟨fi, fk⟩|2
)(

p∑
k=1

∣∣∣〈f̂k, gj〉∣∣∣2)

=

(
p∑
i=1

p∑
k=1

|⟨fi, fk⟩|2
) p∑

k=1

q∑
j=1

∣∣∣〈f̂k, gj〉∣∣∣2
 = FP (F) F̃P

(
G, F̂

)
.

Кроме того,

FP (F) =

p∑
i=1

p∑
j=1

|⟨fi, fj⟩|2 =

p∑
i=1

p∑
j=1

∣∣∣∣∣
〈

q∑
k=1

⟨fi, ĝk⟩ gk, fj

〉∣∣∣∣∣
2

≤
p∑
i=1

p∑
j=1

(
q∑

k=1

|⟨fi, ĝk⟩|2
)(

q∑
k=1

|⟨fj , gk⟩|2
)

=

(
p∑
i=1

p∑
k=1

|⟨fi, ĝk⟩|2
) p∑

j=1

q∑
k=1

|⟨fj , gk⟩|2


= F̃P
(
F , Ĝ

)
F̃P (F ,G) .
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В частном случае, когда F̂ – канонический дуальный фрейм фрейма F ,

тогда по утвеждению 2.1, мы имеем: F̃P
(
F , F̂

)
= tr

(
SFS

−
F 1
)
= tr (I) = n,

но обратное неверно. Действительно, рассмотрим два фрейма: F = {e1, e2} и

G =
{√

1
3e1 +

√
2
3e2,

√
2
3e1 +

√
1
3e2

}
в H2, где {e1, e2} – ортонормированный

базис в H2. Тогда F̃P (F ,G) = 2 = n, но G – не канонический дуальный фрейм

фрейма F .

Теорема 2.6. Пусть F̂ - дуальный фрейм для F в Hn. Тогда, F̂ является

каноническим дуальный фреймом F только если F̃P
(
F , F̂

)
= n.

Доказательство. Пусть F̂ =
{
f̂i

}p
i=1

- дуальный фрейм для F = {fi}pi=1

в Hn. Применив теорему [5, Theorem 5.7.4] можем предположить, что f̂j =

S−1
F fj + ϕj так, что ϕj = hj −

∑p
k=1

〈
S−1
F fj , fk

〉
hk для 1 ≤ j ≤ p, где {hi}pi=1 –

система в Hn. Тогда,

F̃P
(
F , F̂

)
=

p∑
i=1

p∑
j=1

∣∣∣〈fi, f̂j〉∣∣∣2 =

p∑
i=1

p∑
j=1

∣∣〈fi, S−1
F fj + ϕj

〉∣∣2
=

p∑
i=1

p∑
j=1

∣∣〈fi, S−1
F fj

〉∣∣2 + p∑
i=1

p∑
j=1

|⟨fi, ϕj⟩|2 + 2Re

p∑
i=1

p∑
j=1

〈
fi, S

−1
F fj

〉
⟨fi, ϕj⟩

= F̃P
(
F , S−1

F F
)
+ F̃P (F ,Φ) + 2Re

p∑
i=1

p∑
j=1

〈
fi, S

−1
F fj

〉
⟨ϕj , fi⟩

= n+ F̃P (F ,Φ) + 2Re

p∑
i=1

p∑
j=1

〈
fi, S

−1
F fj

〉 〈
f̂j − S−1

F fj , fi

〉

= n+ F̃P (F ,Φ) + 2Re

p∑
i=1

〈
p∑
j=1

〈
fi, S

−1
F fj

〉
f̂j −

p∑
j=1

〈
fi, S

−1
F fj

〉
S−1
F fj , fi

〉

= n+ F̃P (F ,Φ) + 2Re

p∑
i=1

〈
p∑
j=1

〈
S−1
F fi, fj

〉
f̂j − S−1

F

 p∑
j=1

〈
fi, S

−1
F fj

〉
fj

 , fi

〉

= n+ F̃P (F ,Φ) + 2Re

p∑
i=1

〈
S−1
F fi − S−1

F fi, fi
〉
= n+ F̃P (F ,Φ) ,

где Φ := {ϕi}pi=1. Следовательно, F̃P
(
F , F̂

)
= n тогда и только тогда, когда

F̃P (F ,Φ) = 0, откуда следует, что ϕj = 0 для 1 ≤ j ≤ p , в силу полноты F .

Значит F̃P
(
F , F̂

)
= n тогда и только токда, когда f̂j = S−1

F fj for 1 ≤ j ≤ p.□

В следующей теореме мы показываем, что min
{
F̃P (.,G) ;G – система в Hn

}
по множеству всех фреймов в Hn с нижней фрейм границей A достигается для

A-жестких фреймов, а max
{
F̃P (.,G) ;G – система в Hn

}
по множеству всех
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фреймов в Hn с верхней фрейм границей B достигается для B-жестких фрей-

мов.

Теорема 2.7. Пусть P – множество всех фреймов в Hn с нижней фрейм

границей A и пусть Q – множество всех фреймов в Hn с верхней фрейм

границей B. Тогда

a) Если F̈ есть A−жесткий фрейм в Hn, тогда F̃P
(
F̈ ,G

)
≤ F̃P (F ,G),

для любого F ∈ P и любой системы G.

b) Если F̈ ∈ P и F̃P
(
F̈ ,G

)
≤ F̃P (F ,G), любого F ∈ P и любой системы

G, тогда F̈ есть A−жесткий фрейм в Hn.

c) Если F̈ есть B−жесткий фрейм в Hn, тогда F̃P
(
F̈ ,G

)
≥ F̃P (F ,G),

для любого F ∈ Q и любой системы G.

d) Если F̈ ∈ Q и F̃P
(
F̈ ,G

)
≥ F̃P (F ,G), для любого F ∈ Q и любой систе-

мы G, тогда F̈ есть B−жесткий фрейм в Hn.

Доказательство. a: Пусть F̈ =
{
f̈i

}p
i=1

есть A−жесткий фрейм в Hn G =

{gj}qj=1 — система в Hn. Тогда

F̃P
(
F̈ ,G

)
=

p∑
i=1

q∑
j=1

∣∣∣〈f̈i, gj〉∣∣∣2 =

q∑
j=1

p∑
i=1

∣∣∣〈gj , f̈i〉∣∣∣2 =

q∑
j=1

A ∥gj∥2

≤
q∑
j=1

r∑
i=1

|⟨gj , fi⟩|2 = F̃P (F ,G)

для любого F = {fi}ri=1 ∈ P.

b: Если F̈ =
{
f̈i

}p
i=1

∈ P и F̃P
(
F̈ ,G

)
≤ F̃P (F ,G), для любого F ∈ P и

любой системы G, для F :=
{√

Ae1,
√
Ae2, . . . ,

√
Aen

}
∈ P, где {e1, e2, . . . , en}

– ортонормированный базис в Hn, для x ∈ Hn имеем:
p∑
i=1

∣∣∣〈x, f̈i〉∣∣∣2 = F̃P
(
F̈ , {x}

)
≤ F̃P (F , {x}) =

p∑
i=1

∣∣∣〈x,√Aei〉∣∣∣2 = A ∥x∥2 .

В силу F̈ ∈ P, имеем, что F̈ есть A−жесткий фрейм в Hn.

Доказательства пунктов c) и d) аналогичны доказательствам a) и b), соот-

ветственно. □

Следствие 2.1. Пусть P – множество всех пар (F ,G) где F and G – фреймы

в Hn с нижними фрейм границами A1 и A2 соответственно. Пусть Q –

множество всех пар (F ,G) где F и G – фреймы в Hn с нижними фрейм

границами B1 и B2 соответственно. Тогда,

a) F̃P
(
F̈ , G̈

)
≤ F̃P (F ,G), для любой пары (F ,G) ∈ P, где F̈ и G̈ – жесткие

фреймы в Hn с нижними фрейм границами A1 и A2 соответственно.
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b) F̃P
(
F̈ , G̈

)
≥ F̃P (F ,G), для любой пары (F ,G) ∈ Q, где F̈ и G̈ – жесткие

фреймы в Hn с верхними фрейм границами B1 и B2 соответственно.

Доказательство. Дважды применив пункт a) теоремы 2.7, получим:

F̃P
(
F̈ , G̈

)
≤ F̃P

(
F , G̈

)
= F̃P

(
G̈,F

)
≤ F̃P (G,F) = F̃P (F ,G)

для любой (F ,G) ∈ P. Пункт b) доказывается аналогично. □

3. Фрейм потенциал и восстанавливаемый по фазе фрейм

Восстанавливаемые по фазе фреймы имеют множество применений в физи-

ке и в инженерии. Маетематическое исследование восстанавливаемых по фазе

фреймов началось в 2006 году в статье Балана, Касаза и Едидина [10]

Определение 3.1. Фрейм F = {fk}mk=1 в Rn (или Cn) называется восста-

навливаемый по фазе фреймом, если для любых f, g ∈ Rn (f, g ∈ Cn) , ес-

ли | ⟨f, fk⟩ | = | ⟨g, fk⟩ | для всех k = 1, 2, ...,m, тода f = cg для некоторой

c ∈ {−1, 1} ( c ∈ {z ∈ C : |z| = 1}).

С. Бахманпур, Дж. Кахил, П. Г. Касаза дж. Джаспер и Л.М. Вудланд [15]

определили восстанавливаемый по норме фрейм:

Определение 3.2. Фрейм F = {fk}mk=1 в Rn (или в Cn) называется восста-

навливаемым по норме фреймом, если для любых f, g ∈ Rn ( f, g ∈ Cn) из

условия | ⟨f, fk⟩ | = | ⟨g, fk⟩ | для всех k = 1, 2, ...,m, вытекает, что ∥f∥ = ∥g∥.

В дальнейшем мы предполагаем, что Hn – действительное Гильбертово про-

странство. В следующей теореме дается описание восстанавливаемых по фазе

и восстанавливаемых по норме фреймов в Hn, используя оболочку элементов

фрейма:

Теорема 3.1. [10, Theorem 2.8] Фрейм F = {fk}mk=1 ⊂ Hn является вос-

станавливаемым по фазе тогда и только тогда, когда для любого разбиения

{Ij}2j=1 набора [m] := {1, 2, ...,m},

span{fk}k∈I1 = Hn или span{fk}k∈I2 = Hn.

Теорема 3.2. [18, Theorem 2.3] Фрейм F = {fk}mk=1 ⊂ Hn является восста-

навливаемым по норме тогда и только тогда, когда для любого разбиения

{Ij}2j=1 набора [m] := {1, 2, ...,m},

span{fk}⊥k∈I1 ⊥ span{fk}⊥k∈I2 .
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Для любого фрейма F = {fi}pi=1 в Hn, положим FI := {fi}i∈I для любого

подмножества ∅ ≠ I ⊊ [p] := {1, 2, . . . , p}.

Теорема 3.3. Если F = {fi}pi=1 является восстанавливаемым по фазе фрей-

мом в Hn с ненулевыми элементами, тогда F̃P (FI ,FIc) > 0, для любого

подмножества ∅ ≠ I ⊊ [p].

Доказательство. В силу теоремы 3.1, span {fi}i∈I = Hn или span {fi}i∈Ic =

Hn. Без ограничения общности можем предположить, что span {fi}i∈I = Hn.

Тогда,

F̃P (FI ,FIc) =
∑
i∈I

∑
j∈Ic

|⟨fi, fj⟩|2 =
∑
j∈Ic

∑
i∈I

|⟨fj , fi⟩|2 ≥ A
∑
j∈Ic

∥fj∥2 > 0,

где A– нижняя фрейм граница {fi}i∈I . □

Следующий пример показывает, что обратное теореме 3.3 утверждение невер-

но.

Пример 3. Рассмотрим фрейм F := {e1, e2, e3, e1 + e2 + e3} в R3, где {e1, e2, e3}–
канонический ортонормированный базис в R3. let ∅ ≠ I ⊊ {1, 2, 3, 4}.
Если e1 + e2 + e3 ∈ I, тогда F̃P (FI ,FIc) ≥ 1 > 0 и если e1 + e2 + e3 /∈ I,

тогда e1 + e2 + e3 ∈ Ic и следовательно, F̃P (FI ,FIc) ≥ 1 > 0. Тем не менее,

F не является восстанавливаемым по фазе фреймом, так как для векторов

x = (1,−1, 1) и y = (−1, 1, 1) in R3, имеем, что |⟨x, fi⟩| = |⟨y, fi⟩|, для 1 ≤ i ≤ 4,

но y ̸= ±x.

В следующей теореме, используя относительный фрейм потенциал подси-

стем фрейма, мы приводим эквивалентное условие для его восстанавливаемо-

сти по фазе.

Теорема 3.4. Фрейм F = {fi}pi=1 в Hn является восстанавливаемым по фазе

тогда и только тогда, когда для любого множества ∅ ≠ I ⊊ [p],

F̃P (FI , {x}) + F̃P (FIc , {x}) > 0,

дл всех x ∈ S := {x ∈ Hn; ∥x∥ = 1}.

Доказательство. Сначала предположим, что F = {fi}pi=1 есть восстанав-

ливаемый по фазе фрейм в Hn and ∅ ̸= I ⊊ [p]. По теореме 3.1, span {fi}i∈I =

Hn или span {fi}i∈Ic = Hn. Без ограничения общности, можем считать, что

span {fi}i∈I = Hn. Тогда, для любого x ∈ S имеем, что

F̃P (FI , {x}) + F̃P (FIc , {x}) ≥ F̃P (FI , {x}) =
∑
i∈I

|⟨x, fi⟩|2 ≥ A > 0,
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где A – нижняя фрейм граница {fi}i∈I .
Предположим обратное, что для любого подмножества ∅ ≠ I ⊊ [p],

F̃P (FI , {x}) + F̃P (FIc , {x}) > 0,

для всех x ∈ S. Рассмотрим подмножество ∅ ≠ I ⊊ [p]. Без ограничения общ-

ности, можем считать, что F̃P (FI , {x}) > 0, для всех x ∈ S. Покажем, что

span {fi}i∈I = Hn. Если x ∈ span {fi}⊥i∈I , тогда x = 0, так как, если x ̸= 0,

тогда

0 =
∑
i∈I

∣∣∣∣〈 x

∥x∥
, fi

〉∣∣∣∣2 = F̃P

(
FI ,

{
x

∥x∥

})
> 0,

что является противоречием. Теперь мы имеем, что span {fi}i∈I = Hn и сле-

довательно, F = {fi}pi=1 есть восстанавливаемым по фазе фрейм в Hn, в силу

теоремы3.1. □

В следующей теореме приведено эквивалентное условие для восстанавлива-

емости по норме фрейма.

Теорема 3.5. Фрейм F = {fi}pi=1 является восстанавливаемым по норме в

Hn тогда и только тогда, когда для любого подмножества ∅ ≠ I ⊊ [p],

F̃P (FI , {x}) = F̃P (FIc , {y}) = 0 ⇒ ⟨x, y⟩ = 0,

для всех x, y ∈ S := {x ∈ Hn; ∥x∥ = 1}.

Доказательство. Сначало допустим, что фрейм F = {fi}pi=1 является вос-

станавливаемым по норме в Hn и ∅ ≠ I ⊊ [p]. Тогда для произвольных x, y ∈ S,

если F̃P (FI , {x}) = F̃P (FIc , {y}) = 0, то x ∈ span {fi}⊥i∈I и y ∈ span {fi}⊥i∈Ic ,
откуда следует, что ⟨x, y⟩ = 0, так как, по теореме 3.2, имеем, что span {fi}⊥i∈I ⊥
span {fi}⊥i∈Ic .

Обратное, допустим, что ∅ ̸= I ⊊ [p], x ∈ span {fi}⊥i∈I и y ∈ span {fi}⊥i∈Ic .
Если x = 0 или y = 0, то ⟨x, y⟩ = 0. Допустим, что x ̸= 0 и y ̸= 0. Тогда, s

F̃P

(
FI ,

{
x

∥x∥

})
= F̃P

(
FIc ,

{
y

∥y∥

})
= 0,

откуда следует, что

⟨x, y⟩ = ∥x∥ ∥y∥
〈

x

∥x∥
,
y

∥y∥

〉
= 0.

Теперь мы имеем, что span {fi}⊥i∈I ⊥ span {fi}⊥i∈Ic и фрейм F является восста-

навливаемым по норме в силу теоремы 3.2. □

Следствие 3.1. Фрейм F = {fi}pi=1 является восстанавливаемым по норме

в Hn тогда и только тогда, когда для любого множества ∅ ≠ I ⊊ [p],

F̃P (FI ,Φ) = F̃P (FIc ,Ψ) = 0 ⇒ F̃P (Φ,Ψ) = 0,
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для произвольных систем Φ,Ψ в Hn.

Определение 3.3. Пусть Φ = {ϕj}qj=1 и Ψ = {ψj}qj=1– системы в Hn. Ска-

жем, что

(1) Φ и Ψ имеют одинаковые фазы, если ϕj = λjψj при 1 ≤ j ≤ q, для некото-

рых констант λj с |λj | = 1.

(2) Φ и Ψ имеют одинаковые нормы, если ∥ϕj∥ = ∥ψj∥ для всех 1 ≤ j ≤ q,.

Теорема 3.6. Пусть F = {fi}pi=1 – фрейм в Hn и пусть Φ = {ϕj}qj=1 и

Ψ = {ψj}qj=1 – системы в Hn.

(1) Если фрейм F является восстанавливаемым по фазе, и F̃P (F ,Φ−Ψ) = 0,

тогда Φ и Ψ имеют одинаковые фазы.

(2) Если F является восстанавливаемым по норме и F̃P (F ,Φ−Ψ) = 0, тогда

Φ и Ψ имеют одинаковые нормы.

Доказательство. Пусть F̃P (F ,Φ−Ψ) = 0. При 1 ≤ j ≤ q

||⟨fi, ϕj⟩| − |⟨fi, ψj⟩||2 ≤
p∑
i=1

q∑
j=1

||⟨fi, ϕj⟩| − |⟨fi, ψj⟩||2

≤
p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, ϕj⟩ − ⟨fi, ψj⟩|2 =

p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, ϕj − ψj⟩|2 = F̃P (F ,Φ−Ψ) ,

для всех 1 ≤ i ≤ p. Тогда при 1 ≤ j ≤ q, имеем,что |⟨fi, ϕj⟩| = |⟨fi, ψj⟩|, для

всех 1 ≤ i ≤ p.

Теперь, если фрейм F является восстанавливаемым по фазе, тогда ϕj =

λjψj , при 1 ≤ j ≤ q, для некоторых констант λj с |λj | = 1 и если F является

восстанавливаемым по норме, тогда ∥ϕj∥ = ∥ψj∥ при 1 ≤ j ≤ q, □

Abstract. This paper is concentrated on the frame potential of finite frames in n-

dimensional Hilbert space Hn. More precisely, We define the relative frame potential

of two sequences F and G in Hn, which is denoted by F̃P (F ,G). For dual frames F
and G in Hn, we show that G is canonical dual frame of F if and only F̃P (F ,G) = n.

A lower and upper bound for F̃P (F ,G) is given, for the case that F and G are

frames for Hn. Moreover, we show that min
{
F̃P (.,G) ;G is a sequence in Hn

}
on the collection of all frames for Hn with lower frame bound A occurs in A-tight

frames and max
{
F̃P (.,G) ;G is a sequence in Hn

}
on the collection of all frames

for Hn with upper frame bound B occurs in B-tight frames. Also, using the relative

frame potential of the sub sequences of a given frame, some equivalent conditions

for its phase and its norm retrievability are presented.
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Аннотация. Изучены сечения выпуклого восьмигранника случайными плос-
костями. Распределение случайных плоскостей порождено мерой плоско-
стей, инвариантной относительно евклидовых движений. С помощью ком-
бинаторной формулы Р. В. Амбарцумяна вероятности событий, что в сече-
нии образуется четырехугольник и шестиугольник, выражены через длины
ребер и двугранные углы. Для одного семейства восьмигранников получе-
ны графики зависимости этих вероятностей от высоты восьмигранника. Ис-
следовано асимптотическое поведение этих вероятностей когда высота вось-
мигранника стремится к нулю или бесконечности. Получено экстремальное
свойство правильного восьмигранника - октаэдра. Приведены возможности
применения полученных результатов на практике.

MSC2020 number: 60D05; 53C22.

Ключевые слова: случайные сечения выпуклого восьмигранника; инвариант-
ная мера плоскостей; комбинаторная формула Р. Амбарцумяна; октаэдр.

1. Введение

В евклидовом пространстве IR3 рассмотрим сечения выпуклого многогранни-

ка D случайными плоскостями. Распределение случайных плоскостей порожда-

ется мерой, инвариантной относительно группы евклидовых движений в IR3. Эта

мера единственна (с точностью до постоянного множителя) и ее элемент имеет

вид (см. [1])

(1.1) µ(de) = dp dω,

где p — расстояние от начала координат до плоскости e, ω — пространственное

направление нормали к e; dp и dω – соответствующие элементы меры Лебега.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Государственного Комитета по науке РА,
грант 21T-2B256
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Рассмотрим множество плоскостей An пересекающих многогранникD так, что

сечение e ∩D является n-угольником. Мы изучим распределение вероятностей

Pn =
µ(An)

µ([D])
,

где [D] — множество плоскостей, пересекающих многогранник D т.е. [D] = {e :

e ∩ D ̸= ∅}. Цель настоящей работы – исследовать вероятности Pn для восьми-

гранников. Вероятности Pn будем вычислять с помощью комбинаторной форму-

лы Р. В. Амбарцумяна (см. [2]).

2. Комбинаторная формула Амбарцумяна

Двугранным углом называем часть пространства IR3 ограниченную двумя по-

луплоскостями с общей границей, называемой ребром двугранного угла. Клином

называется пара w = (a, ϕ), где a – прямолинейный отрезок в IR3, ϕ – двугранный

угол, ребро которого содержит отрезок a. Отрезок a называется ребром, а плос-

кий угол двугранного угла называется раствором клина w. Мы рассматриваем

только клинья с раствором меньшим π.

Обозначим через V (D) множество вершин многогранника D. Клин w = (a, ϕ)

называется клином многогранника D, если концы P1 и P2 ребра a = P1P2 при-

надлежат V (D), внутри двугранного угла клина нет других вершин из V (D),

а на каждой из плоскостей, образующих ϕ, имеются (кроме P1 и P2) вершины

из V (D). Клин w = (a, ϕ) называется внешним клином многогранника D, если

двугранный угол ϕ не пересекается с внутренностью многогранника D, в про-

тривном случае - клин называется внутренним клином многогранника D.

Для широкого класса т.н. бюффоновых множеств A имеет место комбинатор-

ная формула Р.В.Амбарцумяна (см. [1]):

(2.1) µ(A) =
∑

w=(a,ϕ)∈W (D)

cw(A)|a| · |ϕ|,

где W (D) – множество всех клиньев многогранника D, |a| – длина отрезка a, |ϕ|
– величина раствора клина w. Алгоритм определения целочисленных коэффи-

циентов cw(A) дан в [1].

В частности, бюффоновыми являются множества плоскостей вида

A(k : N − k) = {e : k вершин отделены плоскостью e от N − k вершин},

где N = card(V (D)) – число вершин многогранника D, k = 1, ..., N − 1.
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3. Сечения параллелепипеда

Сначала рассмотрим случай, когда многогранник D является прямоугольным

параллелепипедом с параметрами (a, b, c).

Теорема 3.1. ([3]) Для любого прямоугольного параллелепипеда имеет место

P4 > P3 > P5 > P6. Вероятность P4 (как функция от a, b, c) достигает своего

минимального значения, а вероятности P3, P5 и P6 достигают своих макси-

мальных значений для правильного параллелепипеда (куба).

Наша цель — получить аналогичные результаты для восьмигранника.

4. Сечения восьмигранника

Теперь рассмотрим случай, когда многогранник D является выпуклым вось-

мигранников. Восьмигранник – это многогранник с 8 треугольными гранями,

12 ребрами и 6 вершинами. Каждая вершина — это точка пересечения четырех

ребер (см. Рис. 1).

Изучим сечения восьмигранника D случайными плоскостями. Распределение

случайных плоскостей порождено мерой плоскостей, которая инвариантна отно-

сительно евклидовых движений в R3. Мы рассматриваем следующие события:

A(1 : 5) — множество плоскостей, отделяющих одну вершину от остальных

пяти вершин,

A(2 : 4) — множество плоскостей, отделяющих две вершины от остальных

четырех вершин,

A(3 : 3) — множество плоскостей, оба полупространства которых содержат по

три вершины.

Для любой плоскости e из A(1 : 5) сечение D ∩ e является четырехугольни-

ком, а если плоскость e принадлежит A(2 : 4) или A(3 : 3), то сечение D ∩ e

является шестиугольником. Рассмотрим какие клинья может иметь выпуклый

восьмигранник D. Обозначим

Wd – множество клиньев, ребром для которых служит диагональ восьмигран-

ника D, все такие клинья являются внутренними;

Win – множество внутренних клиньев, ребром для которых служит ребро вось-

мигранника D;

Wout – множество внешних клиньев восьмигранника D.
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Рис. 1. Выпуклый восьмигранник и его сечения

Интересно, что все клинья из этих множеств имеют одинаковые комбинаторные

коэффициенты, а именно

cw(A(1 : 5)) = 0, cw(A(2 : 4)) = −2, cw(A(3 : 3)) = +2, для w ∈Wd,

cw(A(1 : 5)) = −1, cw(A(2 : 4)) = +2, cw(A(3 : 3)) = −1, для w ∈Win,

cw(A(1 : 5)) = +2, cw(A(2 : 4)) = −1, cw(A(3 : 3)) = 0, для w ∈Wout.

По формуле Р.В.Амбарцумяна (2.1) получаем

(4.1) µ(A(1 : 5)) = (−1)

12∑
i=1

|ai|φi + 2

12∑
i=1

|ai|(π − φi) =

12∑
i=1

|ai|(2π − 3φi),

где суммирование ведется по всем 12 ребрам ai восьмигранника D, φi – раствор

внутреннего двугранного угла при ребре ai. Аналогично

(4.2) µ(A(2 : 4)) =

12∑
i=1

|ai|(3φi − π)− 2π

3∑
i=1

|di|,
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где второе суммирование ведется по трем диагоналям di восьмигранника D. За-

метим, что сумма растворов всех двугранных углов при любой диагонали равна

2π. Наконец,

(4.3) µ(A(3 : 3)) = −
12∑
i=1

|ai|φi + 2π

3∑
i=1

|di|.

Из (4.1) – (4.3) получаем

(4.4) µ([D]) = µ(A(1 : 5)) + µ(A(2 : 4)) + µ(A(3 : 3)) =

12∑
i=1

|ai|(π − φi).

Разделив меру на нормировочный коеффициент, получим вероятностное распре-

деление

P (A) =
µ(A)

µ([D])
.

Здесь P (A) – вероятность события, что случайная плоскость принадлежит мно-

жеству A при условии, что она пересекает многогранник D.

Из (4.1) – (4.4) получаем следующее утверждение.

Теорема 4.1. Для произвольного выпуклого восьмигранника D вероятности

событий A(1 : 5), A(2 : 4) и A(3 : 3) имеют вид

P (A(1 : 5)) =
1

µ([D])

[
12∑
i=1

|ai|(2π − 3φi)

]
,

P (A(2 : 4)) =
1

µ([D])

[
12∑
i=1

|ai|(3φi − π)− 2π

3∑
i=1

|di|

]
,

P (A(3 : 3)) =
1

µ([D])

[
−

12∑
i=1

|ai|φi + 2π

3∑
i=1

|di|

]
,

где µ([D]) имеет вид (4.4).

5. Случай однопараметрического семейства

Рассмотрим однопараметрическое семейство восьмигранников, вершины ко-

торого имеют следующие декартовые координаты:

V1 = (
√
2/2, 0, 0), V2 = (0,

√
2/2, 0), V3 = (−

√
2/2, 0, 0),

V4 = (0,−
√
2/2, 0), V5 = (0, 0,−h), V6 = (0, 0, h).
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Семейство зависит от высоты h и содержит при h =
√
2/2 правильный много-

гранник – октаэдр. Обозначим через aij ребро с вершинами Vi и Vj . Для ребер

основания имеем |a12| = |a23| = |a34| = |a41| = 1. Для боковых ребер имеем

|a15| = |a25| = |a35| = |a45| = |a16| = |a26| = |a36| = |a46| =
√
h2 + 0.5.

Для диагонали dij с вершинами Vi и Vj имеем |d13| = |d24| =
√
2, |d56| = 2h.

Обозначим раствор внутреннего двугранного угла при ребре основания a12 через

2φ. Нетрудно вычислить, что tanφ = 2h. Раствор внешнего двугранного угла при

боковом ребре a15 обозначим через ψ. Из формул сферической тригонометрии

находим связь между этими углами: cosψ = cos2 φ. Применяя Теорему 4.1 для

данного семейства получаем

µ([D]) =

4∑
i=1

1(π − 2φ) +

8∑
i=1

√
h2 + 0.5ψ = 8

[π
2
− φ+

√
h2 + 0.5ψ

]
.

P (A(1 : 5)) =
1

µ([D])

[
4∑

i=1

1(2π − 6φ) +

8∑
i=1

√
h2 + 0.5(2π − 3(π − ψ))

]

=
8

µ([D])

[
π − 3φ+

√
h2 + 0.5(3ψ − π)

]
.

P (A(2 : 4)) =
1

µ([D])

[
4∑

i=1

(6φ− π) +

8∑
i=1

√
h2 + 0.5(3(π − ψ)− π)− 2π(2h+ 2

√
2)

]

=
4

µ([D])

[
6φ− π + 2

√
h2 + 0.5(2π − 3ψ)− π(h+

√
2)
]
.

P (A(3 : 3)) =
1

µ([D])

[
−

4∑
i=1

2φ−
8∑

i=1

√
h2 + 0.5(π − ψ) + 2π(2h+ 2

√
2)

]

(5.1) =
4

µ([D])

[
−2φ− 2

√
h2 + 0.5(π − ψ) + π(h+

√
2)
]
,

где tanφ = 2h, cosψ = cos2 φ.

6. Асимптотическое поведение

Изучим асимптотическое поведение полученных вероятностей при h → 0 и

h→ ∞. Из соотношений tanφ = 2h и cosψ = cos2 φ = 1
1+4h2 получаем пределы

lim
h→0

φ = lim
h→0

ψ = 0, lim
h→∞

φ = lim
h→∞

ψ =
π

2
.

При h→ ∞ имеем

µ([D]) = 4πh+ o(h), h→ ∞,

lim
h→∞

P (A(1 : 5)) = 1, lim
h→∞

P (A(2 : 4)) = lim
h→∞

P (A(3 : 3)) = 0.
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При h→ 0 имеем

lim
h→0

µ([D]) = 4π, lim
h→0

P (A(1 : 5)) =
8

4π
[π −

√
0.5π] = 2−

√
2,

lim
h→0

P (A(2 : 4)) =
4

4π
[−π + 2

√
0.5(2π)− π(

√
2)] =

√
2− 1.

lim
h→0

P (A(3 : 3)) =
4

4π
[−2

√
0.5(π) + π(

√
2)] = 0.

Теперь рассмотрим пространство прямых на двумерной эвклидовой плоскости

IR2 и там – меру µ2, инвариантную относительно группы эвклидовых движений

плоскости IR2. Эта мера единственна (с точностью до постоянного множителя)

и ее элемент имеет вид (см. [2])

(6.1) µ2(dg) = dp dϕ,

где p – расстояние от начала координат до прямой g, ϕ – направление нормали

к g; а dp и dϕ – соответствующие элементы меры Лебега.

Рассмотрим на плоскости квадрат Q, пересекаемый случайной прямой g, по-

рожденной инвариантной мерой µ2. С вероятностью 1 случайная прямая g не

проходит через вершины квадрата Q. Обозначим:

B(1 : 3) – множество прямых, которые отделяют одну вершину квадрата от

остальных трех,

B(2 : 2) – множество прямых, которые оставляют в разных полуплоскостях

по две вершины.

Через [Q] обозначим множество прямых, пересекающих квадрат Q. Разделив

меру на нормировочный коэффициент, получим вероятностное распределение

P (B) =
µ2(B)

µ2([Q])
.

Здесь P (B) – вероятность события, что случайная прямая принадлежит множе-

ству B при условии, что она пересекает квадрат Q. Заметим, что вероятности

P (B(1 : 3)) и P (B(2 : 2)) не зависят от размеров квадрата.

Теорема 6.1. При h→ 0 восьмигранник вырождается в плоский квадрат и

lim
h→0

P (A(1 : 5)) = P (B(1 : 3)) = 2−
√
2, lim

h→0
P (A(2 : 4)) = P (B(2 : 2)) =

√
2− 1.

Доказательство. Для треугольника со сторонами a1, a2, a3 обозначим через

[a1] ∩ [a2] множество прямых, пересекающих стороны a1 и a2 (и естественно не

пересекающих a3). Известно, что [1]

µ2([a1] ∩ [a2]) = |a1|+ |a2| − |a3|.
43



Г. С. СУКИАСЯН

Если a1 и a2 – две фиксированные соседние стороны единичного квадрата (и

естественно a3 – диагональ), то µ2([a1]∩[a2]) = 2−
√
2. Так как таких пар соседних

сторон имеется четыре, то µ2(B(1 : 3)) = 4(2 −
√
2). Остается заметить, что

µ2([Q]) = 4 и P (B(2 : 2)) = 1− P (B(1 : 3)) =
√
2− 1. Теорема доказана.

7. Численные результаты

Рис. 2. Зависимости вероятностей от высоты восьмигранника

Результаты вычислений по формулам (5.1) вероятностей P (A(1 : 5)), P (A(2 :

4)) и P (A(3 : 3)) для различных значений высоты h показаны на рис. 2. Из

рисунка 2 получаем следующий эмпирический результат: Для любой высоты h

имеет место неравенство

(7.1) P4 = P (A(1 : 5)) > P6 > P (A(2 : 4)) > P (A(3 : 3)).

Вероятности P4 достигают своего минимума, а P6 - своего максимума для

правильного восьмигранника - октаэдра.
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8. Возможности применения на практике

Стереология срезов. Рассмотрим срезы (плоские сечения) горных пород, в

которых имеются вкрапления кристаллов. Пусть известно, что кристаллы име-

ют форму восьмигранников. Проверяется гипотеза, что кристаллы в породе рас-

положены однородно и изотропно. Эти кристаллы образуют на срезах четырех-

угольники или шестиугольники. Затем вычисляется, с какой частототой встреча-

ются четырехугольники и шестиугольники. Эти частоты принимаются за оценки

статистических вероятностей P4 и P6.

Напомним, что все вычисления в настоящей работе сделаны для меры (1.1),

инвариантной относительно группы евклидовых движений в IR3. Поэтому, если

нарушаются неравенства (7.1), то гипотеза об изотропности кристаллов отверга-

ется. Отметим, что аналогичные исследования по стереологии срезов проводили

в [4] и [5].

Тестирование трехмерных сеток. При численным решении трёхмерных

задач математической физики применяется метод конечных элементов, кото-

рый требует использования четырёхгранных сеток, смотри [6]. Так как восьми-

гранник можно представить в виде объединения четырех примыкающих друг к

другу четырехгранников, то соответствующей группировкой (пренебрегая крае-

выми эффектами) сетку из четырехгранников можно преобразовать в сетку из

восьмигранников. Пересечем сетку несколькими независимыми плоскостями и

рассчитаем количество образовавшихся в сечении шестиугольников и четырех-

угольников. Принимая правильный октаэдр за идеал восьмигранника, получаем

следующий критерий качества сетки: чем меньше доля четырехугольников, тем

лучше сетка.

Отметим, что при конечно-элементном моделировании имеется строгое требо-

вание к сетке: внутренности элементов не должны пересекаться, а объединение

всех элементов должно совпадать с выпуклой оболочкой сетки, т.е. внутри сет-

ки не должно быть пустот, не покрытых элементами. Если в двумерном случае

визуально видно, выполнено ли это требование, то для трехмерной сетки про-

верка выполнения полноты сетки и непересекаемости элементов представляет

определенную трудность.

Предлагается следующий тест качества сетки: если для какой-либо плоскости,

пересекающей сетку из восьмигранников, возникли в сечении пятиугольники или
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нарушено неравенство (7.1) то сетка имеет дефекты – нарушено требование пол-

ноты сетки и непересекаемости элементов.

Отметим, что первые исследования по тестированию трехмерных сеток при-

ведены в работе [7], где оценены тетраэдрические сетки, взятые из реальных

инженерных задач.

Abstract. Sections of a convex octahedron by random planes are studied. The

distribution of random planes is generated by a measure of planes that is invariant

with respect to Euclidean motions. Using R. V. Ambartsumyan’s combinatorial formula,

the probabilities of events that a quadrangle and a hexagon are formed in a section

are expressed through the lengths of the edges and dihedral angles. For one family

of octahedrons, graphs of the dependence of these probabilities on the height of the

octahedron are obtained. The asymptotic behavior of these probabilities is studied

when the height of the octahedron tends to zero or infinity. An extremal property of

a regular octahedron, an octahedron, is obtained. The possibilities of applying the

obtained results in practice are given.
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Аннотация. В статье изучаем единственность мероморфных функций
относительно разностных операторов высшего порядка и в основном до-
казываем следующий результат: пусть m,n(≥ 6) — положительные целые
числа, пусть η — ненулевое комплексное число, и пусть f — непостоянная
мероморфная функция в комплексной плоскости. Если fn и (∆m

η f)n де-
лят 1 CM, f и ∆m

η f делят ∞ IM, то ∆m
η f ≡ tf , где tn = 1, и если m = 1,

то t ̸= −1. Это улучшает результаты, полученные Ченом и Ченом [Bull.
Malays. Math. Sci. Soc. 35 (2012)] и Дэн, Лю и Ян [Turkish J. Math. 41
(2017)] для случая разностных операторов бесконечного и высшего поряд-
ков.

MSC2020 numbers: 30D35.
Keywords: мероморфная функция; разности; бесконечный порядок; единствен-
ность.

1. Введение и основные результаты

В этой статье мы предполагаем, что читатель знаком с основными поняти-

ями теории распределения значений Неванлинны, см. [1] – [4]. В дальнейшем

мероморфный всегда означает мероморфный во всей комплексной плоскости.

Через S(r, f) мы обозначаем величину, удовлетворяющую S(r, f) = o(T (r, f))

при r → ∞ возможно вне исключительного множества E конечной меры.

Пусть f — непостоянная мероморфная функция в комплексной плоскости.

Порядок f определяется как

ρ(f) = lim
r→∞

log+ T (r, f)

log r
.

Пусть k — положительное целое число. Обозначим через N (k(r, f) функцию

подсчета полюсов f с кратностью ≥ k, где кратность не учитывается. Положим

Nk(r, f) = N(r, f) +N (2(r, f) + · · ·+N (k(r, f).

1Работа первого автора выполнена при поддержке гранта NNSF of China (Grant Nos.
12171127, 12371074)
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Пусть η будет ненулевым комплексным числом, а n будет положительным

целым числом. Определим операторы разности f как ∆ηf(z) = f(z+ η)− f(z)

и ∆n
ηf(z) = ∆η(∆

n−1
η f(z)), n ≥ 2.

Пусть f и g — две мероморфные функции в комплексной плоскости, и пусть

a — комплексное число. Мы говорим, что f и g делят a CM(IM), если f − a и

g − a имеют одинаковые нули, считая кратности (игнорируя кратности).

Если f и g делят 1 IM, мы обозначаем через NL

(
r, 1

f−1

)
функцию подсчета

для 1-точек как f , так и g, относительно которых f имеет большую кратность,

чем g, причем кратность не учитывается, и обозначаем через N11

(
r, 1

f−1

)
функцию подсчета для общих простых 1-точек как f , так и g, где кратность

не учитывается. Аналогично у нас есть обозначение NL

(
r, 1

g−1

)
. Если f и g

делят 1 CM, то NL

(
r, 1

f−1

)
= NL

(
r, 1

g−1

)
= 0.

Недавно распределение значений и теория единственности мероморфных

функций в разностном аналоге стали предметом интереса.

В 2010 году Чжан [5] доказал

Теорема А. Пусть η – ненулевое комплексное число, n(≥ 4) – целое по-

ложительное число и f – непостоянная мероморфная функция конечного по-

рядка. Если fn(z) и fn(z + η) делят 1 CM, f(z) и f(z + η) делят ∞ CM, то

f(z) ≡ tf(z + η), где tn = 1.

Теорема B. Пусть η — ненулевое комплексное число, n(≥ 3) — положитель-

ное целое число, и пусть f — непостоянная целая функция конечного порядка.

Если fn(z) и fn(z + η) делят 1 CM, то f(z) ≡ tf(z + η), где tn = 1.

Замечание A. Теорема A и Теорема B не верны для мероморфных функций

бесконечного порядка.

Пример A. Пусть f(z) = e
ez

n , и пусть η = πi. Тогда fn(z) и fn(z+ η) делят

1 CM, но f(z) ̸≡ tf(z + η), где tn = 1.

В 2012 году Чен и Чен [6] получили разностный аналог теорем A, B и дока-

зали

Теорема C. Пусть η — ненулевое комплексное число, n(≥ 7) — положитель-

ное целое число, и пусть f — непостоянная мероморфная функция с конечного

порядка. Если fn и (∆ηf)
n делят 1 CM, f и ∆ηf делят ∞ CM, то ∆ηf ≡ tf ,

где tn = 1 и t ̸= −1.

Теорема D. Пусть η — ненулевое комплексное число, n(≥ 5) — положи-

тельное целое число, и f — непостоянная целая функция конечного порядка.

Если fn и (∆ηf)
n делят 1 CM, то ∆ηf ≡ tf , где tn = 1 и t ̸= −1.
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Теорема E. Пусть η — ненулевое комплексное число, n(≥ 7) — положитель-

ное целое число, и пусть f — непостоянная мероморфная функция конечного

порядка. Если fn и (∆ηf)
n делят 1 CM, f и ∆ηf делят ∞ IM, и

lim
r→∞

N
(
r, 1f

)
T (r, f)

< 1,

тогда ∆ηf ≡ tf , где tn = 1 и t ̸= −1.

Естественно ставить следующую задачу.

Проблема A. Можно ли удалить “f имеет конечный порядок” в приведен-

ных выше теоремах C-E?

В 2017 году Дэн и др. [7] доказали

Теорема F. Пусть η — ненулевое комплексное число, n(≥ 6) — положи-

тельное целое число, и пусть f — непостоянная мероморфная функция в ком-

плексной плоскости. Если fn и (∆ηf)
n делят 1 CM, f и ∆ηf делят ∞ CM, то

∆ηf ≡ tf , где tn = 1 и t ̸= −1.

Теорема G. Пусть η — ненулевое комплексное число, n(≥ 5) — положи-

тельное целое число, и пусть f — непостоянная целая функция. Если fn и

(∆ηf)
n делят 1 CM, то ∆ηf ≡ tf , где tn = 1 и t ̸= −1.

Из приведенных выше теорем мы естественным образом ставим следующие

задачи.

Проблема 1. Будут ли теоремы C-G по-прежнему верны, если ∆ηf заме-

нить на ∆m
η f?

Проблема 2. Можно ли удалить “f имеет конечный порядок” в теоремах

C-E?

Проблема 3. Можно ли удалить “limr→∞
N(r, 1f )
T (r,f) < 1” в теореме E?

В этой статье мы даем положительный ответ на Проблемы 1 – 3 и доказы-

ваем следующие результаты.

Теорема 1. Пусть m,n(≥ 6) — положительные целые числа, пусть η — нену-

левое комплексное число, и пусть f — непостоянная мероморфная функция в

комплексной плоскости. Если fn и (∆m
η f)

n делят 1 CM, f и ∆m
η f делят ∞ IM,

то ∆m
η f ≡ tf , где tn = 1, и если m = 1, то t ̸= −1.

Замечание 1. Из теоремы 1 мы видим, что “ limr→∞
N(r, 1f )
T (r,f) < 1” и “f имеет

конечный порядок” в теореме E можно удалить.

Следствие 1. Пусть m,n(≥ 5) — положительные целые числа, пусть η —

ненулевое комплексное число, и пусть f — непостоянная целая функция. Если

fn и (∆m
η f)

n делят 1 CM, то ∆m
η f ≡ tf , где tn = 1, а если m = 1, то t ̸= −1.
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Теорема 2. Пусть m,n(≥ 10) — положительные целые числа, пусть η —

ненулевое комплексное число, и пусть f — непостоянная мероморфная функ-

ция в комплексной плоскости. Если fn и (∆m
η f)

n делят 1 IM, f и ∆m
η f делят

∞ CM, то ∆m
η f ≡ tf , где tn = 1, и если m = 1, то t ̸= −1.

Теорема 3. Пусть m,n(≥ 11) — положительные целые числа, пусть η —

ненулевое комплексное число, и пусть f — непостоянная мероморфная функ-

ция в комплексной плоскости. Если fn и (∆m
η f)

n делят 1 IM, f и ∆m
η f делят

∞ IM, то ∆m
η f ≡ tf , где tn = 1, а если m = 1, то t ̸= −1.

Следствие 2. Пусть m,n(≥ 8) — положительные целые числа, пусть η —

ненулевое комплексное число, и пусть f — непостоянная целая функция. Если

fn и (∆m
η f)

n делят 1 IM, то ∆m
η f ≡ tf , где tn = 1, и если m = 1, то t ̸= −1.

2. Некоторые леммы

Лемма 1 [1, 8, 4]. Пусть f — непостоянная мероморфная функция в ком-

плексной плоскости, и пусть k — положительное целое число. Тогда

m

(
r,
f (k)

f

)
= S(r, f).

Лемма 2 [9, 10]. Пусть f — непостоянная мероморфная функция в ком-

плексной плоскости, и пусть a0, a1, · · · , an — конечные комплексные числа, та-

кие что an ̸= 0. Тогда

T (r, anf
n + · · ·+ a1f + a0) = nT (r, f) + S(r, f).

Лемма 3 [4]. Пусть f — трансцендентная мероморфная функция, и пусть

k — положительное целое число. Тогда

N

(
r,

1

f (k)

)
≤ N

(
r,

1

f

)
+ kN(r, f) + S(r, f).

Лемма 4 [11]. Пусть f — трансцендентная целая функция, пусть η — нену-

левое комплексное число, и пусть n — положительное целое число. Если f ̸= 0,

∆n
ηf ̸= 0, то либо

f(z) = eh1(z)+C1z,

где h1(z) — целая функция периода η и eC1η ̸= 1; или

f(z) = eh2(z)+C2z,

где h2(z) — целая функция периода 2η, а C2 удовлетворяет
(

1+eC2η

1−eC2η

)2n
= 1.

Лемма 5. Пусть f и g — две непостоянные мероморфные функции в ком-

плексной плоскости. Если f и g делят 1 CM, f и g делят ∞ IM, то имеет место

один из следующих случаев:
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(i) T (r, f) + T (r, g) ≤ 2
{
N(r, f) +N2

(
r, 1f

)
+N(r, g) +N2

(
r, 1g

)}
+N (2(r, f) +N (2(r, g) + S(r, f) + S(r, g);

(ii) Либо f ≡ g, либо fg ≡ 1.

Доказательство. Пусть

(2.1) ψ =
f ′′

f ′
− 2

f ′

f − 1
− g′′

g′
+ 2

g′

g − 1
.

Случай 1. ψ ̸≡ 0. Пусть z0 будет простой 1-точкой и для f , и для g. С

помощью простого вычисления имеем, что ψ(z0) = 0. Тогда по первой фунда-

ментальной теореме Неванлинны и лемме 1 имеем

N1)

(
r,

1

f − 1

)
= N1)

(
r,

1

g − 1

)
≤ N

(
r,

1

ψ

)
≤T (r, ψ) +O(1) ≤ N(r, ψ) + S(r, f) + S(r, g).(2.2)

Очевидно, что общие 1-точки f и g с одинаковой кратностью не являются

полюсами ψ, а полюса f и g с кратностью 1 также не являются полюсами ψ.

Из того, что f и g делят 1 CM, f и g делят ∞ IM, следует, что

N(r, ψ) ≤N (2

(
r,

1

f

)
+N (2

(
r,
1

g

)
+N0

(
r,

1

f ′

)
+N0

(
r,

1

g′

)
+
1

2

{
N (2 (r, f) +N (2 (r, g)

}
+ S(r, f) + S(r, g),(2.3)

где N0

(
r, 1

f ′

)
обозначает функцию подсчета для тех нулей f ′, которые не яв-

ляются нулевыми точками f(f −1), а N0

(
r, 1

g′

)
обозначает аналогичную вели-

чину.

По первой фундаментальной теореме Неванлинны получаем

N2

(
r,

1

f − 1

)
≤ N

(
r,

1

f − 1

)
≤ T (r, f) +O(1),(2.4)

N2

(
r,

1

g − 1

)
≤ N

(
r,

1

g − 1

)
≤ T (r, g) +O(1).(2.5)

Из (2.3) – (2.5) следует, что

T (r, f) + T (r, g) ≤2

{
N(r, f) +N2

(
r,

1

f

)
+N(r, g) +N2

(
r,
1

g

)}
+N (2(r, f) +N (2(r, g) + S(r, f) + S(r, g).

Случай 2. ψ ≡ 0. Тогда по (2.1), имеем

(2.6) f ≡ Ag +B

Cg +D
,

где A,B,C,D — конечные комплексные числа, удовлетворяющие AD−BC ̸= 0.

Таким образом, получаем

(2.7) T (r, f) = T (r, g) + S(r, f).
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Теперь рассмотрим три подслучая.

Случай 2.1. AC ̸= 0. Тогда по (2.6) имеем N
(
r, 1

f−A
C

)
= N(r, g). Из второй

фундаментальной теоремы Неванлинны следует, что

T (r, f) ≤N(r, f) +N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,

1

f − A
C

)
+ S(r, f)

≤N(r, f) +N

(
r,

1

f

)
+N (r, g) + S(r, f).

Аналогично, имеем

T (r, g) ≤ N(r, g) +N

(
r,
1

g

)
+N (r, f) + S(r, g).

Таким образом, пункт (i) леммы 5 имеет место.

Случай 2.2. A ̸= 0, C = 0. Тогда по (2.6) имеем f = Ag+B
D . Далее рассмот-

рим два подслучая.

Случай 2.2.1. B ̸= 0. Тогда имеем N
(
r, 1

f−B
D

)
= N

(
r, 1g

)
. По второй фун-

даментальной теореме Неванлинны имеем

T (r, f) ≤N(r, f) +N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,

1

f − B
D

)
+ S(r, f)

≤N(r, f) +N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,
1

g

)
+ S(r, f).

Аналогично, имеем

T (r, g) ≤ N(r, g) +N

(
r,
1

g

)
+N

(
r,

1

f

)
+ S(r, g).

Таким образом, пункт (i) леммы 5 имеет место.

Случай 2.2.2. B = 0. Тогда имеем f ≡ Ag
D .

Если f(z) ̸= 1, то g(z) ̸= 1. По второй фундаментальной теореме Неванлин-

ны имеем

T (r, f) ≤N(r, f) +N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,

1

f − 1

)
+ S(r, f)

≤N(r, f) +N

(
r,

1

f

)
+ S(r, f).

Аналогично имеем

T (r, g) ≤ N(r, g) +N

(
r,
1

g

)
+ S(r, g).

Таким образом, пункт (i) леммы 5 имеет место.

Если существует z0 такоеб что f(z0) = 1, то, поскольку f и g делят 1 CM,

значит A
D = 1, что дает f ≡ g.
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Случай 2.3. A = 0, C ̸= 0. Тогда мы имеем f ≡ B
Cg+D . Используя тот же

аргумент, что и в случае 2.2, мы получаем, что либо пункт (i) леммы 5 имеет

место, либо fg ≡ 1.

Это завершает доказательство Леммы 5.

Следуя даказательству Леммы 2 в [12] мы получаем следующий результат.

Для удобства читателей мы приводим подробное доказательство.

Лемма 6 [12]. Пусть f и g — две непостоянные мероморфные функции в

комплексной плоскости. Если f и g делят 1 IM, f и g делят ∞ CM, то имеет

место один из следующих случаев:

(i) T (r, f) + T (r, g) ≤ 2
{
N(r, f) +N2

(
r, 1f

)
+N(r, g) +N2

(
r, 1g

)}
+3
{
NL

(
r, 1

f−1

)
+NL

(
r, 1

g−1

)}
+ S(r, f) + S(r, g);

(ii) Либо f ≡ g, либо fg ≡ 1.

Доказательство. Пусть

(2.8) ψ =
f ′′

f ′
− 2

f ′

f − 1
− g′′

g′
+ 2

g′

g − 1
.

Случай 1. ψ ̸≡ 0. Пусть z0 будет простой 1-точкой как f , так и g. Известно,

что ψ(z0) = 0. По первой фундаментальной теореме Неванлинны и лемме 1

имеем

(2.9) N11

(
r,

1

f − 1

)
≤ N

(
r,

1

ψ

)
≤ T (r, ψ) +O(1) ≤ N(r, ψ) + S(r, f) + S(r, g).

Очевидно, что общие 1-точки f и g с одинаковой кратностью не являются

полюсами ψ, а полюса f и g с одинаковой кратностью также не являются

полюсами ψ. Из того, что f и g делят 1 IM, f и g делят ∞ CM, следует, что

N(r, ψ) ≤NL

(
r,

1

f − 1

)
+NL

(
r,

1

g − 1

)
+N (2

(
r,

1

f

)
+N (2

(
r,
1

g

)
+N0

(
r,

1

f ′

)
+N0

(
r,

1

g′

)
+ S(r, f) + S(r, g),(2.10)

где N0

(
r, 1

f ′

)
означает функцию подсчета для тех нулей f ′, которые не явля-

ются нулевыми точками f(f −1), а N0

(
r, 1

g′

)
означает аналогичную величину.

По второй фундаментальной теореме Неванлинны имеем

T (r, f) ≤ N(r, f) +N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,

1

f − 1

)
−N0

(
r,

1

f ′

)
+ S(r, f).(2.11)

T (r, g) ≤ N(r, g) +N

(
r,
1

g

)
+N

(
r,

1

g − 1

)
−N0

(
r,

1

g′

)
+ S(r, g).(2.12)
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Отметим, что

N

(
r,

1

f − 1

)
+N

(
r,

1

g − 1

)
≤ N11

(
r,

1

f − 1

)
+

1

2
N

(
r,

1

f − 1

)
+

1

2
N

(
r,

1

g − 1

)
+

1

2
NL

(
r,

1

f − 1

)
+

1

2
NL

(
r,

1

g − 1

)
≤ N11

(
r,

1

f − 1

)
+

1

2
T (r, f) +

1

2
T (r, g)

+
1

2
NL

(
r,

1

f − 1

)
+

1

2
NL

(
r,

1

g − 1

)
+O(1).(2.13)

Из (2.11)-(2.13) следует, что

1

2
{T (r, f) + T (r, g)}

≤N(r, f) +N

(
r,

1

f

)
−N0

(
r,

1

f ′

)
+ S(r, f)

+N(r, g) +N

(
r,
1

g

)
−N0

(
r,

1

g′

)
+ S(r, g)

+N11

(
r,

1

f − 1

)
+

1

2
NL

(
r,

1

f − 1

)
+

1

2
NL

(
r,

1

g − 1

)
.(2.14)

Из (2.9), (2.10) и (2.14) имеем

T (r, f) + T (r, g) ≤2

{
N(r, f) +N2

(
r,

1

f

)
+N(r, g) +N2

(
r,
1

g

)}
+3

{
NL

(
r,

1

f − 1

)
+NL

(
r,

1

g − 1

)}
+ S(r, f) + S(r, g).

Случай 2. ψ ≡ 0. Из (2.8) получаем f ≡ Ag+B
Cg+D , где A,B,C,D — конечные

комплексные числа, удовлетворяющие AD − BC ̸= 0. Используя тот же аргу-

мент, что и в случае 2 леммы 5, получаем, что либо f ≡ g, либо fg ≡ 1. Это

завершает доказательство леммы 6.

По доказательству леммы 2 в [12] имеем следующий результат.

Лемма 7 [12]. Пусть f и g — две непостоянные мероморфные функции в

комплексной плоскости. Если f и g делят 1 IM, f и g делят ∞ IM, то происходит

один из следующих случаев:

(i) T (r, f) + T (r, g) ≤ 2
{
N(r, f) +N2

(
r, 1f

)
+N(r, g) +N2

(
r, 1g

)}
+3
{
NL

(
r, 1

f−1

)
+NL

(
r, 1

g−1

)}
+N (2(r, f)+N (2(r, g)+S(r, f)+S(r, g);

(ii) Либо f ≡ g, либо fg ≡ 1.
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3. Доказательство теоремы 1

Положим g = ∆m
η f . Поскольку fn и

(
∆m

η f
)n делят 1 CM, f и ∆m

η f делят ∞
IM, получаем, что fn и gn делят 1 CM, f и g делят ∞ IM.

Положим

(3.1) φ =
(fn)′

fn(fn − 1)
− (gn)′

gn(gn − 1)
.

Далее рассмотрим два случая.

Случай 1. φ ̸≡ 0. Предположим, что

T (r, fn) + T (r, gn) ≤2

{
N (r, fn) +N2

(
r,

1

fn

)
+N (r, gn) +N2

(
r,

1

gn

)}
+N (2(r, f

n) +N (2(r, g
n) + S(r, f) + S(r, g).(3.2)

Поскольку f и g делят ∞ IM, то по первой фундаментальной теореме Неван-

линны и лемме 1 имеем

N(r, f) =N(r, g) ≤ 1

n− 1
N

(
r,

1

φ

)
≤ 1

n− 1
N(r, φ) + S(r, f) + S(r, g).(3.3)

Простым вычислением находим, что общие 1-точки fn и gn с одинаковой

кратностью не являются полюсами φ. Следовательно, поскольку fn и gn делят

1 CM, f и g делят ∞ IM, мы получаем

N(r, φ) ≤ N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,
1

g

)
+ S(r, f) + S(r, g).(3.4)

Используя формулы (3.3) и (3.4), получаем

N(r, f) = N(r, g) ≤ 1

n− 1

{
N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,
1

g

)}
+ S(r, f) + S(r, g).(3.5)

Поскольку n ≥ 6, по (3.2), (3.5), лемме 2 и лемме 3 получаем

n{T (r, f) + T (r, g)} ≤ 2

{
2N

(
r,

1

f

)
+ 2N

(
r,
1

g

)}
+

6

n− 1

{
N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,
1

g

)}
+ S(r, f) + S(r, g).(3.6)

Таким образом,(
n− 4− 6

n− 1

)
{T (r, f) + T (r, g)} ≤ S(r, f) + S(r, g),

и мы получаем противоречие.

Следовательно, по лемме 5 получаем, что либо fn ≡ gn, либо fngn ≡ 1.

Случай 2. φ ≡ 0. По (3.1) имеем

(3.7) fn =
Agn +B

Cgn +D
,
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где A,B,C,D — конечные комплексные числа, удовлетворяющие AD−BC ̸= 0.

Тогда,

(3.8) T (r, f) = T (r, g) + S(r, f).

Теперь рассмотрим три подслучая.

Случай 2.1. AC ̸= 0. Из (3.7) получаем N
(
r, 1

fn−A
C

)
= N(r, g), тогда по

(3.8) и второй фундаментальной теореме Неванлинны имеем

nT (r, f) ≤ N (r, fn) +N

(
r,

1

fn

)
+N

(
r,

1

fn − A
C

)
+ S(r, f)

≤ N (r, f) +N

(
r,

1

f

)
+N (r, g) + S(r, f)

≤ 3T (r, f) + S(r, f).

Из n ≥ 6 следует, что T (r, f) ≤ S(r, f) – противоречие.

Случай 2.2. A ̸= 0, C = 0. Из (3.7) получаем fn ≡ Agn+B
D .

Если B ̸= 0, то имеем N
(
r, 1

fn−B
D

)
= N

(
r, 1g

)
. Из (3.8) и второй фундамен-

тальной теоремы Неванлинны следует, что

nT (r, f) ≤ N (r, fn) +N

(
r,

1

fn

)
+N

(
r,

1

fn − B
D

)
+ S(r, f)

≤ N (r, f) +N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,
1

g

)
+ S(r, f)

≤ 3T (r, f) + S(r, f).

Из n ≥ 6 следует, что T (r, f) ≤ S(r, f) – противоречие.

Если B = 0, то получаем fn ≡ A
Dg

n. Так как fn и gn имеют общую 1 CM,

то по второй фундаментальной теореме Неванлинны и n ≥ 6 мы знаем, что

существует точка z0 такая, что fn(z0) = gn(z0) = 1. Таким образом, A
D = 1, что

даёт fn ≡ gn.

Случай 2.3. A = 0, C ̸= 0. Из (3.7) получаем fn ≡ B
Cgn+D . Используя тот

же аргумент, что и в случае 2.2, мы находим, что fngn ≡ 1.

Следовательно, либо fn ≡ gn, либо fngn ≡ 1. То есть либо fn ≡
(
∆m

η f
)n,

либо fn
(
∆m

η f
)n ≡ 1.

Если fn
(
∆m

η f
)n ≡ 1, тогда, поскольку f и ∆m

η f делят ∞ IM, мы выводим,

что f ̸= 0,∞, ∆m
η f ̸= 0,∞, и мы имеем

(3.9) f∆m
η f ≡ t,

где t — константа, такая, что tn = 1.

Теперь по лемме 4 рассмотрим два случая.
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Случай 1. f(z) = eh1(z)+C1z, где h1(z) — целая функция периода η и eC1η ̸=
1. Тогда имеем

∆m
η f =

m∑
i=0

(−1)iCi
mf(z + (m− i)η) =

m∑
i=0

(−1)iCi
me

h1(z+(m−i)η)eC1(z+(m−i)η)

=eh1(z)+C1z
m∑
i=0

(−1)iCi
m

(
eC1η

)m−i
= eh1(z)+C1z

(
eC1η − 1

)m
.(3.10)

Из (3.9) и (3.10) следует, что

e2(h1(z)+C1z)
(
eC1η − 1

)m ≡ t,

тогда по eC1η ̸= 1 имеем f ≡ C, где C — константа, что является противоречи-

ем.

Случай 2. f(z) = eh2(z)+C2z, где h2(z) — целая функция периода 2η, а C2

удовлетворяет
(

1+eC2η

1−eC2η

)2m
= 1.

Далее рассмотрим два подслучая.

Случай 2.1. m — четное число. Тогда имеем

∆m
η f =

m∑
i=0

(−1)iCi
mf(z + (m− i)η) =

m∑
i=0

(−1)iCi
me

h2(z+(m−i)η)eC2(z+(m−i)η)

=
∑
i=2k

Ci
me

h2(z+(m−i)η)eC2(z+(m−i)η) −
∑

i=2k+1

Ci
me

h2(z+(m−i)η)eC2(z+(m−i)η)

=eh2(z)+C2z
∑
i=2k

Ci
m

(
eC2η

)(m−i) − eh2(z+η)+C2z
∑

i=2k+1

Ci
m

(
eC2η

)(m−i)

=

(
eC2η + 1

)m
+
(
eC2η − 1

)m
2

eh2(z)+C2z −
(
eC2η + 1

)m −
(
eC2η − 1

)m
2

eh2(z+η)+C2z.

(3.11)

Из
(

1+eC2η

1−eC2η

)2m
= 1 мы знаем, что либо

(
eC2η + 1

)m
+
(
eC2η − 1

)m
= 0, либо(

eC2η + 1
)m −

(
eC2η − 1

)m
= 0. Таким образом, мы рассматриваем два подслу-

чая.

Случай 2.1.1.
(
eC2η + 1

)m −
(
eC2η − 1

)m
= 0. Тогда по (3.9) и (3.11) полу-

чаем (
eC2η + 1

)m
+
(
eC2η − 1

)m
2

e2(h2(z)+C2z) ≡ t,

тогда по
(
eC2η + 1

)m
+
(
eC2η − 1

)m ̸= 0 имеем f ≡ C, где C — константа, опять

противоречие.

Случай 2.1.2.
(
eC2η + 1

)m
+
(
eC2η − 1

)m
= 0. Тогда по (3.9) и (3.11) полу-

чаем

(3.12) −
(
eC2η + 1

)m −
(
eC2η − 1

)m
2

eh2(z)+C2zeh2(z+η)+C2z ≡ t.
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Поскольку h2(z) является целой функцией периода 2η, то по (3.12) имеем

(3.13) −
(
eC2η + 1

)m −
(
eC2η − 1

)m
2

eh2(z+η)+C2(z+η)eh2(z)+C2(z+η) ≡ t.

Из (3.12) и (3.13) следует, что e2C2η = 1. По
(

1+eC2η

1−eC2η

)2m
= 1 находим(

1−e2C2η

(1−eC2η)2

)2m
= 1, что противоречит e2C2η = 1. Следовательно, этот случай

не может иметь места.

Случай 2.2. m — нечетное число. Тогда имеем

∆m
η f =

m∑
i=0

(−1)iCi
mf(z + (m− i)η) =

m∑
i=0

(−1)iCi
me

h2(z+(m−i)η)eC2(z+(m−i)η)

=
∑
i=2k

Ci
me

h2(z+(m−i)η)eC2(z+(m−i)η) −
∑

i=2k+1

Ci
me

h2(z+(m−i)η)eC2(z+(m−i)η)

=eh2(z+η)+C2z
∑
i=2k

Ci
m

(
eC2η

)(m−i) − eh2(z)+C2z
∑

i=2k+1

Ci
m

(
eC2η

)(m−i)

=

(
eC2η + 1

)m
+
(
eC2η − 1

)m
2

eh2(z+η)+C2z −
(
eC2η + 1

)m −
(
eC2η − 1

)m
2

eh2(z)+C2z.

(3.14)

Используя тот же аргумент, что и в случае ii.1, получаем противоречие.

Следовательно, fn ≡
(
∆m

η f
)n. То есть ∆m

η f ≡ tf , где t — константа такая,

что tn = 1, а если m = 1, то t ̸= −1.

Теорема 1 доказана.

4. Доказательство теоремы 2

Установим g = ∆m
η f . Поскольку fn и

(
∆m

η f
)n делят 1 IM, f и ∆m

η f делят

∞ CM, получаем, что fn и gn делят 1 IM, f и g делят ∞ CM.

Положим

(4.1) φ =
(fn)′

fn(fn − 1)
− (gn)′

gn(gn − 1)
.

Далее рассмотрим два случая.

Случай 1. φ ̸≡ 0. Предположим, что

T (r, fn) + T (r, gn)

≤2

{
N(r, fn) +N2

(
r,

1

fn

)
+N(r, gn) +N2

(
r,

1

gn

)}
+3

{
NL

(
r,

1

fn − 1

)
+NL

(
r,

1

gn − 1

)}
+ S(r, f) + S(r, g).(4.2)
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Поскольку f и g делят ∞ CM, то по первой фундаментальной теореме Неван-

линны и лемме 1 имеем

N(r, f) =N(r, g) ≤ 1

n− 1
N

(
r,

1

φ

)
≤ 1

n− 1
N(r, φ) + S(r, f) + S(r, g).(4.3)

Простым вычислением мы видим, что общие 1-точки fn и gn с одинаковой

кратностью не являются полюсами φ. Следовательно, поскольку fn и gn делят

1 IM, f и g делят ∞ CM, получаем

N(r, φ) ≤NL

(
r,

1

fn − 1

)
+NL

(
r,

1

gn − 1

)
+N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,
1

g

)
+ S(r, f) + S(r, g).(4.4)

Очевидно,

NL

(
r,

1

fn − 1

)
≤ N

(
r,
f

f ′

)
≤ N(r, f) +N

(
r,

1

f

)
+ S(r, f).(4.5)

NL

(
r,

1

gn − 1

)
≤ N

(
r,
g

g′

)
≤ N(r, g) +N

(
r,
1

g

)
+ S(r, g).(4.6)

Из (4.3)-(4.6) следует, что

N(r, f) = N(r, g) ≤ 2

n− 3

{
N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,
1

g

)}
+ S(r, f) + S(r, g).(4.7)

Так как n ≥ 10, то по (4.2), (4.5)-(4.7) и лемме 2 имеем

n {T (r, f) + T (r, g)} ≤ 2

{
N(r, f) + 2N

(
r,

1

f

)
+N(r, g) + 2N

(
r,
1

g

)}
+3

{
N(r, f) +N

(
r,

1

f

)
+N(r, g) +N

(
r,
1

g

)}
+ S(r, f) + S(r, g)

≤7

{
N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,
1

g

)}
+ 5

{
N(r, f) +N(r, g)

}
+ S(r, f) + S(r, g)

≤
(
7 +

20

n− 3

){
N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,
1

g

)}
+ S(r, f) + S(r, g).

(4.8)

Таким образом,(
n− 7− 20

n− 3

)
{T (r, f) + T (r, g)} ≤ S(r, f) + S(r, g),

противоречие.

Следовательно, по Лемме 6 получаем, что либо fn ≡ gn, либо fngn ≡ 1.

Случай 2. φ ≡ 0. Аналогично Случаю 2 Теоремы 1 выводим, что либо

fn ≡ gn, либо fngn ≡ 1.

Далее, используя тот же аргумент, что и в Теореме 1, имеем ∆m
η f ≡ tf , где

tn = 1, и если m = 1, то t ̸= −1.
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Это завершает доказательство Теоремы 2.

5. Доказательство теоремы 3

Пусть g = ∆m
η f . Поскольку fn и

(
∆m

η f
)n делят 1 IM, f и ∆m

η f делят ∞ IM,

получаем, что fn и gn делят 1 IM, f и g делят ∞ IM.

Положим

(5.1) φ =
(fn)′

fn(fn − 1)
− (gn)′

gn(gn − 1)
.

Далее рассмотрим два случая.

Случай 1. φ ̸≡ 0. Предположим, что

T (r, fn) + T (r, gn)

≤2

{
N (r, fn) +N2

(
r,

1

fn

)
+N (r, gn) +N2

(
r,

1

gn

)}
+3

{
NL

(
r,

1

fn − 1

)
+NL

(
r,

1

gn − 1

)}
+N (2 (r, f

n) +N (2 (r, g
n) + S(r, f) + S(r, g).(5.2)

Поскольку f и g делят ∞ IM, то по первой фундаментальной теореме Неван-

линны и лемме 1 имеем

N(r, f) =N(r, g) ≤ 1

n− 1
N

(
r,

1

φ

)
≤ 1

n− 1
N(r, φ) + S(r, f) + S(r, g).(5.3)

Простым вычислением видим, что общие 1-точки fn и gn с одинаковой крат-

ностью не являются полюсами φ. Следовательно, поскольку fn и gn делят 1

IM, f и g делят ∞ IM, мы получаем

N(r, φ) ≤NL

(
r,

1

fn − 1

)
+NL

(
r,

1

gn − 1

)
+N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,
1

g

)
+ S(r, f) + S(r, g).(5.4)

Очевидно,

NL

(
r,

1

fn − 1

)
≤ N

(
r,
f

f ′

)
≤ N(r, f) +N

(
r,

1

f

)
+ S(r, f).(5.5)

NL

(
r,

1

gn − 1

)
≤ N

(
r,
g

g′

)
≤ N(r, g) +N

(
r,
1

g

)
+ S(r, g).(5.6)

Из (5.3)-(5.6) следует, что

N(r, f) = N(r, g) ≤ 2

n− 3

{
N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,
1

g

)}
+ S(r, f) + S(r, g).(5.7)
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Так как n ≥ 11, то по (5.2), (5.5)-(5.7) и лемме 2 имеем

n {T (r, f) + T (r, g)}

≤7

{
N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,
1

g

)}
+ 6

{
N(r, f) +N(r, g)

}
+ S(r, f) + S(r, g)

≤
(
7 +

24

n− 3

){
N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,
1

g

)}
+ S(r, f) + S(r, g).

Таким образом,(
n− 7− 24

n− 3

)
{T (r, f) + T (r, g)} ≤ S(r, f) + S(r, g),

противоречие.

Следовательно, по лемме 7 получаем, что либо fn ≡ gn, либо fngn ≡ 1.

Случай 2. φ ≡ 0. Аналогично случаю 2 теоремы 1, мы выводим, что либо

fn ≡ gn, либо fngn ≡ 1.

Далее, используя тот же аргумент, что и в теореме 1, мы имеем ∆m
η f ≡ tf ,

где tn = 1, а если m = 1, то t ̸= −1. Теорема 3 доказана.

Abstract. In this paper, we study the unicity of meromorphic functions concerning

higher order difference operators and mainly prove the following result: Let m,n(≥
6) be positive integers, let η be a nonzero complex number, and let f be a nonconstant

meromorphic function in the complex plane. If fn and (∆m
η f)

n share 1 CM, f and

∆m
η f share ∞ IM, then ∆m

η f ≡ tf , where tn = 1, and if m = 1, then t ̸= −1.

This improves the results due to Chen and Chen [Bull. Malays. Math. Sci. Soc. 35

(2012)] and Deng, Liu and Yang [Turkish J. Math. 41 (2017)] for the case of infinite

order and higher order difference operators.
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