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Аннотация. Настоящая статья посвящена фрейм-потенциалу конечных
фреймов в n-мерном гильбертовом пространстве Hn. Точнее, мы опреде-
ляем относительный фрейм-потенциал двух последовательностей F и G в
Hn, который обозначается как F̃P (F ,G). Для дуальных фреймов F и G в
Hn мы показываем, что G является каноническим дуальным фреймом F
тогда и только тогда, когда F̃P (F ,G) = n. Нижняя и верхняя границы для
F̃P (F ,G) даны для случая, когда F и G являются фреймами для Hn. Бо-
лее того, показываем, что min

{
F̃P (.,G) ;G есть последовательность в Hn

}
по множеству всех фреймов в Hn с нижней фрейм границей A достигается
для A-жестких фреймах и max

{
F̃P (.,G) ;G есть последовательность в Hn

}
по множеству всех фреймов в Hn с верхней фрейм границей B встречается
в B-жестких фреймах. Также, используя относительный фрейм-потенциал
подпоследовательностей данного фрейма, представлены некоторые экви-
валентные условия для его восстанавливаемости по фазе и по норме.
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1. Введение

Концепция фреймов в гильбертовом пространстве Hn была первоначально

введена Даффином и Шеффером в контексте негармонического ряда Фурье [1].

За последнее десятилетие были предложены различные обобщения фреймов,

такие как фрейм подпространств, псевдофреймы, косые фреймы, непрерывные

фреймы, фреймы слияния, g-фреймы и т. д. Концепция фреймов Парсеваля с

равной нормой на конечномерных гильбертовых пространствах была впервые

введена Касаза и Леонардом в [2, 3] и очень быстро развивалась в течение

последних десяти лет, особенно в контексте вейвлетов и систем Габора.

В n-мерном гильбертовом пространстве Hn со скалярным произведением

⟨., .⟩ последовательность F = {fi}mi=1 называется фреймом для Hn, если суще-

ствуют константы A > 0, B <∞ такие, что для всех f ∈ Hn,

A ∥f∥2 ≤
m∑
i=1

|⟨f, fi⟩|2 ≤ B ∥f∥2 ,(1.1)
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где A,B — соответственно нижняя и верхняя границы фрейма. Второе нера-

венство условия фрейма (1.1) также известно как условие Бесселя для {fi}mi=1.

Фрейм {fi}mi=1 называется A-жестким фреймом, если A = B. Жесткий фрейм

с ∥fi∥ = c для всех 1 ≤ i ≤ m называется жёстким фреймом с c-равной нормой,

а жесткий фрейм с границей фрейма 1 называется фреймом Парсеваля.

Ограниченный линейный оператор TF , определенный равенством

TF : Fm → H, TF ({ci}mi=1) =

m∑
k=1

cifi

называется фрейм оператором фрейма F . Ограниченный линейный оператор

SF , определенный равенством

SF : Hn → Hn, SFf =

m∑
i=1

⟨f, fi⟩ fi

также называется фрейм оператором фрейма F . Известно, что фрейм опера-

тора S является положительным, самосопряженным и обратимым оператором.

Фреймы {fi}mi=1 и {gi}mi=1 являются сопряженными (дуальными) фреймами

для H, если

f =

m∑
i=1

⟨f, gi⟩ fi, ∀f ∈ H.

Фрейм {f̃i}mi=1 определенный как f̃i = S−1fi для 1 ≤ i ≤ m, является сопря-

женным к {fi}mi=1 и называется канонически сопряженным фреймом фрейма

{fi}mi=1. Для дальнейших сведений о фреймах см. [4] –[8].

Фреймы — это избыточные множества векторов в гильбертовом простран-

стве, которые дают одно естественное представление каждого вектора в про-

странстве, но могут иметь бесконечно много различных представлений для

любого вектора. Именно эта избыточность делает фреймы полезными в прило-

жениях. В обработке сигналов эта концепция стала очень полезной при анализе

полноты и устойчивости линейных дискретных представлений сигналов.

Понятие фрейм-потенциала конечного фрейма был введен Бенедетто и Фи-

кусом в [9]. Фактически, фрейм-потенциал конечного фрейма является крите-

рием измерения его ортогональности. Показано, что A-жесткие фреймы явля-

ются минимизаторами фрейм-потенциала в K — семействе фреймов с нижней

границей фрейма A.

Реконструкция сигнала с помощью фреймов является важной и интересной

проблемой в физике и технике. Некоторые классы жестких фреймов гильберто-

ва пространства, которые позволяют реконструировать сигнал из абсолютных
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значений фрейм коэффициентов, были построены в [10]. Как следствие, рекон-

струкция сигнала может быть выполнена без использования фазы. Процесс

реконструкции сигнала без использования фазы известен как восстановление

фазы. Когда мы говорим, что {fk}mk=1 является восстанавливаемым по фазе

фреймом в Hn, это означает, что любой вектор в Hn может быть восстановлен

с точностью до постоянного фазового множителя из модуля его фрейм коэф-

фициентов.

Восстанавливаемые по фазе фреймы имеют важные приложения в рентгенов-

ской кристаллографии, электронной микроскопии, распознавании речи и мно-

гих других областях [11] – [14].

Понятие восстановливаемого по норме фрейма введено в [15]. Авторы пока-

зали, что это то, что необходимо для перехода из восстановливаемости по фазе

к полноте. Они также получили связь между восстанавливаемыми по фазе

фреймами и восстанавливаемыми по норме фреймами.

В этой статье определяем относительный фрейм-потенциал фрейма F̃P (F ,G)
для двух последовательностей F и G в Hn. Для дуальных фреймов F и G в

Hn мы показываем, что G является каноническим дуальным фреймом F то-

гда и только тогда, когда F̃P (F ,G) = n. В случае, когда F и G являются

фреймами для Hn, даются нижняя и верхняя границы для F̃P (F ,G). Более

того, мы показываем, что min
{
F̃P (.,G) ;G есть последовательность в Hn

}
на

совокупности всех фреймов для Hn с нижней фрейм-границей A встречается

в A-жестких фреймах и max
{
F̃P (.,G) ;G есть последовательность в Hn

}
на

совокупности всех фреймов для Hn с верхней фрейм границей B встречает-

ся в B-жестких фреймах. Также, используя относительный фрейм-потенциал

кадра подпоследовательностей данного кадра, представлены некоторые экви-

валентные условия для его восстанавливаемости по фазе и по норме.

2. Фрейм–потенециал сопряженных фреймов

Бенедетто и Фикус определили фрейм потенциал системы {fi}mi=1 в гиль-

бертовом пространстве Hn следующим образом:

Определение 2.1. [9] Пусть F = {fi}mi=1 – система в гильбертовом про-

странстве Hn. Фрейм–потенциал системы F определяется равенством:

FP (F) =

m∑
i,j=1

|⟨fi, fj⟩|2 .

Относительный фрейм–потенциал двух систем F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 в

гильбертовом пространстве Hn определяем следующим образом:
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Определение 2.2. Пусть F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 – системы в в гиль-

бертовом пространстве Hn. Относительный фрейм–потенциал двух систем

или просто фрейм–потенциал двух систем F и G определяется равенством:

F̃P (F ,G) :=
p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, gj⟩|2 .

Следующее предложение представляет некоторые соотношения между от-

носительным фрейм–потенциалом двух последовательностей и их фрейм – по-

тенциалами.

Утверждение 2.1. Пусть F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 – две системы в в

гильбертовом пространстве Hn. Тогда

a) F̃P (F ,F) = FP (F),

b) F̃P (F ,G) = 1
2 [FP (F ∪ G)− FP (F)− FP (G)],

c) Если F и G – фрейма в Hn, тогда F̃P (F ,G) = tr (SFSG), где SF и SG - -

фрейм операторы F и G, соответственно.

Доказательство. Часть a очевидна. Пусть

hi :=


fi , 1 ≤ i ≤ p,

gi−p, p+ 1 ≤ i ≤ p+ q
.

Тогда

FP (F ∪ G) =
p+q∑
i,j=1

|⟨hi, hj⟩|2

=

p∑
i,j=1

|⟨fi, fj⟩|2 + 2

p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, gj⟩|2 +
q∑

i,j=1

|⟨gi, gj⟩|2

= FP (F) + 2F̃P (F ,G) + FP (G) .

Применив равенство FP (F) = tr
(
S2
F
)
[16], имеем,

F̃P (F ,G) = 1

2
[FP (F ∪ G)− FP (F)− FP (G)]

=
1

2

[
tr
(
S2
F∪G

)
− tr

(
S2
F
)
− tr

(
S2
G
)]

=
1

2

[
tr (SF + SG)

2 − tr
(
S2
F
)
− tr

(
S2
G
)]

=
1

2

[
tr
(
S2
F
)
+ tr (SFSG) + tr (SGSF ) + tr

(
S2
G
)
− tr

(
S2
F
)
− tr

(
S2
G
)]

= tr (SFSG) .
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В следующей теореме получена оценка сверху для F̃P (F ,G). Получена так-

же оценка снизу для F̃P (F ,G) в случае, когда F и G являются фреймами в

Hn.

Теорема 2.1. Пусть F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 системы в гильбертовом про-

странсчтве Hn. Тогда F̃P (F ,G) ≤ αβ, где α :=
∑p
i=1 ∥fi∥

2 и β :=
∑q
j=1 ∥gj∥

2.

Если, кроме того, F и G– фреймы в Hn, тогда
αβ

n
≤ F̃P (F ,G) ≤ αβ.

В частности, если F и G нормированы, тогда
pq

n
≤ F̃P (F ,G) ≤ pq.

Доказательство. Применив неравенство Коши-Шварца, имеем:

F̃P (F ,G) =
p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, gj⟩|2 ≤
p∑
i=1

q∑
j=1

∥fi∥2 ∥gj∥2 =

p∑
i=1

∥fi∥2
q∑
j=1

∥gj∥2 = αβ.

В случае, когда F and G– фреймы в Hn, применив часть c утверждкения 2.1

и [17, Theorem II.2] получим F̃P (F ,G) = tr (SFSG) ≥
∑n
i=1 λiµn−i+1, где λ1 ≥

λ2 ≥ · · · ≥ λn – собственные значения SF , а µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µn – собственные

значения SG . Кроме того,
n∑
i=1

λi = tr (SF ) = tr (TFT
∗
F ) = tr (T ∗

FTF ) =

p∑
i=1

∥fi∥2 = α.

Анологично,
∑n
i=1 µi = β.

Следовательно, для получения оценки снизу для F̃P (F ,G), нужно решить

следующую оптимизационную задачу:
minΦ (λ1, λ2, . . . , λn, µ1, µ2, . . . , µn) :=

∑n
i=1 λiµn−i+1,

ϕ (λ1, λ2, . . . , λn) :=
∑n
i=1 λi = α,

ψ (µ1, µ2, . . . , µn) :=
∑n
i=1 µi = β

.

Применив метод множителей Лагранжа, мы ищем значения λ1, λ2, . . . , λn,

µ1, µ2, . . . , µn и γ, η так, что ∇Φ = γ∇ϕ+η∇ψ, ϕ (λ1, λ2, . . . , λn) = α и ψ (µ1, µ2, . . . , µn) =

β. Получаем следующие уравнения для i = 1, 2, . . . , n

∂Φ
∂λi

= γ ∂ϕ
∂λi

+ η ∂ψ∂λi
,

∂Φ
∂µi

= γ ∂ϕ
∂µi

+ η ∂ψ∂µi
,∑n

i=1 λi = α,∑n
i=1 µi = β

,
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откуда следует, что λi = α
n and µi = β

n for i = 1, 2, . . . , n. Следовательно,

F̃P (F ,G) ≥ Φ

(
α

n
,
α

n
, . . . ,

α

n
,
β

n
,
β

n
, . . . ,

β

n

)
= n

α

n

β

n
=
αβ

n
.

Теорема 2.2. Оценка снизу для F̃P (F ,G) достигается, когда F = {fi}pi=1 и

G = {gi}qi=1 являются жесткими фреймами.

Доказательство. Если F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 – жесткие фреймы, тогда

SF = α
n I и SG = β

nI, где I – тождественный оператор в Hn. Таким образом,

F̃P (F ,G) = tr (SFSG) = tr

(
α

n
I
β

n
I

)
=
αβ

n2
tr (I) =

αβ

n
.

Следующий пример показывает, что обратное утверждение теоремы 2.2 невер-

но.

Пример 1. Рассмотрим фреймы F = {e1, e2} и G = {e1, e2, e2} для H2, где

{e1, e2}– ортонормированный базис в H2. Тогда, F̃P (F ,G) = 3 = αβ
n , но фрейм

G не жесткий.

Теорема 2.3. Оценка сверху для F̃P (F ,G) достигается только, если F и G
являются скалярными кратными одного вектора в Hn.

Доказательство. Если две системы F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 являются

скалярными кратными одного вектора в Hn, тогда существует вектор f ∈ Hn

такой, что fi = cif и gj = djf для некоторых скаляров ci, dj . Тогда |⟨fi, gj⟩| =
∥fi∥ ∥gj∥, для 1 ≤ i ≤ p и 1 ≤ j ≤ q. Следовательно,

F̃P (F ,G) =
p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, gj⟩|2 =

p∑
i=1

q∑
j=1

∥fi∥2 ∥gj∥2 =

p∑
i=1

∥fi∥2
q∑
j=1

∥gj∥2 = αβ.

Обратное, если существуют 1 ≤ i0 ≤ p и 1 ≤ j0 ≤ q такие, что fi0 и gj0

не являются скалярными кратными одного вектора в Hn, тогда |⟨fio , gj0⟩| <
∥fi0∥ ∥gj0∥. Следовательно,

F̃P (F ,G) =
p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, gj⟩|2 =

p∑
i=1
i ̸=i0

q∑
j=1
j ̸=j0

|⟨fi, gj⟩|2 + |⟨fio , gj0⟩|
2

<

p∑
i=1
i ̸=i0

q∑
j=1
j ̸=j0

∥fi∥2 ∥gj∥2 + ∥fi0∥
2 ∥gj0∥

2
=

p∑
i=1

∥fi∥2
q∑
j=1

∥gj∥2 = αβ.

Теорема 2.4. Если F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 – биортогональны, тогда

F̃P (F ,G) = min {p, q}.
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Доказательство. Допустим, что F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 – биортогональ-

ны. Без ограничения общности можем считать, что p ≤ q. Тогда

F̃P (F ,G) =
p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, gj⟩|2

=

p∑
i=1

|⟨fi, gi⟩|2 +
p∑
i=1

q∑
j=1,j ̸=i

|⟨fi, gj⟩|2 = p+ 0 = p = min {p, q} .

Следующий пример показывет, что обратное утверждение неверно.

Пример 2. Рассмотрим фреймы F = {e1, e2} и G =
{

1√
2
(e1 + e2) ,

1√
2
(e1 − e2)

}
в H2, где e = {e1, e2} – ортонормированный базис в H2. Тогда F̃P (F ,G) = 2 =

min {p, q}, но F и G не биортогональны.

Следующая теорема дает отношение между дуальными фреймами.

Теорема 2.5. Если F̂ и Ĝ – дуальные фреймы двух фреймов F и G соответ-

ственно, тогда
FP (F)

F̃P
(
F , Ĝ

) ≤ F̃P (F ,G) ≤ FP (F) F̃P
(
G, F̂

)
.

Доказательство. Предположим, что F̂ =
{
f̂i

}p
i=1

и Ĝ = {ĝj}qj=1 – дуальные

фреймы двух фреймов F = {fi}pi=1 и G = {gi}qi=1 соответственно, тогда

F̃P (F ,G) =
p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, gj⟩|2 =

p∑
i=1

q∑
j=1

∣∣∣∣∣
〈
fi,

p∑
k=1

〈
gj , f̂k

〉
fk

〉∣∣∣∣∣
2

≤
p∑
i=1

q∑
j=1

(
p∑
k=1

|⟨fi, fk⟩|2
)(

p∑
k=1

∣∣∣〈f̂k, gj〉∣∣∣2)

=

(
p∑
i=1

p∑
k=1

|⟨fi, fk⟩|2
) p∑

k=1

q∑
j=1

∣∣∣〈f̂k, gj〉∣∣∣2
 = FP (F) F̃P

(
G, F̂

)
.

Кроме того,

FP (F) =

p∑
i=1

p∑
j=1

|⟨fi, fj⟩|2 =

p∑
i=1

p∑
j=1

∣∣∣∣∣
〈

q∑
k=1

⟨fi, ĝk⟩ gk, fj

〉∣∣∣∣∣
2

≤
p∑
i=1

p∑
j=1

(
q∑

k=1

|⟨fi, ĝk⟩|2
)(

q∑
k=1

|⟨fj , gk⟩|2
)

=

(
p∑
i=1

p∑
k=1

|⟨fi, ĝk⟩|2
) p∑

j=1

q∑
k=1

|⟨fj , gk⟩|2


= F̃P
(
F , Ĝ

)
F̃P (F ,G) .
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В частном случае, когда F̂ – канонический дуальный фрейм фрейма F ,

тогда по утвеждению 2.1, мы имеем: F̃P
(
F , F̂

)
= tr

(
SFS

−
F 1
)
= tr (I) = n,

но обратное неверно. Действительно, рассмотрим два фрейма: F = {e1, e2} и

G =
{√

1
3e1 +

√
2
3e2,

√
2
3e1 +

√
1
3e2

}
в H2, где {e1, e2} – ортонормированный

базис в H2. Тогда F̃P (F ,G) = 2 = n, но G – не канонический дуальный фрейм

фрейма F .

Теорема 2.6. Пусть F̂ - дуальный фрейм для F в Hn. Тогда, F̂ является

каноническим дуальный фреймом F только если F̃P
(
F , F̂

)
= n.

Доказательство. Пусть F̂ =
{
f̂i

}p
i=1

- дуальный фрейм для F = {fi}pi=1

в Hn. Применив теорему [5, Theorem 5.7.4] можем предположить, что f̂j =

S−1
F fj + ϕj так, что ϕj = hj −

∑p
k=1

〈
S−1
F fj , fk

〉
hk для 1 ≤ j ≤ p, где {hi}pi=1 –

система в Hn. Тогда,

F̃P
(
F , F̂

)
=

p∑
i=1

p∑
j=1

∣∣∣〈fi, f̂j〉∣∣∣2 =

p∑
i=1

p∑
j=1

∣∣〈fi, S−1
F fj + ϕj

〉∣∣2
=

p∑
i=1

p∑
j=1

∣∣〈fi, S−1
F fj

〉∣∣2 + p∑
i=1

p∑
j=1

|⟨fi, ϕj⟩|2 + 2Re

p∑
i=1

p∑
j=1

〈
fi, S

−1
F fj

〉
⟨fi, ϕj⟩

= F̃P
(
F , S−1

F F
)
+ F̃P (F ,Φ) + 2Re

p∑
i=1

p∑
j=1

〈
fi, S

−1
F fj

〉
⟨ϕj , fi⟩

= n+ F̃P (F ,Φ) + 2Re

p∑
i=1

p∑
j=1

〈
fi, S

−1
F fj

〉 〈
f̂j − S−1

F fj , fi

〉

= n+ F̃P (F ,Φ) + 2Re

p∑
i=1

〈
p∑
j=1

〈
fi, S

−1
F fj

〉
f̂j −

p∑
j=1

〈
fi, S

−1
F fj

〉
S−1
F fj , fi

〉

= n+ F̃P (F ,Φ) + 2Re

p∑
i=1

〈
p∑
j=1

〈
S−1
F fi, fj

〉
f̂j − S−1

F

 p∑
j=1

〈
fi, S

−1
F fj

〉
fj

 , fi

〉

= n+ F̃P (F ,Φ) + 2Re

p∑
i=1

〈
S−1
F fi − S−1

F fi, fi
〉
= n+ F̃P (F ,Φ) ,

где Φ := {ϕi}pi=1. Следовательно, F̃P
(
F , F̂

)
= n тогда и только тогда, когда

F̃P (F ,Φ) = 0, откуда следует, что ϕj = 0 для 1 ≤ j ≤ p , в силу полноты F .

Значит F̃P
(
F , F̂

)
= n тогда и только токда, когда f̂j = S−1

F fj for 1 ≤ j ≤ p.□

В следующей теореме мы показываем, что min
{
F̃P (.,G) ;G – система в Hn

}
по множеству всех фреймов в Hn с нижней фрейм границей A достигается для

A-жестких фреймов, а max
{
F̃P (.,G) ;G – система в Hn

}
по множеству всех
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фреймов в Hn с верхней фрейм границей B достигается для B-жестких фрей-

мов.

Теорема 2.7. Пусть P – множество всех фреймов в Hn с нижней фрейм

границей A и пусть Q – множество всех фреймов в Hn с верхней фрейм

границей B. Тогда

a) Если F̈ есть A−жесткий фрейм в Hn, тогда F̃P
(
F̈ ,G

)
≤ F̃P (F ,G),

для любого F ∈ P и любой системы G.

b) Если F̈ ∈ P и F̃P
(
F̈ ,G

)
≤ F̃P (F ,G), любого F ∈ P и любой системы

G, тогда F̈ есть A−жесткий фрейм в Hn.

c) Если F̈ есть B−жесткий фрейм в Hn, тогда F̃P
(
F̈ ,G

)
≥ F̃P (F ,G),

для любого F ∈ Q и любой системы G.

d) Если F̈ ∈ Q и F̃P
(
F̈ ,G

)
≥ F̃P (F ,G), для любого F ∈ Q и любой систе-

мы G, тогда F̈ есть B−жесткий фрейм в Hn.

Доказательство. a: Пусть F̈ =
{
f̈i

}p
i=1

есть A−жесткий фрейм в Hn G =

{gj}qj=1 — система в Hn. Тогда

F̃P
(
F̈ ,G

)
=

p∑
i=1

q∑
j=1

∣∣∣〈f̈i, gj〉∣∣∣2 =

q∑
j=1

p∑
i=1

∣∣∣〈gj , f̈i〉∣∣∣2 =

q∑
j=1

A ∥gj∥2

≤
q∑
j=1

r∑
i=1

|⟨gj , fi⟩|2 = F̃P (F ,G)

для любого F = {fi}ri=1 ∈ P.

b: Если F̈ =
{
f̈i

}p
i=1

∈ P и F̃P
(
F̈ ,G

)
≤ F̃P (F ,G), для любого F ∈ P и

любой системы G, для F :=
{√

Ae1,
√
Ae2, . . . ,

√
Aen

}
∈ P, где {e1, e2, . . . , en}

– ортонормированный базис в Hn, для x ∈ Hn имеем:
p∑
i=1

∣∣∣〈x, f̈i〉∣∣∣2 = F̃P
(
F̈ , {x}

)
≤ F̃P (F , {x}) =

p∑
i=1

∣∣∣〈x,√Aei〉∣∣∣2 = A ∥x∥2 .

В силу F̈ ∈ P, имеем, что F̈ есть A−жесткий фрейм в Hn.

Доказательства пунктов c) и d) аналогичны доказательствам a) и b), соот-

ветственно. □

Следствие 2.1. Пусть P – множество всех пар (F ,G) где F and G – фреймы

в Hn с нижними фрейм границами A1 и A2 соответственно. Пусть Q –

множество всех пар (F ,G) где F и G – фреймы в Hn с нижними фрейм

границами B1 и B2 соответственно. Тогда,

a) F̃P
(
F̈ , G̈

)
≤ F̃P (F ,G), для любой пары (F ,G) ∈ P, где F̈ и G̈ – жесткие

фреймы в Hn с нижними фрейм границами A1 и A2 соответственно.
31



М. ДЖАФАРИЗАДЕ, М. А. ГАСАНХАНИ ФАРД

b) F̃P
(
F̈ , G̈

)
≥ F̃P (F ,G), для любой пары (F ,G) ∈ Q, где F̈ и G̈ – жесткие

фреймы в Hn с верхними фрейм границами B1 и B2 соответственно.

Доказательство. Дважды применив пункт a) теоремы 2.7, получим:

F̃P
(
F̈ , G̈

)
≤ F̃P

(
F , G̈

)
= F̃P

(
G̈,F

)
≤ F̃P (G,F) = F̃P (F ,G)

для любой (F ,G) ∈ P. Пункт b) доказывается аналогично. □

3. Фрейм потенциал и восстанавливаемый по фазе фрейм

Восстанавливаемые по фазе фреймы имеют множество применений в физи-

ке и в инженерии. Маетематическое исследование восстанавливаемых по фазе

фреймов началось в 2006 году в статье Балана, Касаза и Едидина [10]

Определение 3.1. Фрейм F = {fk}mk=1 в Rn (или Cn) называется восста-

навливаемый по фазе фреймом, если для любых f, g ∈ Rn (f, g ∈ Cn) , ес-

ли | ⟨f, fk⟩ | = | ⟨g, fk⟩ | для всех k = 1, 2, ...,m, тода f = cg для некоторой

c ∈ {−1, 1} ( c ∈ {z ∈ C : |z| = 1}).

С. Бахманпур, Дж. Кахил, П. Г. Касаза дж. Джаспер и Л.М. Вудланд [15]

определили восстанавливаемый по норме фрейм:

Определение 3.2. Фрейм F = {fk}mk=1 в Rn (или в Cn) называется восста-

навливаемым по норме фреймом, если для любых f, g ∈ Rn ( f, g ∈ Cn) из

условия | ⟨f, fk⟩ | = | ⟨g, fk⟩ | для всех k = 1, 2, ...,m, вытекает, что ∥f∥ = ∥g∥.

В дальнейшем мы предполагаем, что Hn – действительное Гильбертово про-

странство. В следующей теореме дается описание восстанавливаемых по фазе

и восстанавливаемых по норме фреймов в Hn, используя оболочку элементов

фрейма:

Теорема 3.1. [10, Theorem 2.8] Фрейм F = {fk}mk=1 ⊂ Hn является вос-

станавливаемым по фазе тогда и только тогда, когда для любого разбиения

{Ij}2j=1 набора [m] := {1, 2, ...,m},

span{fk}k∈I1 = Hn или span{fk}k∈I2 = Hn.

Теорема 3.2. [18, Theorem 2.3] Фрейм F = {fk}mk=1 ⊂ Hn является восста-

навливаемым по норме тогда и только тогда, когда для любого разбиения

{Ij}2j=1 набора [m] := {1, 2, ...,m},

span{fk}⊥k∈I1 ⊥ span{fk}⊥k∈I2 .
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Для любого фрейма F = {fi}pi=1 в Hn, положим FI := {fi}i∈I для любого

подмножества ∅ ≠ I ⊊ [p] := {1, 2, . . . , p}.

Теорема 3.3. Если F = {fi}pi=1 является восстанавливаемым по фазе фрей-

мом в Hn с ненулевыми элементами, тогда F̃P (FI ,FIc) > 0, для любого

подмножества ∅ ≠ I ⊊ [p].

Доказательство. В силу теоремы 3.1, span {fi}i∈I = Hn или span {fi}i∈Ic =

Hn. Без ограничения общности можем предположить, что span {fi}i∈I = Hn.

Тогда,

F̃P (FI ,FIc) =
∑
i∈I

∑
j∈Ic

|⟨fi, fj⟩|2 =
∑
j∈Ic

∑
i∈I

|⟨fj , fi⟩|2 ≥ A
∑
j∈Ic

∥fj∥2 > 0,

где A– нижняя фрейм граница {fi}i∈I . □

Следующий пример показывает, что обратное теореме 3.3 утверждение невер-

но.

Пример 3. Рассмотрим фрейм F := {e1, e2, e3, e1 + e2 + e3} в R3, где {e1, e2, e3}–
канонический ортонормированный базис в R3. let ∅ ≠ I ⊊ {1, 2, 3, 4}.
Если e1 + e2 + e3 ∈ I, тогда F̃P (FI ,FIc) ≥ 1 > 0 и если e1 + e2 + e3 /∈ I,

тогда e1 + e2 + e3 ∈ Ic и следовательно, F̃P (FI ,FIc) ≥ 1 > 0. Тем не менее,

F не является восстанавливаемым по фазе фреймом, так как для векторов

x = (1,−1, 1) и y = (−1, 1, 1) in R3, имеем, что |⟨x, fi⟩| = |⟨y, fi⟩|, для 1 ≤ i ≤ 4,

но y ̸= ±x.

В следующей теореме, используя относительный фрейм потенциал подси-

стем фрейма, мы приводим эквивалентное условие для его восстанавливаемо-

сти по фазе.

Теорема 3.4. Фрейм F = {fi}pi=1 в Hn является восстанавливаемым по фазе

тогда и только тогда, когда для любого множества ∅ ≠ I ⊊ [p],

F̃P (FI , {x}) + F̃P (FIc , {x}) > 0,

дл всех x ∈ S := {x ∈ Hn; ∥x∥ = 1}.

Доказательство. Сначала предположим, что F = {fi}pi=1 есть восстанав-

ливаемый по фазе фрейм в Hn and ∅ ̸= I ⊊ [p]. По теореме 3.1, span {fi}i∈I =

Hn или span {fi}i∈Ic = Hn. Без ограничения общности, можем считать, что

span {fi}i∈I = Hn. Тогда, для любого x ∈ S имеем, что

F̃P (FI , {x}) + F̃P (FIc , {x}) ≥ F̃P (FI , {x}) =
∑
i∈I

|⟨x, fi⟩|2 ≥ A > 0,
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где A – нижняя фрейм граница {fi}i∈I .
Предположим обратное, что для любого подмножества ∅ ≠ I ⊊ [p],

F̃P (FI , {x}) + F̃P (FIc , {x}) > 0,

для всех x ∈ S. Рассмотрим подмножество ∅ ≠ I ⊊ [p]. Без ограничения общ-

ности, можем считать, что F̃P (FI , {x}) > 0, для всех x ∈ S. Покажем, что

span {fi}i∈I = Hn. Если x ∈ span {fi}⊥i∈I , тогда x = 0, так как, если x ̸= 0,

тогда

0 =
∑
i∈I

∣∣∣∣〈 x

∥x∥
, fi

〉∣∣∣∣2 = F̃P

(
FI ,

{
x

∥x∥

})
> 0,

что является противоречием. Теперь мы имеем, что span {fi}i∈I = Hn и сле-

довательно, F = {fi}pi=1 есть восстанавливаемым по фазе фрейм в Hn, в силу

теоремы3.1. □

В следующей теореме приведено эквивалентное условие для восстанавлива-

емости по норме фрейма.

Теорема 3.5. Фрейм F = {fi}pi=1 является восстанавливаемым по норме в

Hn тогда и только тогда, когда для любого подмножества ∅ ≠ I ⊊ [p],

F̃P (FI , {x}) = F̃P (FIc , {y}) = 0 ⇒ ⟨x, y⟩ = 0,

для всех x, y ∈ S := {x ∈ Hn; ∥x∥ = 1}.

Доказательство. Сначало допустим, что фрейм F = {fi}pi=1 является вос-

станавливаемым по норме в Hn и ∅ ≠ I ⊊ [p]. Тогда для произвольных x, y ∈ S,

если F̃P (FI , {x}) = F̃P (FIc , {y}) = 0, то x ∈ span {fi}⊥i∈I и y ∈ span {fi}⊥i∈Ic ,
откуда следует, что ⟨x, y⟩ = 0, так как, по теореме 3.2, имеем, что span {fi}⊥i∈I ⊥
span {fi}⊥i∈Ic .

Обратное, допустим, что ∅ ̸= I ⊊ [p], x ∈ span {fi}⊥i∈I и y ∈ span {fi}⊥i∈Ic .
Если x = 0 или y = 0, то ⟨x, y⟩ = 0. Допустим, что x ̸= 0 и y ̸= 0. Тогда, s

F̃P

(
FI ,

{
x

∥x∥

})
= F̃P

(
FIc ,

{
y

∥y∥

})
= 0,

откуда следует, что

⟨x, y⟩ = ∥x∥ ∥y∥
〈

x

∥x∥
,
y

∥y∥

〉
= 0.

Теперь мы имеем, что span {fi}⊥i∈I ⊥ span {fi}⊥i∈Ic и фрейм F является восста-

навливаемым по норме в силу теоремы 3.2. □

Следствие 3.1. Фрейм F = {fi}pi=1 является восстанавливаемым по норме

в Hn тогда и только тогда, когда для любого множества ∅ ≠ I ⊊ [p],

F̃P (FI ,Φ) = F̃P (FIc ,Ψ) = 0 ⇒ F̃P (Φ,Ψ) = 0,

34



ФРЕЙМ ПОТЕНЦИАЛ СОПРЯЖЕННОГО ФРЕЙМА ...

для произвольных систем Φ,Ψ в Hn.

Определение 3.3. Пусть Φ = {ϕj}qj=1 и Ψ = {ψj}qj=1– системы в Hn. Ска-

жем, что

(1) Φ и Ψ имеют одинаковые фазы, если ϕj = λjψj при 1 ≤ j ≤ q, для некото-

рых констант λj с |λj | = 1.

(2) Φ и Ψ имеют одинаковые нормы, если ∥ϕj∥ = ∥ψj∥ для всех 1 ≤ j ≤ q,.

Теорема 3.6. Пусть F = {fi}pi=1 – фрейм в Hn и пусть Φ = {ϕj}qj=1 и

Ψ = {ψj}qj=1 – системы в Hn.

(1) Если фрейм F является восстанавливаемым по фазе, и F̃P (F ,Φ−Ψ) = 0,

тогда Φ и Ψ имеют одинаковые фазы.

(2) Если F является восстанавливаемым по норме и F̃P (F ,Φ−Ψ) = 0, тогда

Φ и Ψ имеют одинаковые нормы.

Доказательство. Пусть F̃P (F ,Φ−Ψ) = 0. При 1 ≤ j ≤ q

||⟨fi, ϕj⟩| − |⟨fi, ψj⟩||2 ≤
p∑
i=1

q∑
j=1

||⟨fi, ϕj⟩| − |⟨fi, ψj⟩||2

≤
p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, ϕj⟩ − ⟨fi, ψj⟩|2 =

p∑
i=1

q∑
j=1

|⟨fi, ϕj − ψj⟩|2 = F̃P (F ,Φ−Ψ) ,

для всех 1 ≤ i ≤ p. Тогда при 1 ≤ j ≤ q, имеем,что |⟨fi, ϕj⟩| = |⟨fi, ψj⟩|, для

всех 1 ≤ i ≤ p.

Теперь, если фрейм F является восстанавливаемым по фазе, тогда ϕj =

λjψj , при 1 ≤ j ≤ q, для некоторых констант λj с |λj | = 1 и если F является

восстанавливаемым по норме, тогда ∥ϕj∥ = ∥ψj∥ при 1 ≤ j ≤ q, □

Abstract. This paper is concentrated on the frame potential of finite frames in n-

dimensional Hilbert space Hn. More precisely, We define the relative frame potential

of two sequences F and G in Hn, which is denoted by F̃P (F ,G). For dual frames F
and G in Hn, we show that G is canonical dual frame of F if and only F̃P (F ,G) = n.

A lower and upper bound for F̃P (F ,G) is given, for the case that F and G are

frames for Hn. Moreover, we show that min
{
F̃P (.,G) ;G is a sequence in Hn

}
on the collection of all frames for Hn with lower frame bound A occurs in A-tight

frames and max
{
F̃P (.,G) ;G is a sequence in Hn

}
on the collection of all frames

for Hn with upper frame bound B occurs in B-tight frames. Also, using the relative

frame potential of the sub sequences of a given frame, some equivalent conditions

for its phase and its norm retrievability are presented.
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