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1. Введение

Пусть D обозначает открытый единичный круг в комплексной плоскости C,

а Σ обозначает класс мероморфных функций вида

(1.1) f (z) =
1

z
+

∞∑
n=0

anz
n (z ∈ D\{0}).

Более того, пусть w (z) — аналитическая функция, такая что w (0) = 0 и

|w (z)| < 1 с разложением в ряд

(1.2) w (z) =

∞∑
n=1

cnz
n.

Функция w (z) называется функцией Шварца.

В последние десятилетия многие исследователи проявляли интерес к изуче-

нию мероморфных функций в D\{0}. Например, Клуни [1] доказал, что если f

имеет вид (1.1), то есть мероморфным звездообразным в D, то |an| ≤ 2/(n+ 1)

1Настоящее исследование было поддержано Естественным научным фондом провинции
Хунань в рамках гранта № 2022JJ30185 КНР и Фондом университета King Saud в рамках
гранта № RSP2023R440 Саудовской Аравии.
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(Клуни доказал это для случая, когда a0 = 0, тогда как в различных случа-

ях в литературе отмечалось, что его доказательство справедливо для a0 ̸= 0).

Поммеренке [2], Либера и Робертсон [3] также получили несколько похожих

результатов.

Оценки коэффициентов играют важную роль в области GFT (Геометричес-

ка теория функций). В 1916 году Бибербах выдвинул знаменитую гипотезу

о том, что для любой нормализованной аналитической и однолистной функ-

ции выполняется неравенство |an| ≤ n, и только спустя 69 лет, в 1985 году

это было доказано де Бранжем (см. [4]). Оценки коэффициентов говорят нам

о геометрических свойствах функций, например, оценка второго коэффици-

ента определяет рост, искажения и покрытия нормализованных однолистных

функций.

Определители Ганкеля аналитических функций были введены впервые в

1960-х годах. Поммеренке [2] изучал определители Ганкеля для класса S одно-

листных и аналитических функций с разложениями в ряд

f (z) = z + a2z
2 + a3z

3 + · · ·

Он показал, что для f ∈ S, имеет место оценка

|Hq (n)| ≤ Kn(−1/2+β)q+3/2,

где n, q — натуральные числа, q ≥ 2, β > 1/4000 иK зависит от q. Позднее Хей-

ман [5] и Нур [6] также доказали несколько похожих интересных результатов

(см. также [7, 8]).

Оценка для |H2 (1)| была впервые изучена Бабалолой [9], он нашел точную

оценку |a4 − a2a3| для звездообразных функций, выпуклых функций и близких

к выпуклым функций с положительными действительными частями их про-

изводных, соответственно. Мишра-Праджапат-Махарана [10] доказал оценки

|H2 (1)| ≤ 1/2 и |H2 (1)| ≤ 4/27 для класса звездообразных и выпуклых относи-

тельно симметричных точек, соответственно, функций. Раза и Малик [11] (см.

также [12]) доказали, что эта оценка верна с 1/6 для класса звездообразных

функций, связанных с лемнискатой Бернулли.

В последние годы оценки коэффициентов для мероморфных однолистных

функций были тщательно изучены различными исследователями. Например,

для мероморфных однолистных функций f Шиффер [13] доказал, что |a2| ≤
2/3 с a0 = 0, а Дюрен [14] получил |an| ≤ 2/(n+ 1), где ak = 0 для 1 ≤ k ≤ n/2.
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Спрингер [15] получил оценку |b3| ≤ 1, а также
∣∣b3 + (1/2)b21

∣∣ ≤ 1/2, для клас-

са мероморфных однолистных функций, где bk представляет собой коэффи-

циент ряда Тейлора обратной функции Σ. Он также выдвинул гипотезу, что

|b2n−1| ≤ (2n− 1)!/[n! (n− 1)!], что было доказано Куботой [16] для n = 3, 4, 5 и

Шобером [17] для 1 ≤ n ≤ 7. Оценки коэффициентов для класса мероморфных

звездообразных функций порядка α и мероморфных звездообразных функций

порядка α с m-кратными представлениями в виде рядов с пропусками были

исследованы Капуром и Мишрой [18], Сриваставой-Мишрой-Кундом [19] соот-

ветственно. Хамиди-Халим-Джахангири [20, 21] использовал полиномы Фабе-

ра для исследования границ коэффициентов двояковыпуклых функций. Для

более поздних исследований мероморфных функций можно посмотреть [22] –

[28].

По существу мотивированные вышеизложенными оценками коэффициентов

мероморфных функций, мы определим общий класс MSC (n, b) мероморфных

функций, включающих высшую производную, который обобщает и объединя-

ет предыдущее исследование в литературе. Предоставляется всестороннее и

детальное понимание оценок коэффициентов мероморфных функций, и выво-

дятся оценки коэффициентов этого общего класса мероморфных функций.

Пусть P обозначает класс аналитических функций p в D вида

(1.3) p(z) = 1 +

∞∑
n=1

pnz
n

таких, что Re(p(z)) > 0 в D.

Определение 1.1. Предположим, что ϕ(z) = 1 +
∑∞

n=1Bnz
n ∈ P. Говорят,

что функция f ∈ Σ принадлежит классу MSC (n, b), если она удовлетворяет

условию

1− 2

b

(
1

n+ 1

zf (n+1) (z)

f (n) (z)
+ 1

)
≺ ϕ(z), n = 0, 1, 2, · · · ; b ∈ C\{0}.

Выбирая специальные n, b и ϕ(z), мы получаем следующие подклассы ме-

роморфных функций.

1. Для n = 0, b = 2 и ϕ (z) = 1 + sin z, мы получаем

MS∗sin =

{
f ∈ Σ : −zf

′ (z)

f (z)
≺ 1 + sin z

}
.

2. Для n = 0, b = 2 и ϕ (z) = 1 + tanh z, имеем

MS∗tanh =

{
f ∈ Σ : −zf

′ (z)

f (z)
≺ 1 + tanh z

}
.
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3. Для n = 0, b = 2 и ϕ (z) =
√
1 + z, мы получаем

MS∗BL =

{
f ∈ Σ : −zf

′ (z)

f (z)
≺

√
1 + z

}
.

Целью данной статьи является вывод оценок коэффициентов, второго опре-

делителя Ганкеля |H2 (1)| и коэффициентов обратных функций для обобщен-

ного класса мероморфных функций, связанных с общей функцией ϕ(z).

2. Предварительные результаты

Для вывода основных результатов нам потребуются следующие леммы.

Лемма 2.1. (см. [29, стр. .41]) Для функции p ∈ P вида (1.3) и для каждого

n ≥ 1 выполняется точное неравенство |pn| ≤ 2 . Равенство выполняется

для функции

p(z) =
1 + z

1− z
.

Лемма 2.2. (см. [30]) Для любых действительных чисел µ и υ и функции

Шварца w (z) =
∑∞

n=1 cnz
n, выполняются следующие точные соотношения.

Если

(2.1)

(µ, υ) ∈
{
|µ| ≤ 1

2
, −1 ≤ υ ≤ 1

}
∪
{
1

2
≤ |µ| ≤ 2,

4

27
(|µ|+ 1)

3 − (|µ|+ 1) ≤ υ ≤ 1

}
,

тогда

(2.2)
∣∣c3 + µc1c3 + υc31

∣∣ ≤ 1.

Если

D1 =

{
2 ≤ |µ| ≤ 4, υ ≥ 1

12

(
µ2 + 8

)}
∪
{
|µ| ≥ 4, υ ≥ 2

3
(|µ| − 1)

}
,

тогда ∣∣c3 + µc1c3 + υc31
∣∣ ≤ |υ| ,

и |cn| ≤ 1.

По лемме Шварца-Пика мы знаем, что

(2.3) |c2| ≤ 1− |c1|2 .

Аналогично мы находим, что

(2.4)
∣∣c2 + λc21

∣∣ ≤ max {1, |λ|} (λ ∈ C).

Лемма 2.3. (см. [31]) Пусть w (z) =
∑∞

n=1 cnz
n – функция Шварца. Тогда

|c3| ≤ 1− |c1|2 −
|c2|2

1 + |c1|
,
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|c4| ≤ 1− |c1|2 − |c2|2 ,

|c5| ≤ 1− |c1|2 − |c2|2 −
|c3|2

1 + |c1|
.

Лемма 2.4. (see [32]) Пусть w (z) =
∑∞

n=1 cnz
n – функция Шварца. Тогда∣∣c1c3 − c22

∣∣ ≤ 1− |c1|2 .

Лемма 2.5. (see [33]) Пусть w (z) =
∑∞

n=1 cnz
n – функция Шварца, и λ ∈ C.

Тогда ∣∣c4 + (1 + λ) c1c3 + c22 + (1 + 2λ) c21c2 + λc41
∣∣ ≤ max {1, |λ|} ,

и ∣∣c4 + 2c1c3 + λc22 + (1 + 2λ) c21c2 + λc41
∣∣ ≤ max {1, |λ|} .

3. Оценки коэффициентов для класса MSC (n, b)

Сначала мы докажем следующий результат для начальных коэффициентов

класса MSC (n, b).

Теорема 3.1. Пусть f ∈ MSC (n, b) с ϕ (z) = 1 +
∑∞

n=1Bnz
n. Тогда

(3.1) |a0| ≤
n+ 1

2

∣∣∣∣ bB1

ψ(0, n)

∣∣∣∣ ,
(3.2) |a1| ≤

n+ 1

4

∣∣∣∣ bB1

ψ (1, n)

∣∣∣∣ (max

{
1,

∣∣∣∣2B2 − b(n+ 1)B2
1

2B1

∣∣∣∣}) ,
|a2| ≤

n+ 1

6

|bB1|
|ψ (2, n)|

,

где

ψ(j, n) =

(
j
n

)
(−1)n

(j = 0, 1, 2),∣∣8B2 − 3b (n+ 1)B2
1

∣∣ ≤ 4 |B1| ,∣∣∣b2 (n+ 1)
2
B3

1 − 6bB2 (n+ 1)B1 + 8B3

∣∣∣ ≤ 8 |B1| .

Доказательство. Пусть f ∈ MSC (n, b). Тогда существует функция Шварца

такая, что

(3.3) 1− 2

b

(
1

n+ 1

zf (n+1) (z)

f (n) (z)
+ 1

)
= ϕ (w (z)) .

Легко видеть, что

(3.4) f (n) (z) =
(−1)

n
n!

zn+1
+

∞∑
m=0

m!

(m− n)!
amz

m−n.
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В силу (3.3) и (3.4), имеем

1− 2

b

(
1

n+ 1

zf (n+1) (z)

f (n) (z)
+ 1

)
= 1 +

2

b (n+ 1)

[
−ψ (0, n) a0z +

(
ψ2 (0, n) a20 − 2ψ (1, n) a1

)
z2

−
(
ψ3 (0, n) a30 − 3ψ (0, n)ψ (1, n) a0a1 + 3ψ (2, n) a2

)
z3 + · · ·

]
,

(3.5)

где

ψ(m,n) =

(
m
n

)
(−1)n

,

(3.6) ϕ (w (z)) = 1+B1c1z+
(
B2c

2
1 +B1c2

)
z2+

(
B3c

3
1 + 2B2c1c2 +B1c3

)
z3+· · · .

Из (3.5) и (3.6) следует, что

(3.7) a0 = −1

2

bB1c1 (n+ 1)

ψ (0, n)
,

(3.8) a1 =
1

8

b (n+ 1)

ψ (1, n)

[
bc21 (n+ 1)B2

1 − 2B1c2 − 2B2c
2
1

]
,

a2 = − b (n+ 1)

48ψ (2, n)

(
b2n2B3

1c
3
1 + 2b2nB3

1c
3
1 − 6bnB1B2c

3
1 − 6bnB2

1c1c2

+B3
1c

3
1b

2 − 6bB1B2c
3
1 − 6bB2

1c1c2 + 8B3c
3
1 + 16B2c1c2 + 8B1c3

)
.

(3.9)

Из (3.7), получаем

a0 = −1

2

bB1 (n+ 1)

ψ (0, n)
c1,

откуда следует, что

|a0| =
1

2

|b| (n+ 1)

|ψ (0, n)|
|B1| |c1| .

В силу леммы 2.2,

|a0| ≤
1

2

|b| (n+ 1)

|ψ (0, n)|
|B1| .

С учетом (3.8), получим, что

|a1| =
1

8

|b| (n+ 1)

|ψ (1, n)|
∣∣bc21 (n+ 1)B2

1 − 2B1c2 − 2B2c
2
1

∣∣ ,
откуда следует, что

|a1| =
1

4

|b| (n+ 1)

|ψ (1, n)|
|B1|

∣∣∣∣c2 + 2B2 − b(n+ 1)B2
1

2B1
c21

∣∣∣∣ .
По лемме 2.4 получаем, что

|a1| ≤
1

4

|b| (n+ 1)

|ψ (1, n)|
|B1|

(
max

{
1,

∣∣∣∣2B2 − b(n+ 1)B2
1

2B1

∣∣∣∣}) .
Из(3.9), имеем

a2 = − b (n+ 1)

48ψ (2, n)

(
b2n2B3

1c
3
1 + 2b2nB3

1c
3
1 − 6bnB1B2c

3
1 − 6bnB2

1c1c2

+B3
1c

3
1b

2 − 6bB1B2c
3
1 − 6bB2

1c1c2 + 8B3c
3
1 + 16B2c1c2 + 8B1c3

)
,

15
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что приводит к

|a2| =
|b| (n+ 1)

6 |ψ (2, n)|
|B1|

×

∣∣∣∣∣c3 + 8B2 − 3b (n+ 1)B2
1

4B1
c1c2 +

b2 (n+ 1)
2
B3

1 − 6bB2 (n+ 1)B1 + 8B3

8B1
c31

∣∣∣∣∣ .
Если ∣∣8B2 − 3b (n+ 1)B2

1

∣∣ ≤ 4 |B1|

и имеет место ∣∣∣b2 (n+ 1)
2
B3

1 − 6bB2 (n+ 1)B1 + 8B3

∣∣∣ ≤ |8B1| ,

тогда

|a2| ≤
n+ 1

6

|bB1|
|ψ (2, n)|

.

Теорема 3.1 доказана. □

Теорема 3.2. Если f ∈ MSC (n, b) и

|c1| <
∣∣24ψ (0, n)ψ (2, n)B2

1 − 1
∣∣

|32B2
1ψ

2 (1, n)− 1| − |24ψ (0, n)ψ (2, n)B2
1 − 1|

,

тогда ∣∣a0a2 − a21
∣∣ ≤ 1

192

|b|2 (n+ 1)2

ψ (0, n)ψ2 (1, n)ψ (2, n)

(
1

2
+ max{g (|c1|)}

)
,

где

g (|c1|) =
1

2
A+

1

2

(
A− D

1 + |c1|

)
|c1|+

(
D

|c1|
1 + |c1|

−A+ E

)
|c1|2

−
(
A

2
+ E

)
|c1|3 +

(
F +

1

2
A− 1

2

|c1|
1 + |c1|

D

)
A =

∣∣24ψ (0, n)ψ (2, n)B2
1 − 1

∣∣ ,
D =

∣∣∣32B2
1ψ (1, n)

2 − 1
∣∣∣ ,

E =
∣∣(32ψ2 (1, n)− 24ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B1B2

−12b (n+ 1)
(
ψ2 (1, n)− ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B3

1

∣∣ ,
F = | − 12ψ(0, n)ψ(2, n)B2

2 − 12b(n+ 1)
(
ψ2 (1, n)− ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B2

1B2

+b2(n+ 1)2
(
2ψ2 (1, n)− 3ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B4

1 + 16B1ψ
2 (1, n)B3|.

16
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Доказательство. В силу (3.7) – (3.9), имеем

a0a2 − a21

=
1

192

b2(n+ 1)2

ψ (0, n)ψ2 (1, n)ψ (2, n)

{
16B2

1ψ
2 (1, n) c1c3 − 12ψ (0, n)ψ (2, n)B2

1c
2
2

+ [
(
32ψ2 (1, n)− 24ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B1B2

− 12b (n+ 1)
(
ψ2 (1, n)− ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B3

1 ]c
2
1c2

+
[
−12ψ (0, n)ψ (2, n)B2

2 − 12b (n+ 1)
(
ψ2 (1, n)− ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B2

1B2

+b2(n+ 1)2
(
2ψ2 (1, n)− 3ψ (0, n)ψ (2, n)

)
B4

1 + 16B1ψ
2 (1, n)B3

]
c41
}
.

После простых вычислений получим, что∣∣a0a2 − a21
∣∣ = 1

192

|b|2 (n+ 1)2

ψ (0, n)ψ2 (1, n)ψ (2, n)

×
(
1

2

∣∣c1c3 − c22
∣∣+ 1

2
|c1| |c3|D +

1

2
|c2|2A+ E |c1|2 |c2|+ F |c1|4

)
.

Упростив, получим∣∣a0a2 − a21
∣∣ = 1

192

|b|2 (n+ 1)2

ψ (0, n)ψ2 (1, n)ψ (2, n)

(
1

2
L1 + L2

)
,

где

L1 =
∣∣c1c3 − c22

∣∣ ,
L2 =

1

2
|c1| |c3|D +

1

2
|c2|2A++E |c1|2 |c2|+ F |c1|4 .

Теперь, по лемме 2.4, получим L1 ≤ 1. Для получения оценки L2, в силу леммы

2.3, имеем, что

L2 =
1

2
|c1|

(
1− |c1|2 −

|c2|2

1 + |c1|

)
D +

1

2
|c2|2A++E |c1|2 |c2|+ F |c1|4 ,

что эквивалентно

L2 =
1

2
|c1| −

1

2
|c1|3 +

1

2
|c2|2

(
A− |c1|

1 + |c1|
D

)
+ E |c1|2 |c2|+ F |c1|4 .

Если |c1| <
∣∣∣ A
D−A

∣∣∣, то

L2 =

(
1

2
|c1| −

1

2
|c1|3

)
D+

1

2

(
1− |c1|2

)2(
A− |c1|

1 + |c1|
D

)
+E |c1|2 (1− |c1|)+F |c1|4 .

Следовательно,

g (|c1|) =
1

2
A+

(
−A+

1

2
D + E

)
|c1|2 +

(
1

2
A− 1

2
D − E + F

)
|c1|4 ,

L2 ≤ max{g (|c1|)},

откуда следует, что∣∣a0a2 − a21
∣∣ ≤ 1

192

|b|2 (n+ 1)2

ψ (0, n)ψ2 (1, n)ψ (2, n)

(
1

2
+ max{g (|c1|)}

)
.

Теорема 3.2 доказана. □
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Теорема 3.3. Если f ∈ MSC (n, b), тогда

|a0a1 − a2| ≤
n+ 1

6

∣∣∣∣ bB1

ψ(2, n)

∣∣∣∣
для |A1| ≤ |A3|

2 и |A2| ≤ |A3|, где

A1 = 16ψ (0, n)ψ (1, n)B2 − 6b (n+ 1) (ψ (0, n)ψ (1, n)− ψ (2, n))B2
1 ,

A2 = 8ψ (0, n)ψ (1, n)B3 − 6b(n+ 1) (ψ (0, n)ψ (1, n)− ψ (2, n))B1B2

+b2 (n+ 1)
2
(ψ (0, n)ψ (1, n)− 3ψ (2, n))B3

1 ,

A3 = 8ψ (0, n)ψ (1, n)B1.

Доказательство. В силу (3.7) – (3.9), имеем

|a0a1 − a2| =
∣∣∣∣ (n+ 1) b

48ψ (0, n)ψ (1, n)ψ (2, n)

∣∣∣∣ ∣∣A1c1c2 +A2c
3
1 +A3c3

∣∣ .
После вычислений,

|a0a1 − a2| =
∣∣∣∣ (n+ 1) b

6ψ (2, n)
B1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣c3 + A1

A3
c1c2 +

A2

A3
c31

∣∣∣∣ .
Из |A1| ≤ |A3|

2 и |A2| ≤ |A3| , заключаем, что утверждение теоремы 3.3 имеет

место. □

Теорема 3.4. Если f ∈ MSC (n, b), тогда∣∣a1 − λa20
∣∣ ≤ n+ 1

4
|bB1|

∣∣∣∣ψ(0, n)ψ(1, n)

∣∣∣∣
×
(
max

{
1,

∣∣∣∣ b (n+ 1)

2ψ2 (0, n)

{[
2ψ (1, n)λ− ψ2(0, n)

]
B2

1 + 2ψ2 (0, n)B2

}∣∣∣∣}) .
Доказательство. В силу (3.7) и (3.8), имеем∣∣a1 − λa20

∣∣ = 1

4

|b| (n+ 1)ψ(0, n)

|ψ(1, n)|
|B1|

×
∣∣∣∣c2 + b (n+ 1)

2ψ2 (0, n)

{[
2ψ (1, n)λ− ψ2 (0, n)

]
B2

1 + 2ψ2 (0, n)B2

}
c21

∣∣∣∣ .
По лемме 2.4, получим утверждение теоремы 3.4. □

4. Оценки коэффициентов обратной функии

Для функции вида (1.1), f−1 (ω) есть обратная функция функции f (z)и

определена равенством

(4.1) f−1 (ω) =
1

ω
+

∞∑
n=0

bnω
n =

1

ω
− a0 −

∑
n≥1

1

n
Λn
n+1ω

n,
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где

Λn
n+1 = nan−1

0 a1 + n (n− 1) an−2
0 a2 +

1

2
n (n− 1) (n− 2) an−3

0

(
a3 + a21

)
+

1

6
n (n− 1) (n− 2) (n− 3) an−4

0 (a4 + 3a1a2) +
∑
l≥5

an−l
0 ηl

а ηl with 5 ≤ l ≤ n – однородный полином степени l относительно переменных

a0, a1, . . . , an.

Из (4.1) , имеем

b0 = −a0, b1 = −a1, b2 = − (a2 + a0a1) ,

b3 = −
(
a3 + 2a0a2 + a20a1 + a21

)
.

(4.2)

Теорема 4.1. Пусть f ∈ MSC (n, b) с обратными козффициентами задана в

(4.1). Тогда

|b0| ≤
n+ 1

2

∣∣∣∣ bB1

ψ (0, n)

∣∣∣∣ ,
|b1| ≤

n+ 1

4

∣∣∣∣ bB1

ψ (0, n)

∣∣∣∣ ·max

{
1,

∣∣∣∣12b (n+ 1)B1 −
B2

B1

∣∣∣∣} ,
|b2| ≤

n+ 1

6

∣∣∣∣ bB1

ψ(2, n)

∣∣∣∣
для |A| ≤ |E|

2 и |D| ≤ |E|, где A,D и E определены в (4.6).

Доказательство. В силу (3.7) – (3.9) и (4.2), имеем

(4.3) b0 =
1

2

bB1c1 (n+ 1)

ψ (0, n)
,

(4.4) b1 =
1

8

b (n+ 1)

ψ (0, n)

{
2B1c2 −

[
b (n+ 1)B2

1 − 2B2

]
c21
}
,

и

(4.5) b2 =
1

48

b (n+ 1)

ψ (0, n)ψ (1, n)ψ (2, n)

(
Ac1c2 +Dc31 + Ec3

)
,

где

A = −6b (n+ 1) (ψ (0, n)ψ (1, n) + ψ (2, n))B2
1 + 16ψ (0, n)ψ (1, n)B2,

D = −6b (n+ 1) (ψ (0, n)ψ (1, n) + ψ (2, n))B1B2 + 8ψ (0, n)ψ (1, n)B3

+ b2 (n+ 1)
2
(ψ (0, n)ψ (1, n) + 3ψ (2, n))B3

1 ,

E = 8ψ (0, n)ψ (1, n)B1.

(4.6)

Из (4.3), находим,что

b0 =
1

2

bB1c1 (n+ 1)

ψ (0, n)
.

Отметив, что |c1| ≤ 1, находим, что

|b0| ≤
1

2

n+ 1

|ψ(0, n)|
|bB1| .
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Аналогично, в силу (4.4), находим, что

|b1| =
1

8

|b| (n+ 1)

|ψ (0, n)|
∣∣2B1c2 −

(
b (n+ 1)B2

1 − 2B2

)
c21
∣∣

=
1

4

|b| (n+ 1)

|ψ (0, n)|
|B1|

∣∣∣∣c2 − (1

2
b (n+ 1)B1 −

B2

B1

)
c21

∣∣∣∣ .
С учетом (2.4) получаем, что

|b1| ≤
1

4

|b| (n+ 1)

|ψ (0, n)|
|B1| ·max

{
1,

∣∣∣∣12b (n+ 1)B1 −
B2

B1

∣∣∣∣} .
Теперь, из (4.5) следует, что

b2 =
1

48

b (n+ 1)

ψ (0, n)ψ (1, n)ψ (2, n)

(
Ac1c2 +Dc31 + Ec3

)
.

С помощью простых вычислений, получаем

|b2| ≤
1

6

n+ 1

|ψ (2, n)|
|bB1|

∣∣∣∣c3 + A

E
c1c2 +

D

E
c31

∣∣∣∣ .
Если |A| ≤ |E|

2 и |D| ≤ |E|, в силу леммы 2.2, заключаем, что

|b2| ≤
1

6

n+ 1

|ψ (2, n)|
|bB1| .

Теорема 4.2. Если f ∈ MSC (n, b)с обратными коэффициентами как в (4.1),

тогда

|b0b1 − b2| ≤
n+ 1

6

∣∣∣∣ bB1

ψ (2, n)

∣∣∣∣
для |D1| ≤ |D3|

2 и |D2| ≤ |D3|, где

D1 = 16ψ (1, n)ψ (0, n)B2 − 6b (n+ 1) (ψ (0, n)ψ (1, n) + 2ψ (2, n))B2
1 ,

D2 = 8ψ (0, n)ψ (1, n)B3 − 6b (n+ 1) (ψ (0, n)ψ (1, n) + 2ψ (2, n))B1B2

+ b2 (n+ 1)
2
(ψ (0, n)ψ (1, n) + 6ψ (2, n))B3

1 ,

D3 = 8ψ (0, n)ψ (1, n)B1.

Доказательство. В силу (4.3) – (4.5) имеем, что

|b0b1 − b2| =
1

48

|b| (n+ 1)

|ψ (0, n)| |ψ (1, n)| |ψ (2, n)|
∣∣D3c3 +D1c1c2 +D2c

3
1

∣∣ .
Следовательно,

|b0b1 − b2| =
1

6

n+ 1

|ψ (2, n)|
|bB1|

∣∣∣∣c3 + D1

D3
c1c2 +

D2

D3
c31

∣∣∣∣ .
Если |D1| ≤ |D3|

2 и |D2| ≤ |D3|, по лемме 2.2 заключаем, что утверждение

теоремы 4.2 имеет место. □
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Теорема 4.3. Если f ∈ MSC (n, b)с обратными коэффициентами как в (4.1),

тогда ∣∣b21 − λb0
∣∣ ≤ n+ 1

4

∣∣∣∣ bB1

ψ(1, n)

∣∣∣∣×(
max

{
1,

∣∣∣∣∣
[
b (n+ 1)

(
ψ2 (0, n) + 2λψ (1, n)

)
B2

1 − 2ψ2 (0, n)B2

]
2ψ2 (0, n)B1

∣∣∣∣∣
})

.

Доказательство. Из (4.3) и (4.4), имеем, что∣∣b21 − λb0
∣∣ = 1

4

n+ 1

|ψ (1, n)|
|bB1| ×∣∣∣∣∣c2 −

[
b (n+ 1)

(
ψ2 (0, n) + 2λψ (1, n)

)
B2

1 − 2ψ2 (0, n)B2

]
2ψ2 (0, n)B1

c21

∣∣∣∣∣ .
В силу (2.4), заключаем, что утверждение теоремы 4.3 имеет место. □

Замечание 4.1. Выбрав в полученных результатах специалным образом n, b

и ϕ(z), мы получим некоторые известные результаты. Мы опускаем подроб-

ности.

Благодарность. Авторы выражают благодарность рецензенту за полезные

замечания и предложения, которые существенным образом повысили качество

данной статьи.

Abstract. The main purpose of this paper is to study coefficient bounds of a

class of meromorphic functions involving higher order derivative. Several similar

inequalities are also established for the inverse functions of the considered class of

meromorphic functions.
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