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Аннотация. В единичном шаре пространства Rn с использованием дроб-
ных производных и воспроизводящих ядер типа Пуассона–Бергмана опре-
делены весовые операторы типа Бергмана, которые ограниченно действуют
в липшицевых пространствах. В специальном случае эти операторы отобра-
жают пространство Липшица достаточно гладких функций на свое гармо-
ническое подпространство.
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1. Введение

Как показали Стейн [1] и Лигоцка [2], невесовая проекция Бергмана сохра-

няет классы Липшица–Гельдера в единичном шаре и строго псевдовыпуклых

областях из Cn. Подобная инвариантность классов Липшица имеет место также

для весовых проекций Бергмана в единичном шаре из Rn, см. [3], [4]. В настоящей

статье мы намерены обобщить некоторые наши результаты из [4], [5] для весовых

гармонических проекционных операторов типа Бергмана, которые действуют на

пространствах Липшица в единичном шаре из Rn.

Пусть B = Bn – открытый единичный шар в Rn (n ≥ 2), а S = ∂B – его грани-

ца, единичная сфера. Множество всех (вещественных) гармонических функций в

шаре B обозначим через h(B). В статье используем обычные обозначения. Точки

в Rn всегда будем представлять как x = rζ, y = ρη или x = rx′, y = ρy′, где

|x| = r, |y| = ρ и ζ, η, x′, y′ ∈ S. Буквы C(α, β, . . . ), Cα и т.п. обозначают различ-

ные положительные постоянные, зависящие только от указанных параметров.

Иногда эту зависимость явно указывать не будем. Множество положительных

1Настоящее исследование выполнено в рамках внутреннего гранта ЕГУ и при поддержке
Центра Математических Исследований Ереванского Государственного Университета
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целых чисел обозначим через N, а также N0 := N ∪ {0}. Символ [α] означает

целую часть числа α ∈ R, т.е. наибольшее целое число, не превышающее α. Бу-

дем писать T : X −→ Y , если T – ограниченный оператор, отображающий X

в Y , т.е. ∥Tf∥Y ≤ C∥f∥X ∀f ∈ X. Через dV обозначим объемную меру Лебе-

га на B, нормированную условием V (B) = 1. В полярных координатах имеем

dV (x) = n rn−1drdσ(ζ), где dσ – (n− 1)-мерная поверхностная мера на S, норми-

рованная так, что σ(S) = 1.

Определение 1.1. Скажем, что определенная в единичном шаре B функция

f(x) принадлежит пространству роста Gα(B), α ≥ 0, если

|f(x)| ≤ Cα

(1− |x|)α
, x ∈ B,

с некоторой постоянной Cα > 0. Пространство Gα(B) снабжено нормой

∥f∥Gα
:= ess sup

x∈B
(1− |x|)α|f(x)|.

Подпространство, состоящее из гармонических функций, обозначим через hGα,

т.е. hGα := h(B) ∩Gα. Иногда hGα называют пространствами Берса.

Часто эту норму удобно представлять через полярные координаты:

∥f∥Gα = sup
0≤r<1

(1− r)αM∞(f ; r), где M∞(f ; r) := ∥f(r·)∥L∞(S), 0 ≤ r < 1.

Определение 1.2. Функция f , достаточно гладкая в единичном шаре B, по

определению принадлежит пространству Липшица Λα (α > 0), если

(1− |x|)[α]+1−α
∣∣D[α]+1f(x)

∣∣ ≤ C(α, n), x ∈ B.

Здесь Dγ – оператор дробного дифференцирования порядка γ > 0, который будет

определен в Разделе 2. Норму в Λα можно определить как

∥f∥Λα
:=

∥∥D[α]+1f
∥∥
G[α]+1−α

.

Предположение гладкости функции f можно взять с порядком [α] + 1, т.е.

f(x) ∈ C [α]+1(B). Обозначим через hΛα подпространство пространства Λα,

состоящее из гармонических функций, hΛα := h(B) ∩ Λα.

Заметим, что для f ∈ hΛα индекс [α]+1 можно заменить на любое γ > α, при

этом получаются эквивалентные нормы ∥f∥Λα
≈ ∥Dγf∥Gγ−α

, см., например, [6].

Воспроизводящая интегральная формула (1.1) в следующей теореме хорошо

известна и обычно приводится для гармонических пространств Бергмана hpα(B),
4
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см., например, [7] – [9],

Lp
α(B) := Lp

(
B, (1− |x|)α dV (x)

)
, hpα(B) := Lp

α(B)∩h(B), 0 < p <∞, α > −1.

Для широких весовых классов и значений параметров, в частности для про-

странств роста hGα, формулу (1.1) можно найти в [10].

Теорема А. Если β > α > 0, то для произвольной функции u ∈ hGα(B) или

u ∈ h1β−1(B) имеет место представление

(1.1) u(x) =
2

nΓ(β)

∫
B

(1− |y|2)β−1 Pβ(x, y)u(y) dV (y), x ∈ B,

где Pβ – гармоническое воспроизводящее ядро типа Пуассона–Бергмана, опреде-

ленное в Разделе 3.

Интегральная формула (1.1) порождает семейство проекционных операторов

Бергмана

Tβ(u)(x) :=
2

nΓ(β)

∫
B

(1− |y|2)β−1 Pβ(x, y)u(y) dV (y), x ∈ B.

Теорема А утверждает, что оператор Tβ есть тождественное отображение на

hGα или на hpα. Голоморфные и гармонические версии оператора Tβ изучены,

например в [7], [9], [11] – [16]. Одним из основных результатов с оператором Tβ

в этих работах является факт непрерывной проекции весового пространства Ле-

бега Lp
α на свое гармоническое подпространство Бергмана, Tβ : Lp

α
onto−−−→ hpα , β >

(α+ 1)/p > 0 , 1 ≤ p <∞.

В нашей основной теореме найдено семейство ограниченных операторов типа

Бергмана на пространствах Липшица Λα.

Теорема 1.1. Для параметров 0 < α < δ ≤ [α] + 1, 0 ≤ λ < α+ β − δ, оператор

(типа Бергмана)

Φβ,λ,δ(f)(x) :=
2

nΓ(β)

∫
B

(1− |y|2)β−1 Pλ(x, y)D
δf(y) dV (y)

непрерывно отображает пространство Липшица достаточно гладких функций

Λα на гармоническое пространство hΛα+β−δ−λ,

Φβ,λ,δ : Λα
onto−−−→ hΛα+β−δ−λ,

с неравенством для норм∥∥Φβ,λ,δ(f)
∥∥
hΛα+β−δ−λ

≤ C(α, β, δ, λ, n) ∥f∥Λα
.
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В частности, при β = δ + λ оператор Φβ,λ,β−λ ограниченно отображает про-

странство Липшица Λα на свое гармоническое подпространство hΛα, т.е.

Φβ,λ,β−λ : Λα
onto−−−→ hΛα.

2. О дробном интегродифференцировании в Rn

В этом разделе мы приводим (а затем уточняем) определения хорошо извест-

ного оператора дробного интегродифференцирования Римана–Лиувилля Dα, а

также его разновидностей Dα и Dα
n,λ, введенных в [10], [17].

Определение 2.1. (Классический дробный оператор Римана–Лиувилля)

Для функции f(r) одной переменной r ∈ [0, 1) определим оператор интегро-

дифференцирования

D−αf(r) :=
1

Γ(α)

∫ r

0

(r − t)α−1f(t) dt =
rα

Γ(α)

∫ 1

0

(1− t)α−1f(tr) dt,

Dmf(r) :=

(
d

dr

)m

f(r), Dαf(r) := D−(m−α)Dmf(r), D0f := f,

где α > 0, m ∈ N, m− 1 < α ≤ m.

Определение 2.2. (Дробный интеграл и производная в Rn, n ≥ 2)

Для заданной функции f(x) в единичном шаре B и параметров α > 0, λ ∈ R,

пусть

D−α
n,λf(x) :=r

−(α+λ+n/2−1)D−α
{
rλ+n/2−1f(x)

}
=

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− t)α−1f(tx) tλ+n/2−1 dt,

Dα
n,λf(x) :=r

−(λ+n/2−1)Dα
{
rα+λ+n/2−1f(x)

}
, D0

n,λf := f, r = |x|.

При λ = 0 будем просто писать Dβ := D
β
n,0, β ∈ R. Очевидно D−α

n,λ|f(x)| ≤
D−α|f(x)| при λ ≥ 0. Общая формула

Dm
n,λf(x) = r−(λ+n/2−1) ∂

m

∂rm

[
rm+λ+n/2−1f(x)

]
, m ∈ N,

в частности приводит к явному виду дробных производных низших порядков

D1
n,λf(x) =

(
λ+

n

2

)
f + r

∂f

∂r
= λ f(x) +D1f(x),(2.1)

D2
n,λf(x) =

(
λ+ 1 +

n

2

) (
λ+

n

2

)
f(x) + 2

(
λ+ 1 +

n

2

)
r
∂f

∂r
+ r2

∂2f

∂r2
=

= λ(λ+ 1) f(x) + 2λD1f(x) +D2f(x).(2.2)

6
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Определение 2.2 приводит также к формуле обращения для достаточно гладких

функций f(x):

(2.3) Dα
n,λD

−α
n,λf(x) = D−α

n,λD
α
n,λf(x) = f(x), x ∈ B, α > 0, λ ≥ 1− n

2
.

Некоторые другие свойства дробных операторов, такие как полугрупповые и

коммутационные формулы, установлены в [10], [17] и в следующих двух леммах.

Лемма 2.1. Для достаточно гладкой функции f(x) в единичном шаре B имеют

место следующие полугрупповые и коммутационные формулы (δ ≥ 1− n/2):

D−(β−α)
n,α f(x) = D−βDαf(x), β > α > 0,(2.4)

DβD−α
n,δf(x) = D−α

n,δD
βf(x), α, β > 0,(2.5)

в частности для δ = 0, DβD−αf(x) = D−αDβf(x), α, β > 0,(2.6)

Dαf(x) = D−(β−α)
n,α Dβf(x), β > α > 0,(2.7)

Dα+βf(x) = Dβ
n,α Dαf(x), α, β > 0.(2.8)

Доказательство. Определения 2.1, 2.2 и формулы (2.3) имеем

D−βDαf = r−(β+n/2−1)D−β
{
rn/2−1Dαf(x)

}
=

= r−(β+n/2−1)D−(β−α)
[
rα+n/2−1r−(α+n/2−1)D−α

{
rn/2−1Dαf(x)

}]
=

= r−(β+n/2−1)D−(β−α)
[
rα+n/2−1D−αDαf(x)

]
=

= r−α r−(β−α+n/2−1)D−(β−α)
[
rn/2−1rαf(x)

]
= r−α D−(β−α)

[
rα f(x)

]
=

= r−αrα
1

Γ(β − α)

∫ 1

0

(1− t)β−α−1f(tx) tα+n/2−1 dt = D−(β−α)
n,α f(x),

для β > α > 0. Это доказывает формулу (2.4). Предположим, что β = m целое

число и покажем, что

(2.9) DmD−α
n,δf(x) = D−α

n,δD
mf(x), m ∈ N.

Действительно, сперва покажем более простую коммутационную формулу

(2.10) rmDmD−α
n,δf(x) = D−α

n,δ

{
rmDmf(x)

}
, x = rζ.

Для этого разложим ее, используя очевидную формулу ∂m

∂rm f(trζ) = tm ∂m

∂(tr)m f(trζ),

rmDmD−α
n,δf(x) = rm

∂m

∂rm

[
1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− t)α−1f(tx) tδ+n/2−1 dt

]
=

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− t)α−1

[
(tr)m

∂m

∂(tr)m
f(tx)

]
tδ+n/2−1 dt =

= D−α
n,δ

{
rmDmf(x)

}
,

7
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что совпадает с (2.10). Для произвольного m ∈ N найдутся постоянные ck =

ck(m,n) > 0 (k = 0, 1, 2, . . . ,m− 1) такие, что

(2.11) Dmf(x) = r−(n/2−1)Dm
{
rm+n/2−1 f(x)

}
=

m∑
k=0

ck r
kDkf(x).

Тогда посредством (2.10) и (2.11) получим (2.9):

DmD−α
n,δf(x) =

n∑
k=0

ck r
kDkD−α

n,δf(x) = D−α
n,δ

{
m∑

k=0

ck r
kDkf(x)

}
= D−α

n,δD
mf(x).

Теперь используя (2.4), (2.9) и теорему Фубини, приходим к

D−α
n,δ D

βf(x) = D−α
n,δ D

m D
−(m−β)
n,β f(x) = Dm D−α

n,δ D
−(m−β)
n,β f(x) =

= Dm D
−(m−β)
n,β D−α

n,δf(x) = DβD−α
n,δf(x),

при m > β. Это завершает доказательство (2.5) и (2.6).

Формулы (2.7) и (2.8) выводятся сочетанием (2.4) и (2.6) вместе с формулой

обращения (2.3) или подстановкой Dβf =: g. □

Формулы (2.8) и (2.1) немедленно приводят к рекуррентному соотношению

для дробных производных.

Лемма 2.2. Имеет место рекуррентная формула

(2.12) Dm+1f =
(
m+D1

)
Dmf = Dm

(
m+D1

)
f = D1

n,mDmf = DmD1
n,mf,

для m ∈ N0 и всех достаточно гладких функций.

Отметим, что формула (2.12) есть обобщение такой же формулы с ядром Пуас-

сона P0 взамен общей функции f , см. [13, p.91], [14, p.238]. Нам также потребу-

ются стандартные интегральные неравенства:∫
S

dσ(ξ)

|ξ − x|α+n−1
≤ C(α, n)

1

(1− |x|)α
, x ∈ B,(2.13) ∫ 1

0

(1− t)α−1

(1− rt)β
dt ≤ C(α, β)

1

(1− r)β−α
, 0 < r < 1,(2.14) ∫ 1

0

(1− t)α−1

|η − tx|β
dt ≤ C(α, β, n)

1

|η − x|β−α
, η ∈ S, x ∈ B,(2.15)

для β > α > 0. Оценки (2.13)-(2.15) хорошо известны и могут быть найдены,

например, в [8], [9], [13] – [15].
8
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3. Ядро Пуассона–Бергмана Pα и оценки сверху

Расширеннное ядро Пуассона в единичном шаре дается в виде

P (x, y) ≡ P0(x, y) :=
1− |x|2|y|2

(1− 2x · y + |x|2|y|2)n/2
=

1− |x|2|y|2

[x, y]n
, x ∈ B, y ∈ B.

Здесь и после будем использовать обозначение [x, y] :=
√

1− 2x · y + |x|2|y|2, где

x · y – скалярное произведение в Rn.

Определение 3.1. (Гармоническое ядро Пуассона–Бергмана в B, [10])

Pα(x, y) := DαP (x, y), x, y ∈ B, α ≥ 0,

где дифференцирование Dα подразумеваем относительно x либо y, поскольку

Dα
xP (x, y) = Dα

yP (x, y).

Эквивалентные или схожие ядра, в основном определенные посредством раз-

ложений в ряд зональных и сферических гармоник, можно найти в [11] (для

целых α), [7] – [10], [13] – [16]. Заметим, что ядро Пуассона–Бергмана Pα(x, y)

гармонично в B по обеим переменным x и y, Pα(x, y) = Pα(y, x), а также непре-

рывно продолжаемо на B по одной переменной, когда вторая фиксирована в B.

Вывод явной формулы ядра Пуассона–Бергмана первого порядка P1 = D1P0

прямым дифференцированием через (2.1) дает замкнутый явный вид ядра P1,

P1(x, y) =
n

2
P0 + r

∂P0

∂r
=

(n− 4)|x|4|y|4 +
(
8x · y − 2n− 4

)
|x|2|y|2 + n

2 [x, y]n+2
=

=
1

2 [x, y]n

n
(
1− |x|2|y|2

)2

[x, y]2
− 4|x|2|y|2

 .
Применение формул (2.7)-(2.8) из Леммы 2.1 к расширенному ядру Пуассона

P0 приводит к полезным представлениям для ядер Pα = DαP0 :

Pα(x, y) = D−(m−α)
n,α Pm(x, y), m > α > 0, m ∈ N,(3.1)

Pα+β(x, y) = Dβ
n,αPα(x, y), α, β > 0.(3.2)

Скорость роста ядра Пуассона–Бергмана и его производных/градиентов хо-

рошо известна, см. [11], [7], [8], [9], [14],

(3.3) |Pα(x, y)| ≤
C(α, n)

[x, y]α+n−1
и

∣∣∇xPα(x, y)
∣∣ ≤ C(α, n)

[x, y]α+n
, x, y ∈ B.

9



К. АВЕТИСЯН

Хотя оценки (3.3) хорошо известны, ниже мы дадим их прямое доказательство,

включая дробные производные и градиенты высших порядков, основанное на

наших Определениях 2.1, 2.2, 3.1.

Лемма 3.1. Для k > 0, m ∈ N, x, y ∈ B, справедливы

(3.4)
∣∣∣∣ ∂∂r [x, y]−k

∣∣∣∣ ≤ k

[x, y]k+1
и

∣∣∣∣( ∂

∂r

)m

[x, y]−k

∣∣∣∣ ≤ C(k,m)

[x, y]k+m
.

Доказательство. Поскольку [x, y] = [y, x] =
∣∣y′ − x|y|

∣∣ =
∣∣x′ − y|x|

∣∣, x, y ̸= 0,

сперва посчитаем
∂[x, y]2

∂r
=

∂

∂r

∣∣x′ − yr
∣∣2 = −2y · (x′ − yr),

∂

∂r
[x, y]−k = −k

2

(∣∣x′ − yr
∣∣2)−k/2−1 ∂

∂r

∣∣x′ − yr
∣∣2 =

k y · (x′ − yr)∣∣x′ − yr
∣∣k+2

.

Отсюда первая оценка в (3.4) следует немедленно. Полагая, что имеет место

последнее неравенство в (3.4) для всех производных порядка 1, 2, . . . ,m− 1, слу-

чай производного порядка m следует по индукции. Действительно, по правилу

Лейбница(
∂

∂r

)m

[x, y]−k =

(
∂

∂r

)m−1
∂

∂r
[x, y]−k =

(
∂

∂r

)m−1
k y · (x′ − yr)

[x, y]k+2
=

= k y · (x′ − yr)

(
∂

∂r

)m−1

[x, y]−k−2 − (m− 1)k|y|2
(
∂

∂r

)m−2

[x, y]−k−2.

Ввиду индукционного предположения получаем∣∣∣∣( ∂

∂r

)m

[x, y]−k

∣∣∣∣ ≤ k
∣∣x′ − yr

∣∣ C(k,m)

[x, y]k+m+1
+

C(k,m)

[x, y]k+m
=

C(k,m)

[x, y]k+m
,

что и требовалось. □

Лемма 3.2. Пусть символ U = U1 обозначает любой из следующих четырех

дифференциальных операторов ∂
∂r , r

∂
∂r , ∇, D

1. Тогда при x, y ∈ B, m ∈ N0, име-

ет место

(3.5)
∣∣UmP0(x, y)

∣∣ ≤ C(m,n)

[x, y]m+n−1
и

∣∣Pm(x, y)
∣∣ ≤ C(m,n)

[x, y]m+n−1
.

В последнем неравенстве (3.5), фактически мы взяли Um = Dm. Более того, в

общем случае α ≥ 0, γ > 0, λ ≥ 1− n/2, имеем∣∣Pα(x, y)
∣∣ ≤ C(α, n)

[x, y]α+n−1
,(3.6)

∣∣Dγ
n,λPα(x, y)

∣∣ ≤ C(α, γ, λ, n)

[x, y]α+γ+n−1
, x, y ∈ B.(3.7)
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Дифференциальный оператор в (3.7) можно заменить на любой градиент выс-

шего порядка ∇m.

Доказательство. По правилу Лейбница и Лемме 3.1,(
∂

∂r

)m

P0(x, y) = (1− |x|2|y|2)
(
∂

∂r

)m

[x, y]−n − 2m|y|2 r
(
∂

∂r

)m−1

[x, y]−n−

− m(m− 1)

2
2m|y|2

(
∂

∂r

)m−2

[x, y]−n.

Применяя оценки из Леммы 3.1, получим∣∣∣∣( ∂

∂r

)m

P0(x, y)

∣∣∣∣ ≤ (1− |x|2|y|2) C(m,n)
[x, y]m+n

+
C(m,n)

[x, y]m+n−1
+

C(m,n)

[x, y]m+n−2
≤

≤ C(m,n)

[x, y]m+n−1
.

Остальные три неравенства в (3.5) можно доказать тем же образом, учитывая

определение Pm = DmP0 = r−(n/2−1)
(

∂
∂r

)m [
rm+n/2−1 P0

]
.

Для нецелых α > 0, m − 1 < α < m (m ∈ N) ввиду (3.1), (3.5), (2.15) и

Определения 2.2 мы получим∣∣Pα(x, y)
∣∣ = ∣∣D−(m−α)

n,α Pm(x, y)
∣∣ ≤

≤ 1

Γ(m− α)

∫ 1

0

tα+n/2−1(1− t)m−α−1
∣∣Pm(tx, y)

∣∣ dt ≤
≤ C(α,m)

∫ 1

0

tα+n/2−1 (1− t)m−α−1∣∣x′ − y|x|
∣∣m+n−1 dt ≤ C(α, n)∣∣x′ − y|x|

∣∣α+n−1 ,

что совпадает с неравенством (3.6). Далее, формулу (3.7) можно доказать по

сути таким же способом с использованием рекуррентной формулы (2.12) или

(3.2). Мы опускаем детали. □

4. Доказательство Теоремы 1.1

Нам понадобится модификация [17] известного неравенства Харди-Литтлвуда

[18] о дробном интегрировании в весовых классах Лебега. Применим их к про-

странствам роста Gα(B) и приспособим к нашим дробным операторам:

(4.1)
∥∥D−β

n,δf
∥∥
Gα−β

≤ C(α, β, δ)∥f∥Gα , α > β > 0, δ > −n
2
,

если норма в правой части конечна.
11
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Доказательство Теоремы 1.1. Для заданной функции f(x) ∈ Λα нам достаточ-

но доказать

(4.2)
∥∥DγΦβ,λ,δ(f)

∥∥
Gγ−α−β+δ+λ

≤ C
∥∥D[α]+1f

∥∥
G[α]+1−α

для некоторого γ > α + β − δ − λ > 0. Поскольку f(x) ∈ Λα, то Dmf ∈
Gm−α с обозначением m = [α] + 1. Формула (2.7) из Леммы 2.1, Dδf(x) =

D
−(m−δ)
n,δ Dmf(x), m ≥ δ > 0, дает возможность оценить норму, используя (4.1):

(4.3)
∥∥Dδf

∥∥
Gδ−α

=
∥∥∥D−(m−δ)

n,δ Dmf
∥∥∥
Gδ−α

≤ C
∥∥Dmf

∥∥
Gm−α

.

Отсюда следует Dδf(x) ∈ Gδ−α и

(1− r)δ−αM∞(Dδf ; r) ≤ C∥Dmf∥Gm−α .

Дифференцирование Φβ,λ,δ(f) посредством Dγ вместе с оценками ядер (3.7)

при γ > α+ β − δ − λ > 0 дает

DγΦβ,λ,δ(f)(x) =
2

nΓ(β)

∫
B

(1− |y|2)β−1 DγPλ(x, y)D
δf(y) dV (y),

∣∣DγΦβ,λ,δ(f)(x)
∣∣ ≤ C(β, γ, λ, n)

∫
B

(1− ρ2)β−1

|ρx− η|γ+λ+n−1

∣∣Dδf(ρη)
∣∣ ρn−1dρ dσ(η).

Здесь заменим x на Qx, где Q – произвольное ортогональное линейное преобра-

зование Q : Rn −→ Rn, т.е. |Qx| = |x| для всех x ∈ Rn. Произведя также замену

η 7→ Qη, находим∣∣DγΦβ,λ,δ(f)(Qx)
∣∣ ≤ C

∫
B

(1− ρ2)β−1

|ρQx−Qη|γ+λ+n−1

∣∣Dδf(ρQη)
∣∣ ρn−1dρ dσ(η) =

= C

∫
B

(1− ρ2)β−1

|ρx− η|γ+λ+n−1

∣∣Dδf(ρQη)
∣∣ ρn−1dρ dσ(η).

Далее, используем оценки (2.13)-(2.15), чтобы получить

M∞
(
DγΦβ,λ,δ(f); r

)
≤ C(β, γ, λ, n)

∫ 1

0

∫
S

(1− ρ2)β−1

|ρx− η|γ+λ+n−1
M∞(Dδf ; ρ) dρ dσ(η) ≤

≤ C(β, γ, λ, n)

∫ 1

0

(1− ρ2)β−1

(1− rρ)λ+γ
M∞(Dδf ; ρ) dρ ≤

≤ C(α, β, γ, λ, n)

∫ 1

0

(1− ρ)β−1

(1− rρ)λ+γ

∥Dmf∥Gm−α

(1− ρ)δ−α
dρ ≤

≤ C(α, β, γ, δ, λ, n)
∥Dmf∥Gm−α

(1− r)λ+γ−α−β+δ
.

Поэтому ∥∥DγΦβ,λ,δ(f)
∥∥
Gγ−α−β+δ+λ

≤ C
∥∥Dmf

∥∥
Gm−α

,

12
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т.е.
∥∥Φβ,λ,δ(f)

∥∥
Λα+β−δ−λ

≤ C∥f∥Λα
. Таким образом, доказали, что оператор

Φβ,λ,δ ограниченно отображает Λα в hΛα+β−δ−λ, т.е. Φβ,λ,δ : Λα
into−−→ hΛα+β−δ−λ.

Чтобы доказать сюръективность этого отображения, возьмем произвольную

гармоническую функцию g ∈ hΛα+β−δ−λ, так что D
β−λ
n,λ g ∈ hGδ−α. В силу непре-

рывных вложений из [19, Теор.1.1],

D
β−λ
n,λ g ∈ hGδ−α ⊂ h1β−λ−1 ⊂ h1β−1 ,

ибо β − λ > δ − α > 0. По Теореме А для пространств Бергмана D
β−λ
n,λ g(x) =

Tβ
(
D

β−λ
n,λ g

)
(x), и затем, взяв обратный оператор D

−(β−λ)
n,λ , мы получим

g(x) =
2

nΓ(β)

∫
B

(1− |y|2)β−1
[
D

−(β−λ)
n,λ DβP0(x, y)

]
D

β−λ
n,λ g(y) dV (y) =

=
2

nΓ(β)

∫
B

(1− |y|2)β−1 Pλ(x, y)D
δ
[
D−δ D

β−λ
n,λ g(y)

]
dV (y) =

=: Φβ,λ,δ(ψ)(x),

где использована Лемма 2.1 и формула обращения (2.3). Теперь остается пока-

зать, что функция ψ := D−δD
β−λ
n,λ g принадлежит hΛα. Для целого m ∈ N, m ≥

δ > α > 0, применим теорему типа Харди-Литтлвуда о действии дробного инте-

гродифференцирования на гармонических пространствах hGα (см. [20]). Кроме

того, используя коммутационную формулу (2.6), мы последовательно получаем

следующую цепочку импликаций:

g ∈ hΛp,q
α+β−δ−λ =⇒ D

β−λ
n,λ g ∈ hGδ−α

=⇒ DmD
β−λ
n,λ g ∈ hGδ−α+m

=⇒ D−δDmD
β−λ
n,λ g = DmD−δD

β−λ
n,λ g ∈ hGm−α

=⇒ Dmψ = Dm
(
D−δD

β−λ
n,λ g

)
∈ hGm−α

=⇒ ψ ∈ hΛα.

Это завершает доказательство Теоремы 1.1. □

Abstract. On the unit ball of Rn, some Bergman type operators are defined with the

use of fractional derivatives and reproducing kernels of Poisson–Bergman type, which

act boundedly in the Lipschitz spaces. In a special case, these operators continuously

map the Lipschitz space of sufficiently smooth functions onto its harmonic subspace.
13
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Аннотация. В работе получены некоторые оценки функций общей систе-
мы Франклина, которые уточняют ранее известные оценки. С применением
этих оценок исследуются взаимное расположение нулей некоторых функ-
ций общей системы Франклина. Такие оценки могут быть полезными при
выявлении новых свойств общей системы Франклина.

MSC2000 number: 42C10; 43A15.
Ключевые слова: Общая система Франклина; неравенства для общей функции
Франклина,; нули общей функции Франклина.

1. Введение

В 1928 году Ф. Франклин [1] построил первый пример полного ортонормиро-

ванного базиса в C[0; 1]. Эта система состоит из кусочно линейных непрерывных

функций. Систематическое изучение системы Франклина началось с работ З.

Чисельского [2], [3]. В этих работах, в частности, получены знаменитые экспо-

ненциальные оценки функций системы Франклина. С применением этих оценок

получены многие важные свойства системы Франклина. Эта система оказалась

очень полезной при решении разных задач. В работе [4] сделан подробный обзор

исследований рядов по системе Франклина на тот момент.

В 1997 году была введена [5] общая система Франклина. определение которой

будет дано в следующем разделе. В работе [6] получены некоторые оценки для

функций общей системы Франклина, с применением которых доказаны многие

теоремы о рядах по общей системе Франклина. В работах [7] и [8] получены

некоторые улучшения этих оценок. С примененим этих оценок, в работах [8],

[9] окончательно решены вопросы базисности и безусловной базисности общей

системы Франклина в пространствах H1[0, 1] и Lp[0, 1], 1 < p < ∞.

1Работа выполнена при финансовой поддержке комитета по науке министерства ОНКС
Республики Армения (грант No. 21T-1A055).
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В настоящей работе получены некоторые уточнения оценок функций общей

системы Франклина, а также исследовано взаимное расположение нулей функ-

ций общей системы Франклина. Изучение взаимного расположения нулей функ-

ций классической системы Франклина сыграла важную роль в вопросе един-

ственности рядов по системе Франклина [10].

В работе αγ , Cγ,k-постоянные зависящие от своих индексов и могут принимать

разные значения в разных формулах.

2. Определение общей системы Франклина

и формулировка теорем

Следуя работам [5] и [6] приведем некоторые определения.

Определение 2.1. Последовательность точек T = {tn : n ≥ 0} назовем допу-

стимой, если t0 = 0, t1 = 1, tn ∈ (0, 1) для любого n ≥ 2, T всюду плотно в [0, 1]

и каждая точка t ∈ (0, 1) встречается в T не более чем два раза.

Пусть T = {tn : n ≥ 0} допустимая последовательность. Для n ≥ 1 обозначим

Tn = {ti : 0 ≤ i ≤ n+ 1}. Пусть πn получается из Tn неубывающей перестановкой:

πn =
{
τni : τni ≤ τni+1, 0 ≤ i ≤ n

}
, πn = Tn. Тогда через Sn обозначим простран-

ство функций определенных на [0, 1], непрерывных слева, линейных на
(
τni , τ

n
i+1

)
и непрерывных в τni , если τni−1 < τni < τni+1 для любого i = 0, 1, . . . , n. Ясно, что

dimSn = n + 1 и Sn−1 ⊂ Sn. Следовательно существует (с точностью до зна-

ка) единственная функция fn ∈ Sn, которая ортогональна Sn−1 и ∥fn∥2 = 1. Эту

функцию назовем n-ной функцией Франклина, соответствующей разбиению (по-

следовательности) T. Назовем разбиение простым, если каждая точка t ∈ (0, 1)

встречается в T не более чем один раз. В дальнейшем мы будем исследовать

только случай простых разбиений.

Определение 2.2. Общая система Франклина {fn : n ≥ 0} соответствующая

разбиению T определяется по правилу

f0 (t) = 1, f1 (t) =
√
3 (2t− 1) ,

и для n ≥ 2, fn есть n-ная функция Франклина, соответствующая разбиению

T. Предполагается, что fn(tn) > 0.

Отметим, что когда tn =
2ν − 1

2µ+1
, где n = 2µ + ν, µ = 0, 1, 2, ..., ν = 1, 2, ..., 2µ,

получается классическая система Франклина, эквивалентным образом опредлен-

ная в [1].
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Из оценок L∞-норм ортогональных проекций на пространство кусочно-линейных

функций (см. [5]) следует, что для каждой последовательности узлов T, соответ-

ствующая общая система Франклина является базисом в Lp [0, 1], 1 ≤ p < ∞ и

если все узлы из T простые, то соответствующая общая система Франклина явля-

ется базисом в C [0, 1]. Г. Геворкян и А. Камонт [8] доказали, что общая система

Франклина является безусловным базисом в пространствах Lp [0, 1], 1 < p < ∞.

Следуя работе [6], введем следующие определения.

Определение 2.3. Допустимая последовательность T называется квазидво-

ичным разбиением отрезка [0, 1], если τ2
µ+1

2ν = τ2
µ

ν для всех µ, ν, 0 ≤ ν ≤ 2µ, т.

е. π2µ+1 получается из π2µ прибавлением по одной точке в каждом интервале(
τ2

µ

ν , τ2
µ

ν+1

)
для всех 1 ≤ ν ≤ 2µ.

Определение 2.4. Допустимая последовательность T называется сильно ре-

гулярной с параметром γ, если γ−1 ≤
λn
i+1

λn
i

≤ γ для всех n ≥ 2, i = 1, 2, . . . , n.

Здесь и далее λn
i = τni − τni−1.

Договоримся, что если n = 2µ + ν, 1 ≤ ν ≤ 2µ, то µ назовем рангом чисел n,

tn и функции fn. Ранг чисел n и tn обозначим, соответственно, через [n] и [tn].

В настоящей работе рассматриваются только квазидвоичные разбиения. Для

таких разбиений доказываются следующие теоремы.

Теорема 2.1. Пусть n = 2µ + ν, 1 < ν < 2µ, ξn1 -нуль функции fn на отрезке

[τn2ν−2, τ
n
2ν−1], ξn2 -нуль на отрезке [τn2ν−1, τ

n
2ν ]. Тогда выполняются

(2.1)
τn2ν − ξn1

τn2ν − τn2ν−2

>
1

3
и

ξn2 − τn2ν−2

τn2ν − τn2ν−2

>
1

3
.

Теорема 2.2. Если n = 2µ + ν, 1 < ν < 2µ, ξn1 -нуль функции fn на отрезке

[τn2ν−2, τ
n
2ν−1], а ηn1 -нуль функции fn+1 на том же отрезке, то ξn1 > ηn1 . И если

T-сильно регулярная, то существует такое αγ > 0, что

(2.2)
ξn1 − ηn1
λn
2ν−1

> αγ .

Теорема 2.3. Если n = 2µ + ν, 1 ≤ ν < 2µ, ξn2 -нуль функции fn на отрезке

[τn2ν−1, τ
n
2ν ], а ηn2 -нуль функции fn+1 на том же отрезке, то ξn2 > ηn2 . И если

T-сильно регулярная, то существует такое αγ > 0, что

(2.3)
ξn2 − ηn2
λn
2ν

> αγ .
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Теорема 2.4. Если n = 2µ + ν, 1 ≤ ν < 2µ, θn1 -(единственный) нуль функции

fn−1 на отрезке [τn2ν−2, τ
n
2ν ], а ξn1 , ξn2 ,-нули функции fn на отрезках [τn2ν−2, τ

n
2ν−1],

[τn2ν−1, τ
n
2ν ], соответственно, то ξn1 < θn1 < ξn2 . И если T-сильно регулярная, то

существует такое αγ > 0, что

(2.4)
θn1 − ξn1

λn
2ν−1 + λn

2ν

> αγ ,
ξn2 − θn1
λn
2ν

> αγ .

Теорема 2.5. Пусть n = 2µ + ν, 1 < ν < 2µ, ξn1 -нуль функции fn на отрезке

[τn2ν−2, τ
n
2ν−1]. Тогда если [m] = [n] + 1, tm < τn2ν−2 и ζ1-нуль функции fm на

отрезке [τn2ν−2, τ
n
2ν−1], то ξn1 < ζ1. И если T-сильно регулярная, то существует

такое αγ > 0, что

(2.5)
ζ1 − ξn1
λn
2ν−1

> αγ .

Очевидно, что в теоремах 2.2-2.5 достаточно доказать неравенства (2.2)-(2.5).

3. Вспомогательные леммы

Следующие замечания легко проверяются.

Замечание 3.1. Пусть функции y(x) и z(x) линейны на отрезке [a, b]. Тогда

(3.1)
∫ b

a

y(x)z(x)dx = (b− a)

[
y(a)z(a) + y(b)z(b)

3
+

y(a)z(b) + y(b)z(a)

6

]
.

Замечание 3.2. Пусть a, b, c, d-положительны. Тогда

(3.2) min

(
a

c
,
b

d

)
≤ az + b

cz + d
≤ max

(
a

c
,
b

d

)
, z ≥ 0.

Пусть δjk-символ Кронекера, т.е. δjk = 1, если j = k, и δjk = 0, если j ̸= k.

Для n ≥ 2 функции {Nn,j(t)}nj=0 определяются следующим образом:

(3.3) Nn
j (x) =

{
δjk, когда x = τnk , k = 0, . . . , n;
линейная на

[
τnk−1; τ

n
k

]
, k = 1, . . . , n.

Функции
{
Nn

j (t)
}n
j=0

нормированы в пространстве C[0, 1] и из Nn
j (τnk ) = δjk

следует, что система
{
Nn

j (t)
}n
j=0

образует базис в Sn. Следовательно,

(3.4) (Nn−1
j , fn) :=

∫ 1

0

Nn−1
j (x)fn(x)dx = 0 когда n ≥ 2 и 0 ≤ j ≤ n− 1.

Замечание 3.3. Если разбиение T сильно регулярная с параметром γ, то для

любого k ∈ N существует такое число cγ,k > 0, что если 0 < [tm]− [tn] ≤ k, то

(3.5) |tm − tn| ≥ cγ,k|∆n|.
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Действительно, пусть p := [tm]−[tn] и tm′ среди чисел ранга [n]+p ближайщая

к tn. Тогда либо tm′ ∈ [τn2ν−2, τ
n
2ν−1], либо tm′ ∈ [τn2ν−1, τ

n
2ν ]. С учетом сильной

регулярности, получим

|tn − tm′ | > |∆n|
(γ + 1)p

,

из которого следует (3.5).

Обозначим

(3.6) a
(n)
i := fn(τ

n
i ), n = 3, 4, ..., i = 0, 1, ..., n.

Очевидно, что функция fn однозначно определяется значениями a
(n)
i , i = 0, 1, ..., n.

С учетом замечания 3.1, из соотношений (3.4) для n = 2µ + ν, µ = 1, 2, ...,

ν = 2, 3, ..., 2µ − 1, получается система линейных уравнений

(3.7) 2a
(n)
0 + a

(n)
1 = 0,

(3.8) a
(n)
i−1λ

n
i + 2a

(n)
i (λn

i + λn
i+1) + a

(n)
i+1λ

n
i+1 = 0, для 0 < i < 2ν − 2,

(3.9)
a
(n)
2ν−3λ

n
2ν−2 + a

(n)
2ν−2

(
2λn

2ν−2 + 2λn
2ν−1 +

λn
2ν−1λ

n
2ν

λn
2ν−1 + λn

2ν

)
+

a
(n)
2ν−1(λ

n
2ν−1 + 2λn

2ν) + a
(n)
2ν

(λn
2ν)

2

λn
2ν−1 + λn

2ν

= 0,

(3.10)
a
(n)
2ν−2

(λn
2ν−1)

2

λn
2ν−1 + λn

2ν

+ a
(n)
2ν−1(2λ

n
2ν−1 + λn

2ν)+

a
(n)
2ν

(
2λn

2ν + 2λn
2ν+1 +

λn
2ν−1λ

n
2ν

λn
2ν−1 + λn

2ν

)
+ a

(n)
2ν+1λ

n
2ν+1 = 0,

(3.11) a
(n)
i−1λ

n
i + 2a

(n)
i (λn

i + λn
i+1) + a

(n)
i+1λ

n
i+1 = 0, для 2ν < i < n,

(3.12) a
(n)
n−1 + 2a(n)n = 0

В случае ν = 1 выполняются соотношения (3.10)-(3.12) и

(3.13) a
(n)
0 λn

1 (2λ
n
1 + 3λn

2 ) + a
(n)
1

(
(λn

1 )
2 + 3λn

1λ
n
2 + 2(λn

2 )
2
)
+ a

(n)
2 (λn

2 )
2 = 0.

Когда ν = 2µ, т.е. n = 2ν, выполняются соотношения (3.7)-(3.9) и

(3.14) a
(n)
n−2(λ

n
n−1)

2+a
(n)
n−1(2(λ

n
n−1)

2+3λn
n−1λ

n
n+(λn

n)
2)+a(n)n (3λn

n−1+2λn
n)λ

n
n = 0.

Следующая лемма доказана в работе [6]. Однако, нам придется повторить ее,

в связи с уточнением некоторых важных деталей. Верна следующая лемма.

Лемма 3.1. Пусть n = 2µ + ν, µ = 1, 2, ..., ν = 2, 3, ..., 2µ − 1, и a
(n)
i := fn(τn,i).

Тогда
19
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A) a
(n)
i · a(n)i+1 < 0 когда i = 0, 1, ...n− 1,

B) a
(n)
1 = −2a

(n)
0 ,

C) a
(n)
i = −a

(n)
i−1

(
2 +

λn,⋆
i−1

λn
i

)
, когда i ≤ 2ν − 2, где 3λn

i−1

2 ≤ λn,⋆
i−1 ≤ 2λn

i−1 и λn,⋆
i−1

зависит только от λn
j , j < i,

D) a
(n)
n−1 = −2a

(n)
n ,

E) a
(n)
i = −a

(n)
i+1

(
2 +

λn,⋆
i+2

λn
i+1

)
, когда i ≥ 2ν, где 3λn

i+2

2 ≤ λn,⋆
i+2 ≤ 2λn

i+2 и λn,⋆
i+2

зависит только от λn
j , j > i+ 2.

Доказательство. Пункт A) доказан в [6]. B) следует из (3.7). Из (3.7) и (3.8)

для i = 1, получим

(3.15) a
(n)
2 = − 1

λn
2

(a
(n)
0 λn

1 + 2a
(n)
1 (λn

1 + λn
2 )) = −a

(n)
1

(
2 +

3

2

λn
1

λn
2

)
.

Следовательно λn,⋆
1 =

3λn
1

2 , т.е. C) верно для i = 1. Если C) имеет место для i,

то из (3.8) получим

(3.16) a
(n)
i+1 = − 1

λn
i+1

(a
(n)
i−1λ

n
i + 2a

(n)
i (λn

i + λn
i+1)) = −a

(n)
i

(
2 +

λn,⋆
i

λn
i+1

)
,

где

(3.17) λn,⋆
i = λn

i

2− 1

2 +
λn,⋆
i−1

λn
i

 = λn
i

3λn
i + 2λn,⋆

i−1

2λn
i + λn,⋆

i−1

.

Из (3.16) и замечания 3.2 следует C). Аналогично доказываются D) и E). Лемма

доказана.

Применив (3.17) и C) леммы 3.1, получим

(3.18)

(a
(n)
2ν−3 + 2a

(n)
2ν−2)λ

n
2ν−2 = a

(n)
2ν−2λ

n
2ν−2

2− 1

2 +
λn,⋆
2ν−3

λn
2ν−2

 =

a
(n)
2ν−2λ

n
2ν−2

3λn
2ν−2 + 2λn,⋆

2ν−3

2λn
2ν−2 + λn,⋆

2ν−3

= a
(n)
2ν−2λ

n,⋆
2ν−2.

Следовательно, вместо (3.9) можем писать

(3.19)
a
(n)
2ν−2

(
λn,⋆
2ν−2 + 2λn

2ν−1 +
λn
2ν−1λ

n
2ν

λn
2ν−1 + λn

2ν

)
+

a
(n)
2ν−1(λ

n
2ν−1 + 2λn

2ν) + a
(n)
2ν

(λn
2ν)

2

λn
2ν−1 + λn

2ν

= 0,
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Аналогично, из (3.10) получим

(3.20)
a
(n)
2ν−2

(λn
2ν−1)

2

λn
2ν−1 + λn

2ν

+ a
(n)
2ν−1(2λ

n
2ν−1 + λn

2ν)+

a
(n)
2ν

(
2λn

2ν + λn,⋆
2ν+1 +

λn
2ν−1λ

n
2ν

λn
2ν−1 + λn

2ν

)
= 0,

Складывая (3.19), (3.20) получим

(3.21) a
(n)
2ν−2(λ

n,⋆
2ν−2 + 3λn

2ν−1) + a
(n)
2ν−1(3λ

n
2ν−1 + 3λn

2ν) + a
(n)
2ν (3λn

2ν + λn,⋆
2ν+1) = 0.

Учитывая A) леммы 3.1 и fn(tn) > 0, получим следующее

Свойство 3.1.

(3.22) fn(tn) = a
(n)
2ν−1 ≥ min(|a(n)2ν−2|, |a

(n)
2ν |).

Продолжим исследование соотношений (3.7)-(3.12). Обозначив

(3.23) x(n) := −
a
(n)
2ν−2

a
(n)
2ν−1

и y(n) := − a
(n)
2ν

a
(n)
2ν−1

из (3.19), (3.20) получим систему линейных уравнений

(3.24)

x(n)
(
λn,⋆
2ν−2 + 2λn

2ν−1 +
λn
2ν−1λ

n
2ν

λn
2ν−1+λn

2ν

)
+ y(n)

(λn
2ν)

2

λn
2ν−1+λn

2ν
= λn

2ν−1 + 2λn
2ν

x(n) (λn
2ν−1)

2

λn
2ν−1+λn

2ν
+ y(n)

(
2λn

2ν + λn,⋆
2ν+1 +

λn
2ν−1λ

n
2ν

λn
2ν−1+λn

2ν

)
= 2λn

2ν−1 + λn
2ν

Решив систему (3.24) методом Краммера, получим следующую лемму.

Лемма 3.2. Решение системы (3.24) будет

(3.25) x(n) =
∆x

∆
и y(n) =

∆y

∆
,

где

(3.26) ∆x = λn,⋆
2ν+1(λ

n
2ν−1 + 2λn

2ν) + 3λn
2ν(λ

n
2ν−1 + λn

2ν),

(3.27) ∆y = λn,⋆
2ν−2(2λ

n
2ν−1 + λn

2ν) + 3λn
2ν−1(λ

n
2ν−1 + λn

2ν),

(3.28)
∆ = λn,⋆

2ν+1

(
λn,⋆
2ν−2 +

λn
2ν−1(2λ

n
2ν−1 + 3λn

2ν)

λn
2ν−1 + λn

2ν

)
+

λn,⋆
2ν−2

λn
2ν(3λ

n
2ν−1 + 2λn

2ν)

λn
2ν−1 + λn

2ν

+ 6λn
2ν−1λ

n
2ν .

Лемма 3.3. Для n = 2µ + ν, 1 < ν < 2µ верны следующие неравенства.

(3.29)
λn,⋆
2ν−2 +

λn
2ν−1(2λ

n
2ν−1+3λn

2ν)

λn
2ν−1+λn

2ν

λn
2ν−1 + 2λn

2ν

≤ ∆

∆x
≤

λn,⋆
2ν−2

(3λn
2ν−1+2λn

2ν)

λn
2ν−1+λn

2ν
+ 6λn

2ν−1

3(λn
2ν−1 + λn

2ν)
,
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(3.30)
λn,⋆
2ν−2 + 2λn

2ν−1

λn
2ν−1 + 2λn

2ν

≤ ∆

∆x
≤

λn,⋆
2ν−2 + 2λn

2ν−1

λn
2ν−1 + λn

2ν

,

(3.31)
λn,⋆
2ν+1 +

λn
2ν(3λ

n
2ν−1+2λn

2ν)

λn
2ν−1+λn

2ν

2λn
2ν−1 + λn

2ν

≤ ∆

∆y
≤

λn,⋆
2ν+1

(2λn
2ν−1+3λn

2ν)

λn
2ν−1+λn

2ν
+ 6λn

2ν

3(λn
2ν−1 + λn

2ν)
,

(3.32)
λn,⋆
2ν+1 + 2λn

2ν

2λn
2ν−1 + λn

2ν

≤ ∆

∆y
≤

λn,⋆
2ν+1 + 2λn

2ν

λn
2ν−1 + λn

2ν

.

Доказательство. Легко убедится (простыми умножениями), что

(3.33)
1

λn
2ν−1 + 2λn

2ν

≤
(3λn

2ν−1+2λn
2ν)

λn
2ν−1+λn

2ν

3(λn
2ν−1 + λn

2ν)

и

(3.34)

λn
2ν−1(2λ

n
2ν−1+3λn

2ν)

λn
2ν−1+λn

2ν

λn
2ν−1 + 2λn

2ν

≤
6λn

2ν−1

3(λn
2ν−1 + λn

2ν)
.

Из (3.33) и (3.34) получим

(3.35)
λn,⋆
2ν−2 +

λn
2ν−1(2λ

n
2ν−1+3λn

2ν)

λn
2ν−1+λn

2ν

λn
2ν−1 + 2λn

2ν

≤
λn,⋆
2ν−2

(3λn
2ν−1+2λn

2ν)

λn
2ν−1+λn

2ν
+ 6λn

2ν−1

3(λn
2ν−1 + λn

2ν)
.

Применяя замечание 3.2, из (3.35) получим (3.29) (в качестве z выступает λn,⋆
2ν+1).

В силу очевидных неравенств

2 <
3λn

2ν−1 + 2λn
2ν

λn
2ν−1 + λn

2ν

и
2λn

2ν−1 + 3λn
2ν

λn
2ν−1 + λn

2ν

< 3,

из (3.29) получим (3.30). Аналогично доказываются (3.31) и (3.32). Лемма дока-

зана.

Лемма 3.4. Если T-квазидиадическая и сильно регулярная с параметром γ,

то для любого k ∈ N существует такое число Cγ,k > 0, что для любого j

выполняется

(3.36) min
|i|≤k

|fn(τnj+i)| > Cγ,k max
|i|≤k

|fn(τnj+i)|.

Доказательство. В силу сильной регулярности последовательности T, из

(3.23), (3.24), (3.30), (3.32) получим

(3.37) min
|i|≤1

|fn(τn2ν−1+i)| > Cγ,1 max
|i|≤1

|fn(τn2ν−1+i)|.

С учетом сильной регулярности последовательности T и свойств C), E) леммы

3.1, из (3.37) получим (3.36). Лемма доказана.
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Лемма 3.5. Для n = 2µ + ν, 1 < ν < 2µ имеет место следующeе неравенствo.

(3.38) (fn, N
n
2ν−1) >

a
(n)
2ν−1

6
(λn

2ν−1 + λn
2ν).

Доказательство. Применяя замечание 3.1, получим

(3.39)
(fn, N

n
2ν−1) = λn

2ν−1

(
a
(n)
2ν−1

3
+

a
(n)
2ν−2

6

)
+ λn

2ν

(
a
(n)
2ν−1

3
+

a
(n)
2ν

6

)
=

a
(n)
2ν−1

6
(λn

2ν−1 + λn
2ν) +

a
(n)
2ν−2

6
λn
2ν−1 +

a
(n)
2ν−1

6
(λn

2ν−1 + λn
2ν) +

a
(n)
2ν

6
λn
2ν .

Учитывая, что a
(n)
2ν−2 < 0 и a

(n)
2ν < 0, с учетом (3.21) из (3.39) получим (3.38).

Лемма доказана.

4. Доказательство теорем

Доказательство теоремы 2.1. Докажем только первое неравенство. Второе

доказывается аналогично. Допустим обратное-выполняется

(4.1)
τn2ν − ξn1

τn2ν − τn2ν−2

≤ 1

3
,

из которого следует, что
τn2ν−1 − ξn1
ξn1 − τn2ν−2

≤ 1

2
.

Отсюда следует

(4.2)

∣∣∣∣∣a
(n)
2ν−1

a
(n)
2ν−2

∣∣∣∣∣ = τn2ν−1 − ξn1
ξn1 − τn2ν−2

≤ 1

2
.

С другой стороны из (3.30) имеем

(4.3)

∣∣∣∣∣a
(n)
2ν−1

a
(n)
2ν−2

∣∣∣∣∣ = ∆

∆x
≥

2λn
2ν−1

λn
2ν−1 + 2λn

2ν

.

Из (4.2), (4.3) получается
2λn

2ν−1

λn
2ν−1 + 2λn

2ν

≤ 1

2

или λn
2ν−1/λ

n
2ν ≤ 2/3. Но из (4.1) имеем 2λn

2ν < λn
2ν−1. Полученное противоречие

доказывает теорему.

Доказательство теоремы 2.2. Ясно, что

(4.4)
τn2ν−1 − ηn1
ηn1 − τn2ν−2

=

∣∣∣∣fn+1(τ
n
2ν−1)

fn+1(τn2ν−2)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a

(n+1)
2ν−1

a
(n+1)
2ν−2

∣∣∣∣∣ = 2 +
λn+1,⋆
2ν−2

λn+1
2ν−1

.
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Поскольку T-квазидиадическая и λn,⋆
i зависит только от λn

j , j < i < 2ν − 1, то

λn+1
2ν−1 = λn

2ν−1 и λn+1,⋆
2ν−2 = λn,⋆

2ν−2. Следовательно, из (4.4) имеем

τn2ν−1 − ηn1
ηn1 − τn2ν−2

=
2λn

2ν−1 + λn,⋆
2ν−2

λn
2ν−1

.

Отсюда получим

(4.5)
ηn1 − τn2ν−2

λn
2ν−1

=
1

1 +
τn
2ν−1−ηn

1

ηn
1 −τn

2ν−2

=
λn
2ν−1

3λn
2ν−1 + λn,⋆

2ν−2

.

Нетрудно заметить, что (см. (3.23))

ξn1 − τn2ν−2

τn2ν−1 − ξn1
=

∣∣∣∣fn(τn2ν−2)

fn(τn2ν−1)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a

(n)
2ν−2

a
(n)
2ν−1

∣∣∣∣∣ = x(n) =
∆x

∆
.

Следовательно

(4.6)
ξn1 − τn2ν−2

λn
2ν−1

=
1

1 + ∆
∆x

.

Из (4.6) и (3.29) получаем

(4.7)
ξn1 − τn2ν−2

λn
2ν−1

≥
3(λn

2ν−1 + λn
2ν)

2

λn,⋆
2ν−2(3λ

n
2ν−1 + 2λn

2ν) + 3(λn
2ν−1 + λn

2ν)(3λ
n
2ν−1 + λn

2ν)
.

Из (4.7) и (4.5) имеем

(4.8)

ξn1 − ηn1
λn
2ν−1

≥
3(λn

2ν−1 + λn
2ν)

2

λn,⋆
2ν−2(3λ

n
2ν−1 + 2λn

2ν) + 3(λn
2ν−1 + λn

2ν)(3λ
n
2ν−1 + λn

2ν)
−

λn
2ν−1

3λn
2ν−1 + λn,⋆

2ν−2

=

λn,⋆
2ν−2λ

n
2ν(4λ

n
2ν−1 + 3λn

2ν) + 6λn
2ν−1λ

n
2ν(λ

n
2ν−1 + λn

2ν)(
λn,⋆
2ν−2(3λ

n
2ν−1 + 2λn

2ν) + 3(λn
2ν−1 + λn

2ν)(3λ
n
2ν−1 + λn

2ν)
)
(λn,⋆

2ν−2 + 3λn
2ν−1)

Последнее равенство получается простыми преобразованиями. Учитывая силь-

ную регулярность последовательности T, из (4.8) получим (2.2). Теорема дока-

зана.

Доказательство теоремы 2.3. Из (3.32) имеем

(4.9)
∆

∆y
≥

λn,⋆
2ν+1 + 2λn

2ν

2λn
2ν−1 + λn

2ν

.

Ясно, что
τn2ν − ξn2

ξn2 − τn2ν−1

=

∣∣∣∣ fn(τ
n
2ν)

fn(τn2ν−1)

∣∣∣∣ = ∆y

∆
.

Отсюда следует

(4.10)
ξn2 − τn2ν−1

λn
2ν

=
1

1 +
τn
2ν−ξn2

ξn2 −τn
2ν−1

=
1

1 +
∆y

∆
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С другой стороны из C) леммы 3.1 имеем

τn2ν − ηn2
ηn2 − τn2ν−1

=

∣∣∣∣ fn+1(τ
n
2ν)

fn+1(τn2ν−1)

∣∣∣∣ = 2 +
λn,⋆
2ν−1

λn
2ν

.

Следовательно

(4.11)
ηn2 − τn2ν−1

λn
2ν

=
1

1 +
τn
2ν−ηn

2

ηn
2 −τn

2ν−1

=
λn
2ν

3λn
2ν + λn,⋆

2ν−1

.

Из (4.9) – (4.11) имеем (см. также C) леммы 3.1)
ξn2 − ηn2
λn
2ν

=
1

1 +
∆y

∆

− λn
2ν

3λn
2ν + λn,⋆

2ν−1

≥ 1

1 +
2λn

2ν−1+λn
2ν

λn,⋆
2ν+1+2λn

2ν

− λn
2ν

3λn
2ν + λn,⋆

2ν−1

=

λn,⋆
2ν+1 + 2λn

2ν

2λn
2ν−1 + 3λn

2ν + λn,⋆
2ν+1

− λn
2ν

3λn
2ν + λn,

2ν−1

.

Отсюда и из очевидного неравенства

λn,⋆
2ν+1 + 2λn

2ν

2λn
2ν−1 + 3λn

2ν + λn,⋆
2ν+1

>
2λn

2ν

2λn
2ν−1 + 3λn

2ν

следует

ξn2 − ηn2
λn
2ν

>
2λn

2ν

2λn
2ν−1 + 3λn

2ν

− λn
2ν

3λn
2ν + λn,

2ν−1

=
3(λn

2ν)
2

(2λn
2ν−1 + 3λn

2ν)(λ
n
2ν−1 + 3λn

2ν)
> αγ .

Последнее неравенство выполняется в силу сильной регулярности последова-

тельности T. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2.4. Функция fn−1-линейная на [τn2ν−2, τ
n
2ν ] и (см.

E) леммы 3.1)

θn1 − τn2ν−2

τn2ν − θn1
=

∣∣∣∣fn−1(τ
n
2ν−2)

fn−1(τn2ν)

∣∣∣∣ = 2 +
λn,⋆
2ν+1

λn
2ν−1 + λn

2ν

.

Следовательно,

(4.12)
λn
2ν−1 + λn

2ν

τn2ν − θn1
= 1 +

θn1 − τn2ν−2

τn2ν − θn1
= 3 +

λn,⋆
2ν+1

λn
2ν−1 + λn

2ν

.

С учетом сильной регулярности последовательности T, из (4.12) имеем

(4.13)
τn2ν − θn1

λn
2ν−1 + λn

2ν

=
1

3 +
λn,⋆
2ν+1

λn
2ν−1+λn

2ν

=
λn
2ν−1 + λn

2ν

3λn
2ν−1 + 3λn

2ν + λn,⋆
2ν+1

<
1

3
− αγ .

Из (4.13) и первого неравенства (2.1) из теоремы 2.1 следует первое неравенство

(2.4).

Из (4.13) также имеем

(4.14) τn2ν − θn1 =
(λn

2ν−1 + λn
2ν)

2

3λn
2ν−1 + 3λn

2ν + λn,⋆
2ν+1

.
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Нетрудно заметить, что (см. лемму 3.2)

τn2ν − ξn2
ξn2 − τn2ν−1

=

∣∣∣∣ fn(τ
n
2ν)

fn(τn2ν−1)

∣∣∣∣ = ∆y

∆
.

Поэтому

(4.15)
ξn2 − τn2ν

λn
2ν

=
ξn2 − τn2ν−1 − λn

2ν

λn
2ν

=
1

1 +
τn
2ν−ξn2

ξn2 −τn
2ν−1

− 1 =
∆

∆+∆y
− 1.

Из (4.14) и (4.15) следует, что

(4.16)
ξn2 − θn1
λn
2ν

=
(λn

2ν−1 + λn
2ν)

2

λn
2ν(3λ

n
2ν−1 + 3λn

2ν + λn,⋆
2ν+1)

− ∆y

∆+∆y
.

Обозначим D := ∆y/(∆+∆y) и оценим D сверху. Из (3.27) и (3.28) подставляя

выражения для ∆ и ∆y, получим

D =
aλn,⋆

2ν−2 + b

cλn,⋆
2ν−2 + d

где

a = 2λn
2ν−1 + λn

2ν , c = λn,⋆
2ν+1 +

λn
2ν(3λ2ν−1 + 2λn

2ν)

λn
2ν−1 + λn

2ν

+ 2λ2ν−1 + λn
2ν ,

b = 3λn
2ν−1(λ

n
2ν−1 + λn

2ν), d = λn,⋆
2ν+1

λn
2ν−1(2λ

n
2ν−1 + 3λn

2ν)

λn
2ν−1 + λn

2ν

+ 3λ2ν−1(λ
n
2ν−1 + 3λn

2ν).

Обозначим D1 = a/c и D2 = b/d. В силу замечания 3.1 имеем, что D ≤
max(D1, D2). Сначала оценим D1/D2.

(4.17)

D1

D2
=

ad

bc
=

(2λn
2ν−1 + λn

2ν)
(
λn,⋆
2ν+1

λn
2ν−1(2λ

n
2ν−1+3λn

2ν)

λn
2ν−1+λn

2ν
+ 3λ2ν−1(λ

n
2ν−1 + 3λn

2ν)
)

3λn
2ν−1(λ

n
2ν−1 + λn

2ν)
(
λn,⋆
2ν+1 +

λn
2ν(3λ2ν−1+2λn

2ν)
λn
2ν−1+λn

2ν
+ 2λ2ν−1 + λn

2ν

)
Простыми вычислениями убеждаемся, что в (4.17) числитель больше знамена-

теля. Следовательно D1 > D2. Поэтому D ≤ D1, т.е.

(4.18)
∆y

∆+∆y
≤ a

c
=

2λn
2ν−1 + λn

2ν

λn,⋆
2ν+1 +

λn
2ν(3λ2ν−1+2λn

2ν)
λn
2ν−1+λn

2ν
+ 2λ2ν−1 + λn

2ν

.

Из (4.16), (4.18) следует, что

(4.19)

ξn2 − θn1
λn
2ν

≥

(λn
2ν−1 + λn

2ν)
2

λn
2ν(3λ

n
2ν−1 + 3λn

2ν + λn,⋆
2ν+1)

−
2λn

2ν−1 + λn
2ν

λn,⋆
2ν+1 +

λn
2ν(3λ2ν−1+2λn

2ν)
λn
2ν−1+λn

2ν
+ 2λ2ν−1 + λn

2ν

.
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Последнее выражение приводя к общему знаменателю и группируя подобные

слагаемые в числителе, в числителе получим

D3 = (λn
2ν−1)

2
(
λn,⋆
2ν+1 + 2λn

2ν−1 + 2λn
2ν

)
.

В силу сильной регулярности последовательности T имеем, что D3 и общий зна-

менатель в (4.19) имеют порядок (λn
2ν)

3. Поэтому из (4.19) следует второе нера-

венство из (2.4). Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2.5. Из пункта E) леммы 3.1 имеем

(4.20)
ζ1 − τn2ν−2

τn2ν−1 − ζ1
= 2 +

λn,⋆
2ν

λn
2ν−1

.

Следовательно,

(4.21)
τn2ν−1 − ζ1

λn
2ν−1

=
1

1 +
ζ1−τn

2ν−2

τn
2ν−1−ζ1

=
1

3 +
λn,⋆
2ν

λn
2ν−1

=
λn
2ν−1

3λn
2ν−1 + λn,⋆

2ν

.

С другой стороны (см. (3.23) и (3.25)) имеем

(4.22)
ξn1 − τn2ν−2

τn2ν−1 − ξn1
=

∆x

∆
.

Поэтому

(4.23)
τn2ν−1 − ξn1

λn
2ν−1

=
1

1 +
ξn1 −τn

2ν−2

τn
2ν−1−ξn1

=
∆

∆+∆x
.

Из (4.21) и (4.23) следует

(4.24)
ζ1 − ξn1
λn
2ν−1

=
∆

∆+∆x
−

λn
2ν−1

3λn
2ν−1 + λn,⋆

2ν

=
1

1 + ∆x

∆

−
λn
2ν−1

3λn
2ν−1 + λn,⋆

2ν

.

Применяя (3.30) и пункт E) леммы 3.1, из (4.24) получим

(4.25)

ζ1 − ξn1
λn
2ν−1

≥ 1

1 +
λn
2ν−1+λn

2ν

λn,⋆
2ν−2+2λn

2ν−1

−
2λn

2ν−1

6λn
2ν−1 + 3λn

2ν

≥

2λn
2ν−1

3λn
2ν−1 + 2λn

2ν

−
2λn

2ν−1

6λn
2ν−1 + 3λn

2ν

=
2λn

2ν−1(3λ
n
2ν−1 + λn

2ν)

(3λn
2ν−1 + 2λn

2ν)(6λ
n
2ν−1 + 3λn

2ν)
.

Учитывая сильную регулярность разбиения T, из (4.25) получим неравенство

(2.5). Теорема доказана.

Замечание 4.1. Если ζ2-нуль функции fm из теоремы 2.5 на отрезке [τ2ν−1, τ2ν ],

а ξ2-нуль функции fn на том же отрезке, то возможны все три случая: ζ2 <

ξ2, ζ2 = ξ2 и ζ2 > ξ2.
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Abstract. The paper obtains some estimates of the functions of а general Franklin

system, which clarify the previously obtained estimates. Using these estimates, the

relative position of the zeros of some functions of а general Franklin system is studied.

Such estimates can be used to identify new properties of а general Franklin system.
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Аннотация. В работе описано множество многочленов, которые имеют мень-
шую мощность чем данный многочлен из определённого класса.
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1. Введение

Будем пользоваться следующими стандартными обозначениями: En и Rn оба

n- мерные евклидовы пространства точек (векторов) x = (x1, ..., xn) и ξ = (ξ1, ..., ξn)

соответственно, Rn,+ := {ξ ∈ Rn, ξj ≥ 0, j = 1, ..., n}, Rn, 0 := {ξ ∈ Rn, ξ1...ξn ̸=
0}. Через N мы обозначим множество всех натуральных чисел, N0 = N ∪ {0},
а через Nn

0 = N0 × ... × N0 множество всех n−мерных мультииндексов, т.е. мно-

жество всех точек с целыми неотрицательными координатами {α = (α1, ..., αn) :

αi ∈ N0 (i = 1, ..., n)}.
Для ξ ∈ Rn, λ ∈ Rn : λj > 0 (j = 1, ..., n), α ∈ Nn

0 и t > 0 обозначим |ξ| =√
ξ21 + ...+ ξ2n, |ξ, λ| =

√
ξ
2/λ1

1 + ...+ ξ
2/λn
n , |α | = α1 + ...+ αn, ξα = ξα1

1 ...ξαn
n ,

tλ := (tλ1 , ..., tλn), tλ ξ := (tλ1 ξ1, ..., t
λn ξ1), Dα := Dα1

1 ...Dαn
n , где Dj =

1
i ∂/∂xj

или Dj = ∂/∂ξj (j = 1, ...n).

Пусть A = {ν1, ..., νN} конечный набор точек из Rn,+. Многогранником Нью-

тона набора A назовём наименьший выпуклый многогранник ℜ(A), содержащий

все точки множества {A∪{0}} (см., например, [1]). Многогранник ℜ ⊂ Rn,+ на-

зывается полным (см. [2] или [3]), если ℜ имеет вершину в начале координат

Rn,+ и отличную от начала координат вершину на каждой оси координат.

1Исследование выполнено в рамках тематического финансирования РАУ из средтв
МОБНРФ.
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k−мерные грани многогранника ℜ обозначим через ℜk
i (i = 1, ...,M

′

k, k =

0, 1, ..., n − 1). Грани многогранника Ньютона будем, по определению, считать

замкнутыми множествами.

Единичный вектор λ называется внешней нормалью (или ℜ− нормалью )

грани Γ многогранника ℜ, если 1) для произвольных α и β из Γ (λ, α) =

(λ, β), 2) для произвольных α ∈ Γ и β ∈ ℜ(P ) \ Γ (λ, α) > (λ, β). Другими

словами ℜ− нормаль k− мерной грани Γ многогранника ℜ, (0 ≤ k ≤ n − 1)

это единичная внешняя нормаль гиперплоскости, опорной к многограннику ℜ,
содержащей грань Γ и не содежащей какую - либо грань ℜ, размерности больше

чем k.

Таким образом, данный вектор λ может служить внешней нормалью одной и

только одной грани многогранника ℜ.
Обозначим через Λk

i множество внешных нормалей грани ℜk
i (i = 1, ...,M

′

k, k =

0, 1, ..., n−1). Отметим, что или множество Λk
i состоит из одного вектора (когда

k = n− 1), или является открытым множеством (когда 0 ≤ k < n− 1).

Тогда для каждого λ ∈ Λk
i (1 ≤ i ≤ M

′

k, 0 ≤ k ≤ n − 1) существует число

d = di,k = di,k(λ) ≥ 0 такое, что (λ, α) = d для всех α ∈ ℜk
i , и (λ, α) < d

для любого α ∈ ℜ \ ℜk
i . Более того, ℜ−нормаль (n − 1)−мерной (и только

(n−1)−мерной ) грани ℜn−1
i многогранника ℜ и число di,n−1(λ) (1 ≤ i ≤ M

′

n−1)

определяются однозначно.

Грань ℜk
i (1 ≤ i ≤ M

′

k; 0 ≤ k ≤ n − 1) многогранника ℜ ⊂ Rn,+ называется

главной (см. [2]), если среди её внешних нормалей сушествует нормаль хотя бы

одна координата которой положительна.

Пусть P (D) = P (D1, ..., Dn) =
∑

β γβ D
β линейный дифференциальный опе-

ратор с постоянными коэффициентами и P (ξ) =
∑

β γβ ξ
β его символ (харак-

теристический многочлен), где сумма распространяется по конечному набору

мультииндексов (P ) := {β ∈ Nn
0 ; γβ ̸= 0}. Многогранник Ньютона множества то-

чек {(P ) ∪ (0)} назовём многогранником Ньютона оператора P (D) (многочлена

P (ξ)) и обозначим через ℜ(P ).

Многочлен P i,k(ξ) :=
∑

α∈ℜk
i (P )

γα ξα (1 ≤ i ≤ M
′

k; 0 ≤ k ≤ n − 1) назовём

подмногочленом многочлена P (ξ), отвечающим грани ℜk
i (P ) многогранника

ℜ(P ). В работе [2] доказано, что подмногочлен P i,k является λ−однородным

(обобщённо - однородным) для любого вектора λ ∈ Λk
i , т.е. существует число
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d = d(λ) = di,k(λ) такое, что P i,k(tλ ξ) = P i,k(tλ1 ξ1, ..., t
λn ξn) = td P i,k(ξ) для

всех t > 0 и ξ ∈ Rn.

Определение 1.1. (см. [2]) Грань ℜk
i = ℜk

i (P ) (1 ≤ i ≤ M
′

k; 0 ≤ k ≤ n− 1)

многогранника ℜ(P ) называется невырожденной, если P i,k(ξ) ̸= 0 ∀ξ ∈ Rn,0.

Многочлен P называется невырожденным, если невырождены все главные гра-

ни его многогранника Ньютона ℜ(P ).

Определение 1.2. (см. [4]) Говорят, что оператор P (D) (многочлен P (ξ))

мощнее оператора Q(D) (многочлена Q(ξ) ) и записывают Q < P, если суще-

ствует постоянная c > 0 такая, что |Q(ξ)| ≤ c [P (ξ)|+ 1] ∀ξ ∈ Rn.

Замечание 1.1. Известно (см. [2] и [5] Лемма 1.1 ), что многочлен P (ξ)

с полным многогранником Ньютона ℜ(P ) является невырожденным тогда и

только тогда, когда существует постоянная c > 0 такая, что
∑

α∈ℜ(P )

|ξα| ≤

c [|P (ξ)| + 1] ∀ξ ∈ Rn. Отсюда следует, что если многочлен P невырожден, то

соотношение Q < P имеет место тогда и только тогда, когда ℜ(Q) ⊂ ℜ(P ).

Замечание 1.2. Отметим, что условие ℜ(Q) ⊂ ℜ(P ) является необходи-

мым для выполнения соотношения Q < P независимо от вырожденности или

невырожденности многочлена P с которым сравниваются многочлены {Q}. В

самом деле, пусть ℜ(Q) ̸⊂ ℜ(P ) для сравнимых многочленов P и Q. Тогда, оче-

видно, существует вершина ν ̸= 0 многогранника ℜ(Q), не принадлежащая мно-

гограннику ℜ(P ). Пусть λ какая - нибудь внешняя нормаль вершины ν много-

гранника ℜ(Q) и (λ, α) = d уравнение опорной к ℜ(Q) гиперплоскости, прохо-

дящей через точку ν и не содержащей ни одной точки множества ℜ(Q)∪ℜ(P ),

отличной от ν. Тогда d > 0, (λ, ν) > (λ, α) для всех α ∈ ℜ(Q) ∪ ℜ(P ), α ̸= ν.

Пусть η ∈ Rn,0 и ξs = sλ η (s = 1.2....), тогда при s → ∞ Q(ξs) = sd ην(1 +

o(1)), P (ξs) = o(sd). Так как ην ̸= 0, то это означает, что Q ̸< P.

Из приведённых замечаний следует, что при сравнении мощности многочленов

{Q} с заданным многочленом P интерес представляет только случай, когда

многочлен P является вырожденным и ℜ(Q) ⊂ ℜ(P ).

Введём понятие k−слойного вырождающегося многочлена P, при этом бу-

дем предполагать, что все главные грани многогранник ℜ(P ) невырождены,

кроме одной (n − 1)−мерной главной грани Γ = ℜn−1
i0

(P ) (1 ≤ i0 ≤ Mn−1)

с внешней нормалью µ = (µ1, ..., µn). Представим многочлен P в виде суммы
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µ− однородных многочленов

(1.1) P (ξ) =

M(µ)∑
j=0

Pj(ξ) =

M(µ)∑
j=0

Pdj(λ)(ξ) =

M(µ)∑
j=0

∑
(λ,α)=dj(λ)

γα ξα.

Определение 1.3. Для µ−однородного многочлена P0 обозначим Σ(P0) :=

{η ∈ Rn,0, R(η) = 0 }. Mногочлен P вида (1.1) назовём r = r(η)−слойным

(1 ≤ r(η)− 1 ≤ M(µ)) относительно точки η ∈ Σ(P0), если P0(η) = P1(η) =

... = Pr−2(η) = 0, а Pr−1(η) ̸= 0 и назовём k = k(P )−слойным, где k(P ) :=

maxη∈Σ(P0) r(η).

2. Вспомогательные предложения

Ниже всюду d0 > d1 > d2 ≥ 0 и κ > 0. При ρ ∈ [d2, d0] обозначим

(2.1) Ψ1
κ = {(y, u) : y ∈ R1, u ≥ 0, |y| ≤ κu(ρ−d2)/(d0−d2)}.

Лемма 2.1. Для всех (y, u) ∈ Ψ1
κ выполняется неравенство

(2.2) xρ |y| ≤ κ (xd0 u+ xd1 v + xd2) ∀x > 0, v ≥ 0.

Доказательство. Так как утверждение леммы при ρ = d0 и ρ = d2 очевидно

(см. определение множества Ψ1
κ), то пусть ρ ∈ (d2, d0).

Обозначим p := (d0 − d2)/(ρ − d2) и q := p
p−1 = d0−d2

d0−ρ . Учитывая, что p > 1

и ρ = d0 (ρ− d2)/(d0 − d2) +d2 (d0 − ρ)/(d0 − d2), в силу определения множества

Ψ1
κ (см. (2.1)) и неравенства Гёльдера имеем

xρ |y| ≤ κxρ u(ρ−d2)/(d0−d2) = κ (xd0 u)(ρ−d2)/(d0−d2) (xd2)(d0−ρ)/(d0−d2)

≤ κ (
1

p
xd0 u+

1

q
xd2) ≤ κ (xd0 u+ xd1 v + xd2),

что доказывает лемму. □

При ρ ∈ [d2, d1] обозначим

(2.3) Ψ2
κ := {(y, v) : y ∈ R1, v ≥ 0, |y| ≤ κ v(ρ−d2)/(d1−d2)}.

Лемма 2.2 При любых x > 0 и u ≥ 0 выполняется неравенство (2.2) для

всех (y, v) ∈ Ψ2
κ.

Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 2.1.

При ρ ∈ [d1, d0], u ≥ 0, v ≥ 0 обозначим

(2.4) Ψ3
κ := {(y, u, v) : y ∈ R1, |y| ≤ κu(ρ−d1)/(d0−d1) v(d0−ρ)/(d0−d1)}.

Лемма 2.3. Для всех (y, u, v) ∈ Ψ3
κ выполняется оценка (2.2) при всех x > 0.

Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 2.1.
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При ρ ∈ [d2, d0] обозначим

Ψ4
κ := {(y, u, v) : y ∈ R1, u, v ∈ [0, 1]; xρ|y| ≤ κ [xd0 u+ xd1 v + xd2 ] ∀x ≥ 1}.

Лемма 2.4 Пусть ρ ∈ [d2, d1]. Тогда для любого κ > 0 существует постоянная

c = c(κ) > 0 такая, что для всех троек (y, u, v) ∈ Ψ4
κ выполняется оценка

(2.5) |y| ≤ c [u(ρ−d2)/(d0−d2) + v(ρ−d2)/(d1−d2)].

Доказательство. Предположим обратное, что при условиях леммы, существу-

ют число κ > 0 и последовательность {ys, us, vs} ∈ Ψ4
κ, us vs ̸= 0 (s = 1, 2, ...),

для которых при s → ∞

(2.6) θs := |ys|/[u(ρ−d2)/(d0−d2)
s + v(ρ−d2)/(d1−d2)

s ] → ∞,

в то время, как для любого x ≥ 1

(2.7) xρ |ys| ≤ κ [xd0 us + xd1 vs + xd2 ] s = 1, 2, ...·

Множество натуральных чисел представим в виде объединения двух множеств:

N = N1 ∪ N2, так, что

1) u(ρ−d2)/(d0−d2)
s > v(ρ−d2)/(d1−d2)

s ∀s ∈ N1,

2) u(ρ−d2)/(d0−d2)
s ≤ v(ρ−d2)/(d1−d2)

s ∀s ∈ N2.

Или, что то же самое,

1′) u
d1−d2
d0−d2
s > vs ∀s ∈ N1, 2′) u

d1−d2
d0−d2
s ≤ vs ∀s ∈ N2.

Отметим, что при таком представлении множества N, либо оба множества N1 и

N2 состоят из бесконечного множества чисел, либо какое - нибудь из них состо-

ит из конечного множества. В последнем случае, за счет выбора подпоследова-

тельности, можно игнорировать элементы рассматриваемой последовательности,

индексы которых принадлежат ограниченному множеству. Таким образом, до-

статочно рассматривать только случай, когда оба множества бесконечны и по

отдельности рассматвывать каждый случай.

Рассмотрим случай, когда s ∈ N1 . Так как в этом случае us ∈ (0, 1], то в силу

условия d0 > d2 получаем, что xs := u
−1/(d0−d2)
s ≥ 1 s ∈ N1· А по определению

чисел {θs} и {xs} имеем в этом случае

(2.8) xρ
s |ys| ≥ θs x

ρ
s u

(ρ−d2)/(d0−d2)
s = θs x

ρ−(ρ−d2)
s = θs x

d2
s , s ∈ N1·
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Для слагаемых правой части неравенства (2.7) имеем при x = xs для всех

s ∈ N1

(2.9′) xd0
s us = xd0

s x−(d0−d2)
s = xd2

s ,

(2.9′′) xd1
s vs ≤ xd1

s u(d1−d2)/(d0−d2)
s = xd1−(d1−d2)

s = xd2
s .

Так как θs → ∞ при s → ∞, (см. (2.6)), то полученные соотношения (2.8),

(2.9′), (2.9′′) вместе противоречат соотношению (2.7) и завершают рассмотрение

случая 1).

В случае s ∈ N2 противоречие с (2.7) получается аналогичным образом, если

в качестве {xs} брать xs := v
−1/(d1−d2)
s . Лемма 2.4 доказана. □

Из лемм 2.1, 2.2 и 2.4 непосредственно следует

Следствие 2.1. Пусть d0 > d1 > d2 ≥ 0 и ρ ∈ [d2, d1]. Соотношение

(2.2) для всех x ≥ 1, u, v ∈ [0, 1) выполняется тогда и только тогда, когда

выполняется соотношение (2.5). □

Лемма 2.5. Пусть ρ ∈ [d1, d0]. Тогда для любого κ > 0 существует по-

стоянная c = c(κ) > 0 такая, что для всех троек (y, u, v) ∈ Ψ4
κ выполняется

оценка

(2.10) |y| ≤ c [u(ρ−d2)/(d0−d2) + u(ρ−d1)/(d0−d1)v(d0−ρ)/(d0−d1)].

Доказательство. Предположим обратное, что при условиях леммы существу-

ют число κ > 0 и последовательность {ys, us, vs} ∈ Ψ4
κ (при этом, не умаляя

общности, можно считать, что us vs ̸= 0 s = 1, 2, ...), для которых при s → ∞

θs := |ys|/[u(ρ−d2)/(d0−d2)
s + u(ρ−d1)/(d0−d1)

s v(d0−ρ)/(d0−d1)
s ] → ∞,

в то время, как для всех x ≥ 1

(2.11) xρ |ys| ≤ κ [xd0 us + xd1 vs + xd2 ] s = 1, 2, ...·

Представим, как при доказательстве предыдущей леммы, множество натураль-

ных чисел в виде объединения двух множеств: N = N1 ∪ N2, так, что

1) u(ρ−d2)/(d0−d2)
s > u(ρ−d1)/(d0−d1)

s v(d0−ρ)/(d0−d1)
s s ∈ N1,

2) u(ρ−d2)/(d0−d2)
s ≤ u(ρ−d1)/(d0−d1)

s v(d0−ρ)/(d0−d1)
s s ∈ N2,

Эти соотношения эквивалентны соответственно следующим

1′)u(d1−d2)/(d0−d2)
s > vs s ∈ N1, 2

′)u(d1−d2)/(d0−d2)
s ≤ vs s ∈ N2.
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Рассмотрим случай 1
′
). Так как us ∈ (0, 1] s = 1, 2, ...,, то в силу условия d0 > d2

получаем, что xs := u
−1/(d0−d2)
s ≥ 1 s = 1, 2, ...· Оценим по отдельности обе части

соотношения (2.5) при x = xs s = 1, 2, ...· По определению чисел {θs} и {xs}
имеем для всех s = 1, 2, ...

xρ
s |ys| ≥ θs x

ρ
s u

(ρ−d2)/(d0−d2)
s = θs u

−d0/(d0−d2)
s = θs u

−d2/(d0−d2)
s ,

xd0
s us = u−d0/(d0−d2)

s us = u−d2/(d0−d2)
s

xd1
s vs ≤ xd1

s u(d1−d2)/(d0−d2)
s = u−d1/(d0−d2)+(d1−d2) /(d0−d2)

s = u−d2/(d0−d2)
s ,

xd2
s = u−d2/(d0−d2)

s .

Так как θs → ∞ при s → ∞ , то полученные соотношения противоречат (2.5).

Рассмотрим случай 2
′
). Так как us ∈ (0, 1] s = 1, 2, ...,, то в этом случае

из условия d0 > d1 > d2 следует, что vs ≥ us s = 1, 2, ...· Следовательно,

xs := (vs/us)
1/(d0−d1) ≥ 1 для всех s = 1, 2, ...· Оценим обе части соотношения

(2.5) при x = xs s = 1, 2, ...· Из определения чисел {θs} и {xs} имеем для всех

s = 1, 2, ...

xρ
s |ys| ≥ θs x

ρ
s u

(ρ−d1)/(d0−d1)
s v(d0−ρ) /(d0−d1)

s

= θs v
ρ/(d0−d1)+(d0−ρ) /(d0−d1)
s u−ρ/(d0−d1)+(ρ−d1)/(d0−d1)

s

= θs v
d0/(d0−d1)
s u−d1/(d0−d1)

s ,

xd0
s us = vd0/(d0−d1)

s u−d0/(d0−d1)+1
s = vd0/(d0−d1)

s u−d1/(d0−d1)
s ,

xd1
s vs = vd1/(d0−d1)+1

s u−d1/(d0−d1)
s = vd0/(d0−d1)+1

s u−d1/(d0−d1)
s

и, наконец

xd2
s = vd2/(d0−d1)

s u−d2/(d0−d1)
s = vd0/(d0−d1)

s v−(d0−d2)/(d0−d1)
s u−d2/(d0−d1)

s

≤ vd0/(d0−d1)
s u−(d1−d2)/(d0−d1)

s u−d2/(d0−d1)
s = vd0/(d0−d1)

s u−d1/(d0−d1)
s .

Так как θs → ∞ при s → ∞ , то полученные соотношения противоречат (2.11). □

Следствие 2.2. Пусть d0 > d1 > d2 ≥ 0 и ρ ∈ (d1, d0]. Для выполнения

оценки (2.2) для всех x ≥ 1 и u, v ∈ (0, 1) необходимо и достаточно, чтобы

с некоторой постоянной κ > 0 выполнялось неравенство xρ |y| ≤ κ [xd0 u +

xd1 v + xd2 ].

Доказательство непосредственно следует из лемм 2.1, 2.3 и 2.5.

Лемма 2.6. Пусть d0 > d1 ≥ 0 и ρ ∈ (d1, d0]. Для того, чтобы с некоторой

постоянной c > 0 и для всех x ≥ 1, u, v ∈ (0, 1) выполнялась оценка xρ |y| ≤
c[xd0u+ xd1 ] необходимо и достаточно, чтобы с некоторой постоянной κ > 0

выполнялось неравенство |y| ≤ κu(ρ−d1) (d0−d1).
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Доказательство проводится аналогично доказательствам лемм 2.1 и 2.4.

3. Основные пезультаты

Для λ ∈ Rn,0∩Rn,+ и λ−однородного многочлена R положим Σ(R, λ) := {η :

η ∈ Rn,0, |η, λ| = 1, R(η) = 0}.
Пусть P (ξ) =

∑
α∈(P ) γα ξα и λ ∈ Rn,0 ∩ Rn,+. Представим многочлен P по

вектору λ в виде суммы λ− однородных многочленов

(3.1) P (ξ) =

MP∑
j=0

Pj(ξ) :=

MP∑
j=0

∑
(λ,α)=dj

γα ξα,

где d0 > d1 > ... > dMP
≥ 0.

Через I+n обозначим множество (неотрицательных) многочленов n перемен-

ных с вещественными коэффициентами, таких, что P (ξ) → ∞ при |ξ| → ∞.

Отметим, что таковыми являются, например, неотрицательныe символы гипо-

эллиптических по Л. Хёрмандеру дифференциальных операторов (см. [7] или

[10]).

Замечание 3.1. Из определения множества I+n очевидно следует, что много-

член P из этого множества не может принимать нулевые значения вне некоторо-

го круга K = K(P ) с центром в начале координат, т.е вне этого круга принимает

значения одинакого знака. Поэтому, при необходимости, умножением на минус

единицу и добавлением положительной константы (которые не влияют на мощ-

ность многочлена P ), далее можем считать, что P (ξ) > 0 ∀ξ ∈ Rn. После такой

обусловленности имеет место следующее предложение, которым мы часто будем

пользоваться.

Лемма 3.1. (см. [8] Лемма 1.2) Пусть ℜ = ℜ(P ) многогранник Ньютона

многочлена P ∈ I+n и ℜk
i (i = 1, 2, ...,Mk, k = 0, 1, ..., n− 1)− его главные грани.

Тогда

a) многогранник ℜ полный

b) P i,k(ξ) ≥ 0 для всех ξ ∈ Rn (i = 1, 2, ...,Mk, k = 0, 1, ..., n− 1)

c) пусть пара (i, k) (1 ≤ i ≤ Mk, 0 ≤ k ≤ n − 1), вектор λ ∈ ℜk
i и точка

η ∈ Σ(ℜk
i , λ) фиксированы; более того ( см. представление (3.1)) Pj(η) = 0

(j = 0, 1, ..., l − 1), Pl(η) ̸= 0 0 ≤ l ≤ MP . Тогда dl > 0 и Pl(η) > 0.

Лемма 3.2. Пусть все главные грани многогранника ℜ(P ) многочлена P ∈
I+n , за исключением быть может (n− 1)−мерной грани Γ := ℜn−1

i0
с внешней
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нормалью λ ∈ Rn,0 ∩ Rn,+ невырождены, d0− λ− порядок многочлена P, а Q

некоторый многочлен с λ− порядком δQ ≤ d0.

I) Если грань Γ невырождена, то Q < P тогда и только тогда, когда

ℜ(Q) ⊂ ℜ(P )

II) Если грань Γ вырождена, то Q < P тогда и только тогда, когда II.a)

ℜ(Q) ⊂ ℜ(P ), II.b) существует постоянная c > 0 такая, что для произвольных

t > 0 и η ∈ Σ(P0, λ)

|Q(tλ ξ)| ≤ c [1 + |P (tλ ξ)|] ∀ξ ∈ S1(η, λ) := {ξ ∈ Rn, |ξ − η, λ| < 1}.

Доказательство. Утверждение пункта I) и необходимость пункта II) следуют

из Замечаний 1.1 и 1.2.

Докажем достаточность пункта II). Предположим обратное, что при выпол-

нении условий этого пункта существует последовательность {ξs}∞s=1 такая, что

при s → ∞ |ξs| → ∞ и

(3.2) |Q(ξs)|/[1 + |P (ξs)] → ∞.

Обозначим ηs := ξs/|ξs, λ|λ s = 1, 2, ...· Так как |ηs, λ| = 1 (s = 1, 2, ...), то

из условия λ ∈ Rn,0 ∩ Rn,+ и из теоремы Больцано - Веерштрасса следует су-

ществование подпоследовательности последовательности {ηs} (которую также

обозначим через {ηs}) и точки η ∈ Rn : |η, λ| = 1 таких, что |ηs, λ| → |η, λ|
при s → ∞.

Покажем, что P0(η) = 0. Предполагая обратное, что P0(η) ̸= 0, получим

(3.3) |P (ξs) = ||ξs, λ|d0 P0(η
s) + o(|ξs, λ|d0)| = |ξs, λ|d0 |P0(η)|(1 + o(1)).

Так как δQ ≤ d0, и |ξs, λ| ≥ 1 для достаточно больших s, то для таких s, имеем

с некоторой постоянной c1 > 0

(3.4) |Q(ξs)| ≤ c1 |ξs, λ|δQ ≤ c1 |ξs, λ|d0 .

Полученные соотношения (3.3) - (3.4) противоречат (3.2) и доказывают, что

P0(η) = 0.

Рассмотрим следующие два возможных случая: 1) η ∈ Rn,0 и 2) η /∈ Rn,0.

Так как ηs → η при s → ∞, то в случае 1), в силу пункта II) b леммы, при

достаточно больших s ( для которых ηs ∈ S1(η, λ)) имеем

|Q(ξs)| = |Q(|ξs, λ|λ ηs)| ≤ c [1 + |P (|ξs, λ|λ ηs)|] = c [1 + |P (ξs)|],

что противоречит предположению (3.2).
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В случае 2) мы будем пользоваться Предложением 2.1 работы [6], где дока-

зано, что если при условиях настоящей леммы последовательность {ξs} такая,

что ξs → ∞ и ξs/|ξs, λ, |λ → η при s → ∞, при этом η1...ηn = 0, то существу-

ет постоянная c2 > 0 такая, что для всех ν ∈ ℜ(P ) имеет место неревенство

|(ξs)ν | ≤ c2 [|P (ξs)|+1] s = 1, 2, ...· Так как по условию леммы ℜ(Q) ⊂ ℜ(P ), то

с некоторой постоянной c3 > 0 справедливо неревенство |Q(ξs)| ≤ c [|P (ξs)|+1]

s = 1, 2, ...·
Это противоречит нашему предположению (3.2) и доказывает справедливость

второго пункта леммы. □

Через Gn обозначим множество многочленов P ∈ In для которых все главные

грани многогранника Ньютона ℜ(P ) кроме, быть может одной (n− 1)− мерной

главной грани Γ := ℜn−1
i0

(1 ≤ i0 ≤ n − 1) с внешной нормалью λ (λj >

0 j = 1, ..., n) невырождены. При этом, если грань Γ вырождена и по вектору

λ многочленов P представлен в виде (3.1), то Σ(P0, λ)∩ Σ(P1, λ)∩ Σ(P2, λ) = ∅
и с некоторой постоянной c > 0

(3.5) 1 + |P (ξ)| ≥ c [ |P0(ξ)|+ |P1(ξ)|+ |P2(ξ)| ] ∀ξ ∈ Rn.

Теорема 3.1 Пусть многочлен P ∈ Gn представлен по вектору λ в виде (3.1), а

R, λ -однородный многочлен λ -степени δ. Тогда

I) если δ ≤ d2, то R < P в том и только в том случае, когда ℜ(R) ⊂ ℜ(P ),

II) если δ ∈ (d2, do], то R < P в том и только в том случае, когда II.a)

ℜ(R) ⊂ ℜ(P ),

II.b) для любой точки η ∈ Σ(P0, λ) существует окрестность O(η) такая, что с

некоторой постоянной κ > 0 и для всех ξ ∈ O(η)

II.b.1) |R(ξ)| ≤ κ [|P0(ξ)|(δ−d2)/(d0−d2) + |P1(ξ)|(δ−d2)/(d1−d2)], если δ ∈ (d2, d1],

η ∈ Σ(P1, λ),

II.b.2) |R(ξ)| ≤ κ [|P0(ξ)|(δ−d2)/(d0−d2) + |P1(ξ)|(d0−δ)/(d0−d1)], если δ ∈ (d1, d0],

η ∈ Σ(P1, λ),

II.b.3) |R(ξ)| ≤ κ [|P0(ξ)|(δ−d1)/(d0−d1), если δ ∈ (d1, d0], η /∈ Σ(P1, λ).

Доказательство. Так как утверждение пункта I) следует из Леммы 1.1 ра-

боты [10], то нам надо доказать лишь пункт II).

Необходимость условия II.a) также следует из упомянутой леммы. Докажем

необходимость пункта II.b). Сначала докажем необходимость подпунктов II.b.1)

- II.b.2).
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Пусть η ∈ Σ(P0, λ) ∩ Σ(P1, λ), P2(η
0) ̸= 0. Тогда (см. Замечание 3.1) суще-

ствует окрестность O0(η
0) ⊂ S1(η

0, λ) такая, что |P0(ξ)| < 1, |P1(ξ)| < 1, и

|P2(ξ)| < 3
2 |P2(η

0)| ∀ξ ∈ O0(η
0). Следовательно, в силу Леммы 3.1 имеем с неко-

торыми постоянными cj > 0 j = 1, 2, 3 для всех t ≥ 1 и ξ ∈ O0(η
0)

|tδ R(ξ)| = |R(tλ ξ)| ≤ c1 [1 + |P (tλ ξ)|] ≤ c1 [1 +

2∑
j=0

tdj |Pj(ξ)|]

≤ c2 [1 +

MP∑
j=0

tdj |Pj(ξ)|] ≤ c3 [t
d0 |P0(ξ)|+ td1 |P1(ξ)|+ td2 ].

В силу Следетвия 2.1, отсюда получаем доказательство необходимости условия

II.b.1) при δ ∈ (d2, d1] и необходимости условия II.b.2) при δ ∈ (d1, d0].

Необходимость условия II.b.3) получается аналогично, с использованием Лем-

мы 2.6 , если заметить, что в этом случае P1(η
0) ̸= 0 и с некоторой постоянной

c4 > 0 1 + |tδ R(ξ)| ≤ c1[1 + |P (tλ ξ)|] ≤ c4 [t
d0 |P0(ξ)| + td1 ] для всех t ≥ 1 и

ξ ∈ O1(η
0) := {ξ ∈ Rn : |P0(ξ)| < 1, |P1(ξ)| < 3

2 |P1(η
0)|} ∩S1(η

0, λ).

Достаточность. Предположим обратное, что при выполнении условий тео-

ремы, существует последовательность {ξs} такая, что при s → ∞

(3.6) |R(ξs)|/[1 + |P (ξs)|] → ∞.

Так как из соотнощения (3.6) следует, что |ξs, λ| → ∞ при s → ∞, то далее

будем считать, что |ξs, λ| ≥ 1 для всех s = 1, 2, ...·
Проводя аналогичные рассуждения, проводимые при доказательстве доста-

точности пункта II) Леммы 3.1 ( при необходимости, переходя на подпоследова-

тельность) можно показать, что при выполнении соотношения (3.6), существует

точка η ∈ Σ(P0, λ) такая, что ηs := ξs/|ξs, λ|λ → η при s → ∞. Следователь-

но, при достаточно больших s (будем считать, что для всех s) ηs ∈ O(η), где

окрестность O(η) выбрана по условию II.b) теоремы.

Рассмотрим следующие возможные случаи: 1) η /∈ Σ(P1, λ). и 2) η ∈ Σ(P1, λ).

Так как P1(η
s) → P1(η

0) ̸= 0 при s → ∞, то в случае 1), применяя оцен-

ку (3.5), получим с некоторыми постоянными c5 > 0, c6 > 0 при достаточно

больших s

1 + |P (ξs)| ≥ c5 [ |P0(ξ
s)|+ |P1(ξ

s)| ] = c5 [ |ξs, λ|d0 |P0(η
s)|+ |ξs, λ|d1 |P1(η

s)| ]

(3.7) ≥ c6 [ |ξs, λ|d0 |P0(η
s)|+ |ξs, λ|d1 | ] s = 1, 2, ...·
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Так как R(ξs) = |ξs, λ|δ · |R(ηs)| (s = 1, 2, ...), то при δ ≤ d1 полученные соотно-

шения противоречат (3.6). Если же в случае 1) δ ∈ (d1, d0], то из пункта II.b.3),

в силу Леммы 2.6, с некоторой постоянной c7 > o при x = xs = |ξs, λ|, y =

ys = R(ηs), u = us = |P0(η
s)| для достаточно больших s имеем |ξs, λ|δ · |R(ηs)|

≤ c7 [|ξs, λ|d0 |P0(η
s)| +|ξs, λ|d1 ]. Это, вместе с оценкой (3.7) противоречат нашему

предположению (3.6).

В случае 2) из условий II.b.1), II.b.2) и Следствий 2.1, 2.2 с некоторой посто-

янной c8 > o при x = xs = |ξs, λ|, y = ys = R(ηs), u = us = |P0(η
s)|, v = vs :=

|P1(η
s)| для достаточно больших s имеем |ξs, λ|δ R(ηs) ≤ c8 [|ξs, λ|d0 |P0(η

s)|
+|ξs, λ|d1 |P1(η

s)| + |ξs, λ|d2 ]. Так как в этом случае P2(η) ̸= 0, то отсюда в си-

лу оценки (3.5) для достаточно больших s имеем с некоторымы постоянными

c9 > o, c10 > 0

|R(ξs)| = |ξs, λ|λ |R(ηs)| ≤ c8 [|P0(ξ
s)|+ |P1(ξ

s)|+ |ξs, λ|d2 ]

≤ c9 [|P0(ξ
s)|+ |P1(ξ

s)|+ |P2(ξ
s)|] ≤ c10 [1 + |P (ξs)|].

Полученное соотношение противоречит (3.6) и доказывает достаточную часть

пункта II). □

Для λ− однородного многочлена R (λj > 0 j = 1, ..., n) и точки η ∈ Σ(R, λ)

через ∆(R, η) обозначим λ−кратность точки η многочлена R, т.е. наимень-

шее положительное число для которого DαR(η) = 0 при (λ, α) < ∆(R, η) и∑
(λ,α)=∆(R,η) |DαR(η)| ≠ 0.

Теорема 3.2 Пусть n = 2, многочлен P ∈ G2 представлен по вектору λ

в виде (3.1), а R λ−однородный многочлен λ−степени δ.

I) Если δ ≤ d2, то R < P тогда и только тогда, когда ℜ(R) ⊂ ℜ(P )

II) если δ ∈ (d2, d0] то R < P тогда и только тогда, когда

II.a) ℜ(R) ⊂ ℜ(P )

II.b.) для любой точки η ∈ Σ(P0, λ) выполняются следующие соотношения

II.b.1) ∆(R, η) ≥ min{∆(P0, η)
δ−d2

d0−d2
, ∆(P0, η)

δ−d2

d1−d2
}, если η ∈ Σ(P1, λ) и

δ ∈ (d2, d1]

II.b.2) ∆(R, η) ≥ min{∆(P0, η)
δ−d2

d0−d2
,∆(P0, η)

δ−d1

d0−d2
,+ ∆(P1, η)

d0−δ
d0−d1

} если

η ∈ Σ(P1, λ) и δ ∈ (d1, d0]

II.b.3) ∆(R, η) ≥ lP0(η)
δ−d1

d0−d1
если η /∈ Σ(P1, λ) и δ ∈ (d1, d0].

Доказательство. Достаточно показать, что утверждения пунктов II) b. j

(j = 1, 2, 3) эквивалентны соответствующим пунктам теоремы 3.1.
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В работе [11] доказано, что для любого λ−однородного (λj > 0 j = 1, ..., n)

нелинейного многочлена R(ξ) = R(ξ1, ξ2) такого, что Σ(R, λ) ̸= 0, существуют

мультииндекс β, однородный эллиптический многочлен r(ξ), натуральное число

K, вещественные числа aj (j = 1, ...,K; ai ̸= aj при i ̸= j), и натуральные

числа lj = lj(η) (j = 1, ...,K, η ∈ Σ(R, λ)) такие, что

(3.8) R(ξ) = ξβ r(ξt0 λ2
1 , ξt0 λ1

2 ).

K∏
j=1

(ξt0 λ2
1 − aj ξ

t0 λ1
2 )lj ξ ∈ R2.

Здесь t0 наименьшее число такое, что t0 λ1 и t0 λ2 взаимнопростые натураль-

ные числа, при этом, для каждой точки η ∈ Σ(R, λ) существует однозначно

определяемый номер j0 = j0(η) такой, что aj0(η) = ηt0 λ2
1 /ηt0 λ1

2 . Отметим что,

∆(R, η) = l(R, η)min{λ1, λ2} при η ∈ Σ(R, λ)

Так как эквивалентность пунктов II.b.3) Теоремы 3.1 и II.b.j) j = 1, 2, 3 Теоре-

мы 3.2 доказываются аналогично, то мы докажем только эквивалентность пунк-

тов II.b.1) обоих теорем.

Сначала отметим, что в силу представления (3.1) следующие две оценки эк-

вивалентны:

существует постоянная κ > 0 такая, что при δ ∈ (d2, d1], η ∈ Σ(P0, λ) ∩
Σ(P1, λ)

(3.9) |R(ξ)| ≤ κ [|P0(ξ)|(δ−d2)/(d0−d2) + |P1(ξ)|(δ−d2)/(d1−d2)] ∀ξ ∈ O(η),

существует постоянная c = c(κ) > 0 такая, что

|ξt0 λ2
1 − aj0 ξ

t0 λ1
2 |l(R,η) ≤ c [|(ξt0 λ2

1 − aj0 ξ
t0 λ1
2 )l(P0,η)|(δ−d2)/(d0−d2)

(3.10) +|(ξt0 λ2
1 − aj0 ξ

t0 λ1
2 )l(P1,η)|(δ−d2)/(d1−d2)] ∀ξ ∈ O(η).

Очевидно, что оценка (3.10) выполняется тогда и только тогда, когда

(3.11) l(R, η) ≥ min{l(P0, η)
δ − d2
d0 − d2

, l(P1, η)
δ − d2
d1 − d2

}.

Так как ∆(R, η) = l(R, η)min{λ1, λ2}, то соотношение (3.10) можно переписать

в виде

∆(R, η) ≥ min{∆(P0, η)
δ − d2
d0 − d2

,∆(P1, η)
δ − d2
d1 − d2

}.

Это доказывает эквивалентность пунктов II.b.1) Теоремы 3.2 с соответствующим

пунктом Теоремы 3.1. □

Следующие примеры иллюстрируют доказанную теорему.
41



Г. Г. КАЗАРЯН, В. Н. МАРГАРЯН

Пример 3.2 (относится к случаю II.b.1) ) Пусть P (ξ) = (ξ1 − ξ2)
6 +(ξ1 −

ξ2)
2 (ξ21 + ξ22)+ (ξ21 + ξ22) =: P0(ξ)+P1(ξ)+P2(ξ), R(ξ) = (ξ1 − ξ2)

2 r(ξ), где r(ξ)

любой однородный многочлен второй степени.

Здесь P представлен в виде суммы однородных многочленов, т.е. можно счи-

тать, что λ = (1, 1), при этом d0 = 6, d1 = 4, d2 = 2, δ = 4 ∈ (d2, d1],

Σ(P0,λ) = {±η = ±(
√
2
2 ,

√
2
2 )}, lP0(±η) = 6, lP1(±η) = 2, lR(η) = 2.

Так как P ∈ G2, ℜ(R) ⊂ ℜ(P ), η ∈ Σ(P1, λ), 2 = lR(η) ≥ 2 4−2
6−2 = l(P1

(η) δ−d2

d0−d2

(≤ 6 4−2
6−2 = lP0

(η) δ−d2

d0−d2
), η ∈ Σ(P0,λ) ∪Rn,0, то в силу Теоремы 3.2 R < P.

Пример 3.3 (относится к случаю II.b.1)) P (ξ) = (ξ1 − ξ2)
6 (ξ61 + ξ62)+ (ξ1 −

ξ2)
3 (ξ41 + ξ42) +(ξ41 + ξ42) =: P0(ξ) + P1(ξ) + P2(ξ), R(ξ) = (ξ1 − ξ2)

2 (ξ31 + ξ32).

Здесь d0 = 12, d1 = 7 d2 = 4, δ = 5 ∈ (d2, d1]. Σ(P0, λ) = {±η = ±(
√
2
2 ,

√
2
2 )},

lP0
(±η) = 6, lP1

(±η) = 3, lR(±η) = 2.

Так как P ∈ G2, ℜ(R) ⊂ ℜ(P ), ±η ∈ Σ(P0, λ) ∩ Σ(P1, λ), и 2 = lR(±η)

≥ 6 5−4
12−4 = lP0

(±η) δ−d2

d0−d2
, то в силу Теоремы 2.2 R < P.

Пример 3.4 (относится к случаю II.b.2)) пусть P многочлен из примера 3.2,

а R(ξ) = (ξ1 − ξ2)
4 (ξ1 + ξ2). Здесь lR(±η) = 4, δ = 5 ∈ (d1, d0].

Так как P ∈ G2, ℜ(R) ⊂ ℜ(P ), ±η ∈ Σ(P0, λ)∩Σ(P1, λ) и 4 = lR(±η) ≥ 6 5−4
6−4

+2 6−5
6−4 = lP0

(±η) δ−d2

d0−d1
, +lP1

(±η) d0−δ
d0−d1

, (≤ 6 5−2
6−2 = lP0

(±η) δ−d2

d0−d2
), то в силу

Теоремы 2.2 R < P.

Пример 3.5 (относится к случаю II.b.2)) пусть P многочлен из примера 3.3,

а R(ξ) = (ξ1 − ξ2)
3 r(ξ), где r(ξ) любой однородный многочлен степени 5, т.е.

δ = 8 ∈ (7, 12) = (d1, d0), lR(±η) ≥ 3.

Так как P ∈ G2, ℜ(R) ⊂ ℜ(P ), ±η ∈ Σ(P0, λ)∩Σ(P1, λ) и lR(±η) ≥ 3 ≥ 6 8−4
12−4

= lP0(±η) δ−d2

d0−d2
, то в силу Теоремы 2.2 R < P.

Лемма 3.3 Пусть многочлен P ∈ Gn представлен в виде (3.1) по вектору

λ = λ(P ). Тогда I) существует постоянная c1 > 0 такая, что для всех ν ∈
ℜ(P ) ∩ {α ∈ Rn,+, (λ, α) ≤ d2} =: ℜ∗

(3.12) |ξα| ≤ c1 [1 + |P (ξ)|] ∀ξ ∈ Rn,

II) существует постоянная c2 > 0 такая, что для всех t ≥ 1

(3.13) c−1
2 t−d0 [1 + |P (tλ ξ)|] ≤ 1 + |P (ξ)| ≤ c2 [1 + |P (tλ ξ)|] ∀ξ ∈ Rn.

Доказательство. Докажем оценку (3.12). Предположим обратное, что су-

ществуют точка ν0 ∈ ℜ∗ и последовательность {ξs} такие, что при s → ∞

(3.14) |(ξs)ν
0

|/[1 + |P (ξs)] → ∞.
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Из (3.14) следует, что |ξs, λ| → ∞ при s → ∞. обозначим ηs := ξs/|ξs, λ|λ s =

1, 2, ...· Так как |ηs, λ| = 1 (s = 1, 2, ...) и λj > 0 (j = 1, ..., n), то на основании

теоремы Больцано - Веерштрасса существует подпоследовательность последова-

тельности {ξs} (которую также обозначим через {ξs}) и точка η : |η, λ| = 1

такие, что |ηs − η, λ| → 0 при s → ∞.

Рассмотрим следующие возможные случаи: 1)P0(η) ̸= 0 и 2)P0(η) = 0. В

случае 1) из условия P ∈ Gn, при s → ∞ имеем с некоторой постоянной c3 > 0

(3.15) 1 + |P (ξs)| ≥ c3 |P0(ξ
s)| = c3 |ξs, λ|d0 |P0(η

s)| = c3 |ξs, λ|d0 |P0(η)|[1 + o(1)].

Для |(ξs)ν0 | в силу условия ν0 ∈ ℜ∗ при всех s = 1, 2, ... имеем

(3.16) |(ξs)ν
0

| ≤ |ξs, λ|dq .

Соотношения (3.15), (3.16) вместе противоречат нашему предположению (3.14).

В случае 2) рассмотрим следующие возможные подслучаи: 2.1) η /∈ Rn,0 т.е.

η1...ηn = 0, 2.2) η ∈ Rn,0 т.е. η ∈ Σ(P0, λ). В подслучае 2.1) в силу Предложения

2.1 работы [6] для ν0 ∈ ℜ(P ) с некоторой постоянной c4 > 0 имеем |(ξs)ν0 | ≤
c4 [1 + |P (ξs)|] s = 1, 2, ..., что противоречит (3.14). Подслучай 2.2) делим на

следующие возможные подслучаи: 2.2.1) η /∈ Σ(P1, λ), т.е. P1(η) ̸= 0, 2.2.2)

η ∈ Σ(P1, λ), тогда, в силу условия P ∈ Gn, P2(η) ̸= 0. В подслучае 2.2.1), из

условия P ∈ Gn, при s → ∞, имеем с некоторой постоянной c5 > 0

1 + |P (ξs)| ≥ c5 |P1(ξ
s)| = c5 |ξs, λ|d1 |P1(η

s)|

(3.17) = c5 |ξs, λ|d1 |P1(η)| [1 + o(1)].

Для |(ξs)ν0 | в силу условия ν0 ∈ ℜ∗ при достаточно больших s имеем

(3.18) |(ξs)ν
0

| ≤ |ξs, λ|d2 ≤ |ξs, λ|d1 .

Соотношения (3.17), (3,18) вместе противоречат предположению (3.14).

В подслучае 2.2.2), из условия P ∈ Gn, при s → ∞, имеем с некоторой посто-

янной c6 > 0

(3.19) 1 + |P (ξs)| ≥ c6 |P2(ξ
s)| = c6 |ξs, λ|d2 |P2(η)| [1 + o(1)].

В этом случае при достаточно больших s имеем |(ξs)ν0 | ≤ |ξs, λ|d2 , что вместе с

(3.19) противоречит (3.14) и доказывает первую часть леммы. Докажем вторую

часть леммы. Сначала докажем левую часть неравенства (3.13). В силу пред-

ставления (3.1), условия P ∈ Gn, и доказанной первой части настоящей леммы,
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для любых t ≥ 1 и ξ ∈ Rn имеем

1 + |P (tλ ξs)| ≤ 1 +

MP∑
j=0

|Pj(t
λ ξs)| ≤ 1 +

MP∑
j=0

|Pj(ξ)| ≤ td0 [1 +

MP∑
j=0

|Pj(ξ)|]

≤ 1

c
td0 [1 + |P (ξ)|],

что доказывает левую часть неравенства (3.13). Докажем правую часть. Из усло-

вия P ∈ Gn, и первого пункта настоящей леммы с некоторой постоянной c6 > 0

имеем при всех t ≥ 1 и ξ ∈ Rn

1 + |P (tλ ξ)| ≥ c6 [1 +

MP∑
j=0

|Pj(t
λ ξ)|] = c6 [1 +

MP∑
j=0

tdj |Pj(ξ)|]

≥ c6 [1 +

MP∑
j=0

|Pj(ξ)|] ≥ c6 [1 + |P (ξ)|],

откуда непосредственно следует правая часть (3.13). □

Лемма 3.4 Пусть P ∈ Gn, λ = λ(P ) и

(3.20) Q(ξ) =

MQ∑
j=0

Qj(ξ) =

MQ∑
j=0

[
∑

(λ,α)=δj

qα ξα].

Q < P тогда и только тогда, когда Qj < P j = 0, 1, ...,MQ.

Доказательство. Часть, относящейся к достаточности очевидна. Докажем

необходимость. Из условия Q < P следует, что с некоторой постоянной c1 > 0

справедливо неравенство

|Q(tλ ξ)| ≤ c1 [ 1 + |P (tλ ξ)| ] ∀ t > 0, ξ ∈ Rn.

В силу Леммы 3.3 отсюда получаем, что для любого t > 0 с некоторой постоян-

ной c2 = c2(t) > 0

(3.21) |Q(tλ ξ)| ≤ c2 [ 1 + |P (ξ)| ] ∀ξ ∈ Rn.

Пусть tj > 1 (j = 0, 1, ...,MQ) попарно различные числа. Рассмотрим сле-

дующую систему уравнений относительно Qj (j = 0, 1, ...,MQ)
MQ∑
j=0

t
δj
l Qj(ξ) =

Q(tλl ξ) l = 0, 1, ...,MQ. Так как матрица
tδ00 . . . t

δMQ

0
...

...
...

tδ0MQ
. . . t

δMQ

MQ


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невырождена, то для любого j = 0, 1, ...,MQ существуют числа κj
l (l = 0, 1, ...,MQ )

такие, что

Qj(ξ) =

MQ∑
j=0

κj
l Q(tλl ξ) j = 0, 1, ...,MQ.

Применяя неравенство (3.21) для конечного числа значений t0, t1, ..., tMQ
, полу-

чаем, что Q < P. □

Теорема 3.3 Пусть многочлен P ∈ Gn, по вектору λ = λ(P ) представлен

в виде (3.1), а многочлен Q по тому же вектору в виде (3.20). Q < P тогда

и только тогда, когда a) ℜ(Q) ⊂ ℜ(P ), b) для любого j : 0 ≤ j ≤ MQ, такого,

что δj > d2, пара {Qj , P} λ−однородного многочлена Qj и общего многочлена

P удовлетворяет условию II.b) Теоремы 3.1.

Доказательство непосредственно следует из Теоремы 3.1 и Леммы 3.4. □

Abstract. The work describes a set of polynomials that have less power than a

given polynomial from a certain class.
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Аннотация. В статье мы изучаем единственность мероморфной функции
с несколькими полюсами, делящей две пары малых функций IM со своим
k-ми производным, и получаем два результата, которые улучшают, а также
обобщают недавний результат Хуанг Хуанга и др. [1] в широком смысле.

MSC2020 number: 30D35; 34A20.

Ключевые слова: мероморфная функция; малая функция; теория Неванлин-
ны; единственность; производная.

1. Введение, определения и основной результат

Мы предполагаем, что читатель знаком со стандартными обозначениями и
основными результатами теории Неванлинны (см., например, [2, 3]). Обозначим
через S (f) множество функций, малых по сравнению с f . Как обычно, аббре-
виатура CM означает подсчет кратностей, а IM — игнорирование кратностей.

Рубель и Янг [4] изучали проблему единственности целых функций, которые
имеют одинаковые значения со своими производными. В 1977 году они доказали,
что если целая функция f делит два конечных различных значения CM с f ′, то
f ≡ f ′. В 1992 году Чжэн и Ян [5] улучшили результат Рубеля и Янга [4] и
доказали, что целая функция f делит a, b CM с f (k) (k ≥ 1), то f ≡ f (k), где
a, b ∈ S (f) различны. В 1999 году Ли и Ян [6] улучшили результат Чжэна и
Янга [5] от деления значения b CM до IM и доказали, что

Теорема A. [5] Пусть f — непостоянная целая функция, и a, b ∈ S (f) различ-
ны. Если f и f (k)(k ≥ 1) делят a CM и b IM, то f ≡ f (k).

В 2021 году Хуанг и др. [1] усовершенствовали теорему A, добавив идею де-
ления пары малых функций следующим образом.

Теорема B. [1] Пусть f — непостоянная целая функция и a1, a2, b1, b2 ∈ S (f)\
{∞} такие, что a1 ̸≡ b1 и a2 ̸≡ b2. Если f и f (k) (k ≥ 1) делят (a1, a2) CM и
(b1, b2) IM, то (a2 − b2)f − (a1 − b1)f

(k) ≡ a2b1 − a1b2.

В статье нашей главной целью является улучшение теоремы B путем сведения
условий деления к “2 IM”.

Теперь сформулируем наш первый результат.
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Теорема 1.1. Пусть f — непостоянная мероморфная функция такая, что
N(r, f) = S(r, f) и a1, a2, b1, b2 ∈ C такие, что a1 ̸≡ b1 и a2 ̸≡ b2. Если f и
f (k) (k ≥ 1) делят (a1, a2) и (b1, b2) IM, то (a2− b2)f − (a1− b1)f (k) ≡ a2b1−a1b2.

В следующем результате мы предполагаем, что хотя бы одна из a1, a2, b1, b2
непостоянна.

Теорема 1.2. Пусть f — непостоянная мероморфная функция такая, что
N(r, f) = S(r, f) и a1, a2, b1, b2 ∈ S (f) \ {∞} такие, что a1 ̸≡ b1, a2 ̸≡ b2 и
(a′

1−b′1)(a2−b2)
a1−b1

непостоянна, когда k ≥ 2. Если f и f (k) (k ≥ 1) делят (a1, a2) и
(b1, b2) IM, то (a2 − b2)f − (a1 − b1)f

(k) ≡ a2b1 − a1b2.

Если a1 ≡ a2 и b1 ≡ b2, то из теоремы 1.2 получаем следующее следствие.

Следствие 1.1. Пусть f — непостоянная мероморфная функция такая, что
N(r, f) = S(r, f) и a1, b1 ∈ S (f) \ {∞} такие, что a′1 − b′1 непостоянна, когда
k ≥ 2. Если f и f (k) (k ≥ 1) делят a1 и b1 IM, то f ≡ f (k).

Следующий пример показывает, что условие “a1, a2, b1, b2 ̸≡ ∞” является точ-
ным в Теорема 1.2.

Пример 1. Пусть f(z) = c+ ece
z

и a1(z) = c2

c−e−z , где c ∈ C \ {0}. Если b1 = ∞,
то f и f ′ делят b1 CM. С другой стороны, мы видим, что f и f ′ также делят
a1 CM, но f ̸≡ f ′.

Следующие примеры подтверждают, что Теорема 1.2 неверна, когда N(r, f) ̸=
S(r, f).

Пример 2. Пусть f(z) = 4
1−3e−2z . Очевидно, N(r, f) ̸= S(r, f). Обратите вни-

мание, что f ′(z) = −24e−2

(1−3e−2z)2 и поэтому f и f ′ делят 0 CM. С другой стороны,
мы видим, что f и f ′ делят 2 IM, но f ̸≡ f ′.

Пример 3. Пусть a(z) = − 1
3e

−2z+ce−z, b(z) = − 1
3e

−2z−ce−z и h(z) = e2ce
z

, где
c ∈ R\{0}. Определим f(z) = b(z)+ b(z)−a(z)

h(z)−1 . Пусть a1(z) = b′(z) и b1(z) = a′(z).
Очевидно, a1, b1 ∈ S (f) и N(r, f) ̸= S(r, f). Также мы делаем вывод, что f ′(z)−
a1(z) = e2z(f(z)−a1(z))(f(z)−b(z)) и f ′(z)−b1(z) = e2z(f(z)−b1(z))(f(z)−a(z)).
Очевидно, что f и f ′ делят a1 и b1 IM, но f ̸≡ f ′.

В этой статье нам также понадобятся следующие три определения.

Определение 1.1. Пусть k,m, n ∈ N и a1, a2 ∈ S (f). Обозначим S(m,n)(a1, a2)
множество тех точек z ∈ C, что z является a1-точкой f порядка m и a2-
точкой f (k) порядка n. Аналогично определяется множество S(m,n)(b1, b2). Обо-
значим через N (m,n)(r, a1; f) приведенную считающую функцию f по множе-
ству S(m,n)(a1, a2). Сходным образом N (m,n)(r, b1; f) обозначает приведенную
считающую функцию f относительно множества S(m,n)(b1, b2).

Определение 1.2. Пусть f — непостоянная мероморфная функция и a1, a2 ∈
S (f). Мы используем термин N(r, 0; f − a1, f

(k) − a2 |≥ 2) для обозначения
приведенной считающей функции общих кратных 0-точек f−a1 и f (k)−a2, где
k ∈ N.
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Определение 1.3. Пусть f , g — две непостоянные мероморфные функции и
a1, a2 ∈ S (f). Обозначим через N(r, 0; g | f ̸= a1, b1) считающую функцию
тех 0-точек g, которые не являются ни a1, ни b1 -точками f . Обозначим че-
рез N (l+1 (r, 0; g | f = a1, b1) приведенную считающую функцию тех 0-точек g
с кратностью, большей, чем l, которые являются 0-точками как f − a1, так
и f − b1. Обозначим через N (l+1(r, a1; f) приведенную считающую функцию a1-
точек f с кратностью больше l.

2. Вспомогательные леммы

В этом разделе мы приведем некоторые необходимые леммы.

Лемма 2.1. Пусть f — непостоянная мероморфная функция и a1, a2, b1, b2 ∈
S (f) \ {∞} такие что a1 ̸≡ b1 и a2 ̸≡ b2. Пусть

δ(f) =
∣∣∣ f − a1 a1 − b1
f ′ − a′1 a′1 − b′1

∣∣∣ = ∣∣∣ f − b1 a1 − b1
f ′ − b′1 a′1 − b′1

∣∣∣.
Тогда

(1) δ(f) ̸≡ 0,
(2) m

(
r, ∆(f)

(f−a1)(f−b1)

)
= S(r, f) ,

(3) m
(
r, ∆(f)(f−β)

(f−a1)(f−b1)

)
= S(r, f), β ∈ S (f).

Доказательство. (1). Предположим, δ(f) ≡ 0. Тогда f ′−a′
1

f−a1
≡ a′

1−b′1
a1−b1

и проинте-
грировав, получаем f ≡ a1 + a0(a1 − b1), где a0 ∈ C \ {0}. Это показывает, что
T (r, f) = S(r, f), что является противоречием. Следовательно, δ(f) ̸≡ 0.

(2). Имеем, что δ(f) = (a′1 − b′1)(f − a1)− (a1 − b1)(f
′ − a′1), т. е.

δ(f)

f − a1
= a′1 − b′1 − (a1 − b1)

f ′ − a′1
f − a1

.

Следовательно, получаем

m
(
r,

δ(f)

f − a1

)
≤ m(r, a′1 − b′1) +m(r, a1 − b1) +m

(
r,
f ′ − a′1
f − a1

)
+ log 2 = S(r, f).

Аналогично, имеем

m
(
r,

δ(f)

f − b1

)
≤ S(r, f),

а также
δ(f)

(f − a1)(f − b1)
=

1

a1 − b1

[
δ(f)

f − a1
− δ(f)

f − b1

]
.

Теперь (2) следует непосредственно.
(3). Мы видим, что

δ(f)(f − β)

(f − a1)(f − b1)
=

δ(f)

f − a1
+

(b1 − β)δ(f)

(f − a1)(f − b1)
и

m
(
r,

δ(f)(f − β)

(f − a1)(f − b1)

)
≤ m

(
r,

δ(f)

f − a1

)
+m(r, b1 − β) +m

(
r,

δ(f)

(f − a1)(f − b1)

)
.

Теперь (3) следует непосредственно из (2). □
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В статье для непостоянной мероморфной функции определяются следующие
вспомогательные функции

ϕ =
δ(f)L(f, f (k))

(f − a1)(f − b1)
,(2.1)

ψ =
δ(f (k))L(f, f (k))

(f (k) − a2)(f (k) − b2)
,(2.2)

Hnm = nϕ−mψ,(2.3)

H =
δ(f)

(f − a1)(f − b1)
− δ(f (k))

(f (k) − a2)(f (k) − b2)
,(2.4)

где m,n ∈ N и

L(f, f (k)) = (a2 − b2)f − (a1 − b1)f
(k) + a1b2 − a2b1.

Обратите внимание, что

L(f, f (k)) = (a2−b2)(f−a1)−(a1−b1)(f (k)−a2) = (a2−b2)(f−b1)−(a1−b1)(f (k)−b2).
Для доказательства леммы 2.4 нам потребуются следующие три леммы.

Лемма 2.2. [7] Пусть f — непостоянная мероморфная функция и

R(f) =
P (f)

Q(f)
, где P (f) =

p∑
k=0

akf
k, и Q(f) =

q∑
j=0

bjf
j

— два взаимно простых многочлена от f . Если ak, bj ∈ S (f) такие, что ap ̸≡ 0
и bq ̸≡ 0, то

T (r,R(f)) = max{p, q} T (r, f) + S(r, f).

Лемма 2.3. [2] Пусть f — непостоянная мероморфная функция и a1, b1 ∈
S (f). Тогда

T (r, f) ≤ N(r, f) +N(r, a1; f) +N(r, b1; f) + S(r, ).

Лемма 2.4. [8] Если f и g — непостоянные мероморфные функции, то

N(r, fg)−N(r, 0; fg) = N(r, f) +N(r, g)−N(r, 0; f)−N(r, g)−N(r, 0; ).

Лемма 2.5. Пусть f — непостоянная мероморфная функция такая, что N(r, f) =
S(r, f) и a1, a2, b1, b2 ∈ S (f) \ {∞} такие, что a1 ̸≡ b1 и a2 ̸≡ b2.

Если f и f (k) делят (a1, a2) и (b1, b2) IM и

T (r, f) = T (r, f (k)) + S(r, f),

тогда L(f, f (k)) ≡ 0.

Доказательство. Лемму 2.5 докажем от противного.
Предположим, что L(f, f (k)) ̸≡ 0. Из леммы 2.1 ясно, что ∆(f) ̸≡ 0 и ∆(f (k)) ̸≡

0 и поэтому ϕ ̸≡ 0 и ψ ̸≡ 0. Обратите внимание, что

m(r, ϕ) ≤ m
(
r, ∆(f)f

(f−a1)(f−b1)

(
(a2 − b2)− (a1 − b1)

f(k)

f

))
+
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+m
(
r, (a1b2−a2b1)∆(f)

(f−a1)(f−b1)

)
≤ m

(
r, ∆(f)f

(f−a1)(f−b1)

)
+m

(
r, (a2 − b2)− (a1 − b1)

f(k)

f

)
+

+m
(
r, ∆(f)

(f−a1)(f−b1)

)
и поэтому по лемме 2.1 получаемm(r, ϕ) = S(r, f). Теперь докажем, чтоN(r, ϕ) =
S(r, f).

По лемме 2.3 имеем T (r, f) ≤ N(r, a1; f) +N(r, b1; f) + S(r, f). Поскольку f и
f (k) делят (a1, a2) и (b1, b2) IM, мы имеем

T (r, f) ≤ N(r, a1; f) +N(r, b1; f) ≤ N(r, 0;L(f, f (k))) + S(r, f)

≤ T (r, L(f, f (k))) + S(r, f) ≤ m(r, L(f, f (k))) + S(r, f)

≤ m(r, f) +m
(
r, a2 − b2 − (a1 − b1)

f (k)

f

)
+ S(r, f)

≤ T (r, f) + S(r, f),

следовательно,

T (r, f) = m(r, L(f, f (k))) + S(r, f) = N(r, a1; f) +N(r, b1; f) + S(r, f).(2.5)

Пусть zp,q ∈ S(p,q)(a1, a2) такая, что

ϕ(zp,q) ̸= 0,∞, ai(zp,q)− bi(zp,q) ̸= 0,∞, a′i(zp,q)− b′i(zp,q) ̸= 0

для i = 1, 2. Путем несложных вычислений из (2.1) выводим, что ϕ голоморфна
в точке zp,q.

Если ẑp,q ∈ S(p,q)(b1, b2) такая, что

ϕ(ẑp,q) ̸= 0,∞, ai(ẑp,q)− bi(ẑp,q) ̸= 0,∞, a′i(ẑp,q)− b′i(ẑp,q) ̸= 0

для i = 1, 2, то с помощью простых вычислений мы можем вывести из (2.1), что
ϕ также голоморфна в ẑp,q. Мы знаем, что N(r, f) = S(r, f), имеем N(r, ϕ) =
S(r, f).

Поскольку m(r, ϕ) = S(r, f), имеем T (r, ϕ) = S(r, f), т.е. ϕ ∈ S ().
Теперь из (2.1) мы видим, что

N
(
r, 0; f − a1, f

(k) − a2 |≥ 2
)

+ N
(
r, 0; f − b1, f

(k) − b2 |≥ 2
)

≤ 2N(r, 0;ϕ) ≤ 2T (r, ϕ) = S(r, f),

т.е.

N(r, 0; f − a1, f
(k) − a2 |≥ 2) +N(r, 0; f − b1, f

(k) − b2 |≥ 2) = S(r, f).(2.6)

Аналогично мы можем вывести из (2.1), что

(2.7) N (2(r, 0;L(f, f
(k)) | f = a1, b1)+N(r, 0;∆(f)L(f, f (k)) | f ̸= a1, b1) = S(r, f).

Пусть a3 = a1 + l(a1 − b1), где l ∈ N. Очевидно, a3 ̸≡ a1, b1. Пусть F = f−a1

b1−a1
.

Теперь, используя вторую фундаментальную теорему и (2.5), мы имеем

2T (r, f) ≤ N(r,∞;F ) +N(r, 0;F ) +N(r, 1;F ) +N(r,−l;F ) + S(r, f)

≤ T (r, f) +N(r, a3; f) + S(r, f) ≤ 2 T (r, f)−m(r, a3; f) + S(r, f),(2.8)

т.e., m(r, a3; f) = S(r, f).
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Пусть a4 = a2 + l(a2 − b2), где l ∈ N и G = f(k)−a2

b2−a2
. Теперь, используя вторую

фундаментальную теорему и (2.5), мы имеем

2T (r, f (k)) ≤ N(r, 0;G) +N(r, 1;G) +N(r,−l;G) + S(r, f)

≤ N(r, a2; f
(k)) +N(r, b2; f

(k)) +N(r, a4; f
(k)) + S(r, f)

= N(r, a1; f) +N(r, b1; f) + T (r, f (k))−m(r, a4; f
(k)) + S(r, f)

= 2T (r, f (k))−m(r, a4; f
(k)) + S(r, f),(2.9)

т.е., m(r, a4; f
(k)) = S(r, f).

Мы знаем, что T (r, f) = T (r, f (k)) + S(r, f). Теперь из леммы 2.4, (2.8) и (2.9)
получаем

m
(
r,

f − a3
f (k) − a4

)
= T

(
r,
f (k) − a4
f − a3

)
−N

(
r,

f − a3
f (k) − a4

)
+O(1)

≤ m
(
r,
f (k) − a

(k)
3

f − a3

)
+m

(
r,
a
(k)
3 − a4
f − a3

)
+N

(
r,
f (k) − a4
f − a3

)
−N

(
r,

f − a3
f (k) − a4

)
+O(1)

≤ N(r, a3; f)−N(r, a4; f
(k)) + S(r, f)

≤ T (r, f)− T (r, f (k)) + S(r, f) = S(r, f),

т.е.

m
(
r,

f − a3
f (k) − a4

)
= S(r, f).(2.10)

Обратите внимание, что

ψ =
∆(f (k))(f (k) − a4)

(f (k) − a2)(f (k) − b2)

( (a2 − b2)(f − a3)− (a1 − b1)(f
(k) − a4)

f (k) − a4

)
=

∆(f (k))(f (k) − a4)

(f (k) − a2)(f (k) − b2)

(
(a2 − b2)

f − a3
f (k) − a4

− (a1 − b1)
)

и поэтому, используя лемму 2.1 и (2.10), получаем, что

m(r, ψ) ≤ m
(
r,

∆(f (k))(f (k) − a4)

(f (k) − a1)(f (k) − a2)

)
+m

(
r,

f − a3
f (k) − a4

)
+ o(1) ≤ S(r, f),

т.е.m(r, ψ) = S(r, f). Поскольку f и f (k) делят (a1, a2), (b1, b2) IM, легко доказать,
что N(r, ψ) = S(r, ). Следовательно, N(r, ψ) = S(r, f), т. е. ψ ∈ S (f).

Рассмотрим вспомогательную функцию Hnm, определенную формулой (2.3).
Тогда из (2.1) и (2.2) получаем

Hnm = L(f, f (k))
[(
n
f ′ − b′1
f − b1

−m
f (k+1) − b′2
f (k) − b2

)
−

−
(
n
f ′ − a′1
f − a1

−m fracf (k+1) − a′2f
(k) − a2

)]
.(2.11)
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Мы утверждаем, что Hnm ̸≡ 0 для всех m,n ∈ N. Если нет, предположим, что
Hnm ≡ 0. Поскольку L(f, f (k)) ̸≡ 0, из (2.11) получаем

n
(f ′ − a′1
f − a1

− f ′ − b′1
f − b1

)
≡ m

(f (k+1) − a′2
f (k) − a2

− f (k+1) − b′2
f (k) − b2

)
.

Следовательно, (f − a1
f − b1

)n
≡ c1

(f (k) − a2
f (k) − b2

)m
,(2.12)

где c1 ∈ C \ {0}. Если n ̸= m, то используя лемму 2.2 к (2.12), получаем

n T (r, f) = m T (r, f (k)) + S(r, f),

что противоречит тому, что T (r, f) = T (r, f (k)) + S(r, f). Следовательно, n = m
и из (2.12) получаем

f − a1
f − b1

≡ c2
f (k) − a2
f (k) − b2

,

где c2 ∈ C \ {0}. Если c2 = 1, то L(f, f (k)) ≡ 0, что невозможно. Следовательно,
c2 ̸= 1 и так 1−c2

c2

f−a5

f−b1
≡ b2−a2

f(k)−b2
, где a5 = a1−c2b1

1−c2
. Поскольку f и f (k) имеют

общий (b1, b2) IM, мы заключаем, что N(r, a5; f) = S(r, f). Поскольку F = f−a1

b1−a1
,

имеем
F +

c2
1− c2

=
f − a1
b1 − a1

+
c2

1− c2
=

f − a5
b1 − a1

.

Теперь, используя вторую фундаментальную теорему и (2.5), мы получаем

2T (r, f) ≤ N(r, 0, F ) +N(r, 1;F ) +N
(
r,− c2

1− c2
;F
)
+ S(r, f) = T (r, f) + S(r, f),

что является противоречием. Следовательно, Hnm ̸≡ 0 для всех m,n ∈ N.
Пусть zm,n ∈ S(m,n)(a1, a2) ∪ S(m,n)(b1, b2) такой, что ai(zm,n), bi(zm,n) ̸= 0,∞

и ai(zm,n) − bi(zm,n) ̸= 0 для i = 1, 2. Тогда из (2.11) получаем Hnm(zm,n) = 0.
Поскольку T (r, ϕ) = S(r, f) и T (r, ψ) = S(r, f), заключаем, что

N (m,n)(r, a1; f) +N (m,n)(r, b1; f) ≤ N(r, 0;H) + S(r, f) ≤ T (r,H) + S(r, f)

≤ T (r, ϕ) + T (r, ψ) + S(r, f) = S(r, f)

и поэтому из (2.5) мы получаем

T (r, f) = N(r, a1; f) +N(r, b1; f) + S(r, f)

=
∑
m,n

(
N (m,n)(r, a1; f) +N (m,n)(r, b1; f)

)
+ S(r, f)

=
∑

m+n≥5

(
N (m,n)(r, a1; f) +N (m,n)(r, b1; f)

)
+ S(r, f)

≤ 1

5

(
N(r, a1; f) +N(r, a2; f

(k)) +N(r, b1; f) +N(r, b2; f
(k))
)
+ S(r, f)

≤ 4

5
T (r, f) + S(r, f),

что невозможно. Согласно всем приведенным выше рассуждениям, мы получаем
L(f, f (k)) ≡ 0. □
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Следующая лемма играет важную роль в доказательстве теорем 1.1 и 1.2.

Лемма 2.6. [9] Пусть f ∈ MT (C) такая, что fnP (f) = Q(f), где P (f) и Q(f)
— дифференциальные полиномы от f с функциями малой близости, связанны-
ми с f в качестве коэффициентов, а степень Q(f) не превосходит n. Тогда,
m(r, P ) = S(r, f).

3. Доказательства теорем

Доказательство теоремы 1.2. По заданным условиям мы видим, что f и f (k)

делят (a1, a2), (b1, b2) IM, N(r, f) = S(r, ) и (a′
1−b′1)(a2−b2)

a1−b1
непостоянна, когда k ≥

2. Из леммы 2.1 мы видим, что δ(f) ̸≡ 0 и δ(f (k)) ̸≡ 0. Если ϕ ≡ 0, где ϕ определен
как в (2.1), то мы имеем L(f, f (k)) ≡ 0 и, следовательно, утвержление Теоремы
1.2 имеет место.

Далее, мы предполагаем, что ϕ ̸≡ 0. Теперь наша главная цель — получить
противоречие.

Поскольку ϕ ̸≡ 0, имеем L(f, f (k)) ̸≡ 0. Опять же, поскольку δ(f (k)) ̸≡ 0, из
(2.2) получаем ψ ̸≡ 0. Теперь из доказательства леммы 2.5 получаем T (r, ϕ) =
S(r, f), т.е. ϕ ∈ S (f). Также по данным условиям мы видим, что (2.6)-(2.8)
выполняются.

Пусть f1 = f − a3, где a3 = a1 + l(a1 − b1), l ∈ N. Теперь из (2.1) мы получаем

f ′1 =
α1,2f

2
1 + α1,1f1 + α1,0 +Q1

f1 − a1−b1
a2−b2

f
(k)
1 + β

,(3.1)

где

α1,0 = − (a3 − a1)(a3 − b1)

(a1 − b1)(a2 − b2)
, α1,2 =

(a′1 − b′1)(a2 − b2)− ϕ

(a1 − b1)(a2 − b2)
,

α1,1 =
(a′1 − b′1)((a2 − b2)a3 − (a1 − b1)a

(k)
3 + a1b2 − a2b1)− ϕ(2a3 − a1 − b1)

(a1 − b1)(a2 − b2)
,

Q1 = −a
′
1 − b′1
a2 − b2

f1f
(k)
1 ,

β =
(a2 − b2)a3 − (a1 − b1)a

(k)
3 + a1b2 − a2b1

a2 − b2
.

Теперь рассмотрим следующие два случая.
Случай 1. Пусть ϕ ̸≡ (a′1−b′1)(a2−b2). Очевидно, α1,2 ̸≡ 0. Теперь по индукции

и неоднократно используя (3.1) мы получаем

f
(k)
1 =

2k∑
j=0

αk,jf
j
1 +Qk(

(a2 − b2)f1 − (a1 − b1)f
(k)
1 + β

)2k−1
,(3.2)

где

Qk =
∑
l<2k

l+j1+j2+...+jk≤2k

βl,j1,j2,...,jkf
l
1(f

(k)
1 )j1(f

(k+1)
1 )j2 . . . (f

(2k−1)
1 )jk .(3.3)
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Здесь αk,j , βl,,j1,j2,...,jk ∈ S (f) и ψi := αi,2i удовлетворяет рекуррентной формуле

ψ1 = α1,2, ψi+1 = ψ′
i + ψ1ψi, i = 1, 2, . . . , k − 1.(3.4)

Рассмотрим два подслучая.
Подслучай 1.1. Пусть ψk = αk,2k ̸≡ 0. Теперь из (2.8) мы имеем m(r, 1

f1
) =

S(r, f) и, следовательно, из (3.3) получаем m
(
r, Qk

f2k−1
1 f

(k)
1

)
= S(r, f). Поэтому

m
(
r,
(
(a2 − b2)− (a1 − b1)

f
(k)
1

f1
+
β

f1

)2k−1

− Qk

f2k−1
1 f

(k)
1

)
= S(r, f).(3.5)

Опять же из (3.2) мы имеем
2k∑
j=0

αk,jf
j
1 = f

(k)
1

(
(a2 − b2)f1 − (a1 − b1)f

(k)
1 + β

)2k−1

−Qk

и поэтому, используя лемму 2.2 и (3.5), мы заключаем, что

2kT (r, f1) + S(r, f) = T
(
r,

2k∑
j=0

αk,jf
j
1

)
= m

(
r,

2k∑
j=0

αk,jf
j
1

)
≤ m

(
r,
(
(a2 − b2)− (a1 − b1)

f
(k)
1

f1
+
β

f1

)2k−1

− Qk

f2k−1
1 f

(k)
1

)
+m(r, f2k−1

1 f
(k)
1 ) + S(r, f)

≤ m(r, f2k−1
1 ) +m(r, f

(k)
1 ) + S(r, f)

≤ (2k − 1)T (r, f1) + T (r, f
(k)
1 ) + S(r, f),

т.е. T (r, f1) ≤ T (r, f
(k)
1 ) + S(r, f), т.е. T (r, f) ≤ T (r, f (k)) + S(r, f). Поскольку

N(r, f) = S(r, f), имеем T (r, f (k)) = m(r, f (k)) + S(r, f) ≤ m(r, f) + S(r, f) =
T (r, f) + S(r, f). Следовательно, T (r, f) = T (r, f (k)) + S(r, f) и, по лемме 2.5
имеем L

(
f, f (k)

)
≡ 0, что невозможно.

Подслучай 1.2. Пусть ψk = αk,2k ≡ 0. Теперь из (3.4) мы легко получаем,
что

ψk
1 +Q(ψ1) = ψk = 0,(3.6)

где Q(ψ1) — дифференциальный многочлен от ψ1 степени, меньшей или равной
k − 1.

Опять же из (3.4) мы получаем ψ′
k−1+ψ1ψk−1 ≡ 0. При интегрировании имеем

ψk−1(z) = c0e
ξ(z), где ξ(z) = −

z∫
0

ψ1(z) dz и c0 ∈ C\{0} . Мы утверждаем, что ξ(z)

— целая функция. Если нет, то предположим, что z0 — полюс ξ(z). Тогда z0 долж-
на быть существенной особенностью eξ(z). С ψk−1(z) — мероморфная функция,
приходим к противоречию. Следовательно, ξ(z) — целая функция, а значит, ψ1(z)
— целая функция. Если возможно, предположим, что ψ1(z) — полином. Очевид-
но, ξ(z) — полином. Также из (3.4) мы заключаем, что ψk−1(z) также является
полиномом. Поскольку ψk−1(z) = c0e

ξ(z), получаем противоречие. Следователь-
но, ψ1(z) — трансцендентная целая функция. Теперь, используя лемму 2.6 для

54



МЕРОМОРФНАЯ ФУНКЦИЯ, ДЕЛЯЩАЯ ДВЕ ПАРЫ ...

(3.6), мы получаем m(r, ψ1) = S(r, ψ1) и, следовательно, T (r, ψ1) = S(r, ψ1), что
невозможно.

Случай 2. Пусть ϕ = (a′1 − b′1)(a2 − b2). Теперь ϕ ̸≡ 0 показывает, что (a′1 −
b′1)(a2 − b2) ̸≡ 0. Поскольку ∆(f) = (a′1 − b′1)(f − a1) − (a1 − b1)(f

′ − a′1) = (a′1 −
b′1)(f − b1)− (a1 − 1)(f

′ − b′1), из (2.1), мы имеем

f (k) − a2 = − (a2 − b2)(f − a1)(f
′ − b′1)

()
;

f (k) − b2 = − (a2 − b2)(f − b1)(f
′ − a′1)

∆(f)
.(3.7)

Теперь мы рассмотрим следующие два подслучая.
Подслучай 2.1. Пусть k ≥ 2. Дифференцируя (2.1), получаем(

(a′′1 − b′′1)(f − a1)− (a1 − b1)(f
′′ − a′′1)

)
×
(
(a2 − b2)(f − a1)− (a1 − b1)(f

(k) − a2)
)

+
(
(a′1 − b′1)(f − a1)− (a1 − b1)(f

′ − a′1)
)
×
(
(a′2 − b′2)(f − a1)(3.8)

+(a2 − b2)(f
′ − a′1)− (a′1 − b′1)(f

(k) − a2)− (a1 − b1)(f
(k+1) − a′2)

)
= ϕ′(f − a1)(f − b1) + ϕ(f ′ − a′1)(f − b1) + ϕ(f − a1)(f

′ − b′1),

то есть,

(a′′1 − b′′1)(a2 − b2)(f − a1)
2 − (a′′1 − b′′1)(a1 − b1)(f − a1)(f

(k) − a2)(3.9)

−(a1 − b1)(a2 − b2)(f − a1)(f
′′ − a′′1) + (a1 − b1)

2(f ′′ − a′′1)(f
(k) − a2)

+(a′1 − b′1)(a
′
2 − b′2)(f − a1)

2 − (a1 − b1)(a
′
2 − b′2)(f − a1)(f

′ − a′1)

+(a′1 − b′1)(a2 − b2)(f − a1)(f
′ − a′1)− (a1 − b1)(a2 − b2)(f

′ − a′1)
2

−(a′1 − b′1)
2(f − a1)(f

(k) − a2) + (a1 − b1)(a
′
1 − b′1)(f

′ − a′1)(f
(k) − a2)

−(a1 − b1)(a
′
1 − b′1)(f − a1)(f

(k+1) − a′2) + (a1 − b1)
2(f ′ − a′1)(f

(k+1) − a′2)

= ϕ′(f − a1)(f − b1) + ϕ(f ′ − a′1)(f − b1) + ϕ(f − a1)(f
′ − b′1).

Пусть zp,1 ∈ S(p,1)(a1, a2) (p ≥ 2) такая, что ai(zp,1) − bi(zp,1) ̸= 0,∞ и
a′i(zp,1)− b′i(zp,1) ̸= 0 для i = 1, 2. Тогда в некоторой окрестности zp,1 получим

f(z)− a1(z) = cp(z − zp,1)
p + cp+1(z − zp,1)

p+1 + . . . (cp ̸= 0),

f (k)(z)− a2(z) = d1(z − zp,1) + d2(z − zp,1)
2 + . . . (d1 ̸= 0),

ϕ(z) = f0 + f1(z − zp,1) + f2(z − zp,1)
2 + . . . (f0 ̸= 0),(3.10)

ai(z)− bi(z) = ei,0 + ei,1(z − zp,1) + ei,2(z − zp,1)
2 + . . . (ei,0 ̸= 0), i = 1.2,

Ясно, что

f ′(z)− a′1(z) = pcp(z − zp,1)
p−1 + (p+ 1)cp+1(z − zp,1)

p + . . . ,

f ′′(z)− a′′1(z) = p(p− 1)cp(z − zp,1)
p−2 + p(p+ 1)cp+1(z − zp,1)

p−1 + . . . ,

f (k+1)(z)− a′2(z) = d1 + 2d2(z − zp,1) + 3d3(z − zp,1)
2 + . . . ,

f (k+2)(z)− a′′2(z) = 2d2(z − zp,1) + 6d3(z − zp,1) + . . . ,
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ϕ′(z) = f1 + 2f2(z − zp,1) + 3f3(z − zp,1)
2 . . . ,

ϕ′′(z) = 2f2 + 6f3(z − zp,1) . . . ,(3.11)
a′i(z)− b′i(z) = ei,1 + 2ei,2(z − zp,1) + . . . , i = 1, 2.

Теперь из (3.10) и (3.11) мы имеем

L(f(z), f (k)(z)) = −e2,0d1(z − zp,1)− . . . .(3.12)

Затем из (3.8), (3.10)-(3.12) легко заключить, что f0 = pd1e1,0, т.е. ,

f (k+1)(zp,1)− a′2(zp,1) = d1 =
ϕ(zp,1)

p(a1(zp,1)− b1(zp,1))
(3.13)

=
(a′1(zp,1)− b′1(zp,1))(a2(zp,1)− b2(zp,1))

p(a1(zp,1)− b1(zp,1))
.

Следовательно, из (3.9)-(3.13) легко вычислить, что(
p2(p+ 1)cpd2(a1(zp,1)− b1(zp,1))

2 + (p− 1)cp(a
′
1(zp,1)− b′1(zp,1))

2(a2(zp,1)

−b2(zp,1))− pcpϕ
′(zp,1)(a1(zp,1)− b1(zp,1))− pcpϕ(zp,1)(a

′
1(zp,1)− b′1(zp,1))

+(p+ 1)2cp+1(a1(zp,1)− b1(zp,1))(a
′
1(zp,1)− b′1(zp,1))(a2(zp,1)− b2(zp,1))

−p(p+ 1)cp+1ϕ(zp,1)(a1(zp,1)− b1(zp,1))

)
(z − zp,1)

p +O((z − zp,1)
p+1) ≡ 0,

что показывает, что(
p2(p+ 1)cpd2(a1(zp,1)− b1(zp,1))

2 + (p− 1)cp(a
′
1(zp,1)− b′1(zp,1))

2

×(a2(zp,1)− b2(zp,1))− pcpϕ
′(zp,1)(a1(zp,1)− b1(zp,1))− pcpϕ(zp,1)(3.14)

×(a′1(zp,1)− b′1(zp,1)) + (p+ 1)2cp+1(a1(zp,1)− b1(zp,1))(a
′
1(zp,1)− b′1(zp,1))

×(a2(zp,1)− b2(zp,1))− p(p+ 1)cp+1ϕ(zp,1)(a1(zp,1)− b1(zp,1))

)
= 0.

Снова продифференцировав (3.9) один раз, получим(
(a′′1 − b′′1)(a2 − b2)(f − a1)

2
)′ − ((a′′1 − b′′1)(a1 − b1)(f − a1)(f

(k) − a2)
)′(3.15)

−
(
(a1 − b1)(a2 − b2)(f − a1)(f

′′ − a′′1)
)′
+ 2(a1 − b1)(a

′
1 − b′1)(f

′′ − a′′1)(f
(k) − a2)

+(a1 − b1)
2(f ′′′ − a′′′1 )(f (k) − a2) + (a1 − b1)

2(f ′′ − a′′1)(f
(k+1) − a′2)

+
(
(a′1 − b′1)(a

′
2 − b′2)(f − a1)

2
)′ − ((a1 − b1)(a

′
2 − b′2)(f − a1)(f

′ − a′1)
)′

+
(
(a′1 − b′1)(a2 − b2)(f − a1)(f

′ − a′1)
)′ − ((a1 − b1)(a2 − b2)(f

′ − a′1)
2
)′

−
(
(a′1 − b′1)

2(f − a1)(f
(k) − a2)

)′
+ (a′1 − b′1)

2(f ′ − a′1)(f
(k) − a2)

+(a1 − b1)(a
′′
1 − b′′1)(f

′ − a′1)(f
(k) − a2) + (a1 − b1)(a

′
1 − b′1)(f

′′ − a′′1)(f
(k) − a2)

+(a1 − b1)(a
′
1 − b′1)(f

′ − a′1)(f
(k+1) − a′2)− (a′1 − b′1)

2(f − a1)(f
(k+1) − a′2)

−(a1 − b1)(a
′′
1 − b′′1)(f − a1)(f

(k+1) − a′2)− (a1 − b1)(a
′
1 − b′1)(f

′ − a′1)(f
(k+1) − a′2)
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−(a1 − b1)(a
′
1 − b′1)(f − a1)(f

(k+2) − a′′2) + 2(a1 − b1)(a
′
1 − b′1)(f

′ − a′1)(f
(k+1) − a′2)

+(a1 − b1)
2(f ′′ − a′′1)(f

(k+1) − a′2) + (a1 − b1)
2(f ′ − a′1)(f

(k+2) − a′′2)

= 2ϕ′(f ′ − a′1)(f − b1) + ϕ(f ′′ − a′′1)(f − b1) + 2ϕ(f ′ − a′1)(f
′ − b′1).

Теперь легко вычислить из (3.10), (3.11) и (3.15), что(
p2(p+ 1)cpd2(a1(zp,1)− b1(zp,1))

2 + (3p− 1)cp(a
′
1(zp,1)− b′1(zp,1))

2(a2(zp,1)− b2(zp,1))

−2pcpϕ
′(zp,1)(a1(zp,1)− b1(zp,1))− 2pcpϕ(zp,1)(a

′
1(zp,1)− b′1(zp,1))

+(p+ 1)2cp+1(a1(zp,1)− b1(zp,1))(a
′
1(zp,1)− b′1(zp,1))(a2(zp,1)− b2(zp,1))

−p(p+ 1)cp+1ϕ(zp,1)(a1(zp,1)− b1(zp,1))
)
(z − zp,1)

p−1 +O ((z − zp,1)
p
) ≡ 0,

что показывает, что

p2(p+ 1)cpd2(a1(zp,1)− b1(zp,1))
2 + (3p− 1)cp(a

′
1(zp,1)− b′1(zp,1))

2(a2(zp,1)− b2(zp,1))

−2pcpϕ
′(zp,1)(a1(zp,1)− b1(zp,1))− 2pcpϕ(zp,1)(a

′
1(zp,1)− b′1(zp,1))

+(p+ 1)2cp+1(a1(zp,1)− b1(zp,1))(a
′
1(zp,1)− b′1(zp,1))(a2(zp,1)− b2(zp,1))

−p(p+ 1)cp+1ϕ(zp,1)(a1(zp,1)− b1(zp,1)) = 0.(3.16)

Теперь из (3.14) и (3.16) мы имеем

pcp
(
2(a′1(zp,1) − b′1(zp,1))

2(a2(zp,1)− b2(zp,1)))

− ϕ′(a1(zp,1)− b1(zp,1))− ϕ(a′1(zp,1)− b′1(zp,1))
)
= 0.

Поскольку cp ̸= 0 и ϕ = (a′1 − b′1)(a2 − b2), сверху получаем

ϕ(zp,1)(a
′
1(zp,1)− b′1(zp,1))− ϕ′(zp,1)(a1(zp,1)− b1(zp,1)) = 0.(3.17)

Поскольку (a′
1−b′1)(a2−b2)

a1−b1
непостоянна, мы получаем ϕ(a′1− b′1)−ϕ′(a1− b1) ̸≡ 0

и, следовательно, из (3.17) имеем∑
p≥2

N (p,1)(r, a1; f) ≤ N
(
r, 0;ϕ(a′1 − b′1)− ϕ′(a1 − b1)

)
≤ S(r, f).(3.18)

Пусть ẑp,1 ∈ S(p,1)(b1, b2)(p ≥ 2) такая, что ai(ẑp,1)− bi(ẑp,1) ̸= 0,∞ и a′i(ẑp,1)−
b′i(ẑp,1) ̸= 0 для i = 1, 2. Тогда в некоторой окрестности ẑp,q получим

f(z)− b1(z) = ĉp(z − ẑp,1)
p + ĉp+1(z − ẑp,1)

p+1 + . . . (ĉp ̸= 0),

f (k)(z)− b2(z) = d̂1(z − ẑp,1) + d̂2(z − ẑp,1)
2 + . . . (d̂1 ̸= 0),

ϕ(z) = f̂0 + f̂1(z − ẑp,1) + f̂2(z − ẑp,1)
2 + . . . (f̂0 ̸= 0),(3.19)

ai(z)− bi(z) = êi,0 + êi,1(z − ẑp,1) + êi,2(z − ẑp,1)
2 + . . . (êi,0 ̸= 0), = 1, 2.

Поэтому мы легко получаем L(f(z), f (k)(z)) = −ê2,0d̂1(z − ẑp,1)− . . . . и

f (k+1)(ẑp,1)− a′2(ẑp,1) = d̂1 = − ϕ(ẑp,1)

p(a1(ẑp,1)− b1(ẑp,1))

= − (a′1(ẑp,1)− b′1(ẑp,1))(a2(ẑp,1)− b2(ẑp,1))

p(a1(ẑp,1)− b1(ẑp,1))
.
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Теперь, действуя так же, как это было сделано выше, и используя (3.19) вместо
(3.10), можно легко заключить, что

ϕ(ẑp,1)(a
′
1(ẑp,1)− b′1(ẑp,1))− ϕ′(ẑp,1)(a1(ẑp,1)− b1(ẑp,1)) = 0

и ∑
p≥2

N (p,1)(r, b1; f) ≤ N(r, 0;ϕ(a′1 − b′1)− ϕ′(a1 − b1)) ≤ S(r, f).(3.20)

Следовательно, из (2.6), (3.18) и (3.20) мы заключаем, что

N (2(r, a1; f) +N (2(r, b1; f) ≤
∑
p≥2

(
N (p,1)(r, a1; f) +N (p,1)(r, b1; f)

)
= S(r, f).(3.21)

Пусть β1 = (a1−b1)α+a1b2−a2b2
a2−b2

, где α ∈ S (f). f и f (k) делят (a1, a2), (b1, b2) IM и
N(r, f) = S(r, f), отсюда следует, что N(r, ψ) = S(r, f). Теперь, используя леммы
2.1 и 2.4 для (2.2), мы получаем

T (r, ψ) = m(r, ψ) + S(r, f)

= m
(
r,

∆(f (k))(f (k) − α)

(f (k) − a2)(f (k) − b2)

(
(a2 − b2)

f − β1
f (k) − α

− (a1 − b1)
))

≤ m
(
r,

∆(f (k))(f (k) − α)

(f (k) − a2)(f (k) − b2)

)
+m

(
r, (a2 − b2)

f − β1
f (k) − α

− (a1 − b1)
)

≤ m
(
r,

f − β1
f (k) − α

)
+ S(r, f)

= m
(
r,
f (k) − α

f − β1

)
+N

(
r,
f (k) − α

f − β1

)
−N

(
r,

f − β1
f (k) − α

)
+ S(r, f)

≤ m
(
r,
f (k) − β

(k)
1

f − β1

)
+m

(
r,
β
(k)
1 − α

f − β1

)
+N(r, f (k) − α) +N(r, 0; f − β1)

−N(r, f − β1)−N(r, 0; f (k) − α) + S(r, f)

≤ m(r, β1; f) +N(r, β1; f)−N(r, α; f (k)) + S(r, f)

= T (r, f)−N(r, α; f (k)) + S(r, f),

следовательно,

T (r, ψ) ≤ T (r, f)−N(r, α; f (k)) + S(r, f).(3.22)

Пусть

φ1 =
L(f, f (k))

(f − a1)(f − b1)
=

(a2 − b2)(f − a1)− (a1 − b1)(f
(k) − a2)

(f − a1)(f − b1)
.(3.23)

Поскольку L(f, f (k)) ̸≡ 0, имеем φ1 ̸≡ 0. Мы утверждаем, что φ1 ̸∈ C \ {0}.
Если предположим, что φ1 ∈ C \ {0}, из (3.23) мы получаем

fP (f) = Q(f),(3.24)

где P (f) = f и Q(f) = (φ1(a1+b1)+(a2−b2))f−(a1−b1)f (k)+a1b2−a2b1−φ1a1b1.
Поэтому, применяя лемму 2.6 к (3.24), получаем m(, f) = S(r, f) и, следователь-
но, T (r, f) = S(r, f), что невозможно. Следовательно, φ1 ̸∈ C.
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Пусть

ϕ1 =
φ′
1

φ1
.(3.25)

Очевидно, что ϕ1 ̸≡ 0. Пусть z1,q ∈ S(1,q)(a1, a2) такой, что ai(z1,q)−bi(z1,q) ̸= 0,∞
для i = 1, 2. Тогда z1,q является нулем (a2 − b2)(f − a1) − (a1 − b1)(f

(k) − a2).
Следовательно, φ1(z1,q) ̸= ∞. Аналогично, если ẑ1,q ∈ S(1,q)(b1, b2) такой, что
ai(ẑ1,q) − bi(ẑ1,q) ̸= 0,∞, тогда φ1(ẑ1,q) ̸= ∞. Теперь из (2.6), (2.7) и (3.21)
мы заключаем, что N(r, 0;φ1) + N(r, φ1) = S(r, f). Тогда из (3.25) получаем
T (r, ϕ1) = S(r, f), т. е. ϕ1 ∈ S (f). Теперь, проводя логарифмическое дифферен-
цирование (3.23), мы получаем

ϕ1 =
L′(f, f (k))

L(f, f (k))
− f ′ − a′1
f − a1

− f ′ − b′1
f − b1

.(3.26)

Поскольку

L(f, f (k)) = (a2 − b2)(f − a1)− (a1 − b1)(f
(k) − a2)

= (a2 − b2)(f − b1)− (a1 − b1)(f
(k) − b2),

из (3.26) получаем

(a2 − b2)ϕ1(f − a1)
2(f − b1)− (a1 − b1)ϕ1(f − a1)(f − b1)(f

(k) − a2)(3.27)

= (a′2 − b′2)(f − a1)
2(f − b1)− (a′1 − b′1)(f − a1)(f − b1)(f

(k) − a2)

− (a1 − b1)(f − a1)(f − b1)(f
(k+1) − a′2) + (a1 − b1)(f

′ − a′1)(f − b1)(f
(k) − a2)

− (a2 − b2)(f − a1)
2(f ′ − b′1) + (a1 − b1)(f

′ − a′1)(f − b1)(f
(k) − a2)

или

(a2 − b2)ϕ1(f − a1)(f − b1)
2 − (a1 − b1)ϕ1(f − a1)(f − b1)(f

(k) − b2)(3.28)

= (a′2 − b′2)(f − a1)(f − b1)
2 − (a′1 − b′1)(f − a1)(f − b1)(f

(k) − b2)

− (a1 − b1)(f − a1)(f − b1)(f
(k+1) − b′2) + (a1 − b1)(f

′ − a′1)(f − b1)(f
(k) − b2)

− (a2 − b2)(f − b1)
2(f ′ − a′1) + (a1 − b1)(f

′ − a′1)(f − b1)(f
(k) − b2).

Пусть z1,q ∈ S(1,q)(a1, a2) (q ≥ 3) такая, что ai(z1,q)−bi(z1,q) ̸= 0,∞ и a′i(z1,q)−
b′i(z1,q) ̸= 0 для i = 1, 2. Очевидно, что ∆(f(z1,q)) ̸= 0 и, следовательно, из (3.7)
заключаем, что z1,q является нулем f ′ − b′1 кратности q − 1. Затем из (3.27) мы
видим, что z1,q должен быть нулем ϕ1. Поскольку ϕ1 ̸≡ 0, получаем∑

q≥3

N (1,q)(r, a1; f) ≤ N(r, 0;ϕ1) ≤ S(r, f)

и поэтому из (2.6) мы можем легко заключить, что

N (3(r, a2; f
(k)) = S(r, f).(3.29)

Пусть ẑ1,q ∈ S(1,q)(b1, b2) (q ≥ 3) такая, что ai(ẑ1,q)− bi(ẑ1,q) ̸= 0,∞ и a′i(ẑ1,q)−
b′i(ẑ1,q) ̸= 0 для i = 1, 2. Очевидно, что ∆(f(ẑ1,q)) ̸= 0 и, следовательно, из (3.7)
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мы видим, что ẑ1,q — нуль f ′ − a′1 кратности q − 1. Тогда (3.28) дает ϕ1(ẑ1,q) = 0

и, следовательно,
∑

q≥3N (1,q)(r, b1; f) ≤ S(r, f) и с учетом (2.6), мы получаем

N (3(r, b2; f
(k)) = S(r, f).(3.30)

Следовательно, из (2.5), (3.21), (3.29) и (3.30) имеем

T (r, f) = N (1,1)(r, a1; f) +N (1,1)(r, b1; f)

+N (1,2)(r, a1; f) +N (1,2)(r, b1; f) + S(r, f).(3.31)

Теперь из (2.1) и (2.2) получаем

H11 = ϕ− ψ

= L(f, f (k))

[(
f ′ − b′1
f − b1

− f (k+1) − b′2
f (k) − b2

)
−
(
f ′ − a′1
f − a1

− f (k+1) − a′2
f (k) − a2

)]
.(3.32)

Если H11 ≡ 0, то сразу T (r, f) = T (r, f (k))+S(r, f) и, следовательно, по лемме
2.5, получим L

(
f, f (k)

)
≡ 0, что невозможно. Следовательно, H11 ̸≡ 0.

Пусть z1,1 ∈ S(1,1)(a1, a2) ∪ S(1,1)(b1, b2). Легко получить, что H11(z1,1) = 0.
Поскольку T (r, ϕ) = S(r, f), заключаем, что

N (1,1)(r, a1; f) +N (1,1)(r, b1; f) ≤ N(r, 0;H11) + S(r, f)

≤ T (r,H11) + S(r, f) ≤ T (r, ψ) + S(r, f)

и поэтому из (3.22) получаем

N (1,1)(r, a1; f) +N (1,1)(r, b1; f) ≤ T (r, f)−N(r, α; f (k)) + S(r, f),(3.33)

где α ∈ S (f) произвольно. Следовательно, из (3.31) и (3.33) имеем

N(r, α; f (k)) ≤ N (1,2)(r, a1; f) +N (1,2)(r, b1; f) + S(r, f).(3.34)

Пусть α = a2. Поскольку

N(r, a2; f
(k)) = N(r, a1; f) = N (1,1)(r, a1; f) +N (1,2)(r, a1; f) + S(r, f),

из (3.34) получаем N (1,1)(r, a1; f) ≤ N(1,2)(r, b1; f) + S(r, f). Опять же, если мы
возьмем α = b2, то из (3.34) получим N (1,1)(r, b1; f) ≤ N(1,2)(r, a1; f) + S(r, f).
Следовательно, из (3.31) имеем

T (r, f) ≤ 2
(
N (1,2)(r, a1; f) +N (1,2)(r, b1; f)

)
+ S(r, f).(3.35)

Если N (2(r, a2; f
(k)) +N (2(r, b2; f

(k)) = S(r, f), то из (3.21) выводим, что
N (1,2)(r, a1; f)+N (1,2)(r, b1; f) = S(r, f) и, следовательно, из (3.35) получаем про-
тиворечие:

N (2(r, a2; f
(k)) +N (2(r, b2; f

(k)) ̸= S(r, f).

Теперь разделим следующие три подслучая.
Подслучай 2.1.1. Пусть N (2(r, a2; f

(k)) = S(r, f) и N (2(r, b2; f
(k)) ̸= S(r, f) В

этом случае из (3.21) мы заключаем, что

N(r, a1; f) = N(1,1)(r, a1; f) + S(r, f).(3.36)

Если H ≡ 0, то из (2.4) получаем f−a1

f−b1
≡ c2

f(k)−a2

f(k)−b2
, где c2 ∈ C \ {0} и, следова-

тельно, по лемме 2.2 получаем T (r, f) = T (r, f (k)) + S(r, f). Теперь по лемме 2.5
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имеем L(f, f (k)) ≡ 0, что невозможно. Следовательно, H ̸≡ 0. Легко проверить,
что m(r,H) = S(r, f) и N(r,H) = N (1,2)(r, b1; f). Поэтому

T (r,H) = m(r,H) +N(r,H) = N (1,2)(r, b1; f) + S(, ).(3.37)

Теперь из (2.5) имеем T (r, f) = m(r, L(f, f (k)))) + S(r, f). Следовательно, из
(2.1), (2.2), (3.22) и (3.37) имеем

T (r, f) = m

(
r,
ϕ− ψ

H

)
+ S(r, f) = T

(
r,

H

ϕ− ψ

)
+ S(r, f)

≤ T (r, ψ) + T (r,H) + S(r, f)

≤ T (r, f) +N (1,2)(r, b1; f)−N(r, α; f (k)) + S(r, f)

и так,

N(r, α; f (k)) ≤ N (1,2)(r, b1; f) + S(r, f).(3.38)

Пусть α = b2. Тогда из (3.38) имеем

N(r, b2; f
(k)) ≤ N (1,2)(r, b1; f) + S(r, f).(3.39)

Поскольку f и f (k) делят (b1, b2) IM, из (2.6) и (3.21) получаем

N(r, b2; f
(k)) + S(r, f) = N(r, b1; f) + S(r, f) =

2∑
i=1

N (1,i)(r, b1; f) + S(r, f)

и поэтому из (3.39) получаем N (1,1)(r, b1; f) = S(r, f). Пусть

G1 =
f (k+1) − a′2
f (k) − a2

− f ′ − a′1
f − a1

− b′2 − a′2
b1 − a2

.(3.40)

Очевидно, что G1 ̸≡ 0. Из (3.36) следует, что N(r,G1) = S(r, f). Поскольку
m(r,G1) = S(r, f), имеем G1 ∈ S (f). Пусть ẑ1,2 ∈ S(1,2)(b1, b2) такая, что

ai(ẑ1,2)− bi( z1,2) ̸= 0,∞, a′i(ẑ1,2)− b′i(ẑ1,2) ̸= 0

для i = 1, 2 и ϕ(ẑ1,2) ̸= 0,∞. Тогда f (k)(ẑ1,2) = b2(ẑ1,2) и f (k+1)(ẑ1,2) = b′2(ẑ1,2).
Также из (3.7) можно легко заключить, что ẑ1,2 является простым нулем f ′−a′1,
т.е. f ′( z1,2) = a′1(ẑ1,2).

Теперь из (3.40) мы видим, что G1(ẑ1,2) = 0 и N (1,2)(r, b1; f) ≤ N(r, 0;G1) +

S(r, f) ≤ S(r, f). Следовательно, N (2(r, b1; f) = S(r, f), что невозможно.
Подслучай 2.1.2. Пусть N (2(r, a2; f

(k)) ̸= S(r, f) и N (2(r, b2; f
(k)) = S(r, f)

Теперь, действуя так же, как это было сделано при доказательстве подслучая
2.1.1, получаем противоречие.

Подслучай 2.1.3. Предположим, N (2(r, a2; f
(k)) ̸= S(r, f) и N (2(r, b2; f

(k)) ̸=
S(r, f). Обратите внимание, что

H21 = 2ϕ− ψ

= L(f, f (k))
[(

2
f ′ − b′1
f − b1

− f (k+1) − b′2
f (k) − b2

)
−
(
2
f ′ − a′1
f − a1

− f (k+1) − a′2
f (k) − a2

)]
.(3.41)

Мы утверждаем, что H21 ̸≡ 0. Если нет, предположим, что H21 ≡ 0. При
интегрировании получаем ( f−a1

f−b1
)2 = c1

f(k)−a2

f(k)−b2
, где c1 ∈ C\{0}. Теперь, используя
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лемму 2.2, получаем 2T (r, f) = T (r, f (k)) + S(r, f). Поскольку N(r, f) = S(r, f),
имеем T (r, f (k)) ≤ T (r, f) + S(r, f). Следовательно, имеем T (r, f) = S(r, f), что
невозможно. Следовательно, H21 ̸≡ 0.

Пусть z1,2 ∈ S(1,2)(a1, a2) ∪ S(1,2)(b1, b2). Очевидно, H21(z1,2) = 0 и, следова-
тельно, из (3.41) получаем

N (1,2)(r, a1; f) + N (1,2)(r, b1; f) ≤ N(r, 0;H21) + S(r, f)(3.42)
≤ T (r,H21) + S(r, f) ≤ T (r, ψ) + S(r, f).

Теперь из (3.22) и (3.42) мы получаем

N (1,2)(r, a1; f) +N (1,2)(r, b1; f) ≤ T (r, f)−N(r, α; f (k)) + S(r, f),(3.43)

где α ∈ S (f) произвольно. В частности, из (3.43) мы имеем

N (1,2)(r, a1; f) +N (1,2)(r, b1; f) ≤ T (r, f)−N(r, a2; f
(k)) + S(r, f),(3.44)

N (1,2)(r, a1; f) +N (1,2)(r, b1; f) ≤ T (r, f)−N(r, b2; f
(k)) + S(r, f).(3.45)

Сложив (3.44) и (3.45), получим

2
(
N (1,2)(r, a1; f) +N (1,2)(r, b1; f)

)
≤ 2T (r, f)−N(r, a2; f

(k))−N(r, b2; f
(k)) + S(r, f).(3.46)

Теперь, используя (3.35), из (3.46) мы получаем

N(r, a2; f
(k)) +N(r, b2; f

(k)) ≤ T (r, f) + S(r, f).(3.47)

Опять же из (3.35) и (3.47) получаем

N(r, a2; f
(k)) + N(r, b2; f

(k))

≤ 2
(
N (1,2)(r, a1; f) +N (1,2)(r, b1; f)

)
+ S(r, f).(3.48)

Обратите внимание, что

N (1,1)(r, a1; f) + 2N (1,2)(r, a1; f) +N (1,1)(r, b1; f) + 2N (1,2)(r, b1; f)

≤ N(r, a2; f
(k)) +N(r, b2; f

(k)) + S(r, f)

и поэтому из (3.48) получаем N (1,1)(r, a1; f) +N (1,1)(r, a1; f) = S(r, f).
Мы знаем, что T (r, f (k)) ≤ T (r, f)+S(r, f). Следовательно, из (3.31) получаем

T (r, f) = N (1,2)(r, a1; f) +N (1,2)(r, b1; f) + S(r, f)

≤ N (2(r, a2; f
(k)) +N (2(r, b2; f

(k)) + S(r, f)

≤ 1

2
(N(r, a2; f

(k)) +N(r, b2; f
(k))) + S(r, f)

≤ T (r, f (k)) + S(r, f) ≤ T (r, f) + S(r, f),

т.е. T (r, f) = T (r, f (k))+S(r, f) и поэтому по лемме 2.5 имеем L
(
f, f (k)

)
≡ 0, что

невозможно.
Подслучай 2.2. Пусть k = 1. Тогда из (2.6) имеем

N(r, 0; f − a1, f
′ − a2 |≥ 2) +N(r, 0; f − b1, f

′ − b2 |≥ 2) = S(r, f).(3.49)

Теперь мы рассмотрим следующие три подслучая.
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Подслучай 2.2.1. Пусть a′1 ̸≡ a2 и b′1 ̸≡ b2. Поскольку f и f ′ имеют общие
(a1, a2) и (b1, b2) IM, кратные нули f − a1 и f − b1 являются нулями a′1 − a2 и
b′1 − b2 соответственно. Поэтому

N (2(r, a1; f) + N (2(r, b1; f)

=
∑

p≥2,q≥1

(
N (p,q)(r, a1; f) +N (p,q)(r, b1; f)

)
= S(r, f).(3.50)

Пусть z1,p ∈ S(1,p)(a1, a2) (p ≥ 2) такой, что ai(z1,p)−bi(z1,p) ̸= 0,∞. Очевидно,
f ′(z1,p) = a2(z1,p). Также из (3.7) мы видим, что z1,p является нулем f ′ − b′1, т.е.
f ′(z1,p) = b′1(z1,p). Итак, a2(z1,p) = b′1(z1,p). Сначала предположим, что a2 ≡ b′1.
Тогда из (3.7) мы получаем

f ′ − a′1
f − a1

≡ a′1 − b′1
a1 − b1

+
a2 − b2
a1 − b1

и поэтому T (r, f ′) = T (r, f) + S(r, f). Теперь по лемме 2.5 получаем L (f, f ′) ≡ 0,
что невозможно.

Далее мы предполагаем a2 ̸≡ b′1. В этом случае мы легко заключаем, что∑
p≥2

N (1,p)(r, a1; f) +
∑
p≥2

N (1,p)(r, b1; f) = S(r, f).(3.51)

Тогда из (2.5), (3.49)-(3.51) получаем, что

T (r, f) = N (1,1)(r, a1; f) +N (1,1)(r, b1; f) + S(r, f)

и, таким образом, из (3.33) получаем N(r, α; f ′) = S(r, f). В частности, име-
ем N(r, a2; f

′) + N(r, b2; f
′) = S(r, f). Поскольку f и f ′ имеют общие (a1, a2) и

(b1, b2) IM, мы имеем N(r, a1; f)+N(r, b1; f) = S(r, f) и, следовательно, T (r, f) =
N (1,1)(r, a1; f) +N (1,1)(r, b1; f) = S(r, f), что невозможно.

Подслучай 2.2.2. Пусть либо a′1 ≡ a2, либо b′1 ≡ b2. Без ограничения общ-
ности можно считать, что a′1 ≡ a2 и b′1 ̸≡ b2. Теперь согласно подслучаю 2.2.1
имеем

N(r, b1; f) = N (1,1)(r, b1; f) + S(r, f).(3.52)

Обратите внимание, что f ′ − a2 = f ′ − a′1. Поскольку f и f ′ делят (a1, a2) IM,
из (3.49) получаем ∑

q≥1

N (1,q)(r, a1; f) = S(r, f).(3.53)

Следовательно, из (2.5), (3.49), (3.52) и (3.53) получаем

T (r, f) = N(r, a1; f) +N(r, b1; f) + S(r, f)

= N (2,1)(r, a1; f) +N (1,1)(r, b1; f) + S(r, f).(3.54)

Пусть

G2 =
f ′′ − b′2
f ′ − b2

− f ′ − b′1
f − b1

− a′2 − b′2
a2 − b2

+
a′1 − b′1
a1 − b1

.(3.55)

Очевидно, G2 ̸≡ 0. Также из (3.54) легко доказать, что G2 ∈ S (f). Пусть
z2,1 ∈ S(2,1)(a1, a2) такая, что ai(z2,1)− bi(z2,1) ̸= 0,∞ и a′i(z2,1)− b′i(z2,1) ̸= 0 для
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i = 1, 2. Тогда f(z2,1) = a1(z2,1), f ′(z2,1) = a2(z2,1) и f ′′(z2,1) = a′2(z2,1). Теперь из
(3.55) мы получаем G2(z2,1) = 0 и N (2,1)(r, a1; f) ≤ N(r, 0;G2) + S(r, f) ≤ S(r, f).

Тогда из (3.54) имеем T (r, f) = N (1,1)(r, b1; f)+S(r, f) и, следовательно, из (3.33)
получаем N(r, α; f ′) = S(r, f). В частности, имеем N(r, b2; f

′) = S(r, f). Посколь-
ку f и f ′ делят (b1, b2) IM, мы имеем N(r, b1; f) = S(r, f) и, следовательно,
T (r, f) = N (1,1)(r, b1; f) = S(r, f), что невозможно.

Подслучай 2.2.3. Пусть a′1 ≡ a2 и b′1 ≡ b2. В этом случае мы имеем∑
q≥1

(
N (1,q)(r, a1; f) +N (1,q)(r, b1; f)

)
= S(r, f).(3.56)

Следовательно, из (2.5), (3.49) и (3.56) получаем

T (r, f) = N(r, a1; f) +N(r, b1; f) + S(r, f)

= N (2,1)(r, a1; f) +N (2,1)(r, b1; f) + S(r, f).(3.57)

Положим

G3 = 2
f ′′ − a′2
f ′ − a2

− f ′ − a′1
f − a1

− 2
a′2 − b′2
a2 − b2

+
a′1 − b′1
a1 − b1

.(3.58)

Пусть ẑ2,1 ∈ S(2,1)(b1, b2) такой, что ai(ẑ2,1)−bi( z2,1) ̸= 0,∞ для i = 1, 2. Тогда
f(ẑ2,1) = b1(z2,1), f ′(ẑ2,1) = b2(ẑ2,1) и f ′′(ẑ2,1) = b′2(ẑ2,1).

Сначала предположим, что G3 ≡ 0. Затем

(f ′ − a2)
2 = d0

(a2 − b2)
2

a1 − b1
(f − a1),(3.59)

где d0 ∈ C \ {0}. Теперь из (3.59) мы видим, что

(b2(ẑ2,1)− a2(ẑ2,1))
2 = d0

(a2(ẑ2,1)− b2(ẑ2,1))
2

a1(ẑ2,1)− b1(ẑ2,1)
(b1(ẑ2,1)− a1(ẑ2,1)),

откуда следует, что d0 = −1. Следовательно, из (3.59) имеем

(f ′ − b2)(f
′ + b2 − 2a2) = − (a2 − b2)

2

a1 − b1
(f − b1).(3.60)

Теперь (3.60) показывает, что ẑ2,1 является нулем f ′ + b2 − 2a2, т.е. a2(ẑ2,1)−
b2(ẑ2,1) = 0, что невозможно.

Далее предположим, что G3 ̸≡ 0. Очевидно, G3 ∈ S (f). Обратите внимание,
что G3(ẑ2,1) = 0 и поэтому N (2,1)(r, b1; f) ≤ N(r, 0;G3) ≤ S(r, f). Наконец, из
(3.57) мы имеем T (r, f) = N (2,1)(r, a1; f)+S(r, f) ≤ 1

2T (r, f)+S(, ) что невозмож-
но.

Случай 2. Пусть ϕ ≡ 0. Поскольку ∆(f) ̸≡ 0, имеем L(f, f (k)) ≡ 0. Это
завершает доказательство. □

Доказательство теоремы 1.1. Если a1, a2, b1, b2 константы, то a′1 − a′2 = 0 и
a′2−b′2 = 0. Теперь если ϕ ≡ (a′1−a′2)(a2−b2), то сразу ϕ ≡ 0. Поэтому если следо-
вать доказательству теоремы 1.2, то подслучай 1.2 не встречается в доказатель-
стве теоремы 1.1. Следовательно, нам не придется сталкиваться с какими-либо
трудностями при доказательстве теоремы 1.1. □
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4. Заключительное замечание

Очевидно, что теорема 1.2 является улучшением теоремы B. Но наш метод не
работает, если (a′

1−b′1)(a2−b2)
a1−b1

константа, когда k ≥ 2. Поэтому мы считаем этот
вопрос открытым.

Вопрос: Можно ли представить теорему 1.2 без условия “ (a′
1−b′1)(a2−b2)

a1−b1
непо-

стоянной, когда k ≥ 2” ?
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