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1. Введение

В данной статье мы исследуем периодические ортонормированные сплайн-

системы произвольного порядка k с произвольными разбиениями. Рассматрива-

ем такие плотные последовательности точек на торе T, где каждая точка встре-

чается не более k раз. Такие последовательности точек называются k допусти-

мыми на торе T.

Дана характеризация последовательностей узлов, которая является необходи-

мым условием того, чтобы соответствующая периодическая ортонормированная

сплайн-система порядка k была безусловным базисом в H1(T). Главное внимание

в настоящей статье уделяется периодической версии необходимости основного

результата [1]. Объединив наш результат с основной теоремой, доказанной в [2],

мы получаем необходимое и достаточное условие, при котором периодическая

ортонормированная сплайн-система является безусловным базисом в H1(T).
Приведем некоторые важные результаты, связанные с этими вопросами.
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Знаменитый результат А. Шадрина [3] утверждает, что оператор ортогональ-

ного проектирования на пространства Sn ограничен на L∞[0, 1] постоянной, зави-

сящей только от порядка сплайна k. Как следствие, непериодическая ортонорми-

рованная сплайн-система (fn)n является базисом Шаудера в Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞
и в пространстве непрерывных функции C[0, 1]. Существуют различные резуль-

таты о безусловной базисности систем сплайнов, ограничивающих либо порядок

сплайна k, либо разбиение (tn)n≥0.

Первый результат в этом направлении встречается в [4], где доказано, что

классическая система Франклина—ортонормированная система сплайнов поряд-

ка 2, соответствующая последовательности диадических узлов является безуслов-

ным базисом в Lp[0, 1], 1 < p < ∞. Этот результат был обобщен в [5] для ор-

тонормированных сплайн-систем произвольного порядка, но соответствующие

только диадическими узлами. Далее, значительные усилия были приложены,

чтобы получить аналогичные результаты для последовательностей удовлетво-

ряющим некоторым ограничениям. Эти ограничения были постепенно сняты и

были получены результаты для общих систем Франклина в серии статей [6] –

[8]. Для случая k = 2 был получен следующий окончательный результат - для

каждой допустимой последовательности точек (tn)n≥0 соответствующая общая

система Франклина образует безусловный базис в Lp[0, 1], 1 < p < ∞. Сочетая

методы используемые в [7, 8] с некоторыми новыми неравенствами из [9], в [10]

было доказано, что непериодические ортонормированные сплайн-системы явля-

ются безусловными базисами в Lp[0, 1], 1 < p < ∞, для сплайн-систем любого

порядка k и для любой допустимой последовательности точек (tn).

Периодический аналог теоремы Шадрина доказан в [11]. В случае диадиче-

ских узлов в работе Дж. Домста [12] получены экспоненциальные оценки для об-

ратной матрицы Грама периодических B-сплайнов, которые были использованы

для доказательства безусловной базисности периодических ортонормированных

сплайн-систем с диадическими узлами в Lp для 1 < p < ∞. В работе [13] было

доказано, что для любой допустимой последовательности точек, соответствую-

щая периодическая система Франклина (т.е. случай k = 2) образует безусловный

базис в Lp[0, 1], 1 < p < ∞. К. Керян и М. Пассенбруннер [14] получили важную

оценку для функций общих периодических ортонормированных сплайн-систем.
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Объединив эту оценку с методами, разработанными в [8], авторы смогли дока-

зать безусловную базисность периодических ортонормированных сплайн-систем

в Lp(T), 1 < p < ∞.

Г. Г. Геворкян и А. Камонт в [15] получили простые геометрические харак-

теристики всех последовательностей узлов, для которых соответствующая об-

щая система Франклина является базисом или безусловным базисом в H1[0, 1].

После этого, используя следствия результата Шадрина, полученного З. Чисель-

ским [16], Г. Г. Геворкян и А. Камонт [17] обобщили свой результата из [15] для

ортонормированных сплайн-систем произвольного порядка и получили характе-

ристику последовательностей узлов, для которых соответствующая ортонорми-

рованная сплайн-система порядка k является базисом в H1[0, 1].

Другой важный вклад в изучение периодических ортонормированных систем

сплайнов был сделан М. П. Погосяном и К. А. Керяном в [18]. Простая геомет-

рическая характеристика последовательностей узлов была дана в упомянутой

статье [18]. Для этих типов последовательностей узлов соответствующие общие

периодические системы Франклина являются базисом или безусловным базисом

в H1(T). В недавней статье [19] авторы настоящей статьи предоставили необхо-

димое и достаточное условие, при котором периодическая ортонормированная

сплайн-система является базисом в H1(T).
Структура данной работы следующая. В разделе 2 мы даем необходимые опре-

деления и формулировку основного результата статьи: Теорема 2.4. В разделах 3

и 4 мы напоминаем несколько важных фактов. В частности, в разделе 4 представ-

ляем понятие характеристических интервалов как для периодических, так и для

непериодических ортонормированных сплайн-систем с произвольными узлами, а

также важные оценки для ортонормированных сплайн-систем. Доказательство

теоремы 2.4 приведено в разделе 5.

2. Определения и основные результаты

2.1. Непериодический случай. Предположим, что k ≥ 2 — целое число. Пусть

T = (tn)
∞
n=2 — всюду плотная последовательность точек на единичном интерва-

ле такая, что каждая точка встречается не более k раз. Кроме того, определим

t0 = 0 и t1 = 1. Такие последовательности точек называются k-допустимыми.

Для n из интервала −k+2 ≤ n ≤ 1 пусть S(k)
n — пространство полиномов поряд-

ка n + k − 1 (или степени n + k − 2) на интервале [0, 1] и (f
(k)
n )1n=−k+2 — набор
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ортонормированных многочленов из L2 ≡ L2[0, 1], для которых степень f
(k)
n рав-

на n + k − 2. Для n ≥ 2 пусть Tn — упорядоченная последовательность точек,

состоящая из точек сетки (tj)
n+1
j=0 с учетом кратностей, где узлы 0 и 1 имеют

кратность k, т. е. Tn имеет вид

Tn = (0 = τn,−k = · · · = τn,−1 < τn,0 ≤

≤ · · · ≤ τn,n−1 < τn,n = · · · = τn,n+k−1 = 1).

В этом случае мы определяем S(k)
n как пространство полиномиальных сплайнов

порядка k с точками сетки Tn. Для каждого n ≥ 2 пространство S(k)
n−1 имеет

коразмерность 1 в S(k)
n и, следовательно, существует функция f

(k)
n ∈ S(k)

n , орто-

нормированная пространству S(k)
n−1. Заметим, что эта функция f

(k)
n единственная

с точностью до знака.

Определение 2.1. Система функций (f
(k)
n )∞n=−k+2 называется ортонормаль-

ная сплайн-система порядка k, соответствующая последовательности (tn)
∞
n=0.

Часто мы будем пропускать параметр k и писать fn и Sn вместо f
(k)
n и S(k)

n ,

соответственно.

Под H1 = H1[0, 1] мы подразумеваем атомное пространство Харди на [0, 1]

(см. [20]). Теперь введем определение регулярности последовательности T .

Для n ≥ 2, ℓ ≤ k и i из интервала −ℓ ≤ i ≤ n− 1 определим D
(ℓ)
n,i как интервал

[τn,i, τn,i+ℓ].

Определение 2.2. Пусть ℓ ≤ k и (tn)
∞
n=0 — ℓ-допустимая последовательность

точек. Тогда, эта последовательность называется ℓ-регулярной с параметром

γ ≥ 1, если

|D(ℓ)
n,i|
γ

≤ |D(ℓ)
n,i+1| ≤ γ|D(ℓ)

n,i|, n ≥ 2, −ℓ ≤ i ≤ n− 2.

Другими словами, (tn) ℓ-регулярна, если существует постоянная γ ≥ 1, такая,

что для всех n соотношения длин соседних носителей B-сплайн-функций (см.

раздел 3.1) порядка ℓ с узлами из Tn ограничены γ-ой.

В этом разделе мы представим две теоремы, которые являются источниками

вопросов, рассматриваемых в этой статье.

Теорема 2.1 ([17]). Пусть k ≥ 1 и (tn) k-допустимая последовательность

узлов в [0, 1] с соответствующей ортонормированной сплайн-системой (f
(k)
n )
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порядка k. В таком случае (f
(k)
n ) является базисом в H1[0, 1] тогда и только

тогда, когда (tn) k-регулярна с некоторым параметром γ ≥ 1.

Теорема 2.2 ([1]). Пусть (tn) — k-допустимая последовательность точек.

Соответствующая ортонормированная сплайн система (f
(k)
n ) является без-

условным базисом в H1[0, 1], тогда и только тогда, когда (tn) удовлетворяет

условию (k − 1)-регулярности с некоторым параметром γ ≥ 1.

2.2. Периодический случай. Пусть k ≥ 2 — целое число и (sn)
∞
n=1 — k допу-

стимая последовательность точек на торе T, т.е. всюду плотная последователь-

ность точек на торе T такая, что каждая точка встречается не более k раз.

Для n ≥ k определим Ŝn как пространство периодических полиномиальных

сплайнов порядка k с точками сетки (sj)
n
j=1 ∈ T. Для каждого n ≥ k + 1 про-

странство Ŝn−1 имеет коразмерность 1 в Ŝn и, следовательно, существует функ-

ция f̂n ∈ Ŝn такая, что ∥f̂n∥2 = 1 и ортогональна пространству Ŝn−1. Заметим,

что эта функция f̂n единственна с точностью до знака. Кроме того, пусть (f̂n)
k
n=1

— ортонормированный базис для Ŝk. Система функций (f̂n)
∞
n=1 называется пе-

риодической ортонормированной сплайн-системой порядка k, соответствующая

последовательности (sn)
∞
n=1.

Теперь определим атомное пространство Харди на T.

Определение 2.3. a : T → R называется периодическим атомом, если либо

a ≡ 1, либо существует интервал Γ ⊂ T такой, что выполняются следующие

условия:

(1) supp a ⊂ Γ,

(2) ∥a∥L∞(T) ≤ |Γ|−1,

(3)
∫
T a(x) dx =

∫
Γ
a(x) dx = 0.

Определение 2.4. H1(T) является семейством всех функций f , которые име-

ют представление

f =

∞∑
n=1

cnan

для некоторых периодических атомов (an)
∞
n=1 и действительных скаляров

(cn)
∞
n=1 ∈ ℓ1.
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Пространство H1(T) становится банаховым при норме

∥f∥H1(T) := inf
∞∑

n=1

|cn|

где inf берется по всем (периодическим) атомным представлениям
∑

cnan функ-

ции f . Теперь введем условия регулярности на торе T для последовательности

(sn)
∞
n=1.

Предположим, что n ≥ k+1 и пусть (σj)
n−1
j=0 — упорядоченная последователь-

ность узловых точек, состоящая из (sj)
n
j=1 на T, канонически отождествленных

с [0, 1):

T̂n = (0 ≤ σn,0 ≤ σn,1 ≤ · · · ≤ σn,n−2 ≤ σn,n−1 < 1).

Для целых ℓ ≤ k и i ∈ N0 определим интервал T
(ℓ)
n,i := [σn,i, σn,i+ℓ] ⊂ T. Здесь

мы считаем индекс i периодическим, т.е. используем обозначение периодического

расширения последовательности (σj)
n−1
j=0 , т.е. σrn+j = r+σj для j ∈ {0, . . . , n−1}

и r ∈ Z, а подиндексами B-сплайн функций возьмем индексы по модулю n.

Определение 2.5. Пусть ℓ ≤ k и (sn)
∞
n=1 — ℓ-допустимая последовательность

точек на торе T. Тогда эта последовательность называется ℓ-регулярной на

торе T с параметром γ ≥ 1, если

|T (ℓ)
n,i |
γ

≤ |T (ℓ)
n,i+1| ≤ γ|T (ℓ)

n,i |, n ≥ ℓ+ 1, i ∈ N0.

Другими словами, (sn) является ℓ-регулярным на торе T, если существует по-

стоянная γ ≥ 1, такая, что для всех n ≥ ℓ соотношения длин соседних носителей

периодических B-сплайнов (см. раздел 3.1) порядка ℓ с узлами T̂n ограничены

γ-ой.

Следующая теорема является основным результатом данной работы и харак-

теризует системы (f̂
(k)
n ), которые являются базисом в H1(T).

Теорема 2.3 ([19]). Пусть k ≥ 1 и (sn) k-допустимая последовательность уз-

лов в T с соответствующей периодической ортонормированной сплайн систе-

мой (f̂
(k)
n ) порядка k. В таком случае (f̂

(k)
n ) является базисом в H1(T) тогда и

только тогда, когда (sn) k-регулярна на торе с некоторым параметром γ ≥ 1.

В этой статье мы представляем необходимое условие, при котором (f̂
(k)
n )∞n=1

является безусловным базисом в H1(T). Основной результат данной работы со-

стоит в следующем.
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Теорема 2.4. Пусть (sn) — k-допустимая последовательность точек тора

T. Если соответствующая периодическая ортонормированная сплайн система

(f̂
(k)
n ) является безусловным базисом в H1(T), то (sn) удовлетворяет условию

(k − 1)-регулярности на торе с некоторым параметром γ ≥ 1.

С другой стороны, основной результат из [2] дает достаточное условие, при

котором (f̂
(k)
n )∞n=1 является безусловным базисом в H1(T).

Теорема 2.5 ([2]). Пусть (sn) — k-допустимая последовательность точек то-

ра T. Если (sn) удовлетворяет условию (k− 1)-регулярности на торе с некото-

рым параметром γ ≥ 1, то соответствующая периодическая ортонормирован-

ная сплайн система (f̂
(k)
n ) является безусловным базисом в H1(T).

Таким образом, объединяя эти две теоремы, получаем следующее следствие.

Следствие 2.1. Пусть (sn) — k-допустимая последовательность точек тора

T. Тогда соответствующая периодическая ортонормированная сплайн система

(f̂
(k)
n ) является безусловным базисом в H1(T), тогда и только тогда, когда (sn)

удовлетворяет условию (k−1)-регулярности на торе с некоторым параметром

γ ≥ 1.

3. Предварительные сведения

Параметр k ≥ 2 всегда будет использоваться для определения порядка базо-

вых полиномов или сплайнов. Обозначение A(t) ∼ B(t) будет использоваться при

существовании двух констант c1, c2 > 0, таких что c1B(t) ≤ A(t) ≤ c2B(t) для

всех t, где t представляет собой все явные и неявные зависимости, которые мо-

гут иметь выражения A и B. Если константы c1, c2 зависят от дополнительного

параметра p, мы будем писать A(t) ∼p B(t). Соответственно, будем использовать

символы ≲,≳,≲p,≳p. Кроме этого, будем использовать символы ↶ и ↷ для обо-

значения направлений против и по часовой стрелке, соответственно. Направле-

ние против часовой стрелки будем считать положительным направлением. Для

подмножества E вещественной прямой через |E| обозначим меру Лебега E, а 1E

- характеристическую функцию E. Если f : Ω → R — вещественная функция, а

λ — вещественный параметр, то множество всех точек, в которых f больше λ,

обозначим [f > λ] := {ω ∈ Ω : f(ω) > λ}.
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3.1. Свойства функций B-сплайн. Определим функции (N
(k)
n,i )

n−1
i=−k — сово-

купность B-сплайнов порядка k, соответствующие разбиению Tn. Эти функ-

ции нормированы таким образом, что они образуют разбиение единицы, т. е.∑n−1
i=−k N

(k)
n,i (x) = 1 , ∀x ∈ [0, 1]. С этим базисом связан биортогональный базис

Sn, который мы обозначим через (N
(k)∗
n,i )n−1

i=−k. Если значения параметров k и n

ясны из контекста, то мы будем использовать также эти обозначения (Ni)
n−1
i=−k и

(N∗
i )

n−1
i=−k соответственно.

Теперь представим важный результат для B-сплайнов (Ni) и двойственных

им функций (N∗
i ).

Предложение 3.1. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞ и g =
∑n−1

j=−k ajNj, где набор (Ni)
n−1
i=−k —

B-сплайны порядка k, соответствующие разбиению Tn. Тогда,

(3.1) |aj | ≲k |Ij |−1/p∥g∥Lp(Ij), −k ≤ j ≤ n− 1,

где Ij — подынтервал [τn,i, τn,i+1] интервала [τn,j , τn,j+k] максимальной длины.

Кроме того,

(3.2) ∥g∥p ∼k

( n−1∑
j=−k

|aj |p|D(k)
n,j |

)1/p

= ∥(aj |D(k)
n,j |

1/p)n−1
j=−k∥ℓp .

Более того, если h =
∑n−1

j=−k bjN
∗
j , то

(3.3) ∥h∥p ∼k

( n−1∑
j=−k

|bj |p|D(k)
n,j |

1−p
)1/p

= ∥(bj |D(k)
n,j |

1/p−1)n−1
j=−k∥ℓp .

Неравенства (3.1) и (3.2) являются соответственно леммой 4.1 и 4.2 в [21, Глава

5], а неравенство (3.3) является следствием теоремы Шадрина [3] о том, что

оператор ортогонального проектирования на S(k)
n ограничен в L∞ независимо

от n и Tn. Вывод нижней оценки для (3.3) можно найти в [16, Свойство P.7], а

доказательство верхней оценки (3.3) приведено в [14, Предложение 2.4]

Следующее, что нужно рассмотреть, это оценки для матрицы (aij)
n−1
i,j=−k, яв-

ляющиеся обратной матрицей Грама (⟨Ni, Nj⟩)n−1
i,j=−k. Позже нам понадобится

одно особое свойство этой матрицы, которое заключается в том, что

(3.4) (−1)i+jaij ≥ 0 для всех i, j.

Это простое следствие полной положительности матрицы Грама (⟨Ni, Nj⟩)n−1
i,j=−k,

см. [22, 23]. Кроме того, нам понадобится следующая оценка для ai,i:

(3.5) |D(k)
n,i |

−1 ≲k ai,i.
10
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Эта оценка является следствием полной положительности B-сплайновой матри-

цы Грама, L2-устойчивости B-сплайнов и следующей леммы 3.1.

Лемма 3.1 ([10]). Пусть C = (cij)
n
i,j=1 — симметричная и положительно опре-

деленная матрица. Тогда для (dij)
n
i,j=1 = C−1 имеем

c−1
ii ≤ dii, 1 ≤ i ≤ n.

Из теоремы Шадрина ([3]) следует, что элементы обратной матрицы B-сплайна

Грама удовлетворяют следующему неравенству.

Теорема 3.1 ([9]). Пусть (ai,j)
n−1
i,j=−k — обратная матрица Грама (⟨Ni, Nj⟩)n−1

i,j=−k

B-сплайн-функций, где Ni соответствует разбиению Tn . Тогда,

|ai,j | ≲k
q|i−j|

| conv(suppNi ∪ suppNj)|
=:

q|i−j|

hi,j
, −k ≤ i, j ≤ n− 1,

где постоянная q ∈ (0, 1) зависит только от порядка сплайна k, а для U ⊂ [0, 1]

через conv(U) обозначен наименьший подынтервал [0, 1] содержащий U .

Теперь мы рассмотрим периодические B-сплайны и их свойства.

Пусть n ≥ k и (N̂
(k)
n,i )

n−1
i=0 периодические B-сплайн функции порядка k соот-

ветствующие произвольной k-допустимой последовательности (σj)
n−1
j=0 на торе T,

канонически отождествляемой с [0, 1):

T̂n = (0 ≤ σ0 ≤ σ1 ≤ · · · ≤ σn−2 ≤ σn−1 < 1).

Пусть (N̂
(k)∗
n,i )n−1

i=0 — двойственный базис к (N̂
(k)
n,i )

n−1
i=0 и ŜT̂n

— линейная оболочка

(N̂
(k)
n,i )

n−1
i=0 . Отметим, что вместо обозначений N̂

(k)
n,i и N̂

(k)∗
n,i мы можем использо-

вать N̂i и N̂∗
i соответственно. Определим матрицу (âij)

n−1
i,j=0 = (⟨N̂∗

i , N̂
∗
j ⟩)

n−1
i,j=0.

Нам понадобится следующая известная формула для производной линейной

комбинации периодических B-сплайн функций: если g =
∑n−1

j=0 ajN̂
(k)
n,j , то

(3.6) g′ = (k − 1)

n∑
j=1

(aj − aj−1)
N̂

(k−1)
n,j

|T (k−1)
n,j |

.

Здесь мы использовали обозначение периодического расширения последователь-

ности коэффициентов (aj)
n−1
j=0 , т.е. arn+j = aj для j = 0, . . . , n− 1 и r ∈ Z.

11
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4. Свойства непериодических и периодических ортонормированных

сплайн-функций и характеристических интервалов

4.1. Непериодический случай. В этом разделе мы рассмотрим ортонормиро-

ванные сплайн-функции fn = f
(k)
n , где k ∈ N фиксировано. Рассмотрим сетку

Tn:

Tn = (0 = τn,−k = · · · = τn,−1 < τn,0 ≤ · · · ≤ τn,i0

≤ · · · ≤ τn,n−1 < τn,n = · · · = τn,n+k−1 = 1).

Для простоты мы будем часто опускать индекс n. Пусть T̃n получается из Tn,

удалением выделенного τi0 из сетки. Рассмотрим функции (Ni)
n−1
i=−k, т.е. сово-

купность B-сплайн-функций порядка k, соответствующих сетке Tn и через (Ñi :

−k ≤ i ≤ n − 2) обозначим совокупность B-сплайн-функций, соответствующих

T̃n. Формула Бёма [24] дает нам следующую связь между Ni и Ñi:

(4.1)
Ñi(t) = Ni(t) если − k ≤ i ≤ i0 − k − 1,

Ñi(t) =
τi0 − τi
τi+k − τi

Ni(t) +
τi+k+1 − τi0
τi+k+1 − τi+1

Ni+1(t) если − k ≤ i ≤ i0 − 1,

Ñi(t) = Ni+1(t) если i0 ≤ i ≤ n− 2.

Чтобы вычислить ортонормированную сплайн-функцию, соответствующую раз-

биениям T̃n и Tn, сначала определим функцию gn ∈ span{Ni : −k ≤ i ≤ n − 1}
такую, что gn ⊥ Ñj для всех −k ≤ j ≤ n−2. Функция gn имеет вид (с точностью

до постоянного множителя)

(4.2) gn =

i0∑
j=i0−k

αjN
∗
j =

i0∑
j=i0−k

n−1∑
l=−k

αjajlNl =

n−1∑
l=−k

wlNl,

где (ajl)
n−1
j,l=−k — обратная матрица Грама (⟨Nj , Nl⟩)n−1

j,l=−k и

(4.3) wl :=

i0∑
j=i0−k

αjajl, −k ≤ l ≤ n− 1.

Коэффициенты αj имеют вид

(4.4) αj = (−1)j−i0+k
( j−1∏

ℓ=i0−k+1

τi0 − τℓ
τℓ+k − τℓ

)( i0−1∏
ℓ=j+1

τℓ+k − τi0
τℓ+k − τℓ

)
, i0 − k ≤ j ≤ i0.

Кроме того, коэффициенты αj можно описать соотношением

(4.5) αi+1
τi+k+1 − τi0
τi+k+1 − τi+1

+ αi
τi0 − τi
τi+k − τi

= 0.

12
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Заметим также, что последовательность (αj) знакопеременная, а поскольку зна-

ки элементов матрицы (ajℓ)
n−1
j,ℓ=−k совпадает с (−1)i+j , то коэффициенты B-

сплайна gn удовлетворяют соотношению

(4.6)
∣∣∣ i0∑
j=i0−k

αjajℓ

∣∣∣ = i0∑
j=i0−k

|αjajℓ|, −k ≤ j ≤ n− 1.

Чтобы дать оценки для gn и нормированной функции fn = gn/∥gn∥2, сопоставим

каждой функции gn характеристический интервал, который представляет собой

интервал [τn,i, τn,i+1] с концами из сетки и лежит вблизи вновь вставленной точки

τn,i0 .

Отметим, что мы опускаем индекс n в следующем определении:

Определение 4.1 (Характеристический интервал для непериодических после-

довательностей). Пусть T , T̃ такие разбиения, как указано выше, а τi0 — новая

точка в T , которой нет в T̃ . Определим характеристический интервал J , соот-

ветствующий τi0 следующим образом:

(1) Пусть

Λ(0) := {i0 − k ≤ j ≤ i0 : |[τj , τj+k]| ≤ 2 min
i0−k≤ℓ ≤i0

|[τℓ, τℓ+k]|}

— множество всех индексов j, для которых соответствующий носи-

тель B-сплайн-функции Nj приближенно минимален. Заметим, что

Λ(0) непусто.

(2) Определим

Λ(1) := {j ∈ Λ(0) : |αj | = max
ℓ∈Λ(0)

|αℓ|}.

Для произвольного, но фиксированного индекса j(0) ∈ Λ(1) положим J (0) :=

[τj(0) , τj(0)+k].

(3) Теперь, интервал J (0) можно записать как объединение k интервалов

сетки

J (0) =

k−1⋃
ℓ=0

[τj(0)+ℓ, τj(0)+ℓ+1] с j(0) как указано выше.

Определим характеристический интервал Jn = J = J(τi0) как один из

выше указанных k интервалов, имеющий максимальную длину.

Используя это определение, напомним следующие оценки для g = gn:
13
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Лемма 4.1 ([10]). Пусть T , T̃ такие, как указано выше и пусть

g =

i0∑
j=i0−k

αjN
∗
j =

n−1∑
j=−k

wjNj

функция из (4.2), где коэффициенты (wj) определяются уравнением (4.3). Кроме

того, пусть f = g/∥g∥2 — L2-нормированная ортогональная сплайн функция,

соответствующая точке сетки τi0 .

Тогда,

∥g∥Lp(J) ∼k ∥g∥p ∼k |J |1/p−1, 1 ≤ p ≤ ∞,

и, следовательно,

∥f∥Lp(J) ∼k ∥f∥p ∼k |J |1/p−1/2, 1 ≤ p ≤ ∞,

где J — характеристический интервал, связанный с точкой τi0 , заданной в

определении 4.1.

Кроме того, если dT (x) обозначает количество узлов из T , лежащих между

J и x, включая x и конечные точки J , то существует q ∈ (0, 1), зависящий

только от k, такой, что

(4.7) |wj | ≲k
qdT (τj)

|J |+ dist(suppNj , J) + |D(k)
n,j |

для всех − k ≤ j ≤ n− 1.

4.2. Периодический случай. Здесь мы даем оценки для периодических орто-

нормированных сплайн-функций (f̂n), аналогичные тем, которые приведены в

лемме 4.1. Некоторые из них доказаны в [14]. Докажем другие оценки, отсут-

ствующие в предыдущей статье.

Имеем ту же ситуацию, что и в непериодическом случае: Пусть

T̂n = T̂ = (0 ≤ σ0 ≤ σ1 ≤ · · · ≤ σi0 ≤ · · · ≤ σn−2 ≤ σn−1 < 1)

— разбиение T, канонически отождествляемое с [0, 1), а ˜̂T — то же самое раз-

биение, но с удаленной σi0 . Напомним обозначения периодических B-сплайн-

функций порядка k относительно T̂ , т.е. (N̂j)
n−1
j=0 и через (

˜̂
Nj)

n−2
j=0 обозначим

периодические B-сплайн функции порядка k относительно ˜̂T . Здесь мы напом-

ним обозначения периодического расширения последовательности (σj)
n−1
j=0 , т.е.

σrn+j = r+σj для j ∈ {0, . . . , n−1}, r ∈ Z и индексы B-сплайн функций возьмем

по модулю n.

Чтобы вычислить периодические ортонормированные сплайн-функции, соот-

ветствующие приведенным выше сеткам определим функцию ĝn := ĝ ∈ span{N̂i :
14
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0 ≤ i ≤ n− 1} такую, что ĝ ⊥ ˜̂
Nj для всех 0 ≤ j ≤ n− 2. То есть предполагаем,

что ĝ имеет вид

ĝ =

n−1∑
j=0

α̂jN̂
∗
j ,

где α̂j = ⟨g, N̂j⟩. Чтобы ĝ была ортогональна ˜̂
Nj для 0 ≤ j ≤ n − 2 она должна

удовлетворять тождествам

0 = ⟨ĝ, ˜̂
Ni⟩ =

n−1∑
j=0

α̂j⟨N̂∗
j ,

˜̂
Ni⟩, 0 ≤ i ≤ n− 2.

Здесь мы можем рассматривать индексы j как периодические, что означает α̂j ̸=
0 только для j ∈ {i0 − k, . . . , i0}. Важно отметить, что формула (4.1) имеет

место в периодическом случае, что влечет за собой следующее отношение для

коэффициентов (α̂j):

(4.8) α̂i+1
σi+k+1 − σi0

σi+k+1 − σi+1
+ α̂i

σi0 − σi

σi+k − σi
= 0, i0 − k ≤ i ≤ i0 − 1.

С начальным значением

α̂i0−k =

i0−1∏
ℓ=i0−k+1

σℓ+k − σi0

σℓ+k − σℓ
,

мы получаем явную формулу

(4.9)

α̂j = (−1)j−i0+k
( j−1∏

ℓ=i0−k+1

σi0 − σℓ

σℓ+k − σℓ

)
·
( i0−1∏

ℓ=j+1

σℓ+k − σi0

σℓ+k − σℓ

)
, i0 − k ≤ j ≤ i0.

Теперь, аналогично определению 4.1, представим характеристические интер-

валы для периодических сеток.

Определение 4.2 (Характеристический интервал для периодических последо-

вательностей). Пусть T̂ ,
˜̂T такие разбиения, как указано выше и σi0 — новая

точка в T̂ , которой нет в ˜̂T . При ограничении n ≥ 2k определим (периодиче-

ский) характеристический интервал Ĵ , соответствующий σi0 , следующим обра-

зом:

(1) Пусть

Λ(0) := {i0 − k ≤ j ≤ i0 : |[σj , σj+k]| ≤ 2 min
i0−k≤ℓ≤i0

|[σℓ, σℓ+k]|}

— множество всех индексов j в окрестности индекса i0 для которого

соответствующий носитель периодической B-сплайн-функции N̂j при-

ближенно минимален. Понятно, что Λ(0) непусто.
15
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(2) Определим

Λ(1) := {j ∈ Λ(0) : |α̂j | = max
ℓ∈Λ(0)

|α̂ℓ|}.

Для произвольного, но фиксированного индекса j(0) ∈ Λ(1) положим Ĵ (0) :=

[σj(0) , σj(0)+k].

(3) Теперь, интервал Ĵ (0) можно записать как объединение k интервалов

сетки

Ĵ (0) =

k−1⋃
ℓ=0

[σj(0)+ℓ, σj(0)+ℓ+1] с j(0) как указано выше.

Определим (периодический) характеристический интервал Ĵ = Ĵ(σi0)

как один из выше указанных k интервалов с максимальной длиной.

Лемма 4.2 ([14]). Пусть n ≥ 2k+ 2. Если ĝ =
∑n−1

i=0 ŵiN̂i, то для коэффициен-

тов ŵi :=
∑i0

j=i0−k α̂j âij верна следующая оценка:

|ŵi| ≲ qd̂(i,i0) max
i0−k≤j≤i0

1

max(| supp N̂i|, | supp N̂j |)

где мы принимаем индекс j - модуль n, а d̂ - периодическая функция расстояния

на {0, . . . , n− 1}.

Имеем следующие оценки для Lp-нормы ĝ, которые являются предложениями

3.6 и 3.8 в [14].

Предложение 4.1 ([14]). Если n ≥ 2k + 2, то

∥ĝ∥Lp(T) ∼k |Ĵ |1/p−1, 1 ≤ p ≤ ∞.

Более того, существует число N(k), зависящее только от порядка k такое,

что для всех разбиений T̂ , когда n ≥ N(k) ≥ 3k − 1, имеем

∥ĝ∥Lp(Ĵ) ≳k |Ĵ |1/p−1.

Метод максимального разбиения, представленный в [14], дал нам важную

оценку для ĝ.

Предложение 4.2 ([14]). Пусть x ∈ [σℓ, σℓ+1]. Тогда существует интервал

C := C(x) = C([σl, σl+1]) ⊂ T, который является минимальным по отношению

следующего включения

Ĵ ∪ [σℓ, σℓ+1] ⊂ C
16
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такой, что если K(C) — количество точек сетки T̂ , содержащийся в C, то

|ĝ(x)| ≲k
q̂K(C)

|C|
,

где q̂ ∈ (0, 1) зависит только от k.

В [2] мы использовали предложение 4.2, чтобы получить периодическую вер-

сию неравенства (4.7).

Лемма 4.3 ([2]). Пусть n ≥ 3k − 1. Если ĝn = ĝ =
∑n−1

j=0 ω̂jN̂j, то имеем

следующую оценку для коэффициента ω̂j:

(4.10) |ω̂j | ≲k
q̂K(C(Îj))

|C(Îj)|
,

где C(·) и K(C(·)) определены выше, а Îj := [σn,i, σn,i+1] — подынтервал T
(k)
n,j ,

который имеет максимальную длину.

5. Доказательство основной теоремы

Для доказательства теоремы 2.4 будем использовать следующие предложения.

Пусть (sn)
∞
n=1 k-допустимая последовательность узлов на торе T с соответ-

ствующей периодической ортонормированной сплайн-системой (f̂n)n≥1. Для по-

следовательности коэффициентов (an)n≥1 пусть

S :=
( ∞∑

n=1

a2nf̂
2
n

)1/2

.

Если f ∈ L1(T), то через Sf обозначим функцию S, соответствующую после-

довательности коэффициентов an = ⟨f, f̂n⟩. Следующее предложение является

следствием неравенства Хинчина.

Предложение 5.1. Пусть (sn) — k-допустимая последовательность узлов на

торе T с соответствующей периодической ортонормированной сплайн-системой

(f̂n), а (an) — последовательность коэффициентов. Если ряд
∑∞

n=1 anf̂n без-

условно сходится в L1(T), то S ∈ L1(T). Более того,

∥S∥L1(T) ≲ sup
ε∈{−1,1}N

∥∥ ∞∑
n=1

εnanf̂n
∥∥
L1(T).

Предложение 5.2. Пусть (sn) — k-допустимая последовательность узлов,

удовлетворяющая условию k-регулярности на торе T с параметром γ, но не
17
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удовлетворяющая никакому условию (k − 1)-регулярности. Тогда,

sup ∥ sup
n

|an(ϕ)f̂n|∥L1(T) = ∞,

где sup берется по всем периодическим атомам ϕ, а an(ϕ) := ⟨ϕ, f̂n⟩.

Для доказательства предложения 5.2 нам понадобится следующая техниче-

ская лемма 5.1.

Лемма 5.1. Пусть (sn) — k-допустимая последовательность узлов, удовле-

творяющая условию k-регулярности на торе T с параметром γ ≥ 1, но не

удовлетворяющая никакому условию (k − 1)-регулярности, а ℓ — произвольное

целое положительное число. Тогда для всех A ≥ 2 существует конечная воз-

растающая последовательность (nj)
ℓ−1
j=0 длины ℓ такая, что если σnj ,ij новая

точка в T̂nj
, которой нет в T̂nj−1 и

Λj := [σnj ,ij−k, σnj ,ij−1), Lj := [σnj ,ij−1, σnj ,ij ), Rj := [σnj ,ij , σnj ,ij+1),

то для всех индексов i, j в интервале 0 ≤ i < j ≤ ℓ− 1 имеем

(1) Ri ∩Rj = ∅,
(2) Λi = Λj,

(3) (2γ − 1)|Lj | ≥ |[σnj ,ij−k−1, σnj ,ij−k]| ≥ |Lj |
2γ ,

(4) |Rj | ≤ (2γ − 1)|Lj |,
(5) |Lj | ≤ 2(γ + 1)k · |Rj |,
(6) min(|Lj |, |Rj |) ≥ A|Λj |.

Доказательство этой леммы похоже на доказательство леммы 6.2 из [1], по-

этому мы не будем приводить. Однако важно отметить, что мы отождествляем

тор T с [0, 1) таким образом, что начальная точка 0 не находится в Λ0∪L0∪R0∪
[σn0,i0−k−1, σn0,i0−k]. Используя эту индексацию и следуя той же методологии

доказательства, что и в лемме 6.2 из [1], мы получаем желаемый результат.

Теперь, используя лемму 5.1, мы приступим к доказательству предложения

5.2.

Доказательство предложения 5.2. Пусть ℓ — произвольное целое положитель-

ное число и ℓ
′
:= ℓ+N(k, γ), где N(k, γ) — натуральное число, которое будет уточ-

няться впоследствии. Пусть A ≥ 2 — число, которое также будет выбрано позже.

Тогда лемма 5.1 дает нам последовательность (n∗
j )

ℓ
′
−1

j=0 такую, что все условия

леммы 5.1 удовлетворены. После этого из набора (n∗
j )

ℓ
′
−1

j=0 возьмем (n∗
j )

ℓ
′
−1

j=N(k,γ) и
18
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определим ni := n∗
i+N(k,γ), для i = 0, . . . , ℓ − 1. Предположим, что |Λ0| > 0. Мы

можем построить периодическую последовательность точек (σi)
n0−1
i=0 так, чтобы

индекс вновь вставленной точки i0 был [n0/2]. Пусть σ := σn0,i0−1, x := σ− 2|Λ0|
и y := σ + 2|Λ0|. Тогда мы определим периодический атом ϕ как

ϕ ≡ 1

4|Λ0|
(1[x,σ] − 1[σ,y]).

Пусть j — произвольное целое число из промежутка 0 ≤ j ≤ ℓ − 1. Методом

интегрирования по частям выражение anj (ϕ) = ⟨ϕ, f̂nj ⟩ может быть записано в

виде

4|Λ0|anj (ϕ) =

∫ σ

x

f̂nj (t) dt−
∫ y

σ

f̂nj (t) dt

=

∫ σ

x

(f̂nj
(t)− f̂nj

(σ)) dt−
∫ y

σ

(f̂nj
(t)− f̂nj

(σ)) dt

=

∫ σ

x

(x− t)f̂ ′
nj
(t) dt−

∫ y

σ

(y − t)f̂ ′
nj
(t) dt.

Во-первых, пусть I1 :=
∫ σ

x
(x− t)f̂ ′

nj
(t) dt и I2 :=

∫ y

σ
(y− t)f̂ ′

nj
(t) dt. Чтобы оценить

|anj
(ϕ)| снизу, оценим абсолютное значение I2 сверху.

Рассмотрим функцию ĝnj
, связанную с f̂nj

через f̂nj
= ĝnj

/∥ĝnj
∥L2(T) и

∥gnj∥L2(T) ∼k |Ĵnj |−1/2 (см. Предложение 4.1). В обозначениях леммы 5.1, ĝnj

получается при вставке точки σnj ,ij = snj
в T̂nj−1, а это общий конец интервалов

Lj и Rj . Согласно построению характеристического интервала Ĵnj
, свойств 4 – 6

леммы 5.1 и k-регулярности последовательности точек (sn) на торе T, мы имеем

(5.1) |Ĵnj | ∼k,γ |Lj | ∼k,γ |Rj |.

По свойству 6 леммы 5.1 имеем [σ, y] ⊂ Lj , и, следовательно, производная функ-

ции ĝnj
на [σ, y] имеет представление (см. (3.6))

ĝ′nj
(u) = (k − 1)

ij−1∑
i=ij−k+1

ξiN̂
(k−1)
nj ,i

(u), u ∈ [σ, y],

где ξi = (ŵi − ŵi−1)/|T (k−1)
nj ,i

|, а коэффициенты ŵi удовлетворяют (4.10), соот-

ветствующие разбиению ˆTnj
. Для i = ij − k + 1, . . . , ij − 1 имеем Lj ⊂ T

(k−1)
nj ,i

,

что в сочетании с k-регулярностью последовательности точек (sn) на торе T и

свойством 6 из леммы 5.1 означает, что

(5.2) |Ĵnj | ∼k,γ |Lj | ∼k,γ |T (k−1)
nj ,i

|, i = ij − k + 1, . . . , ij − 1.

Более того, по лемме 4.3 получаем:
19
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|ŵi| ≲k
1

|Ĵnj
|
, 0 ≤ i ≤ nj − 1.

Следовательно,

|f̂ ′
nj
(t)| ∼k |Ĵnj

|1/2|ĝ′nj
(t)| ≲k,γ |Lj |−3/2 t ∈ [σ, y].

В результате, суммируя вышеперечисленные факты, получим

(5.3) |I2| ≲k,γ |Λ0|2 · |Lj |−3/2.

Теперь оценим I1. Предположим, что индекс вновь вставленной точки ij =

[nj/2] и рассмотрим разницу между периодической функции f̂nj
и непериодиче-

ской функции fnj
, соответствующей разбиению Tnj

= (τnj ,i)
nj+k−1
i=−k с τi = σi для

i ∈ {0, . . . , nj − 1}, τnj ,−k = · · · = τnj ,−1 = 0 и τnj ,nj = · · · = τnj ,nj+k−1 = 1.

Таким образом, получаем:

I1 =

∫ σ

x

(x− t)f ′
nj
(t) dt+

∫ σ

x

(x− t)(f̂nj (t)− fnj (t))
′ dt =: S1 + S2.

Рассмотрим S1. Согласно свойствам 3 и 6 из леммы 5.1 (с A ≥ 2γ), получим

[x, σ] ⊂ [τnj ,ij−k−1, τnj ,ij−1] и, следовательно, в промежутке [x, σ] g′nj
имеет пред-

ставление (см. (3.6))

g′nj
(u) = (k − 1)

ij−2∑
i=ij−2k+1

ξiN
(k−1)
nj ,i

(u), u ∈ [x, σ].

Разобьем интеграл S1 на 2 части, т.е. S1 = S1,1+S1,2, соответствующие индексам

i ̸= ij − k и i = ij − k в приведенном выше представлении g′nj
на [x, σ]. Заметим,

что [τnj ,ij−k−1, τnj ,ij−k] ⊂ D
(k−1)
nj ,i

для ij − 2k + 1 ≤ i < ij − k и Lj ⊂ D
(k−1)
nj ,i

для

ij − k < i ≤ ij − 2. Следовательно, согласно свойствам 3 из 6 из леммы 5.1 и

k-регулярности последовательности узлов на торе T, имеем

|D(k−1)
nj ,i

| ∼k,γ |Lj | ij − 2k + 1 ≤ i ≤ ij − 2, i ̸= ij − k.

Ввиду k-регулярности (sn) на торе T и определения характеристических ин-

тервалов f̂nj и fnj имеем:

(5.4) |Jnj | ∼k,γ |Ĵnj |.

Таким образом, используя (5.4), лемму 4.1 и рассуждения, аналогичные дока-

зательству (5.3), получаем

(5.5) |S1,1| ∼k,γ |Ĵnj |1/2
∣∣∣ ∫ σ

x

(t− x)

ij−2∑
i=ij−2k+1

i ̸=ij−k

ξiN
(k−1)
nj ,i

(t) dt
∣∣∣ ≲k,γ |Λ0|2 · |Lj |−3/2.
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Более того, для имеем i = ij − k D
(k−1)
nj ,ij−k = Λ0, поэтому получаем

(5.6)

|S1,2| ∼k |Jnj |1/2
∣∣∣ ∫ σ

x

(t− x)ξij−kN
(k−1)
nj ,ij−k(t) dt

∣∣∣
≥ |ξij−k||Jnj

|1/2|Λ0|
∫ σ

x

N
(k−1)
nj ,ij−k(t) dt

= |ξij−k||Λ0||Jnj
|1/2

|D(k−1)
nj ,ij−k|
k − 1

= |ξij−k||Jnj
|1/2 |Λ0|2

k − 1
,

благодаря тому, что t−x ≥ |Λ0| для t ∈ suppN
(k−1)
nj ,ij−k. Поскольку последователь-

ность wj является знакопеременной, см. (4.6), то

|ξij−k| =
|wij−k|+ |wij−k−1|

|D(k−1)
nj ,ij−k|

≥
|wij−k|

|D(k−1)
nj ,ij−k|

.

Согласно определению wij−k,

|wij−k| ≥ |αij−k||aij−k,ij−k|,

где αij−k — множитель из формулы (4.4), а aij−k,ij−k — запись обратной мат-

рицы Грама B-сплайна, оба соответствующие разбиению Tnj . Из формул (4.4) и

(5.1) следует, что αij−k ограничена снизу положительной постоянной, зависящей

только от k и γ.1 Более того, |aij−k,ij−k| ≥ ∥N (k)
nj ,ij−k∥

−2
2 ≳k |D(k)

nj ,ij−k|−1, см. (3.5).

Заметим, что D
(k)
nj ,ij−k = Λ0∪Lj , так что |D(k)

nj ,ij−k| ∼k,γ |Lj |. Итак, |ξij−k| ≳k,γ

|Λ0|−1|Lj |−1. Вставляя приведенные выше вычисления в (5.6), из (5.4) находим

(5.7) |S1,2| ≳k,γ |Jnj |1/2
|Λ0|
|Lj |

∼k,γ |Λ0||Lj |−1/2.

Далее оцениваем абсолютное значение S2 сверху. Поскольку и gnj
, и ĝnj

содер-

жатся в линейной оболочке функций (N
(k)∗
nj ,v )

nj−1
v=−k = (N∗

v )
nj−1
v=−k, имеем следующее

представление:

u := gnj − ĝnj =

nj−1∑
v=−k

βvN
∗
v ,

где коэффициенты βv выбраны так, чтобы это равенство выполнялось. Опреде-

лив множество граничных индексов B в Tnj
формулой

B = {−k, . . . ,−1} ∪ {nj − k, . . . , nj − 1} ⊂ {−k, . . . , nj − 1},

1Формула (4.4) применяется для Tn = Tnj и соответствует τi0 = τnj ,ij . Тогда [τi0−1, τi0 ] =

Lj и [τi0 , τi0+1] = Rj . Ввиду k-регулярности и |Λ0 ∪ Lj | ∼k,γ |Lj |, каждый знаменатель в (4.4)
равен ∼k,γ |Lj |. Каждый числитель в (4.4) больше, чем Lj или Rj , поэтому в силу (5.1) и
k-регулярности он также ∼k,γ |Lj |.
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замечаем, что для v ∈ Bc,

βv = ⟨u,Nv⟩ = ⟨gnj
− ĝnj

, Nv⟩ = ⟨gnj
, Nv⟩ − ⟨ĝnj

, N̂v⟩ = αv − α̂v = 0,

где последнее равенство следует из того, что αv = α̂v для всех индексов v в

данном определении Tnj (см. (4.4) и (4.9)).

Таким образом, функция u = gnj
− ĝnj

может быть представлена как

(5.8) u =
∑
v∈B

βvN
∗
v .

Теперь оценим коэффициенты βv для v ∈ B по лемме 4.2:

|βv| = |⟨gnj
− ĝnj

, Nv⟩| = |⟨ĝnj
, Nv⟩|

=
∣∣∣ nj−1∑

i=0

ŵi⟨N̂i, Nv⟩
∣∣∣ ≲k

nj−1∑
i=0

|ŵi| · | supp N̂i ∩ suppNv|

≲
nj−1∑
i=0

qd̂(i,ij)
ij

max
m=ij−k

1

max(| supp N̂i|, | supp N̂m|)
· | supp N̂i ∩ suppNv|

≤
∑

i:| supp N̂i∩suppNv|>0

qd̂(i,ij)

и, так как v ∈ B = {−k, . . . ,−1} ∪ {nj − k, . . . , nj − 1}, то

(5.9) |βv| ≲k qd̂(0,ij) ≲k qnj/2, v ∈ B.

Теперь, в силу (5.4), получаем:

S2 ∼k,γ |Ĵnj
|1/2

∣∣∣∣∫ σ

x

(x− t)(ĝnj
(t)− gnj

(t))′ dt

∣∣∣∣
= |Ĵnj

|1/2
∣∣∣∣∫ σ

x

(x− t)

(∑
v∈B

βv

nj−1∑
ℓ=−k

av,ℓN
(k)
nj ,ℓ

(t)

)′

dt

∣∣∣∣
= (k − 1)|Ĵnj |1/2

∣∣∣∣∫ σ

x

(x− t)
∑
v∈B

βv

ij−2∑
ℓ=ij−2k+1

(av,ℓ − av,ℓ−1)
N

(k−1)
nj ,ℓ

(t)

|D(k−1)
nj ,ℓ

|
dt

∣∣∣∣.
Далее, из выше указанного выражения разделив последнее представление (ĝnj

(t)−
gnj

(t))′ на две части и, используя неравенство треугольника, получим

S2 ≲k,γ |Ĵnj
|1/2

∣∣∣∣∫ σ

x

(x− t)
N

(k−1)
nj ,ij−k(t)

|Λ0|
∑
v∈B

βv(av,ij−k − av,ij−k−1) dt

∣∣∣∣
+ |Ĵnj

|1/2
∣∣∣∣∫ σ

x

(x− t)
∑
v∈B

βv

ij−2∑
ℓ=ij−2k+1,

ℓ ̸=ij−k

(av,ℓ − av,ℓ−1)
N

(k−1)
nj ,ℓ

(t)

|D(k−1)
nj ,ℓ

|
dt

∣∣∣∣
=: V1 + V2.
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Начнем с оценки первого слагаемого. В силу (5.9) и Теореме 3.1 получаем

V1 ≲k,γ |Lj |1/2
∫ σ

x

|Λ0|qnj/2

(
max
v∈B

q|ij−k−v|

hij−k,v

)
N

(k−1)
nj ,ij−k(t)

dt

|Λ0|

≲k,γ |Lj |1/2qnj |Λ0|max
v∈B

1

hij−k,v
.

Ввиду того, что hij−k,v = | conv(suppN (k)
nj ,ij−k ∪ suppN

(k)
nj ,v)|, имеем hij−k,v ≳k,γ

|Lj | для любого v ∈ B. Поэтому,

(5.10) V1 ≲k,γ |Lj |−1/2|Λ0|qnj .

Теперь оценим второе слагаемое сверху. Заметим, что либо Lj ⊂ D
(k−1)
nj ,ℓ

, либо

[σnj ,ij−k−1, σnj ,ij−k] ⊂ D
(k−1)
nj ,ℓ

для всех индексов ℓ, удовлетворяющих ℓ ̸= ij − k

и ij − 2k + 1 ≤ ℓ ≤ ij − 2. Следовательно, по свойству 3 из леммы 5.1, для этих

индексов ℓ получаем

|D(k−1)
nj ,ℓ

| ≳γ |Lj |.(5.11)

Таким образом, согласно (5.11), (5.9) и теореме 3.1 имеем

V2 ≲k,γ |Lj |1/2
∫ σ

x

|Λ0|qnj/2

(
max
v∈B

ij−2
max

ℓ=ij−2k,
ℓ ̸=ij−k

q|ℓ−v|

hℓ,v

)
1

|Lj |

ij−2∑
ℓ=ij−2k+1,

ℓ ̸=ij−k

N
(k−1)
nj ,ℓ

(t) dt

≲k,γ |Lj |−3/2|Λ0|2qnj .

Теперь мы зададим условия на постоянную A ≥ 2γ из начала доказательства

и свойство 6 в лемме 5.1. Из (5.7), (5.5), (5.3), (5.10) и оценки для V2 следует,

что существуют CI2
k,γ , C

S1,1

k,γ , C
S1,2

k,γ , CV1

k,γ > 0 и CV2

k,γ > 0, зависящие только от k и γ

такие, что

4|Λ0||anj
(ϕ)| ≥ |I1| − |I2| = |S1 + S2| − |I2| = |(S1,1 + S1,2) + S2| − |I2|

≥ |S1,2| − |S1,1| − |S2| − |I2| ≥ C
S1,2

k,γ |Λ0||Lj |−1/2 − C
S1,1

k,γ |Λ0|2|Lj |−3/2

− CV1

k,γ |Λ0||Lj |−1/2qnj − CV2

k,γ |Λ0|2|Lj |−3/2qnj − CI2
k,γ |Λ0|2|Lj |−3/2

а значит,

4|Λ0||anj
(ϕ)| ≥ |Λ0||Lj |−1/2((C

S1,2

k,γ − CV1

k,γq
nj )− (CV2

k,γq
nj + C

S1,1

k,γ + CI2
k,γ)|Λ0||Lj |−1).

Существует индекс N1(k, γ) такой, что для всех nj ≥ n0 ≥ N1(k, γ)

C
S1,2

k,γ − CV1

k,γq
nj ≥

C
S1,2

k,γ

2
.
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По свойству 6 из леммы 5.1 имеем |Λ0||Lj |−1 ≤ 1/A. Выбирая A достаточно

большим, чтобы обеспечить

C
S1,2

k,γ

2
−

CV2

k,γq
nj + C

S1,1

k,γ + CI2
k,γ

A
≥

C
S1,2

k,γ

4
,

мы получаем постоянную mk,γ , зависящую только от k и γ, такую, что

(5.12) mk,γ |Lj |−1/2 ≤ |anj
(ϕ)|, j = 0, . . . , ℓ− 1.

Далее, оценим
∫
Rj

|ĝnj
(t)|dt снизу. По неравенству треугольника имеем:∫

Rj

|ĝnj
(t)|dt ≥

∫
Rj

|gnj
(t)|dt−

∫
Rj

|gnj
(t)− ĝnj

(t)|dt =: Q1 −Q2.

Теперь воспользуемся предложением 3.1, свойством 6 из леммы 5.1 и k-регуляр-

ностью последовательности точек (sn) на торе T, чтобы получить

Q1 =

∫
Rj

|gnj (t)|dt ≳k,γ |Rj ||wij |,

где wij соответствует разбиению Tnj
. По определению wij ,∫

Rj

|gnj
(t)|dt ≳k,γ |Rj ||αij ||aij ,ij |.

По аргументам, аналогичным вышеприведенным, |αij | ограничена снизу по-

стоянной, зависящей только от k и γ, а |aij ,ij | ≳k |D(k)
nj ,ij

|−1. В силу k-регулярности

на торе получим |Rj | ∼k,γ |D(k)
nj ,ij

|, следовательно∫
Rj

|gnj
(t)|dt ≳k,γ 1,(5.13)

Далее оценим Q2 сверху, использую те же аргументы, что и выше, а также

тот факт, что hi,v ≥ |Rj | для v ∈ B и i ∈ {i : Rj ⊂ suppN
(k)
nj ,i

}

∫
Rj

|ĝnj (t)− gnj (t)|dt =
∫
Rj

∣∣∣∣∑
v∈B

βv

∑
i:Rj⊂suppN

(k)
nj,i

av,iN
(k)
nj ,i

(t)

∣∣∣∣ dt
≲k

∫
Rj

qnj/2 max
i:Rj⊂suppN

(k)
nj,i

max
v∈B

q|i−v|

hi,v
dt ≲k qnj .(5.14)

Объединив (5.13) и (5.14), получим∫
Rj

|ĝnj
(t)|dt ≥ Ck,γ − Ckq

nj .(5.15)

Итак, существует индекс N2(k, γ) такой, что для всех nj ≥ n0 ≥ N2(k, γ)∫
Rj

|ĝnj
(t)|dt ≳k,γ 1,
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что для f̂nj
означает∫

Rj

|f̂nj (t)|dt ≳k,γ |Ĵnj |1/2 ≳k,γ |Lj |1/2.(5.16)

Теперь выберем N(k, γ) = max{N1(k, γ), N2(k, γ), N(k)}. Это гарантирует, что с

самого начала все оценки будут верными. Объединив (5.16) с (5.12) и свойством

1 из леммы 5.1,∫ 1

0

sup
n

|an(ϕ)f̂n(t)|dt ≥
ℓ−1∑
j=0

∫
Rj

|anj
(ϕ)f̂nj

(t)|dt ≳k,γ ℓ.

Эта схема применима к каждому натуральному числу ℓ, доказывая утверждение

предложения для |Λ0| > 0.

Случай |Λ0| = 0 рассматривается аналогично, с той лишь разницей, что пе-

риодический атом ϕ определяется как центрированный в точке σn0,i0−1, а длина

носителя достаточно мала, в зависимости от ℓ и |L0|. □

Используя предложения 5.1 и 5.2, приведем доказательство теоремы 2.4.

Доказательство теоремы 2.4. Пусть (f̂n), соответствующая последовательно-

сти узлов (sn), является безусловным базисом в H1(T). Докажем от противного.

Во-первых, если (sn) не удовлетворяет условию k-регулярности на торе T, то

(f̂n) не является базисом в H1(T) по теореме 2.3. Таким образом, осталось рас-

смотреть случай, когда (sn) удовлетворяет условию k-регулярности на торе T,

но не удовлетворяет условию (k − 1)-регулярности. Тогда, вновь по теореме 2.3

(f̂n) является базисом в H1(T). Значит для f =
∑

anf̂n и ε ∈ {−1, 1}N функция

fε :=
∑

εnanf̂n также принадлежит H1(T). Поскольку ∥ · ∥L1(T) ≤ ∥ · ∥H1(T), ряд∑
anf̂n также сходится безусловно в L1(T), и, следовательно, из предложения

5.1 (т.е. неравенства Хинчина) имеем

∥Sf∥L1(T) ≲ sup
ε

∥fε∥L1(T) ≤ sup
ε

∥fε |H1(T) ≲ ∥f∥H1(T),

что невозможно в силу предложения 5.2 даже для атомов. □

Abstract. A geometric characterization of sequences of knots (sn) is given, which

is a necessary condition for the corresponding periodic orthonormal spline system of

arbitrary order k, k ∈ N to be an unconditional basis in the atomic Hardy space

H1(T)
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О МНОЖИТЕЛЯХ ВЕЙЛА ДЛЯ ОБЩИХ СИСТЕМ
ХААРА И ФРАНКЛИНА

Г. ГЕВОРКЯН

Ереванский государственный университет1
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Аннотация. В работе сравниваются сходимость (абсолютная сходимость)
почти всюду (п.в.) рядов по общим системам Хаара и Франклина, соответ-
ствующим слабо регулярному разбиению отрезка [0, 1]. Доказано, что если
ряд по общей системе Хаара расходится (абсолютно расходится) на множе-
стве E, ряд по общей системе Франклина с теми же коэффициентами п.в.
расходится (абсолютно расходится) на E. Как следствие получено, что если
последовательность ωn не является множителем Вейля для безусловной схо-
димости п. в. рядов по общей системе Хаара, то она не является множителем
Вейля для безусловной сходимости п. в. рядов по общей системе Франклина.

MSC2020 number: 42C10; 43A15.

Ключевые слова: общая система Хаара; общая система Франклина; множи-
тель Вейля; безусловная сходимость; сходимость почти всюду.

1. Введение

В настоящей статье ωn-неубывающая последовательность положительных чи-

сел. Последовательность {ωn}∞n=1 называется множителем Вейля для сходимости

почти всюду (п. в.) рядов по системе {φn(t)}∞n=1, если условие

(1.1)
∞∑

n=1

a2nωn <∞

гарантирует сходимость п. в. ряда
∑∞

n=1 anφn(t). Последовательность {ωn}∞n=1

называется множителем Вейля для безусловной сходимости п. в. рядов по систе-

ме {φn(t)}∞n=1, если выполнение (1.1) гарантирует безусловную сходимость п. в.

ряда
∑∞

n=1 anφn(t).

П.Л. Ульянов доказал (см. [1], [2]), что последовательность {ωn}∞n=1 является

множителем Вейля для безусловной сходимости п. в. рядов по системе Хаара,

1Работа выполнена при финансовой поддержке комитета по науке министерсрва ОНКС
Республики Армения (грант № 21T-1A055).
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тогда и только тогда, когда выполняется

(1.2)
∞∑

n=1

1

nωn
<∞.

В работе [3] автором доказано, что последовательность {ωn}∞n=1 является мно-

жителем Вейля для безусловной сходимости п. в. рядов по системе Франклина

тогда и только тогда, когда выполняется (1.2).

Теорему Орлича о множителях Вейля для безусловной сходимости почти всю-

ду(см. напр. [4]) П.Л. Ульянов в эквивалентной, но в более простой форме, сфор-

мулировал и доказал в работе [2]: если последовательность {ωn}∞n=1 удовлетво-

ряет условию
∞∑

n=1

1

ωnn lnn
<∞,

то последовательность {ωn}∞n=1 является множителем Вейля для безусловной

сходимости п. в. рядов по любой ортонормированной системе.

В настоящей работе исследуются множители Вейля для общих систем Хаара и

Франклина (определения этих систем даны в следующем разделе). В частности,

доказано, что для любой неограниченной последовательности ωn существуют

общие системы Хаара и Франклина для которых ωn является множителем Вейля

для безусловной сходимости п. в. рядов по этим системам.

В связи с этим отметим один результат П. Л. Ульянова [5] и А. М. Олевско-

го [6]. Они независимо доказали, что для любой полной и ортонормированной в

L2[0, 1] системы существует функция из L2[0, 1], ряд Фурье которой по этой си-

стеме п. в. расходится после некоторой перестановки. Следовательно, ограничен-

ная последовательность ωn не может быть множителем Вейля для безусловной

сходимости п. в. рядов по полной ортонормированной системе.

Договоримся о некоторых обозначениях.

• mes(A)-мера Лебега множества A,

• |∆|-длина (мера) интервала ∆,

• χA(x)-характеристическая функция множества A,

• c1, c2, ..., cγ , cp, ...-положительные постоянные зависящие только от своих

индексов,

• a ∼γ b - существуют такие положительные постоянные cγ,1 и cγ,2, что

cγ,1b ≤ a ≤ cγ,2b,

• ∥f∥p-норма функции f в Lp(0, 1), 1 ≤ p ≤ ∞,
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• ∥f∥p,A-норма функции f в Lp(A), 1 ≤ p ≤ ∞,

2. Определение общих систем Хаара и Франклина

и формулировка теорем

Следуя работе [7] определим общую систему Франклина.

Определение 2.1. Последовательность точек T = {tn : n ≥ 0} назовем допу-

стимой, если t0 = 0, t1 = 1, tn ∈ (0, 1) для любого n ≥ 2, T всюду плотно в [0, 1]

и каждая точка t ∈ (0, 1) встречается в T не более чем два раза.

Пусть T = {tn : n ≥ 0} допустимая последовательность. Для n ≥ 1 обозна-

чим Tn = {ti : 0 ≤ i ≤ n}. Пусть πn получается из Tn неубывающей переста-

новкой: πn = {τn,i : τn,i ≤ τn,i+1, 0 ≤ i ≤ n}, πn = Tn. Тогда через Sn обозначим

пространство функций, определенных на [0, 1], непрерывных слева, линейных

на (τn,i, τn,i+1) и непрерывных в τn,i, если τn,i−1 < τn,i < τn,i+1, для любого

i = 0, 1, . . . , n. Ясно, что dimSn = n+1 и Sn−1 ⊂ Sn. Следовательно, существует

(с точностью до знака) единственная функция fn ∈ Sn, которая ортогональна

Sn−1 и ∥fn∥2 = 1. Эту функцию назовем n-ной функцией Франклина, соответ-

ствующей разбиению (последовательности) T.

Определение 2.2. Общая система Франклина {fn : n ≥ 0} соответствующая

разбиению T определяется по правилу

f0 (t) = 1, f1 (t) =
√
3 (2t− 1) ,

и для n ≥ 2, fn есть n-ная функция Франклина, соответствующая разбие-

нию T.

Назовем разбиение простым, если каждая точка t ∈ (0, 1) встречается в T не

более чем один раз. В дальнейшем мы будем исследовать только случай простых

разбиений.

Отметим, что когда tn =
2m− 1

2k+1
, где n = 2k +m, k = 0, 1, 2, ..., m = 1, 2, ..., 2k,

получается классическая система Франклина, эквивалентным образом опреде-

ленной в [8].

Известно, что эта система безусловный базис в Lp([0, 1]), 1 < p < ∞, при

любом разбиении (см.[9]), базис в L([0, 1]) и базис в C[0, 1], если разбиение простое

(см.[10]).
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В разных работах об общей системе Франклина рассмотрены последователь-

ности T, удовлетворяющие разным условиям регулярности. Здесь мы рассмат-

риваем простые разбиения, удовлетворяющие условию слабой регулярности.

Обозначим ∆0 = ∆1 = [0, 1], а для n ≥ 2 обозначим

t−n := max{ti : ti < tn, i < n}, t+n := min{ti : ti > tn, i < n},

(2.1) ∆n := [t−n , t
+
n ], ∆+

n := [t−n , tn], ∆−
n := [tn, t

+
n ],

∆n
i := [τn,i−1, τn,i], n = 1, 2, ..., i = 1, 2, ..., n.

Определение 2.3. Последовательность (разбиение) T назовем слабо регуляр-

ной с параметром γ > 1, если

γ−1 ≤ |∆−
n |

|∆+
n |

≤ γ для всех n.

Определение 2.4. Последовательность (разбиение) T назовем сильно регуляр-

ной с параметром γ > 1, если

γ−1 ≤ τn,i − τn,i−1

τn,i+1 − τn,i
≤ γ для всех n, i.

Для слабо регулярной последовательности T с параметром γ в работе [7] до-

казаны, что

(2.2) ∥fn∥p ∼γ,p ∥fn∥∆n
∼γ,p |∆n|

1
p−

1
2 , 1 ≤ p ≤ ∞

и

(2.3) ∥fn∥∞ ∼γ |fn(tn)|.

Система Хаара {hn(x)}∞n=1, соответствующая простому разбиению T, определ-

яется следующим образом: h1(x) = 1, когда x ∈ [0, 1], а для n ≥ 2 определяется

формулой

hn(x) =



√
|∆−

n |
|∆+

n |
1√
|∆n|

, когда x ∈ ∆+
n ,

−
√

|∆+
n |

|∆−
n |

1√
|∆n|

, когда x ∈ ∆−
n ,

0, когда x /∈ ∆n.

Для функций Хаара, соответствующим слабо регулярному разбиению T с па-

раметром γ выполняются следующие соотношения

(2.4) ∥hn∥p = ∥hn∥∆n
∼γ,p |∆n|

1
p−

1
2 , 1 ≤ p ≤ ∞.
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Кроме того, из слабой регулярности T следует, что

(2.5) ∥hn∥∞ ∼γ ∥hn∥∞,∆+
n
∼γ ∥hn∥∞,∆−

n
.

Когда tn =
2m− 1

2k+1
, где n = 2k + m, k = 0, 1, 2, ..., m = 1, 2, ..., 2k, то общая

система Хаара совпадает с классической системой Хаара, определенной в [11].

Верны следующие теоремы.

Теорема 2.1. Пусть T слабо регулярное разбиение отрезка [0, 1] и {hn(x)}∞n=1,

{fn(x)}∞n=0 являются общими системами Хаара и Франклина, соответствую-

щие разбиению T. Тогда, если
∞∑

n=1

|anhn(x)| = +∞, когда x ∈ E,

то

(2.6)
∞∑

n=1

|anfn(x)| = +∞, п.в. на E.

Теорема 2.2. Пусть T слабо регулярное разбиение отрезка [0, 1] и {hn(x)}∞n=1,

{fn(x)}∞n=0 являются общими системами Хаара и Франклина, соответству-

ющие разбиению T. Тогда, если ряд
∑∞

n=1 anhn(x) при некоторой перестановке

расходится на множестве E, то существует перестановка ряда
∑∞

n=1 anfn(x),

которая почти всюду расходится на E.

Теорема 2.3. Пусть T слабо регулярное разбиение отрезка [0, 1] и {hn(x)}∞n=1,

{fn(x)}∞n=0 являются общими системами Хаара и Франклина соответствую-

щие разбиению T. Если последовательность ωn не является множителем Вей-

ля для безусловной сходимости п. в. рядов по общей системе Хаара, то она не

является множителем Вейля для безусловной сходимости п. в. рядов по общей

системе Франклина.

Теорема 2.4. Для любой неубывающей и неограниченной последовательности

ωn существует такое сильно регулярное разбиение T, что для соответствую-

щей общей системы Франклина (Хаара) ωn является множителем Вейля для

безусловной сходимости п. в. рядов по общей системе Франклина (Хаара).

Теорема 2.5. Если ряд
∑∞

n=1 anhn(x) по классической системе Хаара расходит-

ся на множестве E, то ряд
∑∞

n=1 anfn(x) по классической системе Франклина

расходится п.в. на E.
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3. Вспомогательные леммы

Пусть T слабо регулярное разбиение отрезка [0, 1] с параметром γ и {hn(x)}∞n=1,

{fn(x)}∞n=0 являются общими системами Хаара и Франклина соответствующие

разбиению T. Верна следующая лемма.

Лемма 3.1. Существуют такие постоянные cγ,1 cγ,2, что если для некоторого

полинома по система Хаара
∑

k:∆k⊂∆n
akhk(x) выполняется

(3.1)
∑

k:∆k⊂∆n

|akhk(x)| ≥ 1, когда x ∈ ∆n,

то

(3.2) mes

{
x ∈ ∆n :

∑
k:∆k⊂∆n

|akfk(x)| > cγ,1

}
≥ cγ,2|∆n|.

Доказательство. Обозначим

(3.3) f̃k(x) =


1

|∆k|
∫
∆k

|fk(t)|dt, когда x ∈ ∆k,

0, когда x /∈ ∆k.

Из (3.3), (2.2), (2.4) и (2.5) следует, что если x ∈ ∆k, то

(3.4) f̃k(x) =
∥fk∥1,∆k

|∆k|
∼γ |∆n|−

1
2 ∼γ |hk(x)|.

Из (3.4) и (3.1) имеем∑
k:∆k⊂∆n

|ak|f̃k(x) ≥ cγ,3, когда x ∈ ∆n.

Из (2.3) и линейности функции fk(x) на интервалах ∆+
k , ∆−

k следует, что

(3.5) |fk(x)| ≤ cγ f̃k(x), если x ∈ ∆k.

Пусть

I := {k : ∆k ⊂ ∆n, ∥akhk∥∞ ≥ 1}, PI(x) =
∑
k∈I

|ak|f̃k(x),

J := {k : ∆k ⊂ ∆n : ∥akhk∥∞ < 1}, PJ(x) =
∑
k∈J

|ak|f̃k(x),

и

A :=
⋃
k∈I

∆k, B := ∆n\A.

Учитывая (2.3) и линейность функции fn на отрезках ∆+
n и ∆−

n , из (3) получим

mes{x ∈ ∆k : |akfk(x)| > cγ,1} > cγ,2|∆k|, когда k ∈ I.
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Следовательно

(3.6) mes

{
x ∈ A :

∑
k∈I

|akfk(x)| > cγ,1

}
> cγ,4mes(A).

Если mes(A) ≥ 1
2 |∆n|, то из (3.6) следует (3.2). А если mes(A) < 1

2 |∆n|, то

textrmmes(B) ≥ 1
2 |∆n| и∑

k∈J

|akhk(x)| ≥ 1, когда x ∈ B.

Пусть

τ(x) := min{m :
∑

k≤m:k∈J

|akhk(x)| > 1}.

Тогда

P1(x) :=
∑

k≤τ(x):k∈J

akhk(x) =:
∑
k∈Q

akhk(x)

является “подполином”-ом полинома PJ(x) и выполняется (см. (2.5))

(3.7) 1 ≤
∑
k∈Q

|akhk(x)| ≤ cγ,5 когда x ∈ B.

Обозначим

(3.8) fn(x) := fn(x)χ∆n
(x).

Тогда из первого неравенства (3.7) следует (см. (3.4))

(3.9)

mes(B) ≤
∫
B

∑
k∈Q

|akhk(x)|dx ≤ cγ,6

∫
B

∑
k∈Q

|ak|f̃k(x)dx ≤ cγ,6

∫
∆n

∑
k∈Q

|akfk(x)|dx.

А из второго неравенства (3.7) следует (см. (3.4) и (3.5))

(3.10)
∑
k∈Q

|akfk(x)| ≤ cγ
∑
k∈Q

|akf̃k(x)| < cγ,7.

Из (3.9), (3.10) следует существование такого cγ,8, что

(3.11) mes{x ∈ B :
∑
k∈Q

|akfk(x)| > cγ,8} > cγ,9mes(B) ≥ cγ,9
2

|∆n|.

Из (3.8) и (3.11) имеем

mes{x ∈ ∆n :
∑
k∈Q

|akfk(x)| > cγ,8} ≥ mes{x ∈ B :
∑
k∈Q

|akfk(x)| > cγ,8} ≥ cγ,9
2

|∆n|.

Лемма доказана.
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Лемма 3.2. Существуют такие постоянные cγ,9, cγ,10, что если для некото-

рого полинома по система Хаара
∑

k:∆k⊂∆n
akhk(x) выполняется∑

k:∆k⊂∆n

a2kh
2
k(x) ≥ 1, когда x ∈ ∆n,

то

mes

{
x ∈ ∆n :

∑
k:∆k⊂∆n

a2kf
2
k (x) > cγ,1

}
≥ cγ,2|∆n|.

Для доказательства этой леммы нужно вместо функций (3.3) рассмотреть

функции

f̃k(x) =


1

|∆k|
∫
∆k

f2k (t)dt, когда x ∈ ∆k,

0, когда x /∈ ∆k,

и почти дословно повторить рассуждения предыдущей леммы.

4. Доказательство теорем

Доказательство теоремы 2.1. Пусть εm ↓ 0 и

(4.1)
∞∑

m=1

εm <∞.

Найдем числа pm ↑ ∞ (p0 = 1) и множества Em, удовлетворяющие следующим

условиям: (см. (2.1))

(4.2) Em =
⋃

j∈Im

∆
nm
j

j , где nmj > pm,

(4.3) Em ⊂ E mes(Em) > (1− εm)mes(E),

и

(4.4)
pm+1∑

n=pm+1

|anhn(x)| > 1, когда x ∈ Em.

Допустим найдены числа p1, ..., pm и множества E1, ..., Em−1. Тогда
∞∑

n=pm+1

|anhn(x)| = ∞ когда x ∈ E.

Заметим, что если
q∑

n=pm+1

|anhn(x)| > 1 и x ∈ (τq,i−1, τq,i) для некоторого i,
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то
q∑

n=nm−1+1

|anhn(t)| > 1, для любого t ∈ (τq,i−1, τq,i).

Следователно E с точностью до множества меры нуль является обьединением

некоторых интервалов вида (τn,i−1, τn,i). Понятно, что при достаточно большом

pm+1 множество

Em :=

{
x ∈ E :

pm+1∑
n=pm+1

|anhn(x)| > 1

}
удовлетворяет (4.2), (4.3) и выполняется (4.4).

В силу леммы 3.1 имеем

(4.5) mes

{
x ∈ ∆

nm
j

j :

pm+1∑
n=pm+1

|anfn(x)| > cγ,1

}
≥ cγ,2|∆

nj

j | когда j ∈ Im.

Обозначим

E0 :=

∞⋃
q=1

∞⋂
m=q

Em.

Из (4.1) и (4.3) следует, что mes(E\E0) = 0. Мы должны доказать выполнение

(2.6). Допустим обратное

mes

{
x ∈ E0 :

∞∑
n=1

|anfn(x)| <∞

}
> 0.

Тогда для некоторого m0 выполняется

(4.6) mes(D) > 0, где D :=

x ∈ E0 :

∞∑
n=pm0

|anfn(x)| < cγ,1

 .

Из mes(D) > 0 следует, что почти все точки множества D являются точками

плотности множества D. Пусть x0-точка плотности множества D. Тогда суще-

ствует такое n0, что если n ≥ n0, то выполняется

(4.7) mes(D ∩∆n
i ) > (1− cγ,2/2)|∆n

i |, если x0 ∈ ∆n
i .

С другой стороны, если m больше некоторого m0, то x0 ∈ ∆
nm
j

j для некоторого

j и выполняется (4.5). Но это противоречит (4.6), (4.7). Теорема доказана.

Напомним, что для классической системы Хаара безусловная сходимость п.в.

ряда
∑
anhn(x) на множестве E эквивалентна п.в. абсолютной сходимости этого

ряда на E (см. [12]). Дословным повторением доказательства этого утверждения,

можно доказать аналогичное утверждение для общей системы Хаара {hn}∞n=1.

Аналогичное утверждение верно также для любой общей системы Франклина

(см. [13]).
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Доказательство теоремы 2.2. Если ряд
∑∞

n=1 anhn(x) при некоторой пере-

становке расходится на множестве положительной меры E, то
∞∑

n=1

|anhn(x)| = ∞ п.в. на E.

Тогда в силу теоремы 2.1 выполняется
∞∑

n=1

|anfn(x)| = ∞ п.в. на E.

Следовательно ряд
∑∞

n=1 anfn(x) можно переставить так, чтобы п.в. на E рас-

ходился. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2.3. Допустим последовательность ωn не явля-

ется множителем Вейля для общей системы Хаара {hn}∞n=1, соответствующей

слабо регулярному разбиению T. Тогда существует ряд
∑∞

n=1 anhn(x), который

после некоторой перестановки расходится на некотором множестве E положи-

тельной меры и выполняется
∞∑

n=1

a2nωn <∞.

Тогда
∑∞

n=1 |anhn(x)| = ∞ п.в. на E. В силу теоремы 2.1 выполняется
∞∑

n=1

|anfn(x)| = ∞ п.в. на E,

из которого следует п.в. расходимость ряда
∑∞

n=1 anfn(x) на E после некоторой

перестановки. Теорема доказана.

Замечание 4.1. В теоремах 2.2, 2.3 не утверждается расходимость рядов∑∞
n=1 anhn(x) и

∑∞
n=1 anfn(x) при одной и той же перестановке.

Доказательство теоремы 2.4. Допустим ωn неубывающая и неограничен-

ная последовательность. Тогда существует такая последовательность натураль-

ных чисел nk, что

(4.8)
∞∑
k=1

1

ωnk

<∞ и nk+1 > 2nk.

Построим такую слабо регулярную последовательность T, чтобы для соот-

ветветствующей общей системы Франклина (Хаара) ωn являлась множителем

Вейля для безусловной сходимости п.в..
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Последовательность T построим по индукции. Пусть t0 = 0, t1 = 1, для n =

2, 3, ...n1 положим

tn =
tn−1

2
.

Если уже имеем точки tn, n = 1, 2, ...nk, то точки tn, n = nk+1, nk+2, ..., nk+1

построим следующим образом. Точки tn, n = nk+1, nk+2, ..., nk+1 расположены

в убывающем порядке и между двумя соседними точками tn, n = 0, 2, ...nk нахо-

дится одна точка tn, n = nk+1, nk+2, ..., 2nk, которая равна полусумме соседних

точек. Далее

tn :=
tn−1

2
, n = 2nk + 1, ..., nk+1.

Нетрудно убедиться, что таким образом построенная последовательность T

является слабо регулярнoй с параметром γ = 1. Очевидно, что

(4.9) [0, 1] =

nk+1⋃
n=nk+1

∆n, и ∆n

⋂
∆m = ∅, если nk < m < n ≤ nk+1.

Пусть последовательность an удовлетворяет условию

(4.10)
∞∑

n=1

a2nωn <∞.

Тогда

(4.11)
nk+1∑

n=nk+1

∥anfn∥1 ∼
nk+1∑

n=nk+1

|an|
√
ωn

|∆n|
1
2

√
ωn

≤

{
nk+1∑

n=nk+1

a2nωn

} 1
2
{

nk+1∑
n=nk+1

|∆n|
ωn

} 1
2

.

Из (4.9) и (4.11) следует, что

nk+1∑
n=nk+1

∥anfn∥1 ≤ cγ,11

{
nk+1∑

n=nk+1

a2nωn

} 1
2 {

1

ωnk

} 1
2

.

Отсюда и из (4.8), (4.10) следует

(4.12)
∞∑

n=1

∥anfn∥1 ≤ cγ,11

∞∑
k=1

{
nk+1∑

n=nk+1

a2nωn

} 1
2 {

1

ωnk

} 1
2

≤

≤ cγ,11

{ ∞∑
k=1

nk+1∑
n=nk+1

a2nωn

} 1
2
{ ∞∑

k=1

1

ωnk

} 1
2

≤ ∞.

Из (4.12) следует абсолютная, а следовательно и безусловная сходимость п.в. ря-

да
∑∞

n=1 anfn(x). Поэтому ωn является множителем Вейля для системы {fn}∞n=1.

В силу теоремы 2.2 ωn является множителем Вейля для общей системы Хаара

соответствующей последовательности ωn. Теорема доказана.
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Замечание 4.2. Отметим, что обратные к теоремам 2.1-2.3 не верны. Дей-

ствительно, ряд
∞∑
k=1

a2kh2k(x)

сходится в каждой точке, кроме, быть может, в точке x = 1 при любых

коэффициентах. Но если a2k = 1/f2k(1), то ряд
∑∞

k=1 a2kf2k(x) расходится п.в..

Теорема 4.1. Пусть ωn неубывающая и неограниченная последовательность и

ортонормированная система {φn(x)} такова, что infn ∥φn∥1 = 0. Тогда систе-

му {φn(x)} можно переставить так, что ωn будет множителем Вейля для

безусловной сходимости п. в. рядов по системе {φn(t)}∞n=1.

Доказательство. Пусть ωn неубывающая и неограниченная последователь-

ность. Тогда существуют натуральные числа nk ↑ ∞, удовлетворяющие условию
∞∑
k=1

1
√
ωnk

<∞.

С другой стороны существуют такие натуралные числа mk ↑ ∞, что
∞∑
k=1

∥φmk
∥1 <∞.

Систему {φn(x)} переставим следующим образом. Функции φn, n ∈ N\{mk}∞k=1,

расположим под номерамы nk, а функции φn, n ∈ {mk}∞k=1, расположим под но-

мерамы n ∈ N\{nk}∞k=1. Полученную систему обозначим через {ψn}. Тогда, если∑∞
n=1 a

2
nωn <∞, то для некоторого c имеет место

sup
n

|an| < c, и |ank
| < c

√
ωnk

.

Следовательно
∞∑

n=1

∥anψn∥1 =

∞∑
k=1

∥ank
ψnk

∥1 +
∑
n ̸=nk

∥ank
ψnk

∥1

≤
∞∑
k=1

|ank
|+ c

∞∑
k=1

∥φmk
∥1 ≤ c

( ∞∑
k=1

|ank
|+

∞∑
k=1

∥φmk
∥1

)
<∞.

Поэтому ряд
∑∞

n=1 |anψn(x)| п.в. сходится. Теорема доказана.

Теоремы 2.4 и 4.1 указывают на то, что в классе ортогональных систем множи-

тель Вейля для безусловной сходимости п.в. может стремиться к бесконечности

сколь угодно медленно.
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В работе [14] Ф. Г. Арутюняном доказано, что ряд
∑∞

n=1 anhn(x) на множестве

положительной меры п.в. сходится, тогда и только тогда, когда на этом множе-

стве п.в. сходится ряд
∑∞

n=1 a
2
nh

2
n(x). Аналогичная теорема для классической

системы Франклина доказана автором [15].

Доказательство теоремы 2.5. Допустим ряд
∑∞

n=1 anhn(x) на множестве

положительной меры E расходится. Тогда в силу теоремы Ф.Г. Арутюняна [14]

(4.13)
∞∑

n=1

a2nh
2
n(x) = ∞ п.в. на E.

Вместо леммы 3.1 применяя лемму 3.2, аналогично доказательству теоремы

2.1 можно доказать, что из (4.13) следует

(4.14)
∞∑

n=1

a2nf
2
n(x) = ∞ п.в. на E.

В работе [15] доказано, что (4.14) выполняется тогда и только тогда, когда ряд∑∞
n=1 anfn(x) сходится на E п.в.. Следовательно ряд

∑∞
n=1 anfn(x) на множестве

E п.в. расходится. Теорема доказана.

Abstract. In article it is compared the almost everywhere convergence (absolute

convergence) of series in the general Haar and Franklin systems corresponding to

a weak regular partition of the segment [0, 1]. It is proven that if a series in the

general Haar system diverges (absolutely diverges) on the set E, a series in the general

Franklin system with the same coefficients a.e. diverges (absolutely diverges) on E.

As a consequence, it is obtained that if the sequence ωn is not a Weyl multiplier

for unconditional convergence a.e. of series in the general Haar system, then it is

not a Weyl multiplier for the unconditional convergence a.e. of series according to

Franklin’s general system.
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Аннотация. В работе дана классификация нетривиальных дуальных сверх-
тождеств левой и правой дистрибутивности выполняющихся в функционально-
нетривиальных делимых алгебрах. Если в функционально-нетривиальной
делимой алгебре выполняются нетривиальные дуальные сверхтождества ле-
вой и правой дистрибутивности, тогда сврхтождество левой дистрибутивно-
сти будет ранга два и (эквивалентно сверхтождеству) вида

X(x, Y (y, z)) = Y (X(x, y), X(x, z)),

а сверхтождество правой дистрибутивности – сверхтождество ранга два и
(эквивалентно сверхтождеству) вида

X(Y (x, y), z) = Y (X(x, z), X(y, z)).

О классификации нетривиальных сверхтождеств левой и правой дистрибу-
тивности выполняющихся в функционально-нетривиальных q-алгебрах см.
[1]-[4]

MSC2020 number: 20N05.

Ключевые слова: квазигруппа; обратимая алгебра; делимая алгебра; d-алгебра;
формула второго порядка (ступени); сверхтождество.

1. Введение

Сверхтождеством [1]-[4] называется формула 2-ой ступени [5] со специализи-

рованными кванторами:

∀X1...∀Xk∀x1...∀xn(w1 = w2),

где X1, ..., Xk – все функциональные переменные, а x1, ..., xn – все предметные

переменные в словах w1, w2. Число k называется рангом сверхтождества. Од-

нако, сверхтождество (как и обычное тождество) для простоты записывается

без кванторной приставки, понимая его выполнимость в алгебре (Q; Σ), как вы-

полнимость соответствующей формулы 2-ой ступени со специализированными

1Исследование первого автора частично финансировано коммитетом по науке Республики
Армения, гранты: 10-3/1-41, 21T-1A213.
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кванторами ∀X1, ...,∀Xk. Специализация здесь заключается в том, что каждая

функциональная переменная Xi принимает любое значение из Σ соответствую-

щей арности.

Сверхтождество w1 = w2 называется нетривиальным, если в нем участвуют

хотя бы две различные функциональные переменные, т.е. когда ранг сверхтож-

дества больше 1. Тривиальными называются сверхтождества ранга 1.

Множество всех предметных (функциональных) переменных слова w обозна-

чим через [w] (соответственно, через ]w[). Функциональная переменная X назы-

вается сингулярной в сверхтовдестве, если в нем встречается всего один раз и

справедливо хотя бы одно из следующих условий [1]:

1) в подслове w = X(w1, w2) существуют предметные переменные x ∈ [w1] и

y ∈ [w2] такие, что каждая из них в подслове w встречается лишь один раз;

2) подслово w = X(w1, w2) имеет вид X(w1, x) или X(x,w2) и существует

предметная переменная y ∈ [w], отличная от x и встречающаяся в подслове w

всего один раз.

Алгебра с бинарными операциями называется бинарной алгеброй. Бинарная

алгебра (Q; Σ) называется функционально-нетривиальной, если |Σ| > 1.

Бинарная алгебра (Q; Σ) называется:

1) дистрибутивной, если она удовлетворяет следующим сверхтождествам дис-

трибутивности:

X(x, Y (y, z)) = Y (X(x, y), X(x, z)), X(Y (x, y), z) = Y (X(x, z), X(y, z));

2) идемпотентной, если она удовлетворяет сверхтождеству идемпотентности:

X(x, x) = x;

3) коммутативной, если она удовлетворяет сверхтождеству коммутативности:

X(x, y) = X(y, x);

4) сверхассоциативной, если она удовлетворяет следующему сверхтождеству ас-

социативности:

X(x, Y (y, z)) = Y (X(x, y), z)).

Пустьa ∈ Q, X ∈ Σ, определим следующие отображения: La,X(x) = X(a, x),

Ra,X(x) = X(x, a) для всех x ∈ Q. Скажем, что (Q; Σ) лево (право)- сократи-

мая (делимая, обратимая) алгебра, если отображения La,X (Ra,X) - инъекции
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(сюръекции, биекции) для всех X ∈ Σ и a ∈ Q. Алгебра называется сократимой

(делимой, обратимой), если она лево - и право-сократимая (делимая, обратимая)

алгебра.

Алгебра (Q; Σ) называется лево-регулярной, если из равенстваX(c, a) = X(c, b),

где a, b, c ∈ Q, X ∈ Σ, следует равенство X(x, a) = X(x, b) для любого x ∈ Q.

Двойственным образом определяется право регулярная алгебра: из равенства

X(a, c) = X(b, c), где a, b, c ∈ Q, X ∈ Σ, следует равенство X(a, x) = X(b, x) для

любого x ∈ Q. Алгебра называется регулярной, если она одновременно лево - и

право-регулярна.

Алгебра (Q; Σ) называется лево-точной (или точной слева), если из равенства

Ra,X = Rb,X , где a, b ∈ Q, X ∈ Σ, следует, что a = b, т.е. из равенств X(x, a) =

X(x, b) для всех x ∈ Q следует, что a = b. Двойственным образом определяется

право-точная алгебра: из равенства La,X = Lb,X , где a, b ∈ Q, X ∈ Σ, следует, что

a = b. Алгебра называется точной, если она одновременно лево - и право-точная.

Очевидно, что алгебра лево (право) - сократима тогда и только тогда, когда

она лево (право) - точна и лево (право) - регулярна. Легко видеть, сто справед-

лива

Лемма 1.1. (i) Класс лево (право) - точных алгебр замкнут относительно

декартовых произведений;

(ii) Класс лево (право) - регулярных алгебр замкнут относительно декарто-

вых произведений.

Пусть (Q; Σ) – бинарная алгебра. Непустое подмножество I ⊆ Q называется

правым (левым) идеалом алгебры (Q; Σ), если для любой операции A ∈ Σ и

для любых x ∈ Q, a ∈ I справедливы включения: A(a, x) ∈ I (A(x, a) ∈ I).

Двусторонним идеалом или просто идеалом называется подмножество I ⊆ Q,

являющееся и левым, и правым идеалом.

Пусть (Q; Σ) бинарная алгебра. Введем следующеие обозначения:

Id(Q) = {x ∈ Q|∀X ∈ Σ, X(x, x) = x}, ) Id∃(Q) = {x ∈ Q|∃X ∈ Σ, X(x, x) = x}.

Предложение 1.1. Пусть (Q; Σ) – дистрибутивная алгебра. Тогда:

(1) Если Id(Q) не пусто, то Id(Q) является идеалом алгебры (Q; Σ);

(2) Id∃(Q) ̸= ∅ и является идеалом алгебры (Q; Σ);
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(3) X(x, Y (y, z)), X(Y (x, y), z) ∈ Id∃(Q) для всех X,Y ∈ Σ, x, y, z ∈ Q.

Доказательство. (1) Пусть x ∈ Id(Q) и a ∈ Q, тогда для любых операцийX,Y ∈
Σ имеем:

X(a, x) = X(a, Y (x, x)) = Y (X(a, x), X(a, x)),

т.е. X(a, x) ∈ Id(Q).

(2) Для любого X ∈ Σ и для любого x ∈ Q имеем X(x,X(x, x)), X(X(x, x), x) ∈
Id∃Q, поскольку

X(x,X(x, x)) = X(X(x, x), X(x, x)) = X(X(x,X(x, x)), X(x,X(x, x)).

следовательно, Id∃Q не пусто. Аналогично устанавливается, что X(X(x, x), x) ∈
Id∃Q.

Для произвольных элементов x ∈ Id∃Q и a ∈ Q покажем, чтоX(a, x), X(x, a) ∈
Id∃Q для всех операций X ∈ Σ. Поскольку x ∈ Id∃Q то существует операция

Y ∈ Σ такая, что Y (x, x) = x и, следовательно,

Y (X(a, x), X(a, x)) = X(a, Y (x, x)) = X(a, x).

Точно также показывается, что X(x, a) ∈ Id∃Q. Таким образом, Id∃Q – идеал

алгебры (Q; Σ).

(3) В начале покажем, что Y (x,X(x, x)), Y (X(x, x), x) ∈ Id∃Q для всех X,Y ∈
Σ и любого x ∈ Q.

Y (x,X(x, x)) = X(Y (x, x), X(x, x)) = Y (X(x, Y (x, x)), X(x, Y (x, x)))

= X(Y (X(x, Y (x, x)), x), Y (X(x, Y (x, x)), Y (x, x))) =

= X(X(Y (x, x), Y (Y (x, x), x)), Y (X(x, Y (x, x)), Y (x, x))),

учитывая, что Y (Y (x, x), x) ∈ Id∃Q и Id∃Q идеал, получим включение Y (x,X(x, x)) ∈
Id∃Q. Аналогично доказывается, что Y (X(x, x), x) ∈ Id∃Q.

Теперь покажем, что X(x, Y (y, z)) ∈ Id∃(Q) для всех X,Y ∈ Σ, x, y, z ∈ Q.

Действительно,

Y (x,X(y, z)) = X(Y (x, y), Y (x, z)) = Y (X(Y (x, y), x), X(Y (x, y), z)) =

= Y (Y (X(x, x), X(y, x)), X(Y (x, y), z)) =

= Y (X(Y (X(x, x), y), Y (X(x, x), x)), X(Y (x, y), z)),
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и учитывая, что Y (X(x, x), x) ∈ Id∃Q, получим включение Y (x,X(y, z)) ∈ Id∃Q.

Аналогично доказывается, что Y (X(x, y), z) ∈ Id∃Q для любых X,Y ∈ Σ и

x, y, z ∈ Q. □

Поскольку делимый группоид не имеет собственных идеалов, то получаем

следующее следствие.

Следствие 1.1. Дистрибутивный делимый группоид – идемпотентен.

Бинарная алгебра (Q; Σ) называется d-алгеброй, если в Σ существует делимая

операция, т. е. Q(A) делимый группоид для некоторого A ∈ Σ.

Лемма 1.2. Пусть (Q; Σ) – d-алгебра, тогда (Q; Σ) не имеет собственных ле-

вых и правых идеалов.

Доказательство. Пусть A ∈ Σ – делимая операция и I – идеал алгебры (Q; Σ).

Пусть a ∈ Q и x ∈ I, так как A – делимая операция, то существует y ∈ Q такой,

что a = A(x, y). Так как I – идеал, то a ∈ I, т.е. I = Q. □

2. Вспомогательные результаты

Определим некоторые вспомогательные множества и отношения. Пусть x ∈ Q,

X ∈ Σ, тогда

(u, v) ∈ σX
x ←→ Lx,X(u) = Lx,X(v) ←→ X(x, u) = X(x, v),

где u, v ∈ Q. Аналогично,

(u, v) ∈ τXx ←→ Rx,X(u) = Rx,X(v) ←→ X(u, x) = X(v, x),

где u, v ∈ Q.

Очевидно, что σX
x ̸= 1 (τXx ̸= 1) тогда и только тогда, когда Lx,X (Rx,X) не

является инъекцией. Введем следующие обозначения:

IX(u, v) = {x|(u, v) ∈ τXx } = {x|Rx,X(u) = Rx,X(v)} = {x|X(u, x) = X(v, x)},

KX(u, v) = {x|(u, v) ∈ σX
x } = {x|Lx,X(u) = Lx,X(v)} = {x|X(x, u) = X(x, v)}.

Пусть ηX =
⋂

x∈Q τ
X
x и ρX =

⋂
x∈Q σ

X
x . Далее,

(u, v) ∈ αX ←→ u = X(v, u), µX = s(αX), λX = t(µX),
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где s(αX) симметричное замыкание отношения αX , а t(µX) – дистрибутивное

замыкание отношения µX . Аналогично,

(u, v) ∈ βX ←→ u = X(u, v), νX = s(βX), χX = t(νX).

Лемма 1.3. Пусть (Q; Σ) дистрибутивная алгебра, a, b, y ∈ Q, X ∈ Σ и x ∈
IX(a, b) ∩KX(a, b). Тогда X(x, y) ∈ IX(a, b) и X(y, x) ∈ KX(a, b).

Доказательство.

X(a,X(x, y)) = X(X(a, x), X(a, y)) = X(X(b, x), X(a, y))

= X(X(b,X(a, y)), X(x,X(a, y))) = X(X(b,X(a, y)), X(X(x, a), X(x, y)))

= X(X(b,X(a, y)), X(X(x, b), X(x, y))) = X(X(X(b, a), X(b, y)), X(x,X(b, y)))

= X(X(X(b, a), x), X(b, y)) = X(X(X(b, x), X(a, x)), X(b, y))

= X(X(X(b, x), X(b, x)), X(b, y)) = X(X(X(b, x), X(b, y)), X(X(b, x), X(b, y)))

= X(X(b,X(x, y)), X(b,X(x, y))) = X(b,X(x, y)).

Последнее равенство получено согласно предложению 1.1. Таким образом,X(x, y) ∈
IX(a, b). Второе включение доказывается аналогично. □

В леммах 1.4-1.11 будем предполагать, что (Q; Σ) подпрямо-неразложимая

дистрибутивная идемпотентная алгебра. Пусть π – ее наименьшая нетривиаль-

ная конгруэнзия и (a, b) ∈ π, где a ̸= b.

Лемма 1.4. Если La,X – инъекция, то νX = χX = 1.

Доказательство. Допустим χX ̸= 1, тогда π ⊆ χX и следовательно (a, b) ∈ χX .

Таким образом существует последовательность элементов a1, a2, ..., an ∈ Q таких,

что

(a, a1) ∈ νX , (a1, a2) ∈ νX , · · · , (an, b) ∈ νX .

Поэтому a = X(a, a1) = X(a, a), и так как La,X инъекция, то a = a1. Продолжая

таким образом получим a = b, противоречие. Таким образом νX = 1 и следова-

тельно χX = 1. □

Лемма 1.5. Если Rb,X – инъекция, то µX = λX = 1.

Доказательство. Двойственно лемме 1.4. □
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Лемма 1.6. Для любых x, y ∈ Q и любого X ∈ Σ множество IX(x, y) пусто

или явлвется левым идеалом группоида (Q;X).

Доказательство. Пусть z ∈ IX(x, y), где x, y ∈ Q. Поэтому имеем X(x, z) =

X(y, z). Тогда

X(x,X(x, z)) = X(x,X(y, z)) = X(X(x, y), X(x, z)) = X(X(x, y), X(y, z))

= X(X(x,X(y, z)), X(y,X(y, z))) = X(X(x,X(x, z)), X(y,X(y, z))),

таким образом:

(X(x,X(x, z)), X(y,X(y, z)) ∈ ρX .

Аналогично получим, что

(X(y,X(y, z)), X(x,X(x, z)) ∈ ρX .

Следовательно, (X(y,X(y, z)), X(x,X(x, z))) ∈ νX . Согласно лемме 1.4 имеем

νX = 1, поэтому

X(x,X(x, z)) = X(y,X(y, z)),

следовательно, X(x, z) ∈ IX(x, y) (так как X(x, z) = X(y, z)). Возьмем произ-

вольный элемент u ∈ Q, тогда с учетом последнего включения имеем:

X(x,X(u, z)) = X(X(x, u), X(x, z)) = X(X(x,X(x, z)), X(u,X(x, z)))

= X(X(y,X(y, z)), X(u,X(x, z))) = X(X(y, u), X(y, z)) = X(y,X(u, z)).

Таким образом, X(u, z) ∈ IX(x, y). Поэтому IX(x, y) будет левым идеалом груп-

поида (Q;X). □

Лемма 1.7. Для любых x, y ∈ Q и любого X ∈ Σ множество KX(x, y) пусто

или явлвется правым идеалом группоида (Q;X).

Доказательство. Двойственно лемме 1.6. □

Лемма 1.8. Для любой операции X ∈ Σ либо La,X , либо Rb,X являются инъек-

циями.

Доказательство. Допустим La,X и Rb,X не являются инъекциями, тогда, соглас-

но леммам 1.4 и 1.5, будем иметь σX
a ̸= 1 и τXb ̸= 1. Таким образом, X(a, a) =

X(a, b) и X(a, b) = X(b, b), или X(a, a) = X(b, b), т. е. a = b, противоречие. □
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Лемма 1.9. Если в алгебре (Q; Σ) для любой операции X ∈ Σ группоид (Q;X) не

имеет собственных левых идеалов и отображение La,X инъекция, то алгебра

(Q; Σ) будет право-регулярной. Более того, для любой операции X ∈ Σ группоид

(Q;X) будет либо лево-, либо право-сократимым.

Доказательство. Пусть x ∈ Q и (c, d) ∈ τXx для некоторых c, d ∈ Q и X ∈ Σ,

т. е. X(c, x) = X(d, x) или x ∈ IX(c, d), поэтому согласно лемме 1.8 IX(c, d)

будет левым идеалом группоида (Q;X), следовательно, согласно условию имеем:

IX(c, d) = Q. Таким образом X(c, z) = X(d, z) для любого элемента z ∈ Q, а это

означает, что группоид (Q;X) будет право регулярным. Поскольку операция X

была произвольной, то алгебра (Q; Σ) – право регулярна.

Далее, если группоид (Q;X) не является право сократимым, то он не бу-

дет также право точным и, следовательно, (a, b) ∈ ηX (так как ηX ̸= 1), т. е.

IX(a, b) = Q, поэтому для любого элемента x ∈ Q имеем

(1.1) X(a, x) = X(b, x).

Теперь, если группоид (Q;X)не является лево сократимым, то существует эле-

мент y ∈ Q такой, что отображение Ly,X не является инъекцией. Другими слова-

ми, сущетвуют c, d ∈ Q (c ̸= d) такие, что Ly,X(c) = Ly,X(d) илиX(y, c) = X(y, d).

Следовательно, σX
y ̸= 1, поэтому π ⊆ σX

y и (a, b) ∈ σX
y или X(y, a) = X(y, b), т.

е. y ∈ KX(a, b). С учетом (1.1) имеем y ∈ KX(a, b) ∩ IX(a, b). Из леммы 1.3 сле-

дует, что KX(a, b) левый идеал группоида (Q;X), поэтому KX(a, b) = Q, т.е.

(a, b) ∈ ρX , противоречие с леммой 1.4. □

Лемма 1.10. Если в алгебре (Q; Σ) для любой операции X ∈ Σ группоид (Q;X)

не имеет собственных правых идеалов и отображение Rb,X инъекция, то ал-

гебра (Q; Σ) будет лево регулярной. Более того, для любой операции X ∈ Σ

группоид (Q;X) будет либо лево, либо право сократимым.

Доказательство. Двойственно лемме 1.9. □

Лемма 1.11. Если алгебра (Q; Σ) не имеет собственных левых и правых идеа-

лов, то (Q; Σ) будет регулярной алгеброй.
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Доказательство. Пусть X ∈ Σ. Согласно лемме 1.8 либо La,X , либо Rb,X явля-

ются инъекциями. Предположим La,X – инъекция (другой случай рассматрива-

ется аналогично). Согласно лемме 1.9 алгебра (Q; Σ) – право-регулярна. Далее,

если для операции X ∈ Σ группоид (Q;X) – лево-сократим, то очевидно он бу-

дет лево-регулярным. Если (Q;X) – право-сократим, то Rb,X будет инъекцией и,

согласно лемме 1.10, алгебра (Q; Σ) будет лево-регулярной. □

Предложение 1.2. Каждая дистрибутивная делимая алгебра – регулярна.

Доказательство. Следует из лемм 1.2, 1.4 и 1.11. □

Следствие 1.2. [6] Дистрибутивный делимый группоид – регулярен.

Предложение 1.3. Дистрибутивная d-алгебра – идемпотентна.

Доказательство. Пусть A ∈ Σ делимая операция, тогда она будет идемпотент-

ной (следствие 1.1) и регулярной (следствие 1.2). Пусть X произвольная опера-

ция из Σ и x ∈ Q, тогда

A(x,X(x, x)) = A(A(x, x), X(x, x)) = X(A(A(x, x), x), A(A(x, x), x))

= X(A(A(x, x), A(x, x)), A(A(x, x), A(x, x)))

= A(X(A(A(x, x), A(x, x)), A(x, x)), X(A(A(x, x), A(x, x)), A(x, x)))

= A(X(x, x), X(x, x)).

По регулярности операции A для любого y ∈ Q будем иметь

A(x, y) = A(x(x, x), y) = X(A(x, y), A(x, y)),

т. е. элемент A(x, y) идемпотентен, поэтому Id(Q) ̸= ∅ и, согласно лемме 1.2,

Id(Q) = Q. □

3. Основные результаты

Сверхтождество левой дистрибутивности

X(x, Y (y, z)) = Z(U(x, y), V (x, z)),

и следующее сверхтождество правой дистрибутивности

X(Y (z, y), x) = Z(V (z, x), U(y, x))

будем называть дуальными.
49



Ю. М. МОВСИСЯН, С. С. ДАВИДОВ

Определение 1.1. Бинарная операция A определенная на множестве Q на-

зывается гомотопной бинарной операции B определенной на множестве Q′,

или гомотопом B, если существуют отображения α, β, γ множества Q в Q′

такие, что

γA(x, y) = B(αx, βy)

для любых x, y ∈ Q [7]-[8].

Упорядоченная тройка T = (α, β, γ) называется гомотопией, а отображение

γ – главной компонeнтой гомотопии T . Если главная компонента γ = 1, то го-

мотопия называется главной. Если все отображения α, β, γ являются биекциями

(сюръекциями) множества Q в Q′,то гомотопия называется изотопией (эпитопи-

ей).

Лемма 1.12. ([9], Lemma.1.1) Каждый делимый и регулярный группоид Q(·)
главно-эпитопен некоторой лупе Q(◦).

Согласно определению d-алгебры существует такая операция A ∈ Σ, что Q(A)

– делимый группоид, который будет дистрибутивным, т. е. в нем выполняются

тождества:

A(x,A(y, z)) = A(A(x, y), A(x, z)), A(A(x, y), z) = A(A(x, z), A(y, z)).

Согласно предложению 1.2 группоид Q(A) будет регулярным, а согласно пред-

ложению 1.3 – идемпотентным.

Согласно лемме 1.12, операция A эпитопна лупе Q(◦) и эта эпитопия имеет

вид

x ◦ y = A(h(x), k(y)),

где h, k отображения множества Q в себя такие, что Rjh = idQ, Ljk = idQ, а

Rj(x) = A(x, j), Lj(x) = A(j, x) и j – некоторый фиксированный элемент множе-

ства Q. Единичным элементом лупы Q(◦) будет j = A(j, j). Имеем

(1.2) A(x, y) = Rj(x) ◦ Lj(y),

где Rj и Lj эпиморфизмы лупы Q(◦). Действительно:

Rj(x ◦ y) = RjA(h(x), k(y)) = A(A(h(x), k(y)), j) = A(A(hx, j), A(ky, j))

= A(Rjh(x), Rjk(y)) = RjRjh(x) ◦ LjRjk(y) = Rj(x) ◦RjLjk(y) = Rj(x) ◦Rj(y),

50



КЛАССИФИКАЦИЯ ДУАЛЬНЫХ ДИСТРИБУТИВНЫХ СВЕРХТОЖДЕСТВ ...

так как RjLj = LjRj , поскольку:

RjLj(x) = Rj(A(j, x)) = A(A(j, x), j) = A(A(j, j), A(x, j))

= A(j, A(x, j)) = LjA(x, j) = LjRj(x).

Аналогично доказывается, что Lj – эпиморфизм лупы Q(◦).
Обозначая Rj = φ, Lj = ψ, приходим к равенству:

(1.3) A(x, y) = φ(x) ◦ ψ(y), φ, ψ ∈ EndQ(◦),

где A ∈ Σ и Q(A) – делимый и регулярный группоид.

Лемма 1.13. В функционально-нетривиальной d-алгебре с дуальными сверх-

тождествами левой и правой дистрибутивности, сверхтождество левой или

правой дистрибутивности не имеет сингулярной функциональной переменной.

Доказательство. Обозначим через A делимую операцию алгебры (Q; Σ) и пред-

ставим ее в виде (1.3). Рассмотрим все возможные случаи.

1) В сверхтождестве левой дистрибутивности сингулярная операция X нахо-

дится на первом месте. В сверхтождестве левой дистрибутивности придавая всем

остальным операциям значение A, получим равенство:

X(x,A(y, z)) = A(A(x, y), A(x, z)).

Взяв в последнем равенстве y = z и учитывая идемпотентность операции A, по-

лучим X(x, y) = A(x, y), т.е. алгебра (Q; Σ) будет функционально-тривиальной.

Противоречие!

2) Сингулярная операция X находится на втором месте. В сверхтождестве ле-

вой дистрибутивности придавая всем остальным операциям значение A, получим

равенство:

A(x,X(y, z)) = A(A(x, y), A(x, z)).

Придавая операции X два различных значения получим равенство:

A(x,X(y, z)) = A(x, Y (y, z)),

где X,Y произвольные операции из Σ, поэтому

φx ◦ ψX(y, z) = φy ◦ ψY (y, z),

или ψX(y, z) = ψY (y, z). Аналогично, поступая в дуальном правом сверхтожде-

стве дистрибутивности, для всех X,Y ∈ Σ, получим равенство A(X(x, y), z) =
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A(Y (x, y), z), или φX(x, y) = φY (x, y). Поэтому, используя идемпотентность опе-

рации A, получим:

X(x, y) = A(X(x, y), X(x, y)) = φX(x, y) ◦ ψX(x, y) =

= φY (x, y) ◦ ψY (x, y) = Y (x, y).

Противоречие!

3) Сингулярная операция X находится на третьем месте. В сверхтождестве

левой дистрибутивности придавая всем остальным операциям значение A, полу-

чим равенство:

A(x,A(y, z)) = X(A(x, y), A(x, z)).

Так как операция X произвольна, то

X(A(x, y), A(x, z)) = Y (A(x, y), A(x, z)),

для всех X,Y ∈ Σ. Далее,

X(φx ◦ ψy, φx ◦ ψz) = Y (φx ◦ ψy, φx ◦ ψz),

или, с учетом сюръективности отображений φ,ψ,

X(x ◦ y, x ◦ z) = Y (x ◦ y, x ◦ z).

Возьмем в последнем равенстве x = j получим: X(y, z) = Y (y, z).

4) Сингулярная операция X находится на четвертом месте. В сверхтожде-

стве левой дистрибутивности придавая всем остальным операциям значение A,

получим равенство:

A(x,A(y, z)) = A(X(x, y), A(x, z)),

или

A(X(x, y), A(x, z)) = A(Y (x, y), A(x, z)),

где операции X,Y ∈ Σ произвольны. Следовательно,

φX(x, y) ◦ ψ(φx ◦ ψz) = φY (x, y) ◦ ψ(φx ◦ ψz),

поэтому

(1.4) φX(x, y) = φY (x, y)

для любых операций X,Y ∈ Σ.
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Аналогично поступим в дуальном сверхтождестве правой дистрибутивности,

получим следующее равенство:

A(A(x, y), z) = A(A(x, z), X(y, z)),

откуда следует, что

(1.5) ψX(x, y) = ψY (x, y).

для любых операций X,Y ∈ Σ.

Далее, используя идемпотентность операции A и равенства (1.4), (1.5) полу-

чим:

X(x, y) = A(X(x, y), X(x, y)) = φX(x, y) ◦ ψX(x, y) =

= φY (x, y) ◦ ψY (x, y) = A(Y (x, y), Y (x, y)) = Y (x, y).

5) Случай, когда сингулярная операция находится на пятом месте рассматри-

вается аналогично случаю 4).

Аналогично рассматривается правое сверхтождествое дистрибутивности. □

Теорема 1.1. Если в функционально-нетривиальной делимой алгебре выпол-

няются дуальные нетривиальные сверхтождества левой и правой дистрибу-

тивности, тогда сверхтождество левой дистрибутивности будет ранга два и

(эквивалентно сверхтождеству) вида

(1.6) X(x, Y (y, z)) = Y (X(x, y), X(x, z)),

а сверхтождество правой дистрибутивности – сверхтождество ранга два и

(эквивалентно сверхтождеству) вида

(1.7) X(Y (x, y), z) = Y (X(x, z), X(y, z)).

Доказательство. Так как в алгебре (Q; Σ) выполняются тривиальные сверхтож-

дества левой и правой дистрибутивности, то алгебра (Q; Σ) будет идемпотентной.

Согласно лемме 1.13 достаточно рассмотреть случаи, когда в сверхтождествах

дистрибутивности нет сингулярных операций. Поскольку в сверхтождестве ле-

вой (правой) дистрибутивности всего пять мест для функциональных перемен-

ных, то функциональный ранг сверхтождества дистрибутивности без сингуляр-

ных операций должен быть равен двум. В этом случае одна из функциональных
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переменных должна повторяться два раза, а другая – три раза. Помимо сверх-

тождества (1.6) имеется еще девять таких сверхтождеств левой дистрибутивно-

сти:

(1.8) X(x,X(y, z)) = Y (Y (x, y), Y (x, z)),

(1.9) X(x,X(y, z)) = Y (X(x, y), Y (x, z)),

(1.10) X(x,X(y, z)) = Y (Y (x, y), X(x, z)),

(1.11) X(x,X(y, z)) = X(Y (x, y), Y (x, z)),

(1.12) X(x, Y (y, z)) = X(Y (x, y), Y (x, z)),

(1.13) X(x, Y (y, z)) = X(Y (x, y), X(x, z)),

(1.14) X(x, Y (y, z)) = X(X(x, y), Y (x, z)),

(1.15) X(x, Y (y, z)) = Y (Y (x, y), X(x, z)),

(1.16) X(x, Y (y, z)) = Y (X(x, y), Y (x, z)).

Требуется доказать, что ни одно из них не может выполняться в какой-либо

функционально нетривиальной делимой алгебре с дуальным сверхтождеством

правой дистрибутивности.

1) Пусть в функционально нетривиальной делимой алгебре (Q; Σ) со сверх-

тождеством правой дистрибутивности выполняется сверхтождество (1.8).

В сверхтождестве (1.8), полагая X = A1, Y = A2, y = z, где A1 ̸= A2 приходим

к противоречию:

A1(x,A1(y, y)) = A2(A2(x, y), A2(x, y)), A1(x, y) = A2(x, y), A1 = A2.

2) Пусть в нетривиальной делимой алгебре со сверхтождеством правой дис-

трибутивности выполняется сверхтождество (1.9).

В сверхтождестве (1.9) возьмем z = x, получим

X(x,X(y, x)) = Y (X(x, y), Y (x, x)), X(x,X(y, x)) = Y (X(x, y), x),

т. е. в алгебре (Q; Σ) выполняется сверхтождество

Y (X(x, y), x) = Z(X(x, y), x).
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В последнем сверхтождестве возьмем X = A, получим для любых операций

Y,Z ∈ Σ равенство:

Y (A(x, y), x) = Z(A(x, y), x).

Согласно делимости операции A, для любых x, z ∈ Q существует y ∈ Q такой,

что A(x, y) = z. Поэтому,

Y (z, x) = Y (A(x, y), x) = Z(A(x, y), x) = Z(z, y),

т. е. Y = Z и алгебра (Q; Σ) будет функционально-тривиальной.

3) Пусть в нетривиальной делимой алгебре со сверхтождеством правой дис-

трибутивности выполняется сверхтождество (1.10).

В сверхтождестве (1.10) возьмем x = y получим:

X(x,X(x, z)) = Y (x,X(x, z)), Y (x,X(x, z)) = Z(x,X(x, z)).

Далее поступаем аналогично предыдущему случаю.

4) В сверхтождестве (1.11) возьмем X = A, Y = Ai, получим:

A(x,A(y, z)) = A(Ai(x, y), Ai(x, z)),

далее, пусть y = z, тогда

A(x,A(y, y)) = A(Ai(x, y), Ai(x, y)), A(x, y) = Ai(x, y).

5) В сверхтождестве (1.12) возьмем y = z, получим

X(x, Y (y, y)) = X(Y (x, y), Y (x, y)),

X(x, y) = Y (x, y).

6) В сверхтождестве (1.13) возьмем z = y и учитывая идемпотентность алгебры

(Q; Σ), получим:

X(x, Y (y, y)) = X(Y (x, y), X(x, y)),

X(x, y) = X(Y (x, y), X(x, y)) = X(X(x, y), X(x, y)),

в последнем равенстве возьмем X = A:

A(Y (x, y), X(x, y)) = A(A(x, y), A(x, y)).

Согласно регулярности операции A получим:

A(Y (x, y), z) = A(A(x, y), z).
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Таким образом, для любых операций Y,Z ∈ Σ, имеем:

A(Y (x, y), z) = A(Z(x, y), z) или φY (x, y) ◦ ψz = φZ(x, y) ◦ ψz.

Следовательно, φY (x, y) = φZ(x, y) для всех операций Y,Z ∈ Σ. Теперь возь-

мем в сверхтождестве (1.13) y = x, тогда, повторяя предыдущие рассуждения,

последовательно получим:

X(x, Y (Y (x, z)) = X(x,X(x, z)), X(x, Z(x, z)) = X(x,X(x, z)),

A(x, Z(x, z)) = A(x, Y (x, z)), φx◦ψZ(x, z) = φx◦ψY (x, z), ψZ(x, z) = ψY (x, z),

для всех операций Y,Z ∈ Σ. Далее,

X(x, y) = A(X(x, y), X(x, y)) = φX(x, y) ◦ ψX(x, y)

= φY (x, y) ◦ ψY (x, y) = A(Y (x, y), Y (x, y)) = Y (x, y).

7) Для сверхтождества (1.14) доказательство проводится аналогично сверх-

тождеству (1.13).

8) В сверхтождестве (1.15) возьмем z = x и воспользуемся тривиальным сверх-

тождеством правой дистрибутивности, получим:

X(x, Y (y, x)) = Y (Y (x, y), x) = Y (Y (x, x), Y (y, x)) = Y (x, Y (y, x)).

Таким образом,

X(x, Y (y, x)) = Y (x, Y (y, x)),

или при Y = A:

X(x,A(y, x)) = A(x,A(y, x)).

Согласно делимости операции A, для любых x, z ∈ Q существует y ∈ Q такой,

что A(y, x) = z. Поэтому,

X(x, z) = X(x,A(y, x)) = A(x,A(y, x)) = A(x, z),

т. е. X = A и алгебра (Q; Σ) будет функционально-тривиальной.

9) Для сверхтождества (1.16) доказательство проводится аналогично сверх-

тождеству (1.15).

Аналогично доказывается случай сверхтождества правой дистрибутивности. □

Abstract. The paper gives a classification of nontrivial dual superidentities of left

and right distributivity that hold in functionally nontrivial divisible algebras. If in
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a functionally nontrivial divisible algebra nontrivial dual superidentities of left and

right distributivity hold, then the superidentity of left distributivity will be of rank

two and (equivalent to a superidentity) of the form

X(x, Y (y, z)) = Y (X(x, y), X(x, z)),

and a hyperidentity of right distributivity is a hyperidentity of rank two and (equivalent

to a hyperidentity) of the form

X(Y (x, y), z) = Y (X(x, z), X(y, z)).

On the classification of nontrivial hyperidentities of left and right distributivity that

hold in functionally nontrivial q-algebras, see [1]-[4]
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Аннотация. Рассматривается бесконечная система интегральных уравне-
ний со степенной нелинейностью на положительной полупрямой. Ряд част-
ных случаев указанной системы возникают во многих направлениях матема-
тической физики. В частности системы указанного характера встречаются
в теории переноса излучения в спектральных линиях, в динамической тео-
рии p-адических открыто-замкнутых струн, в математической теории рас-
пространения эпидемических заболеваний, в эконометрике. Доказывается
существование неотрицательного (по координатно) нетривиального и огра-
ниченного решения. При дополнительном ограничении на матричное ядро
исследуется также асимптотическое поведение на бесконечности. В случае
сильной симметричности (симметричность и по координатам и по индексам)
матричного ядра доказывается также теорема единственности решения в
определенном классе бесконечных и ограниченных вектор-функций. В кон-
це приводятся конкретные примеры бесконечного матричного ядра имеющие
прикладной интерес в указанных выше приложениях.

MSC2020 number: 45G15.

Ключевые слова: бесконечная система; итерации; монотонность; ограниченное
решение; бесконечная вектор-функция.

1. Введение

1.1. Постановка задачи. Настоящая работа посвящена исследованию вопро-

сов существования, единственности, а также асимптотического поведения реше-

ния на +∞ следующей бесконечной системы нелинейных интегральных уравне-

ний на положительной полупрямой:

(1.1) fi(x) =

∞∑
j=0

∞∫
0

Ki−j(x, t)f
α
j (t)dt, i ∈ Z+ := {0, 1, . . .}, x ∈ R+ := [0,+∞)

1Исследование первого автора выполнено при финансовой поддержке Комитета по науке
РА в рамках научного проекта № 23RL-1A027. Исследование второго автора выполнено при
финансовой поддержке Комитета по науке РА в рамках научного проекта № 21T-1A047.
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относительно искомой бесконечной вектор-функции f(x) := (f0(x), . . . , fn(x), . . .)
T

(T знак транспонирования) из следующего класса:

(1.2)
B := {φ(x) := (φ0(x), . . . , φn(x), . . .)

T :
φj(x) ≥ 0, j ∈ Z+, x ∈ R+, sup

j∈Z+

sup
x∈R+

φj(x) < +∞}.

В системе (1.1) показатель α принимает значения из интервала (0, 1), а после-

довательность функций {Km(x, t)}∞m=−∞ удовлетворяет следующим основным

ограничениям:

a) существует натуральное число N и функции {
◦
Km(x)}∞m=−∞ со свойства-

ми:

a1)
◦
Km(−x) =

◦
Km(x) > 0, x ∈ R+, m ∈ Z := {0,±1,±2, . . .},

◦
K−m(t) =

◦
Km(t), t ∈ R := (−∞,+∞), m ∈ Z+,

a2)
◦
Km(x) ↓ по x на множестве R+, m = −N, . . . , 0, . . . N,

a3)
◦
Km ∈ L1(R) ∩ CM (R), m ∈ Z, причем

N∑
m=−N

∞∫
−∞

◦
Km(x)dx = 1,

a4)
∞∫
0

x
◦
Km(x)dx < +∞, m ∈ Z, причем такие, что

(1.3) Km(x, t) ≥
◦
Km(x− t)−

◦
Km(x+ t), (x, t) ∈ R+ × R+, m ∈ Z,

b) существуют

(1.4) ai := sup
x∈R+

∞∫
0

Ki(x, t)dt, i ∈ Z,

при этом

(1.5)
∞∑

i=−∞
ai = 2, a−i = ai > 0, i ∈ Z+,

∞∫
0

Ki(x, t)dt ̸≡ ai, i ∈ Z,
∞∑
i=1

iai < +∞.

1.2. Возможные приложения и история вопроса. Система нелинейных

интегральных уравнений (1.1) в ряде частных случаев матричного ядра

(Ki−j(x, t))
∞
i,j=0 возникает во многих разделах математического естествознания.

В частности, в случае когда Km(x, t) ≡ 0, при |m| > N, m ∈ Z системы вида (1.1)

встречаются в различных направлениях математической физики, эконометрики

и математической биологии. Так например, когда Km(x, t) ≡ 0, при |m| ≥ 1,

m ∈ Z и K0(x, t) =
c0√
π
(e−(x−t)2 − e−(x+t)2), c0 > 0, (x, t) ∈ R+ ×R+, такие задачи

возникают в динамической теории p-адических открыто-замкнутых струн для

скалярного поля тахионов (см. [1]-[4]). В случае когда Km(x, t) ≡ 0, при |m| >
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N, m ∈ Z и Km(x, t) =
b∫
a

e−|x−t|sdσm(s), (x, t) ∈ R+ × R+, m = −N, . . . , 0, . . . , N,

σm(s) ↑ на [a, b), 0 < a < b ≤ +∞,
b∫
a

1
sdσm(s) < +∞, m = −N, . . . , 0, . . . , N, систе-

мы такого характера встречаются в теории переноса излучения в спектральных

линиях, в кинетической теории газов и в математической теории распределения

дохода в рамках нелинейной модифицированной модели Саргана (см. [5]-[8]). На-

конец, в том случае когда ядра Km(x, t) ≡ amK
∗
m(t), x ∈ R+, t ∈ R+, m ∈ Z, при

этом K∗
m ∈ L1(R+) ∩ CM (R+), а последовательность чисел am, m ∈ Z облада-

ет свойством b) и удовлетворяет некоторым дополнительным условиям, такие

системы возникают в математической теории распространения эпидемических

заболеваний (см. [9]).

Система интегральных уравнений (1.1) исследовалось в случае когдаKm(x, t) ≡
0, при |m| > N, m ∈ Z и для ядер {Km(x, t)}Nm=−N минорантами (или мажо-

рантами) в смысле М.А. Красносельского служат разностные или суммарно-

разностные консервативные ядра (см. [4], [10]-[13]). Соответствующие дискрет-

ные аналогы системы (1.1) при различных нелинейностях (не только степенных)

достаточно подробно изучались в работах [14]-[17].

1.3. Сводка основных результатов. В настоящей работе сперва при услови-

ях a), b) мы докажем существование покомпонентно положительного решения

системы (1.1) в классе бесконечных вектор-функций B. Затем, при одном до-

полнительном ограничении на матричное ядро (Ki−j(x, t))
∞
i,j=0, (x, t) ∈ R+ ×R+

мы будем доказывать интегральную асимптотику построенного решения. На-

конец, используя этот результат при дополнительном условии симметричности

ядер Km(x, t), m ∈ Z, (x, t) ∈ R+ × R+ (и по индексу и по аргументам) дока-

жем единственность решения в определенном подклассе класса B. В конце рабо-

ты приведем конкретные прикладные примеры матричных ядер (Ki−j(x, t))
∞
i,j=0

удовлетворяющих всем условиям доказанных теорем.

2. Существование ограниченного решения

Теорема 2.1. При условиях a) и b) бесконечная система нелинейных инте-

гральных уравнений (1.1) в классе B имеет покомпонентно неотрицательное

нетривиальное решение: f(x) = (f0(x), . . . , fn(x), . . .)
T . Более того существует

r > 0 такое, что inf
x≥r

fj(x) > 0, j ∈ Z+.
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Доказательство. (I-шаг). Сперва рассмотрим следующую бесконечную систе-

му нелинейных алгебраических уравнений:

(2.1) zi =

∞∑
j=0

ai−jz
α
j , i = Z+

относительно бесконечного вектора z = (z0, z1, . . . , zn, . . .)
T из пространства огра-

ниченных последовательностейm с положительными координатами zi, i = 0, 1, . . . .

Введем следующее обозначение:

(2.2) τi =

(
1

2

) 1
1−α

zi, i = 0, 1, 2, . . . .

Тогда относительно бесконечного вектора τ = (τ0, . . . , τn, . . .)
T система (2.1) при-

мет следующий вид:

(2.3) τi =

∞∑
j=0

bi−jτ
α
j , i ∈ Z+,

где

(2.4) bi :=
1

2
ai, i ∈ Z.

Из результатов работы [14] следует, что система (2.3) имеет покомпонентно по-

ложительное решение в пространстве m. Более того справедливи следующие со-

отношения:

(2.5)
(
1

2

) 1
1−α

≤ τi ≤ 1, i ∈ Z+,

∞∑
i=0

(1− τi) < +∞,

(2.6) τi+1 ≥ τi, i ∈ Z+.

Из (2.5) и (2.6), в силу (2.2) получаем, что

(2.7) 1 ≤ zi ≤ 2
1

1−α , i ∈ Z+,

∞∑
i=0

(2
1

1−α − zi) < +∞,

(2.8) zi+1 ≥ zi, i ∈ Z+.

Рассмотрим теперь следующие итерации для основной бесконечной системы нели-

нейных интегральных уравнений (1.1):

(2.9)
f
(p+1)
i (x) =

∞∑
j=0

∞∫
0

Ki−j(x, t)(f
(p)
j (t))αdt, x ∈ R+,

f
(0)
i (x) ≡ zi, i ∈ Z+, p ∈ Z+.
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Индукцией по p несложно проверить, что

(2.10) f
(p)
i (x) ≥ 0, i ∈ Z+, p ∈ Z+, x ∈ R+.

Докажем, что

(2.11) f
(p)
i (x) ↓ по p, i ∈ Z+, x ∈ R+.

Во-первых в силу (2.1), (2.10), a) и b) из (2.9) имеем

f
(1)
i (x) =

∞∑
j=0

zαj

∞∫
0

Ki−j(x, t)dt ≤
∞∑
j=0

ai−jz
α
j = zi = f

(0)
i (x), i ∈ Z+, x ∈ R+.

Предполагая, что f (p)i (x) ≤ f
(p−1)
i (x), i ∈ Z+, x ∈ R+ при некотором натуральном

p из (2.9) в силу a), b) и (2.10) получаем, что f (p+1)
i (x) ≤ f

(p)
i (x), i ∈ Z+, x ∈ R+.

(II-шаг). Наряду с системой (1.1) рассмотрим теперь следующую вспомога-

тельную систему нелинейных интегральных уравнений с суммарно-разностным

ядром на положительной полупрямой:

(2.12) ψγ
i (x) =

N∑
j=0

∞∫
0

(
◦
Ki−j(x−t)−

◦
Ki−j(x+t))ψj(t)dt, i = 0, 1, . . . , N, x ∈ R+

относительно искомой измеримой и ограниченной на множестве R+ вектор-функции

ψ(x) := (ψ0(x), . . . , ψN (x))T с неотрицательными координатами ψj(x), j = 0, 1, . . . , N,

x ∈ R+, где

(2.13) γ :=
1

α
> 1.

Из результатов работы [10] следует, что система нелинейных интегральных урав-

нений (2.12) имеет по координатно неотрицательное нетривиальное непрерывное

монотонно неубывающее и ограниченное на R+ решение ψ(x) = (ψ0(x), . . . , ψN (x))T ,

причем

(2.14) 0 = ψi(0) ≤ ψj(x) ≤ 1, j = 0, 1, . . . , N, x ∈ R+

для каждого j ∈ {0, 1, . . . , N} существует число rj > 0 такое, что

(2.15) dj := inf
x≥rj

ψj(x) > 0,

(2.16) lim
x→+∞

ψj(x) = 1, 1− ψj ∈ L1(R+), j = 0, 1, . . . , N.

Обозначим через r := max(r0, r1, . . . , rN ). Тогда из (2.15) немедленно следует, что

(2.17) d := min( inf
x≥r

ψ0(x), inf
x≥r

ψ1(x), . . . , inf
x≥r

ψN (x)) > 0.
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Ниже докажем, что имеет место следующая оценка снизу для последовательных

приближений (2.9):

(2.18)

f
(p)
i (x) ≥

{
ψγ
i (x), если x ∈ R+, i = 0, 1, . . . , N,

0, если x ∈ R+, i = N + 1, N + 2, . . .
:= Φi(x), i ∈ Z+, x ∈ R+.

Действительно, в случае p = 0 неравенство (2.18) сразу следует из (2.14) и (2.7) с

учетом определения нулевого приближения в итерациях (2.9). Предположим, что

f
(p)
i (x) ≥ Φi(x), i ∈ Z+, x ∈ R+ при некотором натуральном p. Тогда, принимая

во внимание неравенство (1.3), (2.12), (2.13) для всех i = 0, 1, . . . , N и x ∈ R+ из

(2.9) будем иметь

f
(p+1)
i (x) ≥

∞∑
j=0

∞∫
0

Ki−j(x, t)Φ
α
j (t)dt ≥

N∑
j=0

∞∫
0

Ki−j(x, t)ψj(t)dt ≥

≥
N∑
j=0

∞∫
0

(
◦
Ki−j(x− t)−

◦
Ki−j(x+ t))ψj(t)dt = ψγ

i (x),

а для i = N+1, N+2, . . . , x ∈ R+ неравенство f (p+1)
i (x) ≥ Φi(x) сразу получается

из (2.10). Таким образом мы доказали, что f (p+1)
i (x) ≥ Φi(x), i ∈ Z+, x ∈ R+.

Из (2.11), (2.18) и (2.7) следует, что последовательность бесконечных вектор-

функций f (p)(x) := (f
(p)
0 (x), . . . , f

(p)
n (x), . . .)T , p ∈ Z+ имеет поточечный предел

когда p → +∞ : lim
p→+∞

f
(p)
i (x) = fi(x), i ∈ Z+, причем координаты предель-

ной бесконечной вектор-функции: f(x) := (f0(x), . . . , fn(x), . . .)
T удовлетворяют

двойному неравенству:

(2.19) Φi(x) ≤ fi(x) ≤ zi ≤ 2
1

1−α , i ∈ Z+, x ∈ R+.

Заметим, что правая часть (2.9) из себя представляет сумму равномерно сходя-

щегося ряда. Действительно, из (2.7), (2.10), (2.11), (1.4) и (1.5) имеем

0 ≤
∞∑
j=0

∞∫
0

Ki−j(x, t)(f
(p)
j (t))αdt ≤ 2

α
1−α

∞∑
j=0

∞∫
0

Ki−j(x, t)dt ≤

≤ 2
α

1−α

∞∑
j=0

ai−j ≤ 2
α

1−α

∞∑
m=−∞

am = 2
1

1−α , i ∈ Z+, p ∈ Z+, x ∈ R+.

Следовательно при каждом фиксированном x ∈ R+ из (2.9) получаем, что

(2.20) fi(x) =

∞∑
j=0

lim
p→+∞

∞∫
0

Ki−j(x, t)(f
(p)
j (t))αdt, i ∈ Z+.
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Снова используя (2.11), (2.18), a) и b) согласно теореме Б. Леви (см. [18]) сможем

утверждать, что почти при всех x ∈ R+

(2.21) lim
p→+∞

∞∫
0

Ki−j(x, t)(f
(p)
j (t))αdt =

∞∫
0

Ki−j(x, t)f
α
j (t)dt, i, j ∈ Z+.

Из (2.20) и (2.21) получаем, что бесконечная вектор-функция f(x) = (f0(x),

. . . , fn(x), . . .)T почти всюду на R+ удовлетворяет системе нелинейных инте-

гральных уравнений (1.1).

(III-шаг). Для завершения доказательства сформулированной теоремы оста-

ется убедиться, что inf
x≥r

fi(x) > 0, i ∈ Z+. Учитывая (2.18), (2.19), (2.17), a), b) и

(1.3) из (1.1) для всех x ≥ r и i ∈ Z+ будем иметь

fi(x) ≥
N∑
j=0

∞∫
0

(
◦
Ki−j(x− t)−

◦
Ki−j(x+ t))ψj(t)dt ≥

≥
N∑
j=0

∞∫
r

(
◦
Ki−j(x− t)−

◦
Ki−j(x+ t))ψj(t)dt ≥

≥ d

N∑
j=0

∞∫
r

(
◦
Ki−j(x−t)−

◦
Ki−j(x+t))dt = d

N∑
j=0

 x−r∫
−∞

◦
Ki−j(y)dy −

∞∫
x+r

◦
Ki−j(y)dy

 ≥

≥ d

N∑
j=0

 0∫
−∞

◦
Ki−j(y)dy −

∞∫
2r

◦
Ki−j(y)dy

 =

= d

N∑
j=0

2r∫
0

◦
Ki−j(y)dy ≥ 2dr

N∑
j=0

◦
Ki−j(2r) = 2dr

i∑
m=i−N

◦
Km(2r) > 0, i ∈ Z+.

Следовательно, inf
x≥r

fi(x) ≥ 2dr
i∑

m=i−N

◦
Km(2r) > 0, i ∈ Z+.

Таким образом теорема полностью доказана. □

3. Интегральная асимптотика решения системы (1.1)

В этом параграфе накладывая более сильное (по сравнению с условием a))

условие на ядра {Km(x, t)}∞m=−∞, при условии b) мы получим интегральную

асимптотику решения системы (1.1) в случае когда показатель α ∈ (0, log3
3
2 ).

Предположим, что

c) существует последовательность функций {K̃m(x)}∞m=−∞, со свойствами:

c1) K̃i(−x) = K̃i(x) > 0, x ∈ R+, i ∈ Z,
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c2) K̃i ∈ L1(R) ∩ CM (R),
∞∫

−∞
K̃i(x)dx = ai, i ∈ Z,

c3)
∞∑

i=−∞

∞∫
0

xK̃i(x)dx < +∞,

такое, что

(3.1) Ki(x, t) ≥ K̃i(x− t), i ∈ Z, (x, t) ∈ R+.

Теорема 3.1. При условиях c) и b) система интегральных уравнений (1.1)

в классе B имеет покомпонентно положительное решение f(x) = (f0(x),. . .,

fn(x), . . .)T , причем, если α ∈
(
0, 14

)
, то

(3.2) sup
i∈Z+

∞∫
0

(zi − fi(x))dx < +∞,

где {zi}∞i=−∞ решение бесконечной системы алгебраических уравнений (2.1) и

обладает свойствами (2.7), (2.8).

Доказательство. Снова рассмотрим итерации (2.9) для системы (1.1). Исполь-

зуя условия c) и b) аналогично можно доказать, что имеют места утверждения

(2.10), (2.11). Докажем теперь, что при выполнении условия c) имеет место сле-

дующая равномерная оценка снизу для всех членов последовательности f (p)i (x),

i ∈ Z+, p ∈ Z+, x ∈ R+ :

(3.3) f
(p)
i (x) ≥

(
1

2

) 1
1−α

, x ∈ R+, i ∈ Z+, p ∈ Z+.

В случае когда p = 0 оценка (3.3) сразу следует из (2.9) и (2.7). Предположим,

что (3.3) имеет место при некотором p ∈ N. Тогда учитывая условия c), b) из (2.9)

будем иметь

f
(p+1)
i (x) ≥

(
1

2

) α
1−α

∞∑
j=0

∞∫
0

Ki−j(x, t)dt ≥
(
1

2

) α
1−α

∞∑
j=0

∞∫
0

K̃i−j(x− t)dt =

=

(
1

2

) α
1−α

∞∑
j=0

x∫
−∞

K̃i−j(y)dy ≥
(
1

2

) α
1−α

∞∑
j=0

0∫
−∞

K̃i−j(y)dy =

(
1

2

) 1
1−α

∞∑
j=0

ai−j =

=

(
1

2

) 1
1−α

i∑
m=−∞

am ≥
(
1

2

) 1
1−α

0∑
m=−∞

am ≥
(
1

2

) 1
1−α

, i ∈ Z+, x ∈ R+

ибо a−i = ai > 0, i ∈ Z+ и
∞∑

i=−∞
ai = 2.
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Следовательно существует поточечный предел последовательности бесконеч-

ных вектор-функций: f (p)(x) := (f
(p)
0 (x), . . . , f

(p)
n (x), . . .)T , p ∈ Z+ :

fi(x) = lim
p→+∞

f
(p)
i (x), i ∈ Z+, x ∈ R+,

причем

(3.4)
(
1

2

) 1
1−α

≤ fi(x) ≤ zi, i ∈ Z+, x ∈ R+.

Повторяя аналогичные рассуждения как в доказательстве теоремы 1, можно

убедиться, что f(x) = (f0(x), . . . , fn(x), . . .)
T является решением бесконечной си-

стемы нелинейных интегральных уравнений (1.1) почти всюду на R+. Докажем

теперь формулу (3.2). Принимая во внимание c1) − c3), (3.1) и (3.4), а также

равномерное сходимость и ограниченность функциональных рядов:

(3.5)
∞∑
j=0

∞∫
0

Ki−j(x, t)f
α
j (t)dt,

∞∑
j=0

zαj

∞∫
0

K̃i−j(x± t)dt,

из (2.9) для произвольного положительного R в силу теоремы Фубини (см. [18])

будем иметь
R∫
0

(zi − fi(x))dx =

R∫
0

 ∞∑
j=0

zαj

 ∞∫
0

K̃i−j(x− t)dt+

∞∫
0

K̃i−j(x+ t)dt

 dx−

−
R∫
0

 ∞∑
j=0

∞∫
0

Ki−j(x, t)f
α
j (t)dt

 dx ≤
∞∑
j=0

R∫
0

∞∫
0

K̃i−j(x− t)(zαj − fαj (t))dtdx+

+

∞∑
j=0

zαj

R∫
0

∞∫
0

K̃i−j(x+ t)dtdx ≤ 2
α

1−α

∞∑
j=0

R∫
0

∞∫
x

K̃i−j(y)dydx+

+

∞∑
j=0

R∫
0

∞∫
0

K̃i−j(x− t)(zαj − fαj (t))dtdx ≤ 2
α

1−α

∞∑
j=0

∞∫
0

∞∫
x

K̃i−j(y)dydx+

+

∞∑
j=0

zαj

R∫
0

∞∫
R

K̃i−j(x− t)dtdx+

∞∑
j=0

R∫
0

R∫
0

K̃i−j(x− t)(zαj − fαj (t))dtdx ≤

≤ 2
α

1−α

∞∑
j=0

∞∫
0

yK̃i−j(y)dy + 2
α

1−α

∞∑
j=0

R∫
0

∞∫
R

K̃i−j(t− x)dtdx+

+

∞∑
j=0

ai−j

R∫
0

(zαj − fαj (t))dt ≤ 2
α

1−α

∞∑
i=−∞

∞∫
0

yK̃i(y)dy+
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+2
α

1−α

∞∑
j=0

R∫
0

∞∫
R−x

K̃i−j(y)dydx+

∞∑
j=0

ai−j

R∫
0

(zαj − fαj (t))dt =

= 2
α

1−α

∞∑
i=−∞

∞∫
0

yK̃i(y)dy+2
α

1−α

∞∑
j=0

R∫
0

∞∫
t

K̃i−j(y)dydt+

∞∑
j=0

ai−j

R∫
0

(zαj − fαj (t))dt ≤

≤ 2
α

1−α

∞∑
i=−∞

∞∫
0

yK̃i(y)dy + 2
α

1−α

∞∑
j=0

∞∫
0

yK̃i−j(y)dy +

∞∑
j=0

ai−j

R∫
0

(zαj − fαj (t))dt ≤

≤ 2
1

1−α

∞∑
i=−∞

∞∫
0

yK̃i(y)dy +

∞∑
j=0

ai−j

R∫
0

(zαj − fαj (t))dt ≤

≤ 2
1

1−α

∞∑
i=−∞

∞∫
0

yK̃i(y)dy + α

∞∑
j=0

ai−j

R∫
0

θα−1
j (t)(zj − fj(t))dt =: Ii, i ∈ Z+,

где fj(t) ≤ θj(t) ≤ zj , t ∈ [0, R], j ∈ Z+ (по теореме Лагранжа). Учитывая оценку

(3.4) получим, что

Ii ≤ 2
1

1−α

∞∑
i=−∞

∞∫
0

yK̃i(y)dy + 2α

∞∑
j=0

ai−j

R∫
0

(zj − fj(t))dt ≤

≤ 2
1

1−α

∞∑
i=−∞

∞∫
0

yK̃i(y)dy + 2α sup
j∈Z+

R∫
0

(zj − fj(t))dt

∞∑
j=0

ai−j ≤

≤ 2
1

1−α

∞∑
i=−∞

∞∫
0

yK̃i(y)dy + 4α sup
j∈Z+

R∫
0

(zj − fj(t))dt,

ибо zj ≤ 2
1

1−α , j ∈ Z+ и
∞∑

i=−∞
ai = 2.

Таким образом мы приходим к следующей оценке

(3.6)
R∫
0

(zi−fi(x))dx ≤ 2
1

1−α

∞∑
i=−∞

∞∫
0

yK̃i(y)dy+4α sup
j∈Z+

R∫
0

(zj−fj(t))dt, i ∈ Z+,

из которого в частности следует, что

(3.7)

0 ≤
R∫
0

(zi − fi(x))dx ≤ sup
i∈Z+

R∫
0

(zi − fi(x))dx =
2

1
1−α

1− 4α

∞∑
i=−∞

∞∫
0

yK̃i(y)dy, i ∈ Z+.
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В (3.7) при каждом фиксированном i ∈ Z+ устремляя число R→ ∞ получаем

0 ≤
∞∫
0

(zi − fi(x))dx ≤ 2
1

1−α

1− 4α

∞∑
j=−∞

∞∫
0

yK̃j(y)dy, i ∈ Z+.

Из последних оценок следует

sup
i∈Z+

∞∫
0

(zi − fi(x))dx ≤ 2
1

1−α

1− 4α

∞∑
j=−∞

∞∫
0

yK̃j(y)dy.

Таким образом теорема полностью доказана. □

Заметим теперь, что при условии
∞∑

i=−∞
sup
x∈R

K̃i(x) < +∞ имеет место

lim
x→+∞

fi(x) = zi, i ∈ Z+.

Действительно, из (1.1) в силу условий c), b) имеем

(3.8)

0 ≤ zi − fi(x) ≤ 2
α

1−α

∞∑
j=0

∞∫
x

K̃i−j(y)dy+

+2α

∞∫
0

 ∞∑
j=0

K̃i−j(x− t)

 sup
j∈Z+

(zj − fj(t))dt, i ∈ Z+,

ибо ряды (3.5) равномерно сходятся и
∞∑

i=−∞
sup
x∈R

K̃i(x) < +∞.

Так как χi(x) :=
∞∑
j=0

K̃i−j(x) ∈ L1(R)∩L∞(R), i ∈ Z+, ρ(t) := sup
j∈Z+

(zj −fj(t)) ∈

L1(R+) ∩ L∞(R+), то используя лемму 5 из работы [19] получим, что для всех

i ∈ Z+

lim
x→+∞

∞∫
0

 ∞∑
j=0

K̃i−j(x− t)

 sup
j∈Z+

(zj − fj(t))dt = 0.

Поскольку функциональный ряд
∞∑
j=0

∞∫
x

K̃i−j(y)dy равномерно сходиться, то из по-

следнего предельного соотношения и (3.8) получаем, что lim
x→+∞

fi(x) = zi, i ∈ Z+.

В следующем параграфе для всевозможных значений показателя α ∈
(
0, 14

)
мы докажем также единственность решения бесконечной системы нелинейных

интегральных уравнений вида (1.1) в следующем классе бесконечных вектор-

функций:

(3.9) M := {φ(x) = (φ0(x), . . . , φn(x), . . .)
T : φ ∈ B, inf

j∈Z+
inf

x∈R+
φj(x) > 0}.
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4. Единстевнность решения. Примеры

Теорема 4.1. При условиях теоремы 2 бесконечная система нелинейных ин-

тегральных уравнений (1.1) в классе M не может иметь более одного решения.

Доказательство. Пусть f(x) = (f0(x), . . . , fn(x), . . .)
T произвольное решение си-

стемы (1.1) из класса M. Тогда учитывая условие c) из (1.1) будем иметь

(4.1)

fi(x) ≥
∞∑
j=0

ρα0

∞∫
0

K̃i−j(x− t)dt ≥

≥ ρα0

∞∑
j=0

0∫
−∞

K̃i−j(y)dy ≥ ρα0
2

∞∑
j=0

ai−j ≥
ρα0
2

0∑
m=−∞

am ≥ ρα0
2
, i ∈ Z+,

где ρ0 := inf
i∈Z+

inf
x∈R+

fi(x). Из (4.1) следует, что

(4.2) ρ0 ≥
(
1

2

) 1
1−α

.

Предположим теперь, что система (1.1) имеет две различные решения f, f̃ из

класса M. Тогда в силу доказанного выше

(4.3) inf
i∈Z+

inf
x∈R+

fi(x) ≥
(
1

2

) 1
1−α

, inf
i∈Z+

inf
x∈R+

f̃i(x) ≥
(
1

2

) 1
1−α

.

Учитывая (3.9), (4.3) и условия b), c) из (1.1) в силу теоремы Лагранжа имеем

|fi(x)− f̃i(x)| ≤
∞∑
j=0

∞∫
0

Ki−j(x, t)|fαj (t)− f̃αj (t)|dt ≤

≤ 2α

∞∑
j=0

∞∫
0

Ki−j(x, t)|fj(t)− f̃j(t)|dt ≤

≤ 2α sup
j∈Z+

sup
t∈R+

|fj(t)− f̃j(t)|
∞∑
j=0

sup
x∈R+

∞∫
0

Ki−j(x, τ)dτ ≤

≤ 2α sup
j∈Z+

sup
t∈R+

|fj(t)− f̃j(t)|
∞∑

m=−∞
am = 4α sup

j∈Z+

sup
t∈R+

|fj(t)− f̃j(t)|,

откуда получаем, что

(4.4) (1− 4α) sup
j∈Z+

sup
x∈R+

|fj(x)− f̃j(x)| ≤ 0.

Так как α ∈
(
0, 14

)
то из (4.4) следует, что fi(x) = f̃i(x), i ∈ Z+ почти всюду на

R+. Теорема доказана. □
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Замечание 4.1. К сожалению интегральную асимптотику (3.2) и теорему

единственности решения пока нам удается доказать только для малых зна-

чений показателя α. Отметим, что аналогичные результаты для соответ-

ствующих конечных систем нелинейных интегральных уравнений нам удалось

доказать при всевозможных значений параметра α ∈ (0, 1) (см. [3], [10] и [11]).

В конце приведем несколько примеров ядер {Km(x, t)}∞m=−∞, {
◦
Km(x)}∞m=−∞

и {K̃m(x)}∞m=−∞. Сперва приведем примеры ядерных функций: {
◦
Km(x)}∞m=−∞,

{K̃m(x)}∞m=−∞ :

1)
◦
Km(x) = εm√

π
e−x2

, x ∈ R, m ∈ Z, где εm ∈ (0, 1), m ∈ Z и ∃N ∈ N s.t.
N∑

m=−N

εm = 1, ε−j = εj , j ∈ Z+,

2)
◦
Km(x) = εm

b∫
a

e−|x|sdσ(s), x ∈ R, m ∈ Z, σ ↑ на [a, b), 2
b∫
a

1
sdσ(s) = 1,

0 < a < b ≤ +∞,

3) K̃m(x) = δm√
πpm

e−
x2

pm , x ∈ R, m ∈ Z, pm > 0, а δm ∈ (0, 1),
∞∑

m=−∞
δm = 2,

4) K̃m(x) = δm
b∫
a

e−|x|sdσ(s), x ∈ R, m ∈ Z.

Теперь приведем примеры ядер {Km(x, t)}∞m=−∞ :

A) Km(x, t) = K̃m(x− t) + ε∗K̃m(x+ t), m ∈ Z, (x, t) ∈ R+ ×R+, 0 < ε∗ < 1,

B) Km(x, t) = K̃m(x− t)λm(x), m ∈ Z, (x, t) ∈ R+ × R+, λi(x) = λ−i(x), i ∈
Z+, λm ∈ C(R+), 1 ≤ λm(x) ≤ am

x∫
−∞

K̃m(τ)dτ
, x ∈ R+ и λm(x) ̸≡ am

x∫
−∞

K̃m(τ)dτ
,

m ∈ Z.

Прямой проверкой можно убедиться, что перечисленные примеры удовлетво-

ряют всем условиям доказанных теорем. Приведенные примеры 1) − 4), A), B)

возникают в конкретных задачах из теории переноса излучения и кинетической

теории газов (см. [5]-[7]).

Авторы выражают благодарность рецензенту за полезные замечания.

Abstract: An infinite system of integral equations with power nonlinearity on

the positive half-line is considered. A number of particular cases of this system arise

in many branches of mathematical physics. In particular, systems of this nature are

encountered in the theory of radiative transfer in spectral lines, in the dynamic theory

of p-adic open-closed strings, in the mathematical theory of the spread of epidemic
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diseases, and in econometrics. The existence of a non-negative (in coordinates) non-

trivial and bounded solution is proved. Under an additional constraint on the matrix

kernel, we also study the asymptotic behavior at infinity. In the case of strong

symmetry (symmetry both in coordinates and in indices) of the matrix kernel, we also

prove a uniqueness theorem for a solution in a certain class of infinite and bounded

vector functions. At the end, concrete examples of an infinite matrix kernel are given

that are of practical interest in the above applications.
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