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1. Введение

В этой статье мы исследуем периодические ортонормированные сплайн-системы

произвольного порядка k, с произвольными разбиениями. Рассматриваем такие

плотные последовательности точек на торе T, где каждая точка встречается не

более k раз. Такие последовательности точек называются k допустимо на торе

T.

Основная цель данной работы — дать характеристику последовательностей

узлов, для которых соответствующая периодическая ортонормированная систе-

ма сплайнов порядка k является безусловным базисом в H1(T). Наш результат

является периодической версией основного результата из [14]. Сделаем несколько

комментариев по истории этого результата.

Знаменитый результат А. Шадрина [23] утверждает, что оператор ортогональ-

ного проектирования на эти пространства Sn ограничен на L∞[0, 1] константой,

1Второй автор был поддержан Комитетом науки Республики Армения в рамках исследова-
тельского проекта №23RL-1A027.
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зависящей только от порядка сплайна k. Как следствие, непериодическая ор-

тонормированная сплайн-система (fn)n является базисом Шаудера в Lp[0, 1],

1 ≤ p < ∞ и в пространстве непрерывных функций C[0, 1]. Существуют раз-

личные результаты о безусловности систем сплайнов, ограничивающих либо по-

рядок сплайна k, либо разбиение (tn)n≥0. Первый результат в этом направлении

встречается в [1], где доказано, что классическая система Франклина — ортонор-

мированные системы сплайнов порядка 2, соответствующие последовательности

диадических узлов (1/2, 1/4, 3/4, 1/8, 3/8, . . .)—является безусловным базисом в

Lp[0, 1], 1 < p < ∞. Этот результат был обобщен в [4] для ортонормирован-

ных сплайн-систем произвольного порядка, но соответствующие только диадиче-

скими узлами. Далее, значительные усилия были предприняты, чтобы ослабить

ограничение на последовательности диадических узлов. Это ограничение было

постепенно снято для общих систем Франклина в серии статей [10, 15, 11]. Окон-

чательный результат показал, что для каждой допустимой последовательности

точек (tn)n≥0 с параметром k = 2, соответствующая общая система Франклина

образует безусловный базис в Lp[0, 1], 1 < p < ∞. Сочетание методов, используе-

мых в [15, 11] с некоторыми новыми неравенствами из [21], в [19] было доказано,

что непериодические ортонормированные сплайн-системы являются безусловны-

ми базисами в Lp[0, 1], 1 < p < ∞, для сплайн систем любого порядка k и для

любой допустимой последовательности точек (tn).

Периодический аналог теоремы Шадрина представлен в [20]. В случае диа-

дических узлов, в работе Дж. Домста [8] получены экспоненциальные оценки

для обратной матрицы Грама периодических B-сплайнов, которые были исполь-

зованы для доказательства безусловности периодических ортонормированных

сплайн-систем с диадическими узлами в Lp для 1 < p < ∞. В работе [17] было

доказано, что для любой допустимой последовательности точек, соответствую-

щая периодическая система Франклина (т.е. случай k = 2) образует безусловный

базис в Lp[0, 1], 1 < p < ∞. К. Керян и М. Пассенбруннер [18] получили важную

оценку для функций общих периодических ортонормированных сплайн систем.

Объединив эту оценку с методами, разработанными в [11], авторы смогли дока-

зать безусловную базисность периодических ортонормированных сплайн-систем

в Lp(T), 1 < p < ∞.

Простая геометрическая характеристика последовательностей узлов была да-

на Г.Г. Геворкяном и А. Камонтом в [12]. Они доказали, что соответствующая
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общая система Франклина является базисом или безусловным базисом в H1[0, 1].

После этого, используя следствия результата Шадрина, полученного З. Чисель-

ским [5], Г.Г. Геворкян и А. Камонт [13] обобщили часть своего результата из

[12] для ортонормированных сплайн-систем произвольного порядка и получили

характеристику последовательностей узлов, для которых соответствующая ор-

тонормированная сплайн-система порядка k является базисом в H1[0, 1]. В даль-

нейшем были проведены исследования с целью найти характеристику последо-

вательностей узлов, для которых соответствующая ортонормированная сплайн-

система порядка k является безусловным базисом в H1[0, 1]. Решение этой про-

блемы было представлено в [14]. Дано условие регулярности последовательно-

стей узлов.

Другой важный вклад в изучение периодических ортонормированных систем

сплайнов был сделан М.П. Погосяном и К.А. Керяном в [22]. Простая геомет-

рическая характеристика последовательностей узлов была дана в упомянутой

статье [22]. Для этих типов последовательностей узлов соответствующие общие

периодические системы Франклина являются базисом или безусловным базисом

в H1(T). В недавней статье [16] авторы настоящей статьи предоставили необхо-

димое и достаточное условие, при котором периодическая ортонормированная

сплайн-система является базисом в H1(T).
Схема доказательства результатов в основном соответствует [14]. Некоторые

оценки и свойства периодических сплайнов взяты из [18].

Структура настоящей статьи следующая: В разделе 2 мы даем необходимые

определения и даем формулировку основного результат статьи — теорему 2.4.

В разделах 3 и 4 мы упоминаем или доказываем несколько фактов, необходи-

мых для наших результатов. В частности, в разделе 4 мы представляем понятие

связанных характеристических интервалов как для периодических, так и для

непериодических ортонормированных систем сплайнов с произвольными узла-

ми, а также упоминаем или получаем важные оценки для ортонормированных

сплайн-систем. Некоторые комбинаторные факты для характеристических ин-

тервалов приведены в разделе 5. Затем, в разделе 6 представлены некоторые

важные результаты, а в разделе 7 дано доказательство теоремы 2.4.
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2. Определения и основные результаты

2.1. Непериодический случай. Предположим, что k ≥ 2 — целое число. Пусть

T = (tn)
∞
n=2 — всюду плотная последовательность точек на единичном интерва-

ле такая, что каждая точка встречается не более k раз. Кроме того, определим

t0 := 0 и t1 := 1. Такие последовательности точек называются k-допустимыми.

Для n из интервала −k+2 ≤ n ≤ 1 пусть S
(k)
n — пространство полиномов поряд-

ка n + k − 1 (или степени n + k − 2) на интервале [0, 1] и (f
(k)
n )1n=−k+2 — набор

ортонормированных многочленов из L2 ≡ L2[0, 1], для которых степень f
(k)
n рав-

на n + k − 2. Для n ≥ 2 пусть Tn — упорядоченная последовательность точек,

состоящая из точек сетки (tj)
n+1
j=0 с учетом кратностей, где узлы 0 и 1 имеют

кратность k, т. е. Tn имеет вид

Tn = (0 = τn,−k = · · · = τn,−1 < τn,0 ≤

≤ · · · ≤ τn,n−1 < τn,n = · · · = τn,n+k−1 = 1).

В этом случае мы определяем S
(k)
n как пространство полиномиальных сплайнов

порядка k с точками сетки Tn. Для каждого n ≥ 2 пространство S
(k)
n−1 имеет

коразмерность 1 в S
(k)
n и, следовательно, существует функция f

(k)
n ∈ S

(k)
n , орто-

нормированная пространству S
(k)
n−1. Заметим, что эта функция f

(k)
n единственная

с точностью до знака.

Определение 2.1. Система функций (f
(k)
n )∞n=−k+2 называется ортонормальная

сплайн-система порядка k, соответствующая последовательности (tn)
∞
n=0.

Часто мы будем пропускать параметр k и писать fn и Sn вместо f
(k)
n и S

(k)
n ,

соответственно.

Под H1 = H1[0, 1] мы подразумеваем атомное пространство Харди на [0, 1]

(см. [6]). Теперь введем условия регулярности последовательности T.

Для n ≥ 2, ℓ ≤ k и i из интервала −ℓ ≤ i ≤ n− 1 определим D
(ℓ)
n,i как интервал

[τn,i, τn,i+ℓ].

Определение 2.2. Пусть ℓ ≤ k и (tn)
∞
n=0 — ℓ-допустимая последовательность

точек. Тогда эта последовательность называется ℓ-регулярной с параметром γ ≥
1, если

|D(ℓ)
n,i|
γ

≤ |D(ℓ)
n,i+1| ≤ γ|D(ℓ)

n,i|, n ≥ 2, −ℓ ≤ i ≤ n− 2.
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Итак, другими словами, (tn) ℓ-регулярна, если существует постоянная γ ≥ 1,

такая, что для всех n соотношения длин соседних носителей B-сплайн-функций

(см. раздел 3.2) порядка ℓ с узлами из Tn ограничены γ-ой.

В этом разделе мы представим две теоремы, которые являются источниками

вопросов, рассматриваемых в этой статье.

Теорема 2.1 ([13]). Пусть k ≥ 1 и (tn) k-допустимая последовательность

узлов в [0, 1] с соответствующей ортонормированной сплайн-системой (f
(k)
n )

порядка k. В таком случае (f
(k)
n ) является базисом в H1[0, 1] тогда и только

тогда, когда (tn) k-регулярна с некоторым параметром γ ≥ 1.

Теорема 2.2 ([14]). Пусть (tn) — k-допустимая последовательность точек.

Соответствующая ортонормированная сплайн-система (f
(k)
n ) является без-

условным базисом в H1[0, 1], тогда и только тогда, когда (tn) удовлетворяет

условию (k − 1)-регулярности с некоторым параметром γ ≥ 1.

2.2. Периодический случай. Пусть k ≥ 2 — целое число и (sn)
∞
n=1 — k допу-

стимая последовательность точек на торе T, т.е. всюду плотная последователь-

ность точек на торе T такая, что каждая точка встречается не более k раз.

Для n ≥ k определим Ŝn как пространство полиномиальных сплайнов порядка

k с точками сетки (sj)
n
j=1 ⊂ T. Для каждого n ≥ k + 1 пространство Ŝn−1 име-

ет коразмерность 1 в Ŝn и, следовательно, существует функция f̂n ∈ Ŝn такая,

что ∥f̂n∥2 = 1 и ортогональная пространству Ŝn−1. Заметим, что эта функция f̂n

единственна с точностью до знака. Кроме того, пусть (f̂n)
k
n=1 — ортонормирован-

ный базис для Ŝk. Система функций (f̂n)
∞
n=1 называется периодической ортонор-

мированной сплайн системой порядка k, соответствующая последовательности

(sn)
∞
n=1.

Теперь определим атомное пространство Харди на T.

Определение 2.3. a : T → R называется периодическим атомом, если либо

a ≡ 1, либо существует интервал Γ ⊂ T такой, что выполняются следующие

условия:

(i) supp a ⊂ Γ,

(ii) ∥a∥L∞(T) ≤ |Γ|−1,

(iii)
∫
T a(x) dx =

∫
Γ
a(x) dx = 0.
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Определение 2.4. H1(T) является семейством всех тех функций f , которые

имеют представление

f =

∞∑
n=1

cnan

для некоторых периодических атомов (an)
∞
n=1 и действительных скаляров (cn)

∞
n=1 ∈

ℓ1.

Пространство H1(T) становится банаховым при норме

∥f∥H1(T) := inf
∞∑

n=1

|cn|

где inf берется по всем (периодическим) атомным представлениям
∑

cnan функ-

ции f . Теперь введем условия регулярности на торе T для последовательности

(sn)
∞
n=1.

Предположим, что n ≥ k+1 и пусть (σj)
n−1
j=0 — упорядоченная последователь-

ность узловых точек, состоящая из (sj)
n
j=1 на T, канонически отождествленных

с [0, 1):

T̂n = (0 ≤ σn,0 ≤ σn,1 ≤ · · · ≤ σn,n−2 ≤ σn,n−1 < 1).

Для целых ℓ ≤ k и i ∈ N0 определим интервал T
(ℓ)
n,i := [σn,i, σn,i+ℓ] ⊂ T. Здесь

мы считаем индекс i периодическим, т.е. используем обозначение периодического

расширения последовательности (σj)
n−1
j=0 , т.е. σrn+j = r+σj для j ∈ {0, . . . , n−1}

и r ∈ Z, а подиндексами B-сплайн функций возьмем индексы по модулю n.

Определение 2.5. Пусть ℓ ≤ k и (sn)
∞
n=1 — ℓ-допустимая последовательность

точек на торе T. Тогда эта последовательность называется ℓ-регулярной на торе

T с параметром γ ≥ 1, если

|T (ℓ)
n,i |
γ

≤ |T (ℓ)
n,i+1| ≤ γ|T (ℓ)

n,i |, n ≥ ℓ+ 1, i ∈ N0.

Другими словами, (sn) является ℓ-регулярным на торе T, если существует по-

стоянная γ ≥ 1, такая, что для всех n ≥ ℓ соотношения длин соседних носителей

периодических B-сплайнов (см. раздел 3.2) порядка ℓ с узлами T̂n ограничены

γ-ой.

Следующая теорема является основным результатом [16] и характеризует си-

стемы (f̂
(k)
n ), которые являются базисом в H1(T).
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Теорема 2.3 ([16]). Пусть k ≥ 1 и (sn) k-допустимая последовательность уз-

лов в T с соответствующей периодической ортонормированной сплайн систе-

мой (f̂
(k)
n ) порядка k. В таком случае (f̂

(k)
n ) является базисом в H1(T) тогда и

только тогда, когда (sn) k-регулярна на торе с некоторым параметром γ ≥ 1.

В этой статье мы находим достаточное условие при котором (f̂
(k)
n )∞n=1 являет-

ся безусловным базисом в H1(T). Основной результат данной работы состоит в

следующем.

Теорема 2.4. Пусть (sn) — k-допустимая последовательность точек тора T.

Если (sn) удовлетворяет условию (k − 1)-регулярности на торе с некоторым

параметром γ ≥ 1, то соответствующая периодическая ортонормированная

сплайн система (f̂
(k)
n ) является безусловным базисом в H1(T).

3. Предварительные сведения

Параметр k ≥ 2 всегда будет использоваться для определения порядка базо-

вых полиномов или сплайнов. Обозначение A(t) ∼ B(t) будет использоватся при

существовании двух констант c1, c2 > 0, таких что c1B(t) ≤ A(t) ≤ c2B(t) для

всех t, где t представляет собой все явные и неявные зависимости, которые мо-

гут иметь выражения A и B. Если константы c1, c2 зависят от дополнительного

параметра p, мы напишем это A(t) ∼p B(t). Соответственно, будем использовать

символы ≲,≳,≲p,≳p. Кроме этого, будем использовать символы ↶ и ↷ для обо-

значения направлений против и по часовой стрелке, соответственно. Направле-

ние против часовой стрелки будем считать положительным направлением. Для

подмножества E вещественной прямой через |E| обозначим меру Лебега E, а 1E

- характеристическую функцию E. Если f : Ω → R — вещественная функция, а

λ — вещественный параметр, то множество всех точек, в которых f больше, чем

λ, обозначим [f > λ] := {ω ∈ Ω : f(ω) > λ}.

Определение 3.1. Пусть V ⊂ T — интервал. Назовем один из двух концов

V конечной точкой по часовой стрелке, если можно двигаться от этого конца

по часовой стрелке вдоль тора через V и в конечном итоге встретить другой

конец интервала V . Конец интервала, который не является таковым, называется

конечная точка против часовой стрелки.
9
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3.1. Свойства регулярной последовательности точек на [0, 1] и T. Снача-

ла мы рассмотрим непериодический случай. Следующая лемма описывает гео-

метрическое разложение интервалов в регулярные последовательности (напом-

ним обозначение D
(ℓ)
n,i = [τn,i, τn,i+ℓ] ⊂ [0, 1]).

Лемма 3.1. Пусть (tn) k-допустимая последовательность точек, удовлетво-

ряющая условию ℓ-регулярности для некоторого 1 ≤ ℓ ≤ k с параметром γ, и

пусть D
(ℓ)
n1,i1

⊃ · · · ⊃ D
(ℓ)
n2ℓ,i2ℓ

— строго убывающая последовательность мно-

жеств, определенных выше. Тогда,

|D(ℓ)
n2ℓ,i2ℓ

| ≤ γℓ

1 + γℓ
|D(ℓ)

n1,i1
|.

Доказательство. Обозначим Vj := D
(ℓ)
nj ,ij

для 1 ≤ j ≤ 2ℓ. Тогда по определению,

V1 содержит ℓ + 1 точек сетки из Tn1 и содержит не менее 3ℓ точек сетки Tn2ℓ
.

Следовательно, существует интервал D
(ℓ)
n2ℓ,m для некоторого индекса m, удовле-

творяющего условию

int(D(ℓ)
n2ℓ,m

∩ V2ℓ) = ∅, D(ℓ)
n2ℓ,m

⊂ V1, dist(D(ℓ)
n2ℓ,m

, V2ℓ) = 0.

Теперь, из ℓ-регулярностьи (tn) следует

|V2ℓ| ≤ γℓ|D(ℓ)
n2ℓ,m

| ≤ γℓ
(
|V1| − |V2ℓ|

)
,

т. е. |V2ℓ| ≤ γℓ

1+γℓ |V1|, что и доказывает утверждение леммы. □

Если последовательность узлов (sn) удовлетворяет условию регулярности на

торе T, то мы имеем такое же геометрическое разложение интервалов на торе T.

Лемма 3.2. Пусть (sn) k-допустимая последовательность точек на торе T,

удовлетворяющая условию ℓ-регулярности для некоторого 1 ≤ ℓ ≤ k с парамет-

ром γ и пусть T
(ℓ)
n1,i1

⊃ · · · ⊃ T
(ℓ)
n2ℓ,i2ℓ

— строго убывающая последовательность

интервалов на торе T. Тогда,

|T (ℓ)
n2ℓ,i2ℓ

| ≤ γℓ

1 + γℓ
|T (ℓ)

n1,i1
|.

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 3.1.

3.2. Свойства функций B-сплайн. Определим функции (N
(k)
n,i )

n−1
i=−k — сово-

купность B-сплайнов порядка k, соответствующие разбиению Tn. Эти функ-

ции нормализованы таким образом, что они образуют разбиение единицы, т. е.∑n−1
i=−k N

(k)
n,i (x) = 1 , ∀x ∈ [0, 1]. С этим базисом связан биортогональный базис

10
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Sn, который мы обозначим через (N
(k)∗
n,i )n−1

i=−k. Если значения параметров k и n

ясны из контекста, то мы будем использовать также эти обозначения (Ni)
n−1
i=−k и

(N∗
i )

n−1
i=−k соответственно.

Напомним теперь элементарное свойство многочленов.

Предложение 3.1 (Ремез). Пусть 0 < ρ < 1 и I — интервал, а A ⊂ I такое

подмножество I, что |A| ≥ ρ|I|. Тогда для любого многочлена Q порядка k на

интервале I имеем

max
t∈I

|Q(t)| ≲ρ,k sup
t∈A

|Q(t)| и
∫
I

|Q(t)|dt ≲ρ,k

∫
A

|Q(t)|dt.

Теперь представим важный результат для B-сплайнов (Ni). Это лемма 4.1 в

[7, Глава 5].

Предложение 3.2. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞ и g =
∑n−1

j=−k ajNj, где набор (Ni)
n−1
i=−k —

B-сплайны порядка k, соответствующие разбиению Tn. Тогда,

(3.1) |aj | ≲k |Ij |−1/p∥g∥Lp(Ij), −k ≤ j ≤ n− 1,

где Ij — подинтервал [τn,i, τn,i+1] интервала [τn,j , τn,j+k] максимальной длины.

Сейчас рассмотрим периодические B-сплайны и их свойства.

Пусть n ≥ k и (N̂
(k)
n,i )

n−1
i=0 — периодические B-сплайн-функции порядка k со-

ответствующие произвольной k допустимой последовательности (σj)
n−1
j=0 на торе

T, канонически отождествляемой с [0, 1):

T̂n = (0 ≤ σ0 ≤ σ1 ≤ · · · ≤ σn−2 ≤ σn−1 < 1).

Пусть (N̂
(k)∗
n,i )n−1

i=0 — двойственный базис к (N̂
(k)
n,i )

n−1
i=0 и Ŝ

T̂n
— линейная оболочка

(N̂
(k)
n,i )

n−1
i=0 . Отметим, что вместо обозначений N̂

(k)
n,i и N̂

(k)∗
n,i мы можем использо-

вать N̂i и N̂∗
i соответственно. Определим матрицу (âij)

n−1
i,j=0 = (⟨N̂∗

i , N̂
∗
j ⟩)

n−1
i,j=0.

Теперь нам понадобится следующая известная формула для производной ли-

нейной комбинации периодических B-сплайн-функций: если g =
∑n−1

j=0 ajN̂
(k)
n,j ,

то

(3.2) g′ = (k − 1)

n∑
j=1

(aj − aj−1)
N̂

(k−1)
n,j

|T (k−1)
n,j |

.

Здесь мы использовали обозначение периодического расширения последователь-

ности коэффициентов (aj)
n−1
j=0 , т.е. arn+j = aj для j = 0, . . . , n− 1 и r ∈ Z

11
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Не сложно убедиться, что свойство устойчивости B-сплайна имеет место и в

периодическом случае.

Предложение 3.3. Пусть n ≥ 2k и 1 ≤ p ≤ ∞. Тогда для g =
∑n−1

j=0 ajN̂j

имеем

(3.3) ∥g∥p ∼k

( n−1∑
j=0

|aj |p| supp N̂j |
)1/p

= ∥(aj · | supp N̂j |1/p)n−1
j=0 ∥ℓp .

Более того, если n ≥ 3k − 1, то для коэффициентов имеет место следующее

неравенство

(3.4) |aj | ≲k |Îj |−1/p∥g∥Lp(Îj)
, 0 ≤ j ≤ n− 1.

Здесь Îj — подинтервал [σn,i, σn,i+1] интервала T
(k)
n,j , который имеет макси-

мальную длину.

По поводу первого свойства мы отсылаем к [18], а доказательство второго

свойства будет представлено ниже.

Доказательство. Пусть j — произвольное целое число с 0 ≤ j ≤ n−1. Поскольку

n ≥ 3k−1, мы можем отождествить T с [0, 1) так, чтобы между начальной точкой

0 и носителем N̂j было не менее k − 1 точек как по часовой стрелке, так и по

направлению против часовой стрелки. Далее, используя (3.1) из утверждения

3.2, мы получим желаемый результат. □

Ниже приводим периодическую версию теоремы Шадрина (см. теорему 1.4 в

[20]).

Теорема 3.1 ([20]). Пусть P̂ — оператор ортогонального проектирования на

Ŝ
T̂

относительно канонического скалярного произведения в L2(T). Тогда суще-

ствует постоянная Ck, зависящая только от порядка сплайна k, такая, что

∥P̂ : L∞(T) → L∞(T)∥ ≤ Ck.

С помощью последнего результата доказана почти всюду сходимость рядов

Фурье по периодическим ортонормированным сплайн системам (Теорема 1.3 в

[20]).

Теорема 3.2 ([20]). Пусть (f̂n)
∞
n=1 — периодическая ортонормированная сплайн

система порядка k, соответствующая произвольной k-допустимой последова-

тельности точек (sn)
∞
n=1 на торе T. Тогда, для произвольного f ∈ L1(T), ряд∑∞

n=1⟨f, f̂n⟩f̂n сходится к f почти всюду на торе T.
12
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Следующий результат принадлежит Керяну и Пассенбруннеру. С доказатель-

ством можно ознакомиться в [18] (см. Теорему 3.13).

Теорема 3.3 ([18]). Пусть P̂ — ортогональная проекция на Ŝ
T̂
. Тогда,

|P̂ h(t)| ≲ M̂h(t), h ∈ L1(T),

где M̂h(t) = supI∋t |I|−1
∫
I
|h(y)|dy — периодический оператор максимальной

функции Харди-Литтлвуда и sup берется по всем интервалам I ⊂ T содержа-

щих точку t.

4. Характеристические интервалы и свойства периодических

ортонормированных сплайн-функций

4.1. Непериодический случай. В этом разделе мы рассмотрим ортонормиро-

ванные сплайн-функции fn = f
(k)
n , где k ∈ N фиксировано. Рассмотрим сетку

Tn:

Tn = (0 = τn,−k = · · · = τn,−1 < τn,0 ≤ · · · ≤ τn,i0

≤ · · · ≤ τn,n−1 < τn,n = · · · = τn,n+k−1 = 1).

Для простоты мы будем часто опускать индекс n.

Пусть T̃n получается из Tn, удалением выделенного τi0 из сетки. Рассмотрим

функции (Ni)
n−1
i=−k, т.е. совокупность B-сплайн-функций порядка k, соответству-

ющих сетке Tn и через (Ñi : −k ≤ i ≤ n− 2) обозначим совокупность B-сплайн-

функций, соответствующих T̃n. Формула Бома [2] дает нам следующую связь

между Ni и Ñi:

(4.1)
Ñi(t) = Ni(t) если − k ≤ i ≤ i0 − k − 1,

Ñi(t) =
τi0 − τi
τi+k − τi

Ni(t) +
τi+k+1 − τi0
τi+k+1 − τi+1

Ni+1(t) если i0 − k ≤ i ≤ i0 − 1,

Ñi(t) = Ni+1(t) если i0 ≤ i ≤ n− 2.

Чтобы вычислить ортонормированную сплайн-функцию, соответствующую раз-

биениям T̃n и Tn, сначала определим функцию gn ∈ span{Ni : −k ≤ i ≤ n − 1}
такую, что gn ⊥ Ñj для всех −k ≤ j ≤ n−2. Функция gn имеет вид (с точностью

до постоянного множителя)

(4.2) gn =

i0∑
j=i0−k

αjN
∗
j =

i0∑
j=i0−k

n−1∑
l=−k

αjajlNl =

n−1∑
l=−k

wlNl,

13
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где (ajl)
n−1
j,l=−k — обратная матрица Грама (⟨Nj , Nl⟩)n−1

j,l=−k и

(4.3) wl :=

i0∑
j=i0−k

αjajl, −k ≤ l ≤ n− 1.

Коэффициенты αj имеют вид

(4.4) αj = (−1)j−i0+k
( j−1∏

ℓ=i0−k+1

τi0 − τℓ
τℓ+k − τℓ

)( i0−1∏
ℓ=j+1

τℓ+k − τi0
τℓ+k − τℓ

)
, i0 − k ≤ j ≤ i0.

Кроме того, коэффициенты αj можно описать соотношением

(4.5) αi+1
τi+k+1 − τi0
τi+k+1 − τi+1

+ αi
τi0 − τi
τi+k − τi

= 0.

Чтобы дать оценки для gn и нормированной функции fn = gn/∥gn∥2, сопоста-

вим каждой функции gn характеристический интервал, который представляет

собой интервал [τn,i, τn,i+1] с концами из сетки и лежит вблизи вставленной точки

τn,i0 .

Определение 4.1 (Характеристический интервал для непериодических после-

довательностей). Пусть T, T̃ такие разбиения, как указано выше, а τi0 — новая

точка в T, которой нет в T̃. Определим характеристический интервал J , соот-

ветствующий τi0 следующим образом.

(1) Пусть

Λ(0) := {i0 − k ≤ j ≤ i0 : |[τj , τj+k]| ≤ 2 min
i0−k≤ℓ ≤i0

|[τℓ, τℓ+k]|}

— множество всех индексов j, для которых соответствующий носитель B-

сплайн-функции Nj приближенно минимален. Заметим, что Λ(0) непусто.

(2) Определим

Λ(1) := {j ∈ Λ(0) : |αj | = max
ℓ∈Λ(0)

|αℓ|}.

Для произвольного, но фиксированного индекса j(0) ∈ Λ(1) положим

J (0) := [τj(0) , τj(0)+k].

(3) Теперь, интервал J (0) можно записать как объединение k интервалов сет-

ки

J (0) =

k−1⋃
ℓ=0

[τj(0)+ℓ, τj(0)+ℓ+1] с j(0) как указано выше.

Определим характеристический интервал Jn = J = J(τi0) как один из

выше указанных k интервалов, имеющий максимальную длину.
14
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4.2. Периодический случай. Здесь мы даем оценки для периодических орто-

нормированных сплайн-функций (f̂n). Некоторые из них доказаны в [18]. Дока-

жем другие оценки, отсутствующие в предыдущей статье. Эти оценки необходи-

мы для доказательства основной теоремы этой статьи.

Имеем ту же ситуацию, что и в непериодическом случае: Пусть

T̂n = T̂ = (0 ≤ σ0 ≤ σ1 ≤ · · · ≤ σi0 ≤ · · · ≤ σn−2 ≤ σn−1 < 1)

— разбиение T, канонически отождествляемое с [0, 1), а ˜̂
T — то же самое раз-

биение, но с удаленной σi0 . Напомним обозначения периодических B-сплайн-

функций порядка k относительно T̂, т.е. (N̂j)
n−1
j=0 и через (

˜̂
Nj)

n−2
j=0 обозначим

периодические B-сплайн-функции порядка k относительно ˜̂
T. Здесь мы напом-

ним обозначения периодического расширения последовательности (σj)
n−1
j=0 , т.е.

σrn+j = r+σj для j ∈ {0, . . . , n−1}, r ∈ Z и индексы B-сплайн-функций возьмем

по модулю n.

Чтобы вычислить периодические ортонормированные сплайн-функции, соот-

ветствующие по приведенным выше сеткам определим функцию ĝn := ĝ ∈ span{N̂i :

0 ≤ i ≤ n− 1} такую, что ĝ ⊥ ˜̂
Nj для всех 0 ≤ j ≤ n− 2. То есть предполагаем,

что ĝ имеет вид

ĝ =

n−1∑
j=0

α̂jN̂
∗
j ,

где α̂j = ⟨g, N̂j⟩. Чтобы ĝ была ортогональна ˜̂
Nj для 0 ≤ j ≤ n − 2 она должна

удовлетворять тождествам

0 = ⟨ĝ, ˜̂
Ni⟩ =

n−1∑
j=0

α̂j⟨N̂∗
j ,

˜̂
Ni⟩, 0 ≤ i ≤ n− 2.

Здесь мы можем рассматривать индексы j как периодически, что означает α̂j ̸= 0

только для j ∈ {i0 − k, . . . , i0}. Важно отметить, что формула (4.1) распростра-

няется на периодическую настройку, что влечет за собой следующее отношение

для коэффициентов (α̂j):

(4.6) α̂i+1
σi+k+1 − σi0

σi+k+1 − σi+1
+ α̂i

σi0 − σi

σi+k − σi
= 0, i0 − k ≤ i ≤ i0 − 1.

С начальным значением

α̂i0−k =

i0−1∏
ℓ=i0−k+1

σℓ+k − σi0

σℓ+k − σℓ
,

15
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мы получаем явную формулу

(4.7)

α̂j = (−1)j−i0+k
( j−1∏

ℓ=i0−k+1

σi0 − σℓ

σℓ+k − σℓ

)
·
( i0−1∏

ℓ=j+1

σℓ+k − σi0

σℓ+k − σℓ

)
, i0 − k ≤ j ≤ i0.

Теперь, аналогично определению 4.1, представим характеристические интер-

валы для периодических сеток.

Определение 4.2 (Характеристический интервал для периодических последо-

вательностей). Пусть T̂,
˜̂
T такие разбиения, как указано выше и σi0 — новая

точка в T̂, которой нет в ˜̂
T. При ограничении n ≥ 2k определим (периодический)

характеристический интервал Ĵ , соответствующий σi0 , следующим образом.

(1) Пусть

Λ(0) := {i0 − k ≤ j ≤ i0 : |[σj , σj+k]| ≤ 2 min
i0−k≤ℓ≤i0

|[σℓ, σℓ+k]|}

— множество всех индексов j в окрестности индекса i0 для которого со-

ответствующий носитель периодической B-сплайн-функции N̂j прибли-

женно минимален. Понятно, что Λ(0) непусто.

(2) Определим

Λ(1) := {j ∈ Λ(0) : |α̂j | = max
ℓ∈Λ(0)

|α̂ℓ|}.

Для произвольного, но фиксированного индекса j(0) ∈ Λ(1) положим

Ĵ (0) := [σj(0) , σj(0)+k].

(3) Теперь, интервал Ĵ (0) можно записать как объединение k интервалов сет-

ки

Ĵ (0) =

k−1⋃
ℓ=0

[σj(0)+ℓ, σj(0)+ℓ+1] с j(0) как указано выше.

Определим (периодический) характеристический интервал Ĵ = Ĵ(σi0)

как один из выше указанных k интервалов с максимальной длиной.

Имеем следующую оценку для Lp-нормы ĝ.

Предложение 4.1 ([18]). Если n ≥ 2k + 2, то

∥ĝ∥Lp(T) ∼k |Ĵ |1/p−1, 1 ≤ p ≤ ∞.

Более того, существует число N(k), зависящее только от порядка k такое,

что для всех разбиений T̂, когда n ≥ N(k) ≥ 3k − 1, имеем

∥ĝ∥Lp(Ĵ) ≳k |Ĵ |1/p−1.
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Первым шагом доказательства предложения 4.1 – отождествление T с [0, 1) та-

ким образом, чтобы индекс вновь вставленной точки σi0 был равен [n/2]. Затем

для получения некоторых оценок использовалась разница между f̂n и её непе-

риодическим аналогом fn, полученная упомянутым выше разделением. Полное

доказательство приведено в предложениях 3.6 и 3.8 в статье [18].

Для получения дополнительных оценок ĝ перспектива была изменена. В ра-

боте [18] было представлено максимальное разделение. Сначала делаем сдвиг

последовательности T̂n = (σj)
n−1
j=0 таким образом, чтобы разделить ее по сере-

дине наибольшего узла сетки интервала:

σ0 = 1− σn−1 =
1

2
max

0≤j≤n−1
(σj − σj−1),

а затем выбираем Tn = (τj)
n+k−1
j=−k так, что τj = σj для j ∈ {0, . . . , n− 1} и имеем

τ0 − τ−1 = τn − τn−1 =
1

2
max

0≤j≤n−1
(σj − σj−1).

Мы называем этот выбор T = Tn максимальным разделением T̂ = T̂n.

Этот способ разделения позволил получить важную оценку для ĝ.

Предложение 4.2 ([18]). Пусть x ∈ [σℓ, σℓ+1]. Тогда существует интервал

C := C(x) = C([σl, σl+1]) ⊂ T, который является минимальным по отношению

следующего включения

Ĵ ∪ [σℓ, σℓ+1] ⊂ C

такой, что если K(C) — количество точек сетки T̂, содержащийся в C, то

|ĝ(x)| ≲k
q̂K(C)

|C|
,

где q̂ ∈ (0, 1) зависит только от k.

Приведенный выше результат — это предложение 3.11 в [18]. Теперь мы ис-

пользуем предложение 4.2, чтобы получить следующий результат.

Лемма 4.1. Пусть n ≥ 3k − 1. Если написать ĝn = ĝ =
∑n−1

j=0 ω̂jN̂j, то имеем

следующую оценку для коэффициента ŵi :=
∑i0

j=i0−k α̂j âij,

(4.8) |ω̂j | ≲k
q̂K(C(Îj))

|C(Îj)|
,

где Îj := [σn,i, σn,i+1] — подинтервал T
(k)
n,j , который имеет максимальную длину,

а C(Îj) — интервал, определенный в предложении 4.2.
17
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Доказательство. Используя (3.4) из предложения 3.3 при p = ∞ и предложение

4.2, мы получаем

|ω̂j | ≲k ∥ĝn∥L∞(Îj)
≲k

q̂K(C(Îj)))

|C(Îj)|
,

что завершает доказательство. □

Прежде чем сформулировать следующую лемму, нам необходимо дать несколь-

ко определений.

Пусть V ⊂ T — такой интервал, что V ∩ Ĵn = ∅. Обозначим через d↶n (V )

функцию, подсчитывающую количество узлов из (sj)
n
j=1, находящихся в един-

ственном интервале V ↶, концами которого являются конечная точка V против

часовой стрелки и конечная точка Ĵn по часовой стрелке, а внутренняя часть ин-

тервала V ↶ не содержит V . Далее, d↷n (V ) подсчитывает количество узлов, нахо-

дящихся в интервале V ↷ := T\(V ∪Ĵn∪V ↶). Кроме того, пусть C↶(V ) := T\V ↷

и C↷(V ) := T \ V ↶. Дополнительно, определим dist↶(Ĵn, V ) и dist↷(Ĵn, V ) как

меру Лебега интервалов V ↶ и V ↷ соответственно. В случае V ∩ Ĵn ̸= ∅ все

функции d↶n (V ), d↷n (V ), dist↶(Ĵn, V ) и dist↷(Ĵn, V ) равны 0. C↶(V ) и C↷(V )

определяются как множество Ĵn ∪ V .

Лемма 4.2. Пусть n ≥ 3k − 1 и V ⊂ T — такой интервал, что V ∩ Ĵn = ∅.

Тогда

∥ĝn∥L1(V ) ≲k q̂d
↶
n (V ) + q̂d

↷
n (V ).

Доказательство. Пусть T̂n — разбиение T, канонически отождествляемое с [0, 1).

Напомним, что интервалы Îj и C(Îj) определены как в лемме 4.1. Определим

множества A↶ := {0 ≤ i ≤ n− 1 : T
(k)
n,i ∩ V ̸= ∅ и C(Îi) = C↶(Îi)} и A↷ := {0 ≤

i ≤ n− 1 : T
(k)
n,i ∩ V ̸= ∅ и C(Îi) = C↷(Îi)}. По (3.3) из предложения 3.3 и лемме

4.1 имеем следующее:

∥ĝn∥L1(V ) ≲k ∥(ω̂i|T (k)
n,i |)i∈A↶∪A↷∥ℓ1 ≲k

∥∥∥∥( q̂K(C(Îi))|T (k)
n,i |

|C(Îi)|

)
i∈A↶∪A↷

∥∥∥∥
ℓ1
.

Очевидно, что |Îi| ∼k |T (k)
n,i | и |Îi| ≤ |C(Îi)|, i ∈ A↶ ∪ A↷. Следовательно, полу-

чаем

∥ĝn∥L1(V ) ≲k ∥(q̂K(C(Îi)))i∈A↶∥ℓ1 + ∥(q̂K(C(Îi)))i∈A↷∥ℓ1 .

Далее, поскольку n фиксированно, заключаем, что K(C(Îi)) может быть равно

произвольному натуральному числу большему, чем min(d↶n (V ), d↷n (V )), не более
18
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k раз. Следовательно,

∥ĝn∥L1(V ) ≲k q̂d
↶
n (V ) + q̂d

↷
n (V ).

□

5. Комбинаторика характеристических интервалов

5.1. Непериодический случай. В этом разделе мы напомним комбинаторный

результат о взаимном расположении различных характеристических интервалов:

Лемма 5.1 ([19]). Пусть V — произвольный подинтервал [0, 1] и β > 0. Тогда

существует постоянная Fk,β, зависящая только от k и β такая, что

card{n : Jn ⊆ V, |Jn| ≥ β|V |} ≤ Fk,β ,

где cardE обозначает мощность множества E.

Нам также понадобится лемма 4.7 из [14].

Лемма 5.2 ([14]). Пусть (tn)
∞
n=0 — k-допустимая последовательность узлов,

удовлетворяющая условию (k − 1)-регулярности и ∆ = D
(k−1)
m,i для некоторых

индексов m и i. Для ℓ ≥ 0 обозначим

N(∆) := {n : card(∆ ∩ Tn) = k, Jn ⊂ ∆},

M(∆, ℓ) := {n : dn(∆) = ℓ, card(∆ ∩ Tn) ≥ k, |Jn ∩∆| = 0},

где в обоих определениях мы подсчитываем точки в ∆∩Tn, включая кратности.

Тогда,

(5.1)
1

|∆|
∑

n∈N(∆)

|Jn| ≲k 1 и
∑

n∈M(∆,ℓ)

|Jn|
dist(Jn,∆) + |∆|

≲k,γ (ℓ+ 1)2.

Доказательство. Для любого n ∈ N(∆) существуют только k− 1 возможностей

D
(1)
m,i, . . . , D

(1)
m,i+k−2 для Jn, а по лемме 5.1, каждый интервал D

(1)
m,j , j = i, . . . , i+

k − 2 встречается не более Fk раз как характеристический интервал. Отсюда

следует первое неравенство в (5.1).

Теперь мы докажем второе неравенство в (5.1). Предположим, что каждый

Jn, n ∈ M(∆, ℓ) лежит правее ∆, поскольку другой случай рассматривается

аналогичными методами. Аргумент разделяется на две части в зависимости от

значения параметра ℓ, начнем с случая ℓ ≤ k. В этом случае, для n ∈ M(∆, ℓ)

предположим, что J
1/2
n — единственный интервал, определяемый условиями

sup J1/2
n = sup Jn, |J1/2

n | = |Jn|/2.
19
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Поскольку dn(∆) = ℓ константа, группируем встречающиеся интервалы Jn в па-

кеты, где все интервалы в одном пакете имеют один и тот же левый конец, а

максимальные интервалы из разных пакетов не пересекаются (возможно, кро-

ме одной точки). По лемме 5.1 каждая точка t ∈ [0, 1] принадлежит не более

чем Fk интервалам J
1/2
n . Теперь, в следствии (k−1)-регулярности и ℓ ≤ k, имеем

|Jn| ≲k,γ |∆| и dist(∆, Jn) ≲k,γ |∆| для n ∈ M(∆, ℓ) и, таким образом, каждый ин-

тервал Jn для n ∈ M(∆, ℓ) является подмножеством фиксированного интервала,

длина которого сравнима с |∆|. Итак, сложив все это, получим∑
n∈M(∆,ℓ)

|Jn|
dist(Jn,∆) + |∆|

≤ 1

|∆|
∑

n∈M(∆,ℓ)

|Jn| =
2

|∆|
∑

n∈M(∆,ℓ)

∫
J

1/2
n

dx ≲k,γ 1,

что доказывает случай ℓ ≤ k.

Далее, предположим ℓ ≥ k + 1 и определим (Lj)
∞
j=1 как строго убывающую

последовательность всех множеств L, удовлетворяющих условиям

L = D
(k−1)
n,i и supL = sup∆

для некоторых индексов n и i. Более того, обозначим

Mj(∆, ℓ) := {n ∈ M(∆, ℓ) : card(Lj ∩ Tn) = k},

т. е. Lj является объединением k−1 интервалов узлов сетки Tn. Тогда, поскольку

|∆|+ dist(Jn,∆) ≳γ |∆|+ dist(t,∆) для t ∈ J
1/2
n по (k − 1)-регулярности, то∑

n∈Mj(∆,ℓ)

|Jn|
dist(Jn,∆) + |∆|

≲k,γ

∑
n∈Mj(∆,ℓ)

∫
J

1/2
n

1

dist(t,∆) + |∆|
dt.

Если n ∈ Mj(∆, ℓ), то опять же в силу (k − 1)-регулярности, имеем

inf J1/2
n ≥ inf Jn ≥ γ−k|Lj |+ sup∆,

и

sup J1/2
n ≤ inf Jn + |Jn| ≤ Ckγ

ℓ|Lj |+ sup∆

для некоторой константы Ck, зависящей только от k. Объединив это с леммой 5.1,

из которой следует, что каждая точка t принадлежит не более чем Fk интервалам

J
1/2
n , получим

(5.2)
∑

n∈Mj(∆,ℓ)

∫
J

1/2
n

1

dist(t,∆) + |∆|
dt ≲

∫ Ckγ
ℓ|Lj |+|∆|

γ−k|Lj |+|∆|

1

s
ds.

Далее, покажем, что указанные выше интервалы интегрирования могут пересе-

каться не более чем для примерно ℓ индексов j. Пусть j2 ≥ j1, так что Lj1 ⊃ Lj2
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и допустим j2 = j1 + 2kr + t с t ≤ 2k − 1. Тогда по лемме 3.1

Ckγ
ℓ|Lj2 | ≤ Ckγ

ℓ|Lj1+2kr| ≤ Ckγ
ℓηr|Lj1 |,

где η = γk−1/(1 + γk−1) < 1. Если, теперь r ≥ Ck,γℓ для некоторой подходящей

константы Ck,γ , зависящей только от k и γ, то имеем

Ckγ
ℓ|Lj2 | ≤ γ−k|Lj1 |.

Таким образом, каждая точка s в интеграле из (5.2), для некоторого j принадле-

жит не более чем Ck,γℓ интервалам [γ−k|Lj |+ |∆|, Ckγ
ℓ|Lj |+ |∆|], где j меняется.

Итак, суммированием по j, приходим к∑
n∈M(∆,ℓ)

|Jn|
dist(Jn,∆) + |∆|

≤ Ck,γℓ

∫ (1+Ckγ
ℓ)|∆|

|∆|

1

s
ds ≤ Ck,γℓ

2.

На этом случай ℓ ≥ k + 1 завершен, а значит лемма доказана. □

5.2. Периодический случай. Аналогично непериодическому случаю, мы мо-

жем проанализировать комбинаторику характеристических интервалов на торе

T. Непосредственное следствие из определения последовательности характери-

стических интервалов (Ĵn) является то, что они образуют вложенную коллекцию

множеств, то есть два множества в ней либо не пересекаются, либо одно содер-

жится в другом.

Поскольку определение характеристического интервала Ĵn включает в себя

только локальные свойства последовательности точек (sn)
∞
n=1 и оно совпадает с

определением Jn для любого отождествления T с [0, 1) со свойством, что между

вновь введенной точкой σi0 и 0 или 1 существует более k точек сетки Tn, то

получаем периодическую версию леммы 5.1.

Лемма 5.3. Пусть V - произвольный подинтервал T и пусть β > 0. Тогда

существует постоянная Fk,β, зависящая только от k и β, такая, что

card{n ≥ 2k : Ĵn ⊆ V, |Ĵn| ≥ β|V |} ≤ Fk,β .

Прямым следствием этой леммы является следующее:

Следствие 5.1. Пусть (sn)
∞
n=1 - k-допустимая последовательность точек на

торе T с соответствующей периодической ортонормальной системой сплайнов

(f̂n)
∞
n=1. Пусть (ns)s≥1 - последовательность неотрицательных целых чисел
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такая, что Ĵns+1
⊂ Ĵns

. Тогда,∑
s≥1

|Ĵns
| ∼k |Ĵn1

|.

Следствие 5.2. Пусть (sn)
∞
n=1 - k-допустимая последовательность точек на

торе T и пусть (f̂n)n≥1 - соответствующая периодическая ортонормальная

сплайн-система порядка k. Тогда для любого замкнутого интервала V ⊂ T,∑
n≥3k−1:Ĵn⊂V

|Ĵn|1/2
∫
V c

|f̂n(t)|dt ≲k |V |.

Доказательство. Используя предложение 4.1 и лемму 4.2, получаем∑
n≥3k−1:Ĵn⊂V

|Ĵn|1/2
∫
V c

|f̂n(t)|dt ≲k

∑
n≥3k−1:Ĵn⊂V

|Ĵn|(q̂d
↶
n (V c) + q̂d

↷
n (V c))

=
∑

n≥3k−1:Ĵn⊂V

|Ĵn|q̂d
↶
n (V c) +

∑
n≥3k−1:Ĵn⊂V

|Ĵn|q̂d
↷
n (V c) =: Σ1 +Σ2.

Мы приводим только оценку суммы Σ1, так как Σ2 может быть оценена ана-

логичным образом. Для начала зафиксируем ℓ ≥ 0 и рассмотрим индексы n

такие, что d↶n (V c) = ℓ. Соответствующие интервалы Ĵn можно разложить по

пакетам так, чтобы интервалы из одного пакета имели общую конечную точку

по часовой стрелке и образовали вложенный набор интервалов, а максимальные

интервалы из разных пакетов имели непересекающиеся внутренности. Так как

все эти интервалы входят в V , то по следствию 5.1 получаем:

Σ1 =
∑
ℓ≥0

q̂ℓ
∑

n≥3k−1:Ĵn⊂V, d↶
n (V c)=ℓ

|Ĵn| ≲k

∑
ℓ≥0

|V |q̂ℓ ≲k |V |.

Отсюда следует, что Σ1,Σ2 ≲k |V |, что завершает доказательство. □

Следствием леммы 5.2 является ее периодическая версия.

Лемма 5.4. Пусть (sn)
∞
n=1 - k-допустимая последовательность узлов, удовле-

творяющая условию (k − 1)-регулярности на торе T, и пусть m и i - неко-

торые индексы. Допустим, что T̂m = (σm,j)
m−1
j=0 - разбиение T, канонически

отождествляемое с [0, 1). Определим ∆ := T
(k−1)
m,i и для ℓ ≥ 0

N(∆) := {n : card(∆ ∩ (sj)
n
j=1) = k, Ĵn ⊂ ∆},
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M↶(∆, ℓ) := {n : d↶n (∆) = ℓ, card(∆ ∩ (sj)
n
j=1) ≥ k, |Ĵn ∩∆| = 0},

M↷(∆, ℓ) := {n : d↷n (∆) = ℓ, card(∆ ∩ (sj)
n
j=1) ≥ k, |Ĵn ∩∆| = 0},

где в обоих определениях считаем точки в ∆ ∩ (sj)
n
j=1, включая кратности.

Тогда,

(5.3)
1

|∆|
∑

n∈N(∆)

|Ĵn| ≲k 1,

более того,

(5.4)
∑

n∈M↶(∆,ℓ)

|Ĵn|
dist↶(Ĵn,∆) + |∆|

,
∑

n∈M↷(∆,ℓ)

|Ĵn|
dist↷(Ĵn,∆) + |∆|

≲k,γ (ℓ+ 1)2.

6. Три условия для сплайн-рядов и их отношения

Пусть (sn)
∞
n=1 k-допустимая последовательность узлов на торе T с соответ-

ствующей периодической ортонормированной сплайн-системой (f̂n)n≥1. Пусть

N(k) — натуральное число, указанное в предложении 4.1, и пусть (an)n≥N(k)

— последовательность коэффициентов. Определим

S :=
( ∞∑

n=N(k)

a2nf̂
2
n

)1/2

и M := sup
m

∣∣∣ m∑
n=N(k)

anf̂n

∣∣∣.
Если f ∈ L1(T), то через Sf и Mf обозначим функции S и M , соответству-

ющие последовательности коэффициентов an = ⟨f, f̂n⟩ соответственно. Рассмот-

рим следующие условия:

(A) S ∈ L1(T) ,

(B) M ∈ L1(T),
(C) Существует функция f ∈ H1(T) такая, что an = ⟨f, f̂n⟩.

Мы докажем, что при определенных условиях регулярности последовательности

узлов (sn)
∞
n=1 условия (A)-(C) эквивалентны.

В этом разделе мы обсудим связи между этими тремя новыми условиями и

докажем следствия, указанные на следующей схеме, где, как упоминалось ранее,

некоторые результаты требуют определенных условий регулярности, налагаемых

на последовательность узлов (sn)
∞
n=1, которые также указаны на изображении.
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(A)

(C) (B)

Предлож
ение

6.1,

∥M
|1≲

k ∥S∥
1

k-рег. ⇒∥f∥H1(T)≲k,γ∥Mf∥1,

Предложение 6.3

П
ре

дл
ож

ен
ие

6.
2,

(k
−
1
)-

ре
г.

⇒
∥S

f
∥ 1

≲
k
,γ
∥f

∥ H
1
(
T)

Напомним, что в случае непериодических ортонормированных сплайн-систем

с диадическими узлами связи, отношения (и эквивалентности) этих условий изу-

чали разные авторы, также в случае p < 1, см., например, [24, 3, 9]. Для общих

систем Франклина, соответствующих произвольным последовательностям узлов,

связь этих условий обсуждалась в [12] (и ранее в [10], также для p < 1, но для

ограниченного класса точек последовательности). Мы следуем подходу [14] и

адаптируем его к случаю периодических сплайн-ортонормированных систем по-

рядка k.

Сначала мы исследуем импликацию (A) ⇒ (B).

Используя оценки и комбинаторные результаты подраздела 3.2 и разделов 4 и

5, в частности следствие 5.2, эту импликацию можно доказать аналогично дока-

зательству предложения 4.3 в [12], поэтому мы просто сформулируем результат.

Предложение 6.1 ((A) ⇒ (B)). Пусть (sn) — k-допустимая последователь-

ность узлов на торе T и (an) — последовательность коэффициентов такая,

что S ∈ L1(T). Тогда M ∈ L1(T) и

∥M∥L1(T) ≲k ∥S∥L1(T).

Далее, обсудим (C) ⇒ (A).

Предложение 6.2 ((C) ⇒ (A)). Пусть (sn) — k-допустимая последователь-

ность точек на торе T, удовлетворяющая условию (k−1)-регулярности на торе
24



БЕЗУСЛОВНАЯ БАЗИСНОСТЬ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ...

с параметром γ ≥ 1. Тогда существует постоянная Ck,γ , зависящая только от

k и γ, такая, что для каждого атома ϕ

∥Sϕ∥L1(T) ≤ Ck,γ .

Следовательно, если f ∈ H1(T), то

∥Sf∥L1(T) ≤ Ck,γ∥f∥H1(T).

Доказательство предложения 6.2. Пусть ϕ — периодический атом с
∫
T ϕ(u) du =

0 и Γ ⊂ T — такой интервал, что suppϕ ⊂ Γ и sup |ϕ| ≤ |Γ|−1. Определим

nΓ := max{n : card(T̂n ∩ Γ) ≤ k − 1}.
Докажем, что

∥S1ϕ∥L1(T), ∥S2ϕ∥L1(T) ≲γ,k 1,

где

S1ϕ =
( ∑

N(k)≤n≤nΓ

a2nf̂
2
n

)1/2

и S2ϕ =
( ∑

n≥max{nΓ+1,N(k)}

a2nf̂
2
n

)1/2

.

Сначала рассмотрим S1 и докажем более сильное неравенство∑
N(k)≤n≤nΓ

|an|∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ 1,

где an = ⟨ϕ, f̂n⟩. Для каждого параметра N(k) ≤ n ≤ nΓ определим замкнутый

интервал Γn как единственный интервал T
(k−1)
n,j такой, что конечная точка этого

интервала против часовой стрелки — это первый узел, с которым мы встречаемся

при движении от конечной точки Γ против часовой стрелки вдоль тора T по

часовой стрелке.

Заметим, что Γn удовлетворяет соотношению

Γn1
⊇ Γn2

для n1 ≤ n2,

и в силу (k − 1)-регулярности на торе T

|Γn| ≳γ,k |Γ|.

Пусть ĝn =
∑n−1

j=0 ŵjN
(k)
n,j — ненормированная периодическая ортогональная сплайн-

функция. Для ξ ∈ Γ имеем (ср. (3.2))

|ĝ′n(ξ)| ≲k

∑
j

|ŵj |+ |ŵj−1|
|T (k−1)

n,j |
,(6.1)

25



Л. АКОПЯН, К. КЕРЯН

где суммирование берется только по тем индексам j, для которых Γ ∩ supp N̂
(k−1)
n,j =

Γ ∩ T
(k−1)
n,j ̸= ∅. В силу (k− 1)-регулярности на торе T все длины |T (k−1)

n,j | в этой

области суммирования сравнимы с |Γn|. Более того, согласно (4.8),

(6.2) |ω̂j | ≲k
q̂K(C(Îj))

|C(Îj)|
≲

q̂d
↶
n (Îj)

|C↶(Îj)|
+

q̂d
↷
n (Îj)

|C↷(Îj)|
.

Опять же, по (k − 1)-регулярности, для j в области суммирования суммы (6.1),

имеем

|T (k−1)
n,j | ≳k,γ |Γn|,

Более того, по определению C↶(Γn) и C↷(Γn) из леммы 4.2 получаем:

|C↶(Îj)| ≳k,γ |C↶(Γn)|,

|C↷(Îj)| ≳k,γ |C↷(Γn)|.

Поэтому, комбинируя приведенные выше неравенства, мы оцениваем правую

часть в (6.1) и получаем:

(6.3) |g′n(ξ)| ≲k,γ
1

|Γn|

(
q̂d

↶
n (Γn)

|C↶(Γn)|
+

q̂d
↷
n (Γn)

|C↷(Γn)|

)
.

Как следствие, для произвольной точки τ ∈ Γ по предложению 4.1

|an| =
∣∣∣ ∫

Γ

ϕ(t)[f̂n(t)− f̂n(τ)] dt
∣∣∣ ≤ ∫

Γ

1

|Γ|
sup
ξ∈Γ

|f̂ ′
n(ξ)||t− τ |dt

≲k |Γ||Ĵn|1/2 sup
ξ∈Γ

|ĝ′n(ξ)| ≲k,γ
|Γ||Ĵn|1/2

|Γn|

(
q̂d

↶
n (Γn))

|C↶(Γn)|
+

q̂d
↷
n (Γn)

|C↷(Γn)|

)
.

Далее, пусть

a↶n :=
|Γ||Ĵn|1/2q̂d

↶
n (Γn)

|Γn||C↶(Γn)|
,

a↷n :=
|Γ||Ĵn|1/2q̂d

↷
n (Γn)

|Γn||C↷(Γn)|
.

Рассмотрим T ⊃ ∆1 ⊃ · · · ⊃ ∆s — совокупность всех различных интервалов,

представленных как Γn для N(k) ≤ n ≤ nΓ. По лемме 3.2 имеем, что длины

∆i убывают как геометрическая прогрессия. Теперь зафиксируем ∆i и ℓ ≥ 0 и

рассмотрим индексы N(k) ≤ n ≤ nΓ такие, что Γn = ∆i и d↶n (Γn) = ℓ. Согласно

последнему выводу и предложению 4.1,

a↶n ∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ
|Γ||Ĵn|q̂l

|∆i||C↶(∆i)|
,
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и, следовательно, используя лемму 5.4 в направлении против часовой стрелки,

мы получаем ∑
N(k)≤n≤nΓ:Γn=∆i, d↶

n (Γn)=ℓ

a↶n ∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ (ℓ+ 1)2q̂ℓ
|Γ|
|∆i|

.

Теперь, суммируя по ℓ, а затем по i (напомним, что |∆i| убывают как геометри-

ческая прогрессия по лемме 3.2 и |∆i| ≳k,γ |Γ|, так как n ≤ nΓ) получаем∑
N(k)≤n≤nΓ

a↶n ∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ 1.

Точно также, получаем ∑
N(k)≤n≤nΓ

a↷n ∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ 1.

Таким образом, ∑
N(k)≤n≤nΓ

|an|∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ 1.

Отсюда следует необходимое неравенство ∥S1ϕ∥L1(T) ≲k,γ 1 для первой части Sϕ.

Далее, рассмотрим S2ϕ и определим множество V как наименьший интервал

на торе T, точки сетки которого лежат в T̂nΓ+1 в качестве конечных точек и

содержит Γ.

Кроме того, пусть Ṽ определяется как наименьший интервал на торе T с точ-

ками сетки в T̂nΓ+1 в качестве конечных точек, содержащим интервал Γ и такой,

что Ṽ содержит k точек сетки в T̂nΓ+1 как по часовой стрелке, так и против

часовой стрелки от Γ. Если рассмотрим множество Ṽ \ V на торе T, то можно

увидеть, что Ṽ \V = U1 ∪ U2, где U1 и U2 ⊂ T — непересекающиеся интервалы.

Причем, ввиду (k − 1)-регулярности и того, что Γ содержит не менее k точек

сетки из T̂nΓ+1, имеем

(6.4)
|V | ∼k,γ |Ṽ | ∼k,γ |Γ|,

|U1| ∼k,γ |U2| ∼k,γ |Ṽ |.

Сначала рассмотрим интеграл от S2ϕ по множеству Ṽ и согласно неравенству

Коши-Шварца, получим∫
Ṽ

S2ϕ(t) dt ≤ ∥1Ṽ ∥L2(T)∥ϕ∥L2(T) ≤
|Ṽ |1/2

|Γ|1/2
≲k,γ 1.

Осталось оценить
∫
Ṽ c S2ϕ(t) dt. Поскольку для n ≥ max{nΓ+1, N(k)} концы Ṽ

являются точками сетки в T̂n, то либо Ĵn ⊂ Ṽ , либо Ĵn находится вне Ṽ . Начнем
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с рассмотрения Ĵn ⊂ Ṽ . В этом случае

|an| =
∣∣∣ ∫

Γ

ϕ(t)f̂n(t) dt
∣∣∣ ≤ ∥f̂n∥L1(T)

|Γ|
≲k

|Ĵn|1/2

|Γ|
,

и, следовательно, по следствию 5.2 и (6.4), имеем∑
n:Ĵn⊂Ṽ ,n≥max{nΓ+1,N(k)}

|an|
∫
Ṽ c

|f̂n(t)|dt ≲k
1

|Γ|
∑

n:Ĵn⊂Ṽ ,n≥N(k)

|Ĵn|1/2
∫
Ṽ c

|f̂n(t)|dt

≲k
|Ṽ |
|Γ|

≲k,γ 1.

Теперь, пусть Ĵn находится вне Ṽ . Тогда с помощью (6.2) и (6.4) получаем

|an| ≤
1

|Γ|

∫
Γ

|f̂n(t)|dt ≤
1

|Γ|

∫
V

|f̂n(t)|dt ≲k
|Ĵn|1/2

|Γ|

∫
V

∣∣∣∣ ∑
j:T

(k)
n,j∩V ̸=∅

ω̂jN̂
(k)
n,j (t)

∣∣∣∣dt
≤ |Ĵn|1/2

|Γ|

∫
V

∑
j:T

(k)
n,j∩V ̸=∅

|ω̂j |N̂ (k)
n,j (t) dt ≲k

≲k
|V ||Ĵn|1/2

|Γ|

( ∑
j∈A↶

q̂d
↶
n (Îj)

|C↶(Îj)|
+

∑
j∈A↷

q̂d
↷
n (Îj)

|C↷(Îj)|

)
,

где A↶ := {0 ≤ j ≤ n − 1 : T
(k)
n,j ∩ V ̸= ∅ и C(Îj) = C↶(Îj)}, а A↷ := {0 ≤ j ≤

n− 1 : T
(k)
n,j ∩ V ̸= ∅ и C(Îj) = C↷(Îj)}. Более того, в силу (k − 1)-регулярности,

получаем (см. (6.4)):

|C↷(Îj)| ≳k,γ |C↷(V )|,

|C↶(Îj)| ≳k,γ |C↶(V )|.

Вышеизложенные неравенства, оценка коэффициентов an и предложение 4.1

позволяют нам вывести∑
n≥max{nΓ+1,N(k)},

Ĵn⊂Ṽ c

|an|∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ

∑
n≥max{nΓ+1,N(k)},

Ĵn⊂Ṽ c

q̂d
↶
n (V )|Ĵn|

dist↶(V, Ĵn) + |V |

+
∑

n≥max{nΓ+1,N(k)},
Ĵn⊂Ṽ c

q̂d
↷
n (V )|Ĵn|

dist↷(V, Ĵn) + |V |

Отметим, что V может быть объединением k − 1, k или k + 1 интервалов

из T̂nΓ+1. Поэтому пусть V + — объединение k − 1 интервалов сетки из T̂nΓ+1,

причем конечная точка V + против часовой стрелки совпадает с конечной точкой

V против часовой стрелки.
28



БЕЗУСЛОВНАЯ БАЗИСНОСТЬ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ...

Тогда d↶n (V ) = d↶n (V +), dist↶(V, Ĵn) = dist↶(V +, Ĵn) и из-за (k−1)-регулярности

последовательности точек, |V | ∼k,γ |V +|, откуда следует, что

∑
n≥max{nΓ+1,N(k)},

Ĵn⊂Ṽ c

q̂d
↶
n (V )|Ĵn|

dist↶(V, Ĵn) + |V |
≲k,γ

∑
n≥max{nΓ+1,N(k)},

Ĵn⊂Ṽ c

q̂d
↶
n (V +)|Ĵn|

dist↶(V +, Ĵn) + |V +|
.

Теперь аналогично определим V − как объединение k − 1 интервалов сетки из

T̂nΓ+1, причем конечная точка V − по часовой стрелке совпадает с конечной точ-

кой V по часовой стрелке. Далее, даем те же оценки для второй суммы и, нако-

нец, использую лемму 5.4 для обоих направлений, получаем

∑
n≥max{nΓ+1,N(k)},

Ĵn⊂Ṽ c

|an|∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ

∞∑
ℓ=0

q̂ℓ
∑

n≥max{nΓ+1,N(k)},
d↶
n (V +)=ℓ,

Ĵn⊂Ṽ c

|Ĵn|
dist↶(V +, Ĵn) + |V +|

+

∞∑
ℓ=0

q̂ℓ
∑

n≥max{nΓ+1,N(k)},
d↷
n (V −)=ℓ,

Ĵn⊂Ṽ c

|Ĵn|
dist↷(V −, Ĵn) + |V −|

≲k,γ

∞∑
ℓ=0

(ℓ+ 1)2q̂ℓ ≲k 1.

Для завершения доказательства, заметим, что если f ∈ H1(T) и f =
∑∞

m=1 cmϕm

— атомное разложение f , то ⟨f, f̂n⟩ =
∑∞

m=1 cm⟨ϕm, f̂n⟩, и Sf(t) ≤
∞∑

m=1
|cm|Sϕm(t).

□

Наконец, обсудим (B) ⇒ (C).

Предложение 6.3 ((B) ⇒ (C)). Пусть (sn) k-допустимая последователь-

ность узлов на торе T, удовлетворяющая условию k-регулярности с парамет-

ром γ, и пусть (an)n≥N(k) — последовательность коэффициентов такая, что

M ∈ L1(T). Тогда существует функция f ∈ H1(T) такая, что an = ⟨f, f̂n⟩ для

каждого n ≥ N(k). Более того, имеем неравенство

∥f∥H1(T) ≲k,γ ∥Mf∥L1(T).

Доказательство. Во-первых, пусть an := 0 для всех n < N(k). Тогда,

M = sup
m

∣∣∣ m∑
n=N(k)

anf̂n

∣∣∣ = sup
m

∣∣∣ m∑
n=1

anf̂n

∣∣∣.
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Очевидно, что M ∈ L1(T). Следовательно, существует функция f ∈ L1(T) такая,

что f =
∑

n≥1 anf̂n со сходимостью в L1(T). Действительно, это является след-

ствием относительной слабой компактности равномерно интегрируемых подмно-

жеств в L1(T) и свойства базисности (f̂n)
∞
n=1 в L1(T) (см. [18]). Таким образом,

нам нужно только доказать, что f ∈ H1(T), которое делается путем нахождения

подходящего атомного разложения f .

Определим E0 = B0 = T и для r ≥ 1

Er = [M > 2r], Br = [M̂1Er
> ck,γ ],(6.5)

где M̂ обозначает периодическую максимальную функцию Харди-Литтлвуда, а

0 < ck,γ ≤ 1/2 — малая постоянная, зависящая только от k и γ, которая выбирает-

ся с учетом некоторых ограничений, о чем будем говорить в ходе доказательства.

Заметим, что

M̂1Er
(t) = sup

I∋t

|I ∩ Er|
|I|

, t ∈ T,

где верхняя грань берется по всем интервалам, содержащим точку t.

Поскольку периодический максимальный оператор Харди-Литтлвуда M̂ имеет

слабый тип (1, 1), имеем неравенство |Br| ≲k,γ |Er|. Ввиду того, что M ∈ L1(T),
|Er| → 0 имеем |Br| → 0 при r → ∞. Теперь, разложим открытое множество Br

на счетное объединение непересекающихся открытых интервалов.

Br =
⋃
κ

Γr,κ,

где при фиксированном r никакие два интервала Γr,κ не имеют общей конечной

точки и приведенное выше равенство справедливо с точностью до множества ме-

ры нуль (каждое открытое множество действительных чисел можно разложить

в счетное объединение открытых интервалов, но может случиться так, что два

интервала имеют одну и ту же конечную точку. В этом случае мы объединяем

эти два интервала в один Γr,κ).

Более того, заметим, что если Γr+1,ξ — один из интервалов разложения Br+1,

то существует интервал Γr,κ в разложении Br такой, что Γr+1,ξ ⊂ Γr,κ.

На основе этого разложения, для r ≥ 0 определим следующую функцию:

gr(t) :=

{
f(t), t ∈ Bc

r ,
1

|Γr,κ|
∫
Γr,κ

f(x) dx, t ∈ Γr,κ.

Заметим, что f = g0 +
∑∞

r=0(gr+1 − gr) в L1(T) и gr+1 − gr = 0 на Bc
r . Отсюда∫

Γr,κ

gr+1(t) dt =

∫
Γr,κ∩Bc

r+1

gr+1(t) dt+

∫
Γr,κ∩Br+1

gr+1(t) dt(6.6)
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=

∫
Γr,κ∩Bc

r+1

f(t) dt+
∑

ξ : Γr+1, xi⊂Γr,κ

∫
Γr+1,ξ

f(t) dt(6.7)

=

∫
Γr,κ

f(t) dt =

∫
Γr,κ

gr(t) dt.(6.8)

Основной шаг доказательства – показать, что

(6.9) |gr(t)| ≤ Ck,γ2
r, п.в. t ∈ T

для некоторой константы Ck,γ , зависящей только от k и γ. Как только это нера-

венство будет доказано, возьмем ϕ0 ≡ 1, η0 =
∫
T f(u) du и

ϕr,κ :=
(gr+1 − gr)1Γr,κ

3Ck,γ2r|Γr,κ|
, ηr,κ = 3Ck,γ2

r|Γr,κ|

и заметим, что f = η0ϕ0 +
∑

r,κ ηr,κϕr,κ — это искомое атомное разложение f ,

поскольку ∑
r,κ

ηr,κ ≤ Ck,γ

∑
r,κ

2r|Γr,κ| = Ck,γ

∑
r

2r|Br|

≲k,γ

∑
r

2r|Er| ≲ ∥M∥L1(T).

Таким образом, осталось доказать неравенство (6.9).

Для этого сначала предположим, что t ∈ Bc
r . Кроме того, предположим, что

t — такая точка, что ряд
∑

n anf̂n(t) сходится к f(t) и что t не встречается в

последовательности точек сетки (sn). По теореме 3.2 это справедливо для п.в.

точек из T. Зафиксируем индекс m и обозначим Vm максимальный интервал, на

котором функция Mm :=
∑

n≤m anf̂n является полиномом порядка k, содержа-

щим точку t. Тогда Vm ̸⊂ Br и поскольку Vm — интервал, содержащий точку t,

то

|Vm ∩ Ec
r | ≥ (1− ck,γ)|Vm| ≥ |Vm|/2.

Поскольку |Mm| ≤ 2r на Ec
r , то из вышеуказанного неравенства и предложения

3.1 следует, что |Mm| ≲k 2r на Vm и, в частности, |Mm(t)| ≲k 2r. Теперь Mm(t) →
f(t) при m → ∞ согласно предположениям относительно t и, таким образом,

|gr(t)| = |f(t)| ≲k 2r.

На этом доказательство (6.9) в случае t ∈ Bc
r завершается.

Пусть теперь T канонически отождествляется с [0, 1). Далее фиксируем ин-

декс κ и рассмотрим gr на Γ := Γr,κ. Пусть nΓ — первый индекс для которой

существуют k+1 точек из T̂nΓ
, содержащихся в Γ, т.е. существует носитель T

(k)
nΓ,i
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периодической B-сплайн-функции порядка k в сетке T̂nΓ
, содержащейся в Γ. До-

полнительно определим интервалы

U0 := T
(k)
nΓ,i−k, W0 := T

(k)
nΓ,i+k.

Ввиду k-регулярности последовательности (sn) на торе T, имеем max(|U0|, |W0|) ≲k,γ

|Γ|. Сначала оценим часть MΓ :=
∑

n≤nΓ
anf̂n и докажем неравенство |MΓ| ≲k,γ

2r на Γ. Заметим, что MΓ можно представить на множестве ∆ := U0 ∪ Γ ∪W0 в

следующим виде

MΓ(t) = h(t) :=

i+2k−1∑
j=i−2k+1

bjN̂j(t),

для некоторых коэффициентов (bj), то есть как линейную комбинацию периоди-

ческих B-сплайнов (N̂j) на сетке T̂nΓ
.

Пусть Îj — максимальный интервал supp N̂j , для j = i− 2k + 1, . . . , i+ 2k − 1

и из-за k-регулярности на торе T, заметим, что |Îj | ∼k,γ |Γ| ∼k,γ | supph|.
Если предположить, что maxÎj |MΓ| > Ck2

r, где Ck — постоянная из предложе-

ния 3.1 с ρ = 1/2, то из предложения 3.1 следует, что |MΓ| > 2r на подмножестве

Qj множества Îj с мерой ≥ |Îj |/2. Как следствие, имеем

| supph ∩ Er| ≥ |Îj ∩ Er| ≥ |Îj |/2 ≳k,γ | supph|.

В определении Br выбираем константу ck,γ достаточно малой, чтобы из последне-

го неравенства следовало supph ⊂ Br. Это противоречит выбору Γ, из которого

следует, что наше предположение maxÎj |MΓ| > Ck2
r неверно и, следовательно,

max
Îj

|MΓ| ≤ Ck2
r, j = i− 2k + 1, . . . , i+ 2k − 1.

В силу локальной устойчивости периодических B-сплайнов, т.е. неравенства (3.4)

из предложения 3.3, следует

|bj | ≲k 2r, j = i− 2k + 1, . . . , i+ 2k − 1,

и поэтому |MΓ| ≲k 2r на ∆. Это означает

(6.10)
∫
Γ

|MΓ| ≲k 2r|Γ|,

что является неравенством (6.9) для части MΓ.

Чтобы оценить оставшуюся часть, мы индуктивно определим две последо-

вательности (us, Us)i≥0 и (ws,Ws)s≥0, состоящие из целых чисел и интервалов.

Положим u0 = w0 = nΓ и индуктивно определим us+1 как первый индекс n > us
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такой, что sn ∈ Us. Более того, определим Us+1 как периодический носитель B-

сплайна T
(k)
us+1,i

в сетке T̂us+1 , где индекс i такой, что Γ ∩ Us+1 содержит только

один узел из (sj)nj=1 (без учёта кратностей) и это конечная точка Us+1 по часовой

стрелке.

Аналогично определим ws+1 как первый индекс n > ws такой, что sn ∈ Ws и

Ws+1 - как периодический B-сплайн носитель T
(k)
ws+1,i

в сетке T̂ws+1 , где индекс i

такой, что Γ∩Ws+1 содержит только один узел из (sj)
n
j=1 (без учета кратностей)

и является конечной точкой Ws+1 против часовой стрелки.

После такого построения интервалов возьмем пару индексов ℓ,m и положим

xℓ :=

k−1∑
ν=0

N̂uℓ,i+ν1Uℓ
, ym :=

k−1∑
ν=0

N̂wm,j−ν1Wm
,

где N̂uℓ,i — периодическая B-сплайн-функция на сетке T̂uℓ
с носителем Uℓ и N̂wm,j

— периодическая B-сплайн-функция на сетке T̂wm
с носителем Wm. Функция

ϕℓ,m := xℓ + 1Γ\(Uℓ∪Wm) + ym

равна нулю на (Uℓ∪Γ∪Wm)c, единице на Γ\(Uℓ∪Wm) и кусочно-полиномиальная

функция порядка k между ними. Для ℓ,m ≥ 0 рассмотрим следующие подмно-

жества из {n : n > nΓ}:

L(ℓ) := {n : uℓ < n ≤ uℓ+1}, R(m) := {n : wm < n ≤ wm+1}.

Если n ∈ L(ℓ) ∩R(m), мы, очевидно, имеем ⟨f̂n, ϕℓ,m⟩ = 0 и, следовательно,

(6.11)
∫
Γ

f̂n(t) dt =

∫
Γ

f̂n(t) dt−
∫
T
f̂n(t)ϕℓ,m(t) dt = Aℓ(f̂n) +Bm(f̂n),

где

Aℓ(f̂n) :=

∫
Γ∩Uℓ

f̂n(t) dt−
∫
Uℓ

f̂n(t)xℓ(t) dt,(6.12)

Bm(f̂n) :=

∫
Γ∩Wm

f̂n(t) dt−
∫
Wm

f̂n(t)ym(t) dt.(6.13)

Из этого следует

(6.14)

∣∣∣ ∫
Γ

∞∑
n=nΓ+1

anf̂n(t) dt
∣∣∣ = ∣∣∣ ∞∑

ℓ,m=0

∑
n∈L(ℓ)∩R(m)

an
(
Aℓ(f̂n) +Bm(f̂n)

)∣∣∣
≤ 2

∞∑
ℓ=0

∫
Uℓ

∣∣∣ ∑
n∈L(ℓ)

anf̂n(t)
∣∣∣dt+ 2

∞∑
m=0

∫
Wm

∣∣∣ ∑
n∈R(m)

anf̂n(t)
∣∣∣dt.

Рассмотрим первую сумму в правой части. На Uℓ = T
(k)
uℓ,i

функция
∑

n∈L(ℓ) anf̂n

может быть представлена в виде линейной комбинации периодических B-сплайнов
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(N̂j) на сетке T̂uℓ
следующим образом

∑
n∈L(ℓ)

anf̂n = hℓ :=

i+k−1∑
j=i−k+1

bjN̂j ,

для некоторых коэффициентов (bj). Пусть Îj — максимальный интервал сетки

supp N̂j для j = i−k+1, . . . , i+k−1. Заметим, что из-за k-регулярности на торе

T, |Îj | ∼k,γ |Uℓ| ∼k,γ | supphℓ|. На Îj функция
∑

n∈L(ℓ) anf̂n является полиномом

порядка k. Если мы предположим, что maxÎj

∣∣∑
n∈L(ℓ) anf̂n

∣∣ > Ck2
r+1, где Ck —

постоянная из предложения 3.1 с ρ = 1/2, то тогда из предложения 3.1 следует,

что
∣∣∑

n∈L(ℓ) anf̂n
∣∣ > 2r+1 на множестве Î∗j ⊂ Îj с |Î∗j | = |Îj |/2, но это означает,

что max
(
|
∑

n≤uℓ
anf̂n

∣∣, |∑n≤uℓ+1
anf̂n

∣∣) > 2r на множестве Î∗j . Как следствие,

|Er ∩ supphℓ| ≥ |Er ∩ Îj | ≥ |Î∗j | ≥ |Îj |/2 ≳k | supphℓ|.

В определении Br выбираем константу ck,γ достаточно малой, чтобы из послед-

него неравенства следовало supphℓ ⊂ Br. Это противоречит выбору Γ, из кото-

рого следует, что наше предположение maxÎj

∣∣∑
n∈L(ℓ) anf̂n

∣∣ > Ck2
r неверно и,

следовательно,

max
Îj

∣∣ ∑
n∈L(ℓ)

anf̂n
∣∣ ≤ Ck2

r, j = i− k + 1, . . . , i+ k − 1.

В силу локальной устойчивости периодических B-сплайнов, т.е. неравенства (3.4)

из предложения 3.3, следует

|bj | ≲k 2r, j = i− k + 1, . . . , i+ k − 1,

и поэтому
∣∣∑

n∈L(ℓ) anf̂n
∣∣ ≲k 2r на Uℓ, что дает∫

Uℓ

∣∣ ∑
n∈L(ℓ)

anfn
∣∣ ≲k 2r|Uℓ|.

Объединив лемму 3.2, включения Uℓ+1 ⊂ Uℓ и неравенство |U0| ≲k,γ |Γ|, получа-

ем, что
∑∞

ℓ=0 |Uℓ| ≲k,γ |Γ|. Таким образом, имеем
∞∑
ℓ=0

∫
Uℓ

∣∣ ∑
n∈L(ℓ)

anf̂n
∣∣ ≲k,γ 2r|Γ|.

Вторая сумма в правой части (6.14) оценивается аналогично, что дает
∞∑

m=0

∫
Wm

∣∣ ∑
n∈R(m)

anf̂n
∣∣ ≲k,γ 2r|Γ|.
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Объединив эти оценки с (6.14) и (6.10), мы приходим к∣∣∣ ∫
Γ

f(t) dt
∣∣∣ = ∣∣∣ ∫

Γ

∑
n

anf̂n(t) dt
∣∣∣ ≲k,γ 2r|Γ|,

откуда следует (6.9) на Γ и, следовательно, доказательство предложения завер-

шено. □

7. Доказательство основной теоремы

Доказательство теоремы 2.4 теперь можно получить по той же цепочке рас-

суждений, что и доказательство достаточности теоремы 2.4 в [14], но мы приво-

дим его здесь для полноты доказательства.

Доказательство теоремы 2.4. Если (sn) (k−1)-регулярна на торе T, то нетруд-

но проверить, что она k-регулярна и на торе T. Как следствие, из теоремы 2.3

имеем, что (f̂n) является базисом в H1(T). Пусть f ∈ H1(T) с разложением

f =
∑

anf̂n и ε ∈ {−1, 1}Z. Нам нужно доказать сходимость ряда
∑

εnanf̂n в

H1(T). Пусть N(k) ≤ m1 ≤ m2, тогда∥∥ m2∑
n=m1

εnanf̂n
∥∥
H1(T) ≲k,γ

∥∥M( m2∑
n=m1

εnanf̂n
)∥∥

L1(T) ≲k

∥∥S( m2∑
n=m1

εnanf̂n
)∥∥

L1(T)

=
∥∥S( m2∑

n=m1

anf̂n
)∥∥

L1(T) ≲k,γ

∥∥ m2∑
n=m1

anf̂n
∥∥
H1(T)

Здесь мы использовали Предложения 6.3, 6.1 и 6.2 соответственно (см. также

изображение на странице 24). Итак, поскольку
∑

anf̂n сходится в H1(T), то схо-

дится также fε :=
∑

εnanf̂n. Кроме того, имеем следующую оценку

∥fε∥H1(T) ≲k,γ ∥f∥H1(T).

Чтобы получить это, сначала заметим, что

∥fε∥H1(T) =
∥∥N(k)−1∑

n=1

εnanf̂n +

∞∑
n=N(k)

εnanf̂n
∥∥
H1(T)

≤
∥∥N(k)−1∑

n=1

εnanf̂n
∥∥
H1(T) +

∥∥ ∞∑
n=N(k)

εnanf̂n
∥∥
H1(T)

≲k,γ

∥∥N(k)−1∑
n=1

εnanf̂n
∥∥
H1(T) +

∥∥ ∞∑
n=N(k)

anf̂n
∥∥
H1(T)

≤
∥∥N(k)−1∑

n=1

εnanf̂n
∥∥
H1(T) +

∥∥N(k)−1∑
n=1

anf̂n
∥∥
H1(T) + ∥f∥H1(T).
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Здесь мы использовали неравенство треугольника и аналогичный приведен-

ному выше аргумент, для перехода от второй строки к третьей. Напомним, что

an = ⟨f, f̂n⟩, тогда

∥∥N(k)−1∑
n=1

εn⟨f, f̂n⟩f̂n
∥∥
H1(T) ≤

N(k)−1∑
n=1

∥f∥L1(T)∥f̂n∥L∞(T)∥f̂n∥H1(T)

≤ ∥f∥H1(T)

N(k)−1∑
n=1

∥f̂n∥L∞(T)∥f̂n∥H1(T) ≲k ∥f∥H1(T).

Таким образом, получаем, что (f̂n) является безусловным базисом в H1(T). □

Abstract. We give a geometric characterization of knot sequences (sn), for which

the corresponding periodic orthonormal spline system of arbitrary order k, k ∈ N, is

an unconditional basis in the atomic Hardy space on the torus H1(T).
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Аннотация. Динамика решений уравнения пластины без эффектов за-
держки исследовалась многими авторами. Но работ по уравнению пла-
стины с запаздывающими переменными в неограниченной области мало.
Поэтому мы рассмотриваем существование аттрактора обратного хода для
уравнения пластины с переменной задержкой на Rn с использованием тео-
рии многозначных динамических систем.

MSC2020 numbers: 35B40; 35Б41; 37Б55.
Ключевые слова: уравнение пластины; обратный аттрактор; неограниченная
область; многозначная динамическая система.

1. Введение

Уравнения в частных производных с запаздыванием всегда играют важную
роль в моделировании самых разнообразных явлений, таких как вязкоупру-
гость, взаимодействие биологических видов, нейронные сети и многие другие
области. С точки зрения математики мы в основном фокусируемся на коррект-
ности и динамическом поведении решений функционально-дифференциальных
уравнений в частных производных, см., например, [1-5] и ссылки там. Авторы
в [3,4] исследовали модели, в которых форсирующий член содержит некоторые
наследственные особенности. Такие ситуации могут возникнуть, например, ко-
гда мы хотим управлять системой посредством применения силы, которая учи-
тывает не только нынешнее состояние, но и историческое состояние системы.
В последние годы теория многозначных динамических систем исследовалась
в [6-12]. Марьин-Рубио и Реаль [7] использовали теорию многозначных дина-
мических систем для получения существования аттракторов для двумерных
уравнений Навье-Стокса с задержками, когда вынуждающий член, содержа-
щий задержку, является только непрерывным и сублинейным.

∗Работа частично поддержана NSFC (11961059,12161071), Фондом естественных наук про-
винции Ганьсу (22JR11RM165), Инновационным фондом высшего образования провинции
Ганьсу (2021B-270). ). Финансирование докторских исследований Университета Лундонг
(XYBYZK2112,XYBYZK2113).
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Уравнение пластины происходит из теории уравнения упругих колебаний,
установленной Войновским Кригером и Бергером [13,14] и т. д., а динамику
уравнения пластины без задержек можно найти в [15-19]. Например в [15],
Ян и Чжун получили существование глобального аттрактора для уравнения
автономной пластины с нелинейным затуханием. Они также исследовали су-
ществование однородного аттрактора для уравнения неавтономной пластины с
локализованным затуханием в [16]. В случае неограниченной области асимпто-
тическое поведение уравнения пластины без задержек изучалось Ханмамедо-
вым [17,18] и Сяо [19]. Недавно Монсеф Ауади в [20] рассмотрел глобальные и
экспоненциальные аттракторы для растяжимой термоупругой пластины с за-
висящей от времени задержкой внутренней обратной связи, используя оценки
неравенства устойчивости. Однако имеется мало работ об уравнении пласти-
ны с запаздыванием в неограниченной области и без единственности решения.
Поэтому мы стремимся обратиться к следующему неавтономному уравнению
пластины с запаздывающими переменными на Rn, которое до сих пор еще не
рассматривалось.
(1.1) ∂ttu+ α∂tu+∆2u+ λu = f(x, u(t− ρ(t))) + g(x, t), (x, t) ∈ Rn × (τ,+∞),

u(x, t) = φ(x, t− τ), x ∈ Rn, t ∈ [τ − h, τ ],
∂tu(x, t) = ∂tφ(x, t− τ), x ∈ Rn, t ∈ [τ − h, τ ],

где α > 0, λ > 0, h > 0, τ — начальное время, φ — начальная база данных на
интервале [τ −h, τ ]. Исходный член f , содержащий некоторую наследственную
характеристику и удовлетворяющий следующим условиям:

(I) существует функция k1 ∈ L2(Rn), k2 > 0 такая, что f ∈ C(Rn × R,R) и
ρ ∈ C1(R; [0, h]) и

|f(x, ν)|2 ≤ |k1(x)|2 + k22|ν|2, ∀x ∈ Rn, ν ∈ R,

|ρ′(t)| ≤ ρ∗ < 1, ∀t ∈ R;

(II) g ∈ L2
loc(R;L2(Rn)) и∫ t

−∞

∫
Rn

eδs∥g(x, s)∥2dxds <∞, ∀t ∈ R, δ > 0,

что подразумевает, что

lim
k→∞

∫ t

−∞

∫
|x|≥k

eδs∥g(x, s)∥2dxds = 0, , ∀t ∈ R, δ > 0.

Обозначим CX банахово пространство C0([−h, 0];X), снабженное суп-нормой.
Для элемента φ ∈ CX , его норма запишется как ∥φ∥CX

= supθ∈[−h,0] ∥φ(θ)∥X .
Пусть (X, ∥ . ∥), (Y, ∥ . ∥) — два банаховых пространства с непрерывным

компактным вложением.X ↪→ Y , CX,Y обозначает банахово пространство CX∩
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C1([−h, 0];Y ). Для элемента φ ∈ CX,Y его норма запишется как

∥φ∥2CX,Y
= ∥φ∥2CX

+ ∥φ′∥2CY
, ∀φ ∈ CX,Y .

Не ограничивая общности, обозначим H = L2(Rn), наделённую скалярным
произведением (·, ·) и нормой ∥·∥ соответственно. Для 0 ≤ s ≤ 2 мы определяем
иерархию вложенных гильбертовых пространств.

Hs = Hs(Rn) = D(A
s
4 ), (u, v)s = (A

s
4u,A

s
4 v), ∥u∥2s = (A

s
4u,A

s
4u).

где A = ∆2. Также мы будем использовать пробелы CH и CW в нашем анализе,
где H = H × H2, W = H1 × H3. Дано T ≥ τ и u : [τ − h, T ) → H, для каж-
дого t ∈ [τ, T ], обозначим через ut функция, определенная на [−h, 0] формулой
отношение ut(θ) = u(t+ θ), θ ∈ [−h, 0].

По сравнению с динамикой уравнения пластины без эффектов задержки,
новая проблема, возникшая в этой статье, заключается в том, что мы выби-
раем фазовые пространства CH и CW , которые не являются ни гильберто-
выми пространствами, ни равномерными выпуклыми банаховыми простран-
ствами. Таким образом, метод доказательства динамики уравнения пластины
с запаздыванием неприменим. В то же время, если пространственная область
неограничена, вложения W ↪→ H больше нет. Сначала мы используем тех-
нику декомпозиции и даем равномерные оценки как для хвостов, так и для
ограниченных усечений решений, затем показываем, что процесс {U(t, τ)} яв-
ляется D−поглощающим асимптотически сверху. -полукомпактный, наконец,
установлено существование обратного аттрактора для уравнения пластины с
запаздыванием в Rn с помощью теории многозначной динамической системы.

Структура этой статьи следующая. В разделе 2 мы повторяем некоторые
абстрактные результаты о многозначных процессах. В разделе 3 установле-
но существование решения системы (1.1). Наконец, мы доказываем обратные
аттракторы в CH, используя теорию многозначных динамических систем для
уравнения пластины с переменным запаздыванием на Rn.

2. Предварительные сведения

В этом разделе мы повторим некоторые полезные леммы и абстрактные ре-
зультаты (см. [6-8,10-12]).

Пусть X — полное метрическое пространство с метрикой dX(·, ·), обозна-
чим через H∗

X(·, ·) хаусдорфовое расстояние на полурасстоянии между двумя
непустыми подмножествами X, , определяемыми формулой

H∗
X(A,B) = sup

a∈A
distX(a,B)
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где distX(a,B) = infb∈BdX(a, b), и обозначим N (A, r) открытую окрестность
{y ∈ X|distX(y,A) < r} радиуса r > 0 подмножества A множества X.

Пусть D — непустой класс параметризованных множеств D̂ = {D(t); t ∈
R} ⊂ P(X), и P(X) — класс непустых замкнутых подмножеств X.

Определение 2.1. Семейство отображений U(t, τ) : X → P(X), t ≥ τ, τ ∈
R, называется многозначным процессом, если он удовлетворяет:

(1) U(τ, τ)x = {x}, ∀τ ∈ R, x ∈ X;
(2) U(t, s)U(s, τ)x = U(t, τ)x, ∀t ≥ s ≥ τ, τ ∈ R, x ∈ X.

Определение 2.2. Совокупность D некоторых семейств непустых замкну-
тых подмножеств X называется окрестностно замкнутой, если для каж-
дого D̂ = {D(t); t ∈ R} ∈ D существует ε > 0, зависящий от D̂, такой, что
семейство {B(t) : B(t) — непустое замкнутое подмножество N (D(t), ε),∀t ∈
R} также принадлежат D.

Обратите внимание, что из замкнутого подмножества окрестности D
следует для каждого D̂ ∈ D, {D̄(t) : D̄(t) — непустое замкнутое подмно-
жество D(t),∀t ∈ R} ∈ D, а также набор D называется замкнутым по
включению.

Определение 2.3. Пусть {U(t, τ)} — многозначный процесс на X.
(1) Q = {Q(t)}t∈R ∈ D называется D− множество обратного поглоще-

ния для {U(t, τ)}, если для любого B = {B(t)}t∈R ∈ D и для каждого t ∈ R,
существует t0 = t0(B, t) ∈ R+ такой, что

U(t, t− s)B(t− s) ⊂ Q(t), ∀s ≥ t0.

(2) {U(t, τ)} называется D−образом, асимптотически полукомпактным свер-
ху в X относительно B, если для любого фиксированного t ∈ R, любая после-
довательность yn ∈ S(t, t− sn)xn имеет сходящуюся подпоследовательность
в X всякий раз, когда sn → +∞(n→ ∞), xn ∈ B(t− sn) с B = {B(t)}t∈R ∈ D.

Определение 2.4. Семейство непустого компактного подмножества A =

{A(t)}t∈R ∈ D называется D− обратным аттрактором для многозначного
процесса {U(t, τ)}, если он удовлетворяет следующим условиям

(1) A = {A(t)}t∈R инвариант, т. е.

U(t, τ)A(τ) = A(t), ∀t ≥ τ, τ ∈ R;

(2) A притягивает каждый член D, то есть для каждого B = {B(t)}t∈R ∈ D
и любые фиксированные t ∈ R,

lim
s→+∞

H∗
X(U(t, t− s)B(t− s), A(t)) = 0
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Теорема 2.1. Пусть {U(t, τ)} — многозначный процесс в банаховом про-
странстве X, и пусть Q = {Q(t)}t∈R — D− поглощающее множество для
{U(t, τ)} в D. Предположим что U можно записать как

U(t, τ) = U1(t, τ) + U2(t, τ), ∀t ≥ τ,

и для любого фиксированного t ∈ R, (1) lims→∞ ∥U2(t, t− s)Q(t− s)∥X = 0;
(2) для любого фиксированного s > 0 каждая последовательность yn ∈

U1(t, t− s)Q(t− s) является последовательностью Коши в X.
Тогда {U(t, τ)} является D−поглощающим асимптотически полукомпакт-
ным сверху в X.

Теорема 2.2. Пусть D — замкнутая по включению совокупность некоторых
семейств непустых замкнутых подмножеств X и {U(t, τ)} — многозначный
процесс на X. Также U имеет замкнутые значения и пусть U(t, τ)x полу-
непрерывен сверху по x при фиксированном t ≥ τ, τ ∈ R. Предположим, что
{U(t, τ)} равно D−поглощающим асимптотически полукомпактным сверху в
X, {U(t, τ)} имеет D− поглощающее множество Q = {Q(t)}t∈R в D и Q(t)

замкнуто для любого t ∈ R. Тогда D− обратный аттрактор A = {A(t)}t∈R

равен уникален и задается

A(t) =
⋂
T≥0

⋃
s≥T

U(t, t− s)Q(t− s), ∀t ∈ R.

3. Корректность

Теорема 3.1. Предположим, что (I)-(II) верны. Тогда для каждого τ ∈ R и
любого φ ∈ CH существует решение u(t) задачи (1.1) и u(t) удовлетворяет

u ∈ C([τ − h, T ];H2) ∩ C1([τ − h, T ];H), ∀T > τ.

Доказательство. Сначала рассмотрим следующую задачу в ограниченной
области ∂ttu+ α∂tu+Au+ λu = f(x, u(t− ρ(t))) + g(x, t), x ∈ Ω2k, t > τ,

u(x, t)|∂Ω2k
= 0, t > τ,

u(x, t) = φ2k(x, t− τ), ∂tu(x, t) = ∂tφ(x, t− τ), x ∈ Ω2k, t ∈ [τ − h, τ ],

где k > 0, Ω2k = {x ∈ Rn : |x| ≤ 2k}, φ2k(x, t) = φ(x, t)η( |x|
2

k2 ), для каждого
t ∈ [−h, 0] и η — обрезающая функция в теореме 4.1, H2k = L2(Ω2k) и V2k =

H2(Ω2k) .
Мы предполагаем, что существует семейство собственных функций χi опе-

ратора A, которое является ортогональным базисом H2k. Мы рассматриваем
подпространство V2km V2k и Vm = span{χ1, χ2, . . . , χm}. Для каждого m соглас-
но основам теории обыкновенных дифференциальных уравнений существует
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приближенное решение um вида

um(t) =

m∑
i=1

umiχi

и это удовлетворяет

(3.1)


d2um

dt2 + αdum

dt + PmAum + λum = Pmf(x, um(t− ρ(t))) + Pmg(t),
um(t) = Pmφ2k(t− τ), t ∈ [τ − h, τ ],
dum(t)

dt = dPmφ2k(t−τ)
dt , t ∈ [τ − h, τ ],

где Pm : H2k → V2km — ортогональный проектор в V2km.
Скалярное произведение (3.1) вH с vm = ∂tum+βum, где 0 < β < 1, α−β > 0

и 2β(α− β) < λ, имеем
(3.2)

1

2

d

dt
(∥vm∥2 + (1− β)∥∆um∥2 + (λ− β(α− β))∥um∥2)

+ (α− β)∥vm∥2 + β(1− β)∥∆um∥2 + β(λ− β(α− β))∥um∥2 + ∥∆vm∥2

= (f(x, um(t− ρ(t))), vm) + (g(t), vm).

Используя неравенство Юнга и (I), мы получаем

(3.3) |(f(x, um(t− ρ(t))), vm)| ≤ α− β

4
∥vm∥2 + k22

α− β
∥um(t− ρ(t))∥2 + |k1|2

α− β
;

(3.4) |g(t), v)| ≤ α− β

4
∥vm∥2 + 1

α− β
∥g(t)∥2.

Подставляя (3.3) – (3.4) в (3.2), имеем
(3.5)
d

dt
(∥vm∥2 + (1− β)∥∆um∥2 + (λ− β(α− β))∥um∥2)

+ (α− β)∥vm∥2 + 2β(1− β)∥∆um∥2 + 2β(λ− β(α− β))∥um∥2 + 2∥∆vm∥2

≤ 2k22
α− β

∥um(t− ρ(t))∥2 + 2|k1|2

α− β
+

2

α− β
∥g(t)∥2.

Интегрируя (3.5) от τ до t, получаем

(∥vm(t)∥2 + (1− β)∥∆um(t)∥2 + (λ− β(α− β))∥um(t)∥2) + (α− β)

∫ t

τ

∥vm(r)∥2dr

+ 2β(1− β)

∫ t

τ

∥∆um(r)∥2dr + 2β(λ− β(α− β))

∫ t

τ

∥um(r)∥2dr + 2

∫ t

τ

∥∆vm(r)∥2dr

≤(∥vm(τ)∥2 + (1− β)∥∆um(τ)∥2 + (λ− β(α− β))∥um(τ)∥2)

+
2k22
α− β

∫ t

τ

∥um(s− ρ(s))∥2ds+ 2|k1|2

α− β
(t− τ) +

2

α− β

∫ t

τ

∥g(s)∥2ds.
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Берем s′ = s− ρ(s). Замечая, что ρ(s) ∈ [0, h] и 1
1−ρ(s) ≤

1
1−ρ∗ ,∀s ∈ R, получим∫ t

τ

∥um(s− ρ(s))∥2ds ≤
∫ t

τ−h

∥um(s′)∥2′

=
1

1− ρ∗
(

∫ τ

τ−h

∥um(s′)∥2ds′ +
∫ t

τ

∥um(s′)∥2ds′).

Пусть Em(t) = ∥vm∥2 + (1− β)∥∆um∥2 + (λ− β(α− β))∥um∥2. Итак, у нас есть

Em(t) ≤Em(τ) +
2k22

(α− β)(1− ρ∗)
∥φ∥2CH

+
2|k1|2

α− β
(t− τ)

+
2k22

(α− β)(1− ρ∗)

∫ t

τ

∥Em(r)∥2dr + 2

α− β

∫ t

τ

∥g(r)∥2dr.

По лемме Гронуолла мы можем сделать вывод, что

(3.6) ∥vm∥2 + ∥∆um∥2 + ∥um∥2 ≤(∥φ∥2CH
+ (t− τ) +

∫ t

τ

|g(r)∥2dr)eC(t−τ),

из (3.6) следует, что {um(t)}∞m=1 и {dum(t)
dt }∞m=1 ограничены в пространствах

L∞(τ−h, T ;V2k) и L∞(τ−h, T ;H2k)∩L2(τ, T ;V2k), соответственно, при n→ ∞.
Аналогично доказательству теоремы 4.1 в [21, раздел IV.4.4] стандартным рас-
суждением получаем существование слабых решений в u ∈ C([τ − h, T ];V2k) ∩
C1([τ − h, T ];H2k).

Поскольку {Ω2k} — последовательность ограниченных подобластей Rn и
Ω2k → Rn при k → ∞. Существование слабых решений u ∈ C([τ − h, T ];H2) ∩
C1([τ − h, T ];H), ассоциированных с системой (1.1) получается. Мы также мо-
жем обратиться к [9,10].

Благодаря теореме 3.1 мы можем определить семейство многозначных про-
цессов

U(t, τ) : CH → CH

и U(t, τ)φ = {ut(·; τ, φ)|u(·)} является решением (1.1) и φ ∈ CH, где ut опреде-
ляется для θ ∈ [−h, 0] как ut(θ) = u(t+ θ).

4. Существование обратного аттрактора

4.1 Априорная оценка. Через DCH будем обозначать все семейства непу-
стых подмножеств D = {D(t), t ∈ R} ⊂ P(CH) таких, что

(4.1) lim
t→−∞

(eδt sup
u∈D(t)

∥u∥2CH
) = 0,

где δ > 0 будет определено позже.

Лемма 4.1. Предположим, что (I)-(II) выполнены. Тогда многозначный про-
цесс {U(t, τ)}, соответствующий (1.1), обладает DCH− множество, погло-
щающее обратный возврат, в CH.
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Доказательство. Рассмотрев скалярное произведение (1.1) в H с
v = ∂tu+ δu, где 0 < δ < 1, α− δ > 0 и 2δ(α− δ) < λ, имеем

(4.2)

1

2

d

dt
E(t) + (α− δ)∥v∥2 + δ(1− δ)∥∆u∥2 + δ(λ− δ(α− δ))∥u∥2 + ∥∆v∥2

= (f(x, u(t− ρ(t))), v) + (g(t), v),

где E(t) = ∥v∥2 + (1− δ)∥∆u∥2 + (λ− δ(α− δ))∥u∥2. Применив неравенство (I),
получим

(4.3) |(f(x, u(t− ρ(t))), v)| ≤ α− δ

4
∥v∥2 + k22

α− δ
∥u(t− ρ(t))∥2 + |k1|2

α− δ
;

(4.4) |g(t), v)| ≤ α− δ

4
∥v∥2 + 1

α− δ
∥g(t)∥2.

Подставив (4.3), (4.4) в (4.2), получим

d

dt
E(t) + (α− δ)∥v∥2 + 2δ(1− δ)∥∆u∥2 + 2δ(λ− δ(α− δ))∥u∥2 + 2∥∆v∥2

≤ 2k22
α− δ

∥u(t− ρ(t))∥2 + 2|k1|2

α− δ
+

2

α− δ
∥g(t)∥2.

Пусть σ = min{α− δ, 2δ(1− δ), 2δ(λ− δ(α− δ))}, тогда

(4.5)
d

dt
E(t) + σE(t) ≤ 2k22

α− δ
∥u(t− ρ(t))∥2 + 2|k1|2

α− δ
+

2

α− δ
∥g(t)∥2.

Умножив (4.5) на eσt, и проинтегрировав от τ до t, находим

eσtE(t) ≤ eστE(τ) +
2k22
α− δ

∫ t

τ

eσs∥u(s− ρ(s))∥2ds+

+
2

α− δ

∫ t

τ

eσs∥g(s)∥2ds+ 2|k1|2

α− δ

∫ t

τ

eσsds.

Возьмем r = s− ρ(s). Заметив, что ρ(s) ∈ [0, h] и
1

1− ρ(s)
≤ 1

1− ρ∗
,∀s ∈ R,

будем иметь∫ t

τ

eσs∥u(s− ρ(s))∥2ds ≤
∫ t

τ−h

eσreσh

1− ρ∗
∥u(r)∥2dr

=
eσh

1− ρ∗
(

∫ τ

τ−h

eσr∥u(r)∥2dr +
∫ t

τ

eσr∥u(r)∥2dr)

≤ heσh

1− ρ∗
eστ∥φ∥2CH

+
eσh

1− ρ∗

∫ t

τ

eσr∥u(r)∥2dr.

Следовательно,

eσtE(t) ≤eστE(τ) +
2k22e

σh

1− ρ∗

∫ t

τ

eσr∥E(r)∥dr + 2hk22e
σh

(α− δ)(1− ρ∗)
eστ∥φ∥2CH

+
2

α− δ

∫ t

τ

eσs∥g(s)∥2ds+ 2|k1|2

α− δ

∫ t

τ

eσsds.
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Для C1 =
2k2

2e
σh

1−ρ∗ , C2 =
2hk2

2e
σh

(α−δ)(1−ρ∗) , C3 = 2
α−δ , C4 = 2|k1|2

α−δ , по лемме Гронваля
имеем, что

eσtE(t) ≤eστeC1(t−τ)E(τ) + C2e
στeC1(t−τ)∥φ∥2CH

+ C3e
C1(t−τ)

∫ t

τ

∥g(s)∥2ds+ C4e
C1(t−τ)

∫ t

τ

eσsds, ∀t ≥ τ.

Пусть σ′ = σ − C1 > 0. Далее,

∥∂tu(t)∥2 + ∥∆u(t)∥2 + ∥u(t)∥2 ≤ (∥∂tu(τ)∥2 + ∥∆u(τ)∥2 + ∥u(τ)∥)e−σ′(t−τ)

+ C2e
−σ′(t−τ)∥φ∥2CH

+
C4

σ′ + C3e
−σ′t

∫ t

τ

eσ
′t∥g(s)∥2ds, ∀t ≥ τ.

Подставив t+ θ вместо t (где θ ∈ [−h, 0]), получим
(4.6)
∥∂tu(t+ θ)∥2 + ∥∆u(t+ θ)∥2 + ∥u(t+ θ)∥2 ≤ (∥∂tu(τ)∥2 + ∥∆u(τ)∥2

+ ∥u(τ)∥)e−σ′(t+θ−τ) + C2e
−σ′(t+θ−τ)∥φ∥2CH

+
C4

σ′ + C3e
−σ′(t+θ)

∫ t+θ

τ

eσ
′t∥g(s)∥2ds.

Согласно (II) и (4.6),
(4.7)
∥ut∥2CH

=∥∆ut∥2CH2
+ ∥u′t∥2CH

= sup
θ∈[−h,0]

∥∆u(t+ θ)∥2 + sup
θ∈[−h,0]

∥u′(t+ θ)∥2

≤Ce−σ′(t−h−τ)(∥v(τ)∥2 + ∥∆u(τ)∥2 + ∥u(τ)∥2|) + Ce−σ′(t−h−τ)∥φ∥2CH

+ C + Ce−σ′(t−h)

∫ t

−∞
eσ

′t∥g(s)∥2ds.

Для t ∈ R обозначим

R2
1(t) = 2Ce−σ′(t−h−τ)∥φ∥2CH

+ C + Ce−σ′(t−h)

∫ t

−∞
eσ

′t∥g(s)∥2,

и рассмотрим семейство замкнутых ограниченных шаров QCH = {Q(t)}t∈R в
CH, где

Q(t) = {ψ ∈ Q(t) : ∥ψ∥CH ≤ R1(t)}

и QCH ∈ DCH . Теперь, согласно (4.1) и (4.7), семейство QCH является DCH−
абсордирующим для многозначного процесса {U(t, τ)} в CH.

Замечание 4.1. Обратите внимание, что положительные константы h и
k2 достаточно малы, поскольку небольшие эффекты задержки могут обеспе-
чить существование аттрактора.

Кроме того, что касается члена задержки, чтобы получить результат в неогра-
ниченной области, нам нужно предположить, что

(III) f ∈ C1(Rn × R;R) и существует L > 0 такой, что

|f ′v(t, v)| ≤ L, ∀t ∈ R.
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Лемма 4.2. При условиях (I)-(III) и g ∈ L2
loc(R;H1(Rn)), имеет место∫ t

−∞

∫
Rn

eδs∥g(x, s)∥21dxds <∞, ∀t ∈ R, δ > 0,

что подразумевает, что

lim
k→∞

∫ t

−∞

∫
|x|≥k

eδs∥g(x, s)∥21dxds = 0, ∀t ∈ R, δ > 0.

Тогда имеет место следующая оценка
(4.8)

∥ut∥2CW
= ∥A 3

4ut∥2CH3
+ ∥A 1

4u′t∥2CH1
= sup

θ∈[−h,0]

∥A 3
4u(t+ theta)∥2

+ sup
θ∈[−h,0]

∥A 1
4u′(t+ θ)∥2

≤Ce−σ′teσ
′τ (∥v(τ)∥2 + ∥∆u(τ)∥2 + ∥u(τ)∥2)

+ Ce−σ′teσ
′τ∥φ∥2CH

+ Ce−σ′t

∫ t

−∞
eσ

′s∥g(s)∥2ds+ Ce−σ′t

∫ t

−∞
eσ

′s∥A 1
4 g(s)∥2ds.

Доказательство. Для скалярного произведения в H для (1.1) с A
1
2 v =

A
1
2 ∂tu+ δA

1
2u, где 0 < δ < 1, α− δ > 0 and 2δ(α− δ) < λ, имеем

(4.9)
1

2

d

dt
V (t) + (α− δ)∥A 1

4 v∥2 + δ(1− δ)∥A 3
4u∥2 + δ(λ− δ(α− δ))∥A 1

4u∥2 + ∥A 3
4 v∥2

= (f(x, u(t− ρ(t))), A
1
2 v) + (g(t), A

1
2 v),

где V (t) = ∥A 1
4 v∥2+(1−δ)∥A 3

4u∥2+(λ−δ(α−δ))∥A 1
4u∥2. Применив неравенство

Гельдера и |f ′v(t, v)| ≤ L, получим

(4.10)

|(f(x, u(t− ρ(t))), A
1
2 v)| ≤ L∥u(t− ρ(t))∥∥A 1

4 v∥

≤ α− δ

4
∥A 1

4 v∥2 + L2

α− δ
∥A 1

4u(t− ρ(t))∥2;

(4.11) |g(t), A 1
2 v)| ≤ α− δ

4
∥A 1

4 v∥2 + 1

α− δ
∥A 1

4 g(t)∥2.

Подставив (4.10), (4.11) в (4.9), для σ = min{α− δ, 2δ(1− δ), 2δ(λ− δ(α− δ))},
будем иметь

d

dt
V (t) + σV (t) ≤ 2L2

α− δ
∥A 1

4u(t− ρ(t))∥2 + 2

α− δ
∥A 1

4 g(t)∥2.

Умножив на eσt и проинтегрировав от τ до t, получим

eσtV (t) ≤ eστV (τ)+
2L2

α− δ

∫ t

τ

eσs∥A 1
4u(s−ρ(s))∥2ds+ 2

α− δ

∫ t

τ

eσs∥A 1
4 g(s)∥2ds.

В силу (4.7),

eσtV (t) ≤eστV (τ) + Ce−σ′(t−h−τ)∥φ∥2CH
+ C

+ Ce−σ′(t−h)

∫ t

−∞
eσ

′s∥g(s)∥2ds+ C

∫ t

−∞
eσs∥A 1

4 g(s)∥2ds.
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Положив t+ θ вместо t (где θ ∈ [−h, 0]), будем иметь

∥A 1
4 v(t+ θ)∥2 + ∥A 3

4u(t+ θ)∥2 + ∥A 1
4u(t+ θ)∥2

≤(∥A 1
4 v(τ)∥2 + ∥A 3

4u(τ)∥2 + ∥A 1
4u(τ)∥2)e−σ′teσ

′(h+τ) + Ce−σ′teσ
′(h+τ)∥φ∥2CH

+ Ce−σ′teσ
′h

∫ t

−∞
eσ

′s∥g(s)∥2ds+ Ce−σ′teσ
′h

∫ t

−∞
eσ

′s∥A 1
4 g(s)∥2ds.

Следовательно (4.8) имеет место. Обозначим через R2(t) неотрицательное чис-
ло, определенное для любого t ∈ R из

R2
2(t) = 2Ce−σ′teσ

′τ∥φ∥2CH
+Ce−σ′t

∫ t

−∞
eσ

′s∥g(s)∥2ds+Ce−σ′t

∫ t

−∞
eσ

′s∥A 1
4 g(s)∥2ds,

и рассмотрим семейство замкнутых шаров QCW = {Q(t)}t∈R в CW , где

Q(t) = {ϑ ∈ Q(t) : ∥ϑ∥CW ≤ R2(t)}

и QCW ∈ DCW .

Теорема 4.1. Допустим имеют место (I)-(II), тогда для любого ε > 0 и
B = {B(t)}t∈R ⊂ DCH , существуют T = T (ε, t, B) > 0 и k = k(ε, t, B) > 0

такие, что любое решение ut ∈ U(t, t− s)B(t− s) удовлетворяет условию

sup
θ∈[−h,0]

∫
Ωc

k

(|∆u(t+ θ)|2 + |v(t+ θ)|2 + |u(t+ θ)|2)dx < Cε, ∀s ≥ T,

где Ωc
k = {x ∈ Rn : |x| ≥ k}, C > 0 – константа.

Доказательство. Выберем гладкую функцию η такую, что 0 ≤ η(s) ≤ 1

для любого s ∈ R, и

η(s) =

{
0, 0 ≤ |s| ≤ 1,
1, |s| ≤ 2.

Тогда существует постоянная C0 > 0 такая, что

(4.12) max{|η′(s)|, |η′′(s)|, |η′′′(s)|, |η′′′′(s)} ≤ C0,

для любого s ∈ R.
Умножив (1.1) на η( |x|

2

k2 )v = η( |x|
2

k2 )(∂tu + δu) и проинтегрировав по Rn, по-
лучим

(4.13)

1

2

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)(|v|2 + (λ− δ(α− δ))|u|2)dx+ (α− δ)

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|v|2dx

+ δ(λ− δ(α− δ))

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|u|2dx+

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)∆2u · vdx

=

∫
Rn

f(x, u(t− ρ(t)))η(
|x|2

k2
)vdx+

∫
Rn

g(t)η(
|x|2

k2
)vdx.
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Оценим каждый член этого уравнения.
(4.14)∫

Rn

η(
|x|2

k2
)∆2u · vdx =

∫
Rn

∆u[η(
|x|2

k2
)∆v + 2∇η( |x|

2

k2
)∇v +∆η(

|x|2

k2
)v]dx

=
1

2

d

dt

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|∆u|2dx+ δ

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|∆u|2dx

+ 2

∫
Rn

η′(
|x|2

k2
)
2|x|
k2

∆u · ∇vdx+

∫
Rn

[η′′(
|x|2

k2
)
4|x|2

k2
+ η′(

|x|2

k2
)
2

k2
]∆u · vdx

≥1

2

d

dt

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|∆u|2dx+ δ

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|∆u|2dx

− 4
√
2C0

k

∫
k<|x|<

√
2k

|∆u| · |∇v|dx− (8k2 + 2)C0

k2

∫
k<|x|<

√
2k

|∆u| · |v|dx

≥1

2

d

dt

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|∆u|2dx+ δ

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|∆u|2dx

− 2
√
2C0

k
[

∫
Rn

|∆u|2dx+

∫
Rn

|∇v|2dx]− (4k2 + 1)C0

k2
[

∫
Rn

|∆u|2dx+

∫
Rn

|v|2dx]

≥1

2

d

dt

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|∆u|2dx+ δ

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|∆u|2dx

− (8k2 + 2
√
2k + 2)C0

k2
(∥∆u∥2 + ∥v∥2)− 2

√
2C0

k
∥∇v∥2.

Для нелинейного члена, в силу условия (I) и неравентсва Юнга, имеем:

(4.15)

∣∣∣∣∫
Rn

f(x, u(t− ρ(t)))η(
|x|2

k2
)vdx

∣∣∣∣ ≤ 1

α− δ

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|k1|2dx+

+
α− δ

4

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|v|2dx+

k22
α− δ

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|u(t− ρ(t))|2dx.

Далее,
(4.16)∣∣∣∣∫

Rn

g(t)η(
|x|2

k2
)vdx

∣∣∣∣ ≤ α− δ

4

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|v|2dx+

1

α− δ

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|g(t)|2dx.

Потставив (4.14) – (4.16) в (4.13), получим
(4.17)
d

dt

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)(|v|2 + (λ− δ(α− δ))|u|2 + |∆u|2)dx+ (α− δ)

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|v|2dx

+ 2δ(λ− δ(α− δ))

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|u|2dx+ 2δ

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|∆u|2dx

≤ 2

α− δ

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|k1|2dx+

2k22
α− δ

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|u(t− ρ(t))|2dx

+
2

α− δ

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|g(t)|2dx+

(8k2 + 2
√
2k + 2)C0

k2
(∥∆u∥2 + ∥v∥2)

+
2
√
2C0

k
∥∇v∥2.
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Умножив (4.17) на eσ
′t, вместе с (4.17) получим

d

dt
[eσ

′t

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)(|v|2 + (λ− δ(α− δ))|u|2 + |∆u|2)dx]

≤− (α− δ)eσ
′t

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|v|2dx− 2δeσ

′t

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|∆u|2dx

− 2δ(λ− δ(α− δ))eσ
′t

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|u|2dx+

2

α− δ
eσ

′t

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|g(t)|2dx

+
2

α− δ
eσ

′t

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|k1|2dx+

2k22
α− δ

eσ
′t

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|u(t− ρ(t))|2dx

+ eσ
′t[

(8k2 + 2
√
2k + 2)C0

k2
(∥∆u∥2 + ∥v∥2) + 2

√
2C0

k
∥∇v∥2].

Проинтегрировав (4.18) по [t− s, t′], находим, что
(4.19)

eσ
′t

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)(|v(t′)|2 + (λ− δ(α− δ))|u(t′)|2 + |∆u(t′)|2)dx

≤eσ
′(t−s)

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)(|v(t− s)|2 + (λ− δ(α− δ))|u(t− s)|2 + |∆u(t− s)|2)dx

− (α− δ)

∫ t′

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|v(r)|2dxdr − 2δ

∫ t′

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|∆u(r)|2dxdr

− 2δ(λ− δ(α− δ))

∫ t′

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|u(r)|2dxdr

+
2

α− δ

∫ t′

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|k1|2dxdr +

2k22
α− δ

∫ t′

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|u(r − ρ(r))|2dxdr

+

∫ t′

t−s

eσ
′r[

(8k2 + 2
√
2k + 2)C0

k2
(∥∆u(r)∥2 + ∥v(r)∥2) + 2

√
2C0

k
∥∇v(r)∥2]dr

+
2

α− δ

∫ t′

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|g(r)|2dxdr.

Аналогично,

(4.20)

∫ t′

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|u(r − ρ(r))|2dxdr

≤ eσ
′h

1− ρ∗

∫ t′

t−s−h

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|u(r)|2dxdr

≤he
σ′heσ

′(t−s)

1− ρ∗
∥φ∥2CH

+
eσ

′h

1− ρ∗

∫ t′

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|u(r)|2dxdr.

Пусть

2k22he
σ′r

(α− δ)(1− ρ∗)
<

1

2
δ(α− δ),
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имеем
(4.21)

eσ
′t

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)(|v(t′)|2 + (λ− δ(α− δ))|u(t′)|2 + |∆u(t′)|2)dx

≤eσ
′(t−s)

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)(|v(t− s)|2 + (λ− δ(α− δ))|u(t− s)|2 + |∆u(t− s)|2)dx

+
2

α− δ

∫ t′

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|k1|2dxdr +

2k22he
σ′reσ

′(t−s)

(α− δ)(1− ρ∗)
∥φ∥2CH

+

∫ t′

t−s

eσ
′r[

(8k2 + 2
√
2k + 2)C0

k2
(∥∆u(r)∥2 + ∥v(r)∥2) + 2

√
2C0

k
∥∇v(r)∥2]dr

+
2

α− δ

∫ t′

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|g(r)|2dxdr.

Теперь, подставив t′+θ вместо t′ (где θ ∈ [−h, 0]), и умножив (4.21) на e−σ′(t′+θ),
получим, что∫

Rn

η(
|x|2

k2
)(|v(t′ + θ)|2 + (λ− δ(α− δ))|u(t′ + θ)|2 + |∆u(t′ + θ)|2)dx

≤Ce−σ′(t′+θ)eσ
′(t−s)

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)(|v(t− s)|2 + |u(t− s)|2 + |∆u(t− s)|2)dx

+ Ce−σ′(t′+θ)

∫ t′+θ

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|k1|2dxdr + Ce−σ′(t′+θ)eσ

′(t−s)∥φ∥2CH

+ Ce−σ′(t′+θ)

∫ t′+θ

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|g(r)|2dxdr

+ e−σ′(t′+θ)

∫ t′+θ

t−s

eσ
′r[

(8k2 + 2
√
2k + 2)C0

k2
(∥∆u(r)∥2 + ∥v(r)∥2)+

+
2
√
2C0

k
∥∇v(r)∥2]dr.

Пусть t′ = t, тогда

sup
θ∈[−h,0]

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)(|∆u(t+ θ)|2 + |u′(t+ θ)|2)dx

≤Ce−σ′s(∥u′(t− s)∥2 + ∥∆u(t− s)∥2) + Ce−σ′s∥φ∥2CH

+ Ce−σ′t

∫ t

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|k1|2dxdr

+ Ce−σ′t

∫ t

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|g(r)|2dxdr

+ e−σ′t

∫ t

t−s

eσ
′r[

(8k2 + 2
√
2k + 2)C0

k2
(∥∆u(r)∥2 + ∥v(r)∥2)

+
2
√
2C0

k
∥∇v(r)∥2]dr.
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Так как φ ∈ B(t− s) и B = {B(t)}t∈R, получим, что

(4.22)

lim sup
s→+∞

Ce−σ′s(∥u′(t− s)∥2 + ∥∆u(t− s)∥2 + ∥φ∥2CH
)

≤ lim sup
s→+∞

Ce−σ′s∥B(t− s)∥2CH
= 0.

В силу (I) и k1 ∈ L2(Rn), можем выбрать k достаточно большим, чтобы

(4.23) Ce−σ′t

∫ t

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|k1|2dxdr < Cε

и

(4.24) Ce−σ′t

∫ t

t−s

eσ
′r

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)|g(r)|2dxdr < Cε.

Вместе с (4.7) и (4.8), выберем k достаточно большим, чтобы

(4.25)

e−σ′t

∫ t

t−s

eσ
′r[

(8k2 + 2
√
2k + 2)C0

k2
(∥∆u(r)∥2 + ∥v(r)∥2)+

+
2
√
2C0

k
∥∇v(r)∥2]dr < Cε.

Тогда из (4.22) – (4.25), имеем, что

sup
θ∈[−h,0]

∫
|x|≥

√
2k

(|∆u(t+ θ)|2 + |v(t+ θ)|2 + |u(t+ θ)|2)dx

≤ sup
θ∈[−h,0]

∫
Rn

η(
|x|2

k2
)(|∆u(t+ θ)|2 + |v(t+ θ)|2 + |u(t+ θ)|2)dx < Cε.

Теорема 4.2. При условиях леммы 4.1 многозначный процесс {U(t, τ)} в CH

обладает единственным аттрактором {ACH(t)}t∈R.

Доказательство. Сначала покажем, что многозначный процесс {U(t, τ)} in
CH является DCH−ассимптотически полукомпактом. По лемме 4.1 для любого
T ≥ t − s, U(T, t − s)φ = {uT (·; t − s, φ)|u(·) является решением (1.1) с φ ∈
Q(t− s)}, где QCH = {Q(t)}t∈R есть DCH−поглащающее множество в CH.

Пусть Ω2k = {x ∈ Rn : |x| ≤ 2k}. Положим η̂ = 1− η, и возьмем

(4.26) û = η̂(
|x|2

k2
)u(T, x), ∀T ≥ t− s− h, x ∈ Rn,

где η – срезающая функция, определенная в теореме 4.1. Умножив (1.1) на
η̂( |x|

2

k2 ), вместе с (4.26) получим, что
(4.27)

∂ttû+ α∂tû+∆2û+ λû = f(x, u(T − ρ(T )))η̂( |x|
2

k2 ) + g(x, T )η̂( |x|
2

k2 )

+4A
3
4 η̂( |x|

2

k2 )A
1
4u+ 6A

1
2 η̂( |x|

2

k2 )A
1
2u+ 4A

1
4 η̂( |x|

2

k2 )A
3
4u+Aη̂( |x|

2

k2 )u,

û(x, T ) = η̂( |x|
2

k2 )φ(x, T − t+ s), x ∈ Ω2k, T ∈ [t− s− h, t− s],

∂tû(x, T ) = η̂( |x|
2

k2 )∂tφ(x, T − t+ s), x ∈ Ω2k, T ∈ [t− s− h, t− s],
û(x, T ) = 0, |x| = 2k, T ∈ [t− s,∞].
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Теперь пусть û = u1 + u2. Разложим (4.27) следующим образом
(4.28)

∂ttu1 + α∂tu1 +∆2u1 + λu1 = f(x, u(T − ρ(T )))η̂( |x|
2

k2 ) + g(x, T )η̂( |x|
2

k2 )

+4A
3
4 η̂( |x|

2

k2 )A
1
4u+ 6A

1
2 η̂( |x|

2

k2 )A
1
2u+ 4A

1
4 η̂( |x|

2

k2 )A
3
4u+Aη̂( |x|

2

k2 )u,
u1(x, T ) = 0, x ∈ Ω2k, T ∈ [t− s− h, t− s],
∂tu1(x, T ) = 0, x ∈ Ω2k, T ∈ [t− s− h, t− s],
u1(x, T ) = 0, |x| = 2k, T ∈ [t− s,∞],

и
(4.29)

∂ttu2 + α∂tu2 +∆2u2 + λu2 = 0,

u2(x, T ) = η̂( |x|
2

k2 )φ(x, T − t+ s), x ∈ Ω2k, T ∈ [t− s− h, t− s],

∂tu2(x, T ) = η̂( |x|
2

k2 )∂tφ(x, T − t+ s), x ∈ Ω2k, T ∈ [t− s− h, t− s],
u2(x, T ) = 0, |x| = 2k, T ∈ [t− s,∞].

В силу (4.7) с f = g = 0,

∥u′2t∥2CH
+ ∥∆u2t∥2CH2

≤ Ce−σ′s∥φ∥2CH
.

Согласно теореме 2.1 рассмотрим пару решений u1 и u2 системы (1.1), соот-
ветствующие φ1 и φ2, соответственно. Пусть w(T ) = u11(T ) − u21(T ), где u11(T )
и u21(T ) суть решения (4.28). Тогда w(T ) удовлетворяет
(4.30)

∂ttw + α∂tw +∆2w + λw = η̂( |x|
2

k2 )(f(x, u1(T − ρ(T )))− f(x, u2(T − ρ(T ))))

+4(A
1
4u1 −A

1
4u2)A

3
4 η̂( |x|

2

k2 ) + 6(A
1
2u1 −A

1
2u2)A

1
2 η̂( |x|

2

k2 )

+4(A
3
4u1 −A

3
4u2)A

1
4 η̂( |x|

2

k2 ) + (u1 − u2)Aη̂( |x|
2

k2 ),
w(x, T ) = 0, x ∈ Ω2k, T ∈ [t− s− h, t− s],
∂tw(x, T ) = 0, x ∈ Ω2k, T ∈ [t− s− h, t− s],
w(x, T ) = 0, |x| = 2k, T ∈ [t− s,∞].

Беря скалярное произведение H в (4.30) с w′(T ), получим
(4.31)
1

2

d

dt
(∥w′(T )∥2 + ∥∆w(T )∥2 + λ∥w(T )∥2) + ∥w′(T )∥2

=(η̂(
|x|2

k2
)((f(x, u1(T − ρ(T )))− f(x, u2(T − ρ(T )))), w′(t))

+ 4((A
1
4u1 −A

1
4u2)A

3
4 η̂(

|x|2

k2
), w′(T )) + 6((A

1
2u1 −A

1
2u2)A

1
2 η̂(

|x|2

k2
), w′(T ))

+ 4((A
3
4u1 −A

3
4u2)A

1
4 η̂(

|x|2

k2
), w′(T )) + ((u1 − u2)Aη̂(

|x|2

k2
), w′(T )).

Простые вычисления дают

(4.32) A
1
4 η̂(

|x|2

k2
) =

2|x|
k2

η̂′(
|x|2

k2
),

(4.33) A
1
2 η̂(

|x|2

k2
) =

2

k2
η̂′(

|x|2

k2
) +

4|x|2

k4
η̂′′(

|x|2

k2
),
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(4.34) A
3
4 η̂(

|x|2

k2
) =

12|x|
k4

η̂′′(
|x|2

k2
) +

8|x|3

k6
η̂′′′(

|x|2

k2
),

(4.35) Aη̂(
|x|2

k2
) =

12

k4
η̂′′(

|x|2

k2
) +

48|x|2

k6
η̂′′′(

|x|2

k2
) +

16|x|4

k8
η̂′′′′(

|x|2

k2
).

Интегрируя (4.31) от t − s до t + θ (где θ ∈ [−h, 0]), из (4.12) и (4.32) - (4.35)
вытекает, что
(4.36)
∥w′(t+ θ)∥2 + ∥∆w(t+ θ)∥2

≤ 2∥η̂( |x|
2

k2
)(f(x, u1(T − ρ(T )))− f(x, u2(T − ρ(T ))))∥L2(Ω2k×[t−s,t])·

· ∥w′(T )∥L2(Ω2k×[t−s,t]) +
112

√
2C0

k3
∥A 1

4u1 −A
1
4u2∥L2(Ω2k×[t−s,t]) · ∥w

′(T )∥L2(Ω2k×[t−s,t])

+
60C0

k2
∥A 1

2u1 −A
1
2u2∥L2(Ω2k×[t−s,t]) · ∥w

′(T )∥L2(Ω2k×[t−s,t])

+
8
√
2C0

k
∥A 3

4u1 −A
3
4u2∥L2(Ω2k×[t−s,t]) · ∥w

′(T )∥L2(Ω2k×[t−s,t])

+
172C0

k4
∥u1 − u2∥L2(Ω2k×[t−s,t]) · ∥w

′(T )∥L2(Ω2k×[t−s,t]).

Чтобы доказать асимптотически полукомпактность сверху {U(t, τ)}, пусть B =

{B(t)}t∈R ∈ DCH , sn → ∞(n → ∞), unt ∈ U(t, t − sn)B(t − sn) даны, тогда
достаточно показать, что {unt}∞n=1 есть предкомпакт в CH. Заметим, что су-
ществует N > 0 такое, что для всех n ≥ N , имеем U(t, t − sn)B(t − sn) =

U(t, t − T0)U(t − T0, t − sn)B(t − sn) ⊂ U(t, t − T0)Q(t − T0). Следовательно,
unt ∈ U(t, t− T0)Q(t− T0), n ≥ N . Из лемм 4.1 и 4.3, видим, что
(4.37)

{un(T )}∞n=1 ограничено в L∞(t−T0−h, t;L2(Rn)) и L∞(t−T0−h, t;H2(Rn)),

(4.38) {A 1
4un(T )}∞n=1 ограничено в L∞(t− T0 − h, t;L2(Rn)),

(4.39) {A 1
2un(T )}∞n=1 ограничено в L∞(t− T0 − h, t;L2(Rn)),

(4.40) {A 3
4un(T )}∞n=1 ограничено в L∞(t− T0 − h, t;L2(Rn)).

Следовательно, существует k1 > k, такая, что для всех n,m ≥ N ,
(4.41)

112
√
2C0

k31
∥A 1

4un −A
1
4um∥L2(Ω2k1×[t−s,t])∥u

′
1n − u′2n∥L2(Ω2k1×[t−s,t])

+
60C0

k21
∥A 1

2un −A
1
2um∥L2(Ω2k1×[t−s,t])∥u

′
1n − u′2n∥L2(Ω2k1×[t−s,t])

+
8
√
2C0

k1
∥A 3

4un −A
3
4um∥L2(Ω2k1×[t−s,t])∥u

′
1n − u′2n∥L2(Ω2k1×[t−s,t])

+
172C0

k41
∥un − um∥L2(Ω2k1×[t−s,t])∥u

′
1n − u′2n∥L2(Ω2k1×[t−s,t]) < ε.
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По теореме Алаоглу, без ограничения общности, из (4.37) – (4.40) находим, что

un → u слабо на L∞(t− T0 − h, t;H2(Ω2k1
));

u′n → u′ слабо на L∞(t− T0 − h, t;L2(Ω2k1
)).

Следовательно, un → u в L2(t − T0 − h, t;L2(Ω2k1
)) и un(T, x) → u(T, x) для

почти всех (T, x) ∈ [t− T0 − h, t]× Ω2k1
.

Так как f ∈ C(Rn × R;R), то

η̂(
|x|2

k2
)f(x, un(T, x)) → η̂(

|x|2

k2
)f(x, u(T, x)), (T, x) ∈ [t−T0−h, t]×Ω2k1

, n→ ∞.

По теореме Лебега об ограниченной сходимости,

lim
n→∞

lim
m→∞

∥η̂( |x|
2

k2
)(f(x, un(T − ρ(T )))− f(x, um(T − ρ(T ))))∥L2(Ω2k1×[t−T0,t]) = 0.

Заметим, что {u′1n(T )} ограничена в L2(Ω2k1×[t−T0,t]). Тогда существует N1 ≥
N такое, что для всех n,m ≥ N1,

(4.42)
2∥η̂( |x|

2

k2
)(f(x, un(T − ρ(T )))−f(x, um(T − ρ(T ))))∥L2(Ω2k1×[t−T0,t])

× ∥u′1n(T )− u′1m(T )∥L2(Ω2k1×[t−T0,t]) < ε.

В силу (4.41) – (4.42), из (4.36) следует, что

∥u′1nt − u′1mt∥2CL2(Ωk1
)
+ ∥u1nt − u1mt∥2CH2(Ωk1

)
= sup

θ∈[−h,0]

(∥u′1n(t+ θ)

− u′1m(t+ θ)∥2L2(Ω2k1
) + ∥∆u1n(t+ θ)−∆u1n(t+ θ)∥2L2(Ω2k1

) < Cε.

Тогда для всех n,m ≥ N1,

∥unt − umt∥2CH
= ∥u′nt − u′mt∥2CL2(Rn)

+ ∥unt − umt∥2CH2(Rn)
< Cε.

Следовательно, {unt}∞n=1 – предкомпакт в CH. Наконец, в силу леммы 4.1, для
каждого t ∈ R, {ACH}t∈R определенная, как

ACH(t) = ω(QCH , t) =
⋂
T≥0

⋃
s≥T

U(t, t− s)Q(t− s)

есть DCH−-атрактор для многозначного процесса {U(t, τ)} in CH. Теорема до-
казана.

Благодарность. Мы благодарим рецензенту за содержательные коммен-
тарии и предложения, которые улучшили презентацию статьи.

Abstract. The dynamics of solutions for the plate equation without delay effects
has been investigated by many authors. But there are few works on plate equation
with variable delay on unbounded domain. Therefore, we firstly consider the existence
of pullback attractor for the plate equation with variable delay on Rn by using the
theory of multi-valued dynamical system.
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Аннотация. В настоящей статье мы приводим прямые теоремы приближе-
ния полиномами Хаара и Уолша в весовом гранд пространстве Лебега. Так-
же изучается порядок приближения средними Бореля, Эйлера, Зигмунда-
Рисса и Нерлунда рядов Фурье-Уолша-Пэли в упомянутом выше простран-
стве.

MSC2020 number: 42C10; 46E30.

Ключевые слова: система Хаара; весовое гранд пространство Лебега; прямая
теорема приближения; линейные средние ряда Фурье-Уолша.

1. Введение

Пусть v : [0, 1] → R+ = [0.+∞) является весовой функцией, т.е. интегрируема

по Лебегу и п.в. положительна на [0, 1]. Обычное весовое пространство Лебега

Lp
v[0, 1], 1 ≤ p < ∞, состоит из всех измеримых на [0, 1] функций f , таких что

∥f∥p,v =

(∫ 1

0

|f(x)|pv(x) dx
)1/p

< ∞.

Для v ≡ 1 мы будем писать ∥f∥p вместо ∥f∥p,1.
Для 1 < p < ∞ и θ > 0 мы обозначим через L

p),θ
v [0, 1] весовое обобщенное

гранд пространство Лебега, состоящее из всех действительнозначных измеримых

на [0, 1] функций f , таких что

∥f∥p),θ,v = sup
0<ε<p−1

(
εθ
∫ 1

0

|f(x)|p−εv(x) dx

)1/(p−ε)

=

= sup
0<ε<p−1

εθ/(p−ε)∥f∥p−ε,v < ∞.

Эти пространства введены для θ = 1 и v(x) ≡ 1 Т.Иванцом и К.Сбордоне [1] и

позже для θ > 1 и v(x) ≡ 1 Л.Греко, Т.Иванцом и К.Сбордоне в [2]. Если θ = 0

и v(x) ≡ 1, то получается гранд пространство Лебега Lp)[0, 1]. Легко видеть, что
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Lp[0, 1] ⊂ Lp)[0, 1] ⊂ Lp−ε[0, 1] при p > 1 и 0 < ε < p − 1. Поскольку Lp[0, 1] не

является плотным в Lp)[0, 1] (см. [3]) мы будем рассматривать подпространство

L
p),θ
v [0, 1], которое является замыканием Lp

v[0, 1] в L
p),θ
v [0, 1] и снабжено нормой

∥·∥p),θ,v. К. Сбордоне [4] установил, что f ∈ L
p),θ
v [0, 1] тогда и только тогда, когда

lim
ε→0+0

εθ/(p−ε)∥f∥p−ε,v = 0.

Будем говорить, что весовая функция v принадлежит классу Б.Макенхаупта

Ap[0, 1], 1 < p < ∞, если

sup
I

|I|−1

∫
I

v(x) dx

(
|I|−1

∫
I

(v(x))−1/(p−1) dx

)p−1

= [v]Ap[0,1] < ∞,

где точная верхняя грань берется по всем интервалам I из отрезка [0, 1] и |I|
означает меру Лебега I (см. [5]). Пусть

Mf(x) = sup
x∈I⊂[0,1]

|I|−1

∫
I

|f(t)| dt,

где I — интервалы, содержащие x. А.Фиоренца, Б.Гупта и П.Джейн [6, теорема

4.1] доказали, что максимальный оператор Mf является ограниченным опера-

тором в L
p),θ
v [0, 1] при 1 < p < ∞ и θ = 1 в том и только в том случае, когда

v ∈ Ap[0, 1]. Подобный результат был получен В.М.Кокилашвили [7, теорема 3.1]

при θ > 0 в более общем виде.

Для k ∈ Z+ = {0, 1, . . . } мы полагаем Ikj = [(j − 1)/2k, j/2k), j ∈ [1, 2k] ∩ Z.

Напомним, что система Хаара {χn(x)}∞n=1 задается следующим образом: χ1(x) ≡
1 и, для n = 2k + j, k ∈ Z+, j ∈ Z ∩ [1, 2k],

χn(x) =


2k/2, x ∈ Ik+1

2j−1;

−2k/2, x ∈ Ik+1
2j ;

0, x /∈ Ikj .

Система {χi(x)}ni=1 ортогональна на [0, 1) и полна в L1[0, 1) (см. [8, гл. 3, раздел

1]). Для f ∈ L1[0, 1] и n ∈ N = {1, 2, . . . } определим коэффициенты Фурье-Хаара

и частные суммы Фурье-Хаара

an(f) =

∫ 1

0

f(t)χn(t) dt, Qn(f)(x) =

n∑
k=1

ak(f)χk(x).

Из [9, гл. 10, теорема 10.2.7] вытекает, что Qn(f)(x) имеет n интервалов посто-

янства {∆n,m}nm=1 и удовлетворяет равенству

(1.1) Qn(f)(x) = |∆n,m|−1

∫
∆n,m

f(t) dt, x ∈ ∆n,m, m = 1, 2, . . . , n.
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Наилучшее приближение полиномами по системе Хаара для f ∈ L
p),θ
v [0, 1) опре-

деляется равенством

En(f)p),θ,v = inf


∥∥∥∥∥f −

n∑
k=1

akχk

∥∥∥∥∥
p),θ,v

: ak ∈ R

 , n ∈ N.

Определим теперь систему Уолша-Пэли. Пусть r0(x) = 1 для x ∈ [0, 1/2), r0(x) =

−1 для x ∈ [1/2, 1) и r0(x) продолжается на R+ 1-периодически. Тогда rn(x) =

r0(2
nx), n ∈ N = {1, 2, . . . }. Для n ∈ Z+ с двоичным разложением n =

∑k(n)
i=0 εi2

i,

εi ∈ {0, 1}, мы полагаем wn(x) =
∏k(n)

i=0 (ri(x))
εi . Система Уолша-Пэли {wn(x)}∞n=0

является ортонормированной и полной в L1[0, 1] (см. [9, гл. 1,2]). Для f ∈ L1[0, 1]

зададим коэффициенты Фурье-Уолша-Пэли и частичные суммы Фурье-Уолша-

Пэли следующим образом:

f̂(k) =

∫ 1

0

f(t)wk(t) dt, k ∈ Z+, Sn(f)(x) =

n−1∑
k=0

f̂(k)wk(x), n ∈ N.

Рассмотрим наилучшее приближение полиномами Уолша-Пэли

Ewp
n (f)p),θ,v = inf


∥∥∥∥∥f −

n−1∑
k=0

akwk

∥∥∥∥∥
p),θ,v

: ak ∈ R


для n ∈ N и f ∈ L

p),θ
v [0, 1].

Для f ∈ L1[0, 1), продолженной на R+ = [0,∞) 1-периодически, мы рассмот-

рим средние Стеклова sh(f)(x) = h−1
∫ h

0
f(x + t) dt, h > 0. С помощью леммы

2.8 ниже мы получаем равномерную ограниченность sh, h > 0, в L
p),θ
v [0, 1) для

1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1]. Таким образом, в этом случае мы можем опреде-

лить модуль непрерывности в L
p),θ
v [0, 1):

Ω(f, δ)p),θ,v = sup{∥f − sh(f)∥p),θ,v : 0 ≤ h ≤ δ}, δ ∈ [0, 1].

Будем писать f ∈ W 1L
p),θ
v [0, 1], если f абсолютно непрерывна на [0, 1], 1-периодична

и f ′ ∈ L
p),θ
v [0, 1]. Определим следующий K-функционал

Kp),θ,v(f, t) = K(f, t,Lp),θ
v [0, 1],W 1Lp),θ

v [0, 1]) :=

:= inf{∥f − g∥p),θ,v + t∥g′∥p),θ,v : g ∈ W 1Lp),θ
v [0, 1]}.

Мы можем определить Ω(f, δ)p,v и En(f)p,v как выше, заменив норму ∥ · ∥p),θ,v
на норму ∥ · ∥p,v. Используя некоторые идеи И. И. Шарапудинова [10], второй из

авторов статьи [11] доказал прямую теорему приближения полиномами Хаара в

весовых симметричных (или перестановочно-инвариантных) пространствах. Из
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этого результата мы выделим утверждение, касающееся весовых пространств

Lp
v[0, 1].

Теорема A. Пусть 1 < p < ∞, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ Lp
v[0, 1]. Тогда

En(f)p,v ≤ ∥f −Qn(f)∥p,v ≤ CΩ(f, 1/n)p,v, n ∈ N.

Первой целью работы является получение аналога теоремы A для функций

из L
p),θ
v [0, 1]. Отметим, что приближения тригонометрическими полиномами в

подобных пространствах изучалось Н. Данелия и В. М. Кокилашвили в [12], а

затем В. М. Кокилашвили и А. Н. Месхи в [13]. Также мы напомним, что прямая

теорема приближения полиномами Хаара в Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞, была доказана

П. Л. Ульяновым (см. [9, гл. 10, теорема 10.2.3], тогда как соответствующая

обратная теорема была получена первым из авторов настоящей статьи [9, гл. 10,

теорема 10.2.8]. В работе М. Г. Григоряна [14] получены интересные результаты

о сходимости жадных алгоритмов по системе Уолша.

Теперь мы определим некоторые линейные средние рядов Фурье-Уолша-Пэли,

такие как средние Бореля

Br(f)(x) = e−r
∞∑
k=0

rk

k!
Sk+1(f)(x), r ≥ 1,

средние Эйлера

eqn(f)(x) = (1 + q)−n
n∑

k=0

(
n

k

)
qn−kSk+1(f)(x), n ∈ N,

средние Зигмунда-Рисса

σ(r)
n (f)(x) =

n−1∑
k=0

(1− kr/nr)f̂(k)wk(x), r > 0, n ∈ N,

и средние Нeрлунда

Nn(f)(x) = P−1
n

n∑
k=1

pn−k+1Sk(f)(x), n ∈ N,

где {pk}∞k=1 — последовательность положительных чисел и Pn =
∑n

k=1 pk. Также

мы рассмотрим общие линейные средние

τn(f)(x) =

n∑
k=1

ankSk(f)(x), ank ≥ 0, 1 ≤ k ≤ n,

n∑
k=1

ank = 1, n ∈ N.

Пусть An,m = m−1
∑m

k=1 ank и ank = 0 при k ≥ n + 1. Матрица A = {ank}∞n,k=1

принадлежит классу AMIMS (почти монотонно возрастающие в среднем после-

довательности) или классу AMDMS (почти монотонно убывающие в среднем
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последовательности), если существует K > 0, такое что для любых n ∈ N и

натуральных m, l, удовлетворяющих неравенству 1 ≤ m ≤ l ≤ n, мы имеем

Anm ≤ KAnl или Anm ≥ KAnl

соответственно. Определения классов AMIMS и AMDMS были предложены Р.

Н. Мохапатрой и Б. Жалем [15].

Неубывающая и непрерывная на [0, 1] функция ω(t) принадлежит классу Φ,

если ω(0) = 0. Функция ω ∈ Φ принадлежит классу Бари-Стечкина BSα, α > 0,

если
∑n

k=1 k
α−1ω(1/k) = O(nαω(1/n)), n ∈ N. Это определение и его эквивалент-

ные формы см. в [16, лемма 3].

Второй целью статьи является получение оценок сверху для приближений в

L
p),θ
v [0, 1) средними Бореля, Эйлера, Зигмунда-Рисса и Нерлунда рядов Фурье-

Уолша-Пэли. Отметим, что приближение линейными средними тригонометриче-

ских рядов Фурье в таких пространствах изучались в [12].

2. Вспомогательные утверждения

Следующая лемма 2.1 играет ключевую роль в нашей работе. Она доказана

В. М. Кокилашвили и А. Н. Месхи [13, теорема 2.1].

Лемма 2.1. Пусть p0 ∈ (1,∞) и F[0, 1] является классом пар неотрицатель-

ных измеримых функций, определенных на [0, 1]. Предположим, что для произ-

вольной пары (f, g) ∈ F[0, 1] и всех v ∈ Ap0
[0, 1] справедливо неравенство(∫ 1

0

gp0(x)v(x) dx

)1/p0

≤ C1N([v]Ap0 [0,1]
)

(∫ 1

0

fp0(x)v(x) dx

)1/p0

,

где N(x) — неотрицательная неубывающая на R+ функция и C1 независима от

(f, g) и v. Тогда для всех 1 < p < ∞, θ > 0, (f, g) ∈ F[0, 1] и v ∈ Ap[0, 1] верно

неравенство

∥g∥p),θ,v ≤ C2∥f∥p),θ,v,

где C2 не зависит от (f, g), но зависит от v.

Лемма 2.2. Пусть 1 < p < ∞, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ Lp
v[0, 1] и Hf(x) = supn∈N |Sn(f)(x)|.

Тогда ∥Hf∥p,v ≤ C∥f∥p,v, где C зависит от p и [v]Ap[0,1].

Лемма 2.2 принадлежит Дж.Госселину [17] и доказана им в более общей си-

туации. Более сильный критерий установлен Янг Во-Санг [18].
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Лемма 2.3. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1]. Тогда

(2.1) ∥Sn(f)∥p),θ,v ≤ C1∥f∥p),θ,v, n ∈ N,

(2.2) ∥f − Sn(f)∥p),θ,v ≤ (C1 + 1)Ewp
n (f)p),θ,v, n ∈ N.

Доказательство. Неравенство (2.1) вытекает из лемм 2.1 и 2.2. Пусть tn =∑n−1
k=0 akwk такое, что ∥f − tn∥p),θ,v = Ewp

n (f)p),θ,v. Поскольку Sn(tn) = tn, имеем

∥f − Sn(f)∥p),θ,v ≤ ∥f − tn∥p),θ,v + ∥Qn(tn − f)∥p),θ,v ≤ (C1 + 1)Ewp
n (f)p),θ,v

благодаря (2.1). □

Лемма 2.4 вытекает из [9, гл. 10, теорема 10.2.7] и [9, гл. 1, (1.4.13)].

Лемма 2.4. Пусть k ∈ Z+, f ∈ L1[0, 1]. Тогда

S2k(f)(x) = Q2k(f)(x), x ∈ [0, 1).

Кроме того, если n = 2k + i, 1 ≤ i ≤ 2k, то Qn(f)(x) = Q2k+1(x) при x ∈ [0, i/2k)

и Qn(f)(x) = Q2k(f)(x) при x ∈ [i/2k, 1).

Лемма 2.5. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1]. Тогда

(2.3) ∥Qn(f)∥p),θ,v ≤ C1∥f∥p),θ,v, n ∈ N,

(2.4) ∥f −Qn(f)∥p),θ,v ≤ (C1 + 1)En(f)p),θ,v, n ∈ N.

Доказательство. Согласно лемме 2.4 мы получаем |Qn(f)(x)| ≤ Hf(x), где

Hf определен в лемме 2.2. В силу леммы 2.2 мы выводим (2.3), тогда как (2.4)

доказывается аналогично (2.2). □

Лемма 2.6. Если α > 0 и ω ∈ BSα, то существуют β ∈ (0, α) и C > 0, такие

что

(2.5) ω(u) ≤ C(u/v)βω(v), 0 < v ≤ u ≤ 1.

Обратно, из выполнения (2.5) для некоторого β ∈ (0, α) и ω ∈ Φ вытекает, что

ω ∈ BSα.

Лемма 2.6 доказана Н. К. Бари и С. Б. Стечкиным [16, лемма 3].

Лемма 2.7. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1] и f(x, y) неотрицательна и

измерима на [0, 1)× [0, 1). Тогда

(2.6)
∥∥∥∥∫ 1

0

f(·, y) dy
∥∥∥∥
p),θ,v

≤
∫ 1

0

∥f(·, y)∥p),θ,v dy.
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Доказательство. Обобщенное неравенство Минковского верно в Lp норме по

отношению к произвольной мере. Таким образом,

εθ/(p−ε)

∥∥∥∥∫ 1

0

f(·, y) dy
∥∥∥∥
p−ε,v

≤
∫ 1

0

εθ/(p−ε)∥f(·, y)∥p−ε,v dy.

Взяв точную верхнюю грань по ε ∈ (0, p− 1), получаем (2.6). □

Лемма 2.8. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1] и функции f ∈ Lp,θ
v [0, 1]

продолжены на R 1-периодически. Тогда максимальный оператор M ограничен

в Lp,θ
v [0, 1]. Как следствие, односторонние операторы Стеклова sh, 0 < h < 1,

равномерно ограничены в Lp,θ
v [0, 1].

Доказательство. Первое утверждение леммы доказано в [6, теорема 4.2]

и оно верно также в L
p),θ
v [−1, 2]. Таким образом, мы имеем ∥Mg∥

L
p),θ
v [−1,2]

≤
C1∥g∥Lp),θ

v [−1,2]
≤ C2∥f∥p),θ,v, где g есть 1-периодическое продолжение f . Также,∥∥∥∥∥h−1

∫ h

0

f(·+ t) dt

∥∥∥∥∥
p),θ,v

≤ 2

∥∥∥∥∥(2h)−1

∫ h

−h

f(·+ t) dt

∥∥∥∥∥
p),θ,v

≤ 2∥Mg∥
L

p),θ
v [−1,2]

.

Эти факты дают второе утверждение леммы 2.8. □

Лемма 2.9. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ W 1L
p),θ
v [0, 1]. Тогда

Ω(f, δ)p),θ,v ≤ Cδ∥f ′∥p),θ,v, δ ∈ [0, 1].

Доказательство. По определению sh и условию f ∈ W 1L
p),θ
v [0, 1] имеем

sh(f)(x)− f(x) = h−1

∫ h

0

(f(x+ t)− f(x)) dt = h−1

∫ h

0

∫ t

0

f ′(x+ s) ds dt.

используя леммы 2.7 и 2.8, получаем

∥sh(f)− f∥p),θ,v ≤ h−1

∫ h

0

t

∥∥∥∥t−1

∫ t

0

f ′(x+ s) ds

∥∥∥∥
p),θ,v

dt ≤ C1
h

2
∥f ′∥p(·),θ.

Беря точную верхнюю грань по 0 ≤ h ≤ δ, получаем

Ω(f, δ)p),θ,v = sup
0≤h≤δ

∥sh(f)− f∥p),θ,v ≤ C1δ

2
∥f ′∥p),θ,v. □

Следуя Шарапудинову [10], рассмотрим оператор

Θz(f)(x) =
2

z

∫ z

z/2

∫ h

0

f(x+ t) dt h−1 dh, z ∈ (0, 1].

Аналогично [10, теорема 4] доказывается
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Лемма 2.10. Пусть функция f ∈ L1[0, 1) продолжена 1-периодически на R+.

Тогда

(i) функция Θz(f)(x) абсолютно непрерывна на [0, 1] и 1-периодична;

(ii) производная Θ′
z(f)(x) равна

2z−1

∫ z

z/2

h−1(f(x+ h)− f(x)) dh п.в. на [0, 1].

Используя лемму 2.10, мы можем доказать следующую эквивалентность меж-

ду модулем непрерывности и соответствующим K-функционалом аналогично

[11, теорема 2]. Отметим. что близкий результат для пространств с переменным

показателем содержится в [10] в неявном виде.

Лемма 2.11. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1]. Тогда

существуют постоянные C2 > C1 > 0, такие что

C1Ω(f, t)p),θ,v,≤ Kp),θ,v(f, t) ≤ C2Ω(f, t)p),θ,v, t ∈ [0, 1].

Лемма 2.12. Пусть j ∈ N, t > 0. Тогда существует C = C(j, t), независимая

от n, такая что
n∑

k=0

(
n

k

)
tn−k

(k + 1)j
≤ C

(t+ 1)n

(n+ 1)j
, n ∈ N.

Лемма 2.12 доказана в [19].

3. Прямые теоремы приближения

Теорема 3.1. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ W 1L
p),θ
v [0, 1]. Тогда

(3.1) En(f)p),θ,v ≤ ∥f −Qn(f)∥p),θ,v ≤ Cn−1∥f ′∥p),θ,v, n ∈ N,

(3.2) Ewp
n (f)p),θ,v ≤ ∥f − Sn(f)∥p),θ,v ≤ Cn−1∥f ′∥p),θ,v, n ∈ N.

Доказательство. Левое неравенство (3.1) очевидно. Пусть n ∈ N, n ≥ 2, и

n = 2k + i, k ∈ Z+, 1 ≤ i ≤ 2k. Если ∆n,m, 1 ≤ m ≤ n, являются интервалами

постоянства для Qn(f), то в силу (1.1) для x ∈ ∆n,m имеем

n|Qn(f)(x)− f(x)| ≤ n|∆n,m|−1

∫
∆n,m

|f(y)− f(x)| dy =

= n|∆n,m|−1

∫
∆n,m

∣∣∣∣∫ y

x

f ′(t) dt

∣∣∣∣ dy ≤ n|∆n,m|−1

∫
∆n,m

∫
∆n,m

|f ′(t)| dt dy ≤

≤ n

∫
∆n,m

Qn(|f ′|)(y) dy = n|∆n,m|Qn(|f ′|)(x) ≤ 2Qn(|f ′|)(x)
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и в силу (2.3)

n∥f −Qn(f)∥p),θ,v ≤ 2∥Qn(|f ′|)∥p),θ,v ≤ C1∥f ′∥p),θ,v,

так что (3.1) доказано. Используя (3.1) и лемму 2.4, получаем

Ewp
2k

(f)p),θ,v ≤ ∥f −Q2k(f)∥p),θ,v ≤ C12
−k∥f ′∥p),θ,v.

Теперь для n = 2k + i, k ∈ Z+, 1 ≤ i ≤ 2k, мы находим, что

Ewp
n (f)p),θ,v ≤ Ewp

2k
(f)p),θ,v ≤ 2C1

2k+1
∥f ′∥p),θ,v ≤ 2C1

n
∥f ′∥p),θ,v.

Применяя (2.2), доказываем все неравенства из (3.2). □

Теорема 3.2. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1]. Тогда

(3.3) En(f)p),θ,v ≤ ∥f −Qn(f)∥p),θ,v ≤ CΩ(f, 1/n)p),θ,v, n ∈ N,

(3.4) Ewp
n (f)p),θ,v ≤ ∥f − Sn(f)∥p),θ,v ≤ CΩ(f, 1/n)p),θ,v, n ∈ N.

Доказательство. Пусть Θz(f) — оператор, рассмотренный в лемме 2.10. В

силу пункта (ii) этой леммы мы имеем

(3.5) ∥Θ′
z(f)∥p),θ,v ≤ C1z

−1Ω(f, z)p),θ,v.

Согласно лемме 2.7 мы получаем

∥f −Θz(f)∥p),θ,v =

∥∥∥∥∥2z−1

∫ z

z/2

(f(·)− sh(f)(·)) dh

∥∥∥∥∥
p),θ,v

≤

(3.6) ≤ 2

z

∫ z

z/2

∥f − sh(f)∥p),θ,v ≤ Ω(f, z)p),θ,v.

Из (3.5), (3.6), теоремы 3.1 и (2.6) мы выводим, что

∥f −Qn(f)∥p),θ,v ≤ ∥f −Θ1/n(f)∥p),θ,v + ∥Θ1/n(f)−Qn(Θ1/n(f))∥p),θ,v+

+∥Qn(Θ1/n(f)− f)∥p),θ,v ≤ C2∥f −Θ1/n(f)∥p),θ,v + C3n
−1∥Θ′

1/n(f)∥p(·),θ

≤ C3Ω(f, 1/n)p),θ,v, n ∈ N.

и (3.3) доказано.

Для k ∈ N по лемме 2.11 мы получаем

(3.7) Ω(f, 2kt)p),θ,v ≤ C4Kp),θ,v(f, 2
kt) ≤ 2kC4Kp),θ,v(f, t) ≤ C52

kΩ(f, t)p),θ,v.

В силу леммы 2.4 и (3.3) мы имеем

Ewp
2k

(f)p),θ,v ≤ ∥f −Q2k(f)∥p),θ,v ≤ C6Ω(f, 1/2
k)p),θ,v.
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Наконец, для 2k ≤ n < 2k+1, k ∈ Z+, n ∈ N, из (3.7) вытекает

Ewp
n (f))p),θ,v ≤ Ewp

2k
(f))p),θ,v ≤ C6Ω(f, 1/2

k))p),θ,v ≤

≤ 2C5C6Ω(f, 1/2
k+1))p),θ,v ≤ C7Ω(f, 1/n))p),θ,v.

Из последнего неравенства и (2.2) мы выводим (3.4). □

4. Приближение линейными средними рядов Фурье-Уолша-Пэли

Используя неравенства (2.2) и (2.4), легко оценить приближение линейными

средними рядов Фурье-Уолша-Пэли или рядов Фурье-Хаара в терминах соответ-

ствующих наилучших приближений. Поэтому нашей целью является получение

оценок этих величин в терминах модуля непрерывности функции или его мажо-

ранты.

Теорема 4.1. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1]. Тогда

(4.1) ∥f −Br(f)∥p),θ,v ≤ C1e
−r

[r]∑
k=0

rk

k!
Ewp

k+1(f)p),θ,v ≤ C2Ω(f, 1/r)p),θ,v, r ≥ 1,

где [r] — целая часть r и C1, C2 — некоторые постоянные.

Доказательство. Пусть n ∈ N и Ewp
n (f)p),θ,v = ∥f−tn∥p),θ,v, tn =

∑n−1
k=0 akwk.

Используя (2.1) из леммы 2.3, получаем

(4.2)

∥Br(f)∥p),θ,v ≤
∞∑
k=0

e−r r
k

k!
∥Sk+1(f)∥p),θ,v ≤ C1

∞∑
k=0

e−r r
k

k!
∥f∥p),θ,v = C1∥f∥p),θ,v.

Применяя (4.2), мы имеем

∥f −Br(f)∥p),θ,v ≤ ∥Br(f)−Br(tn)∥p),θ,v + ∥Br(tn)− tn∥p),θ,v+

+∥tn − f∥p),θ,v ≤ (1 + C1)E
wp
n (f)p),θ,v + ∥Br(tn)− tn∥p),θ,v.

По определению, Sk+1(tn) = tn для k ≥ n и

∥Br(tn)− tn∥p),θ,v =

∥∥∥∥∥e−r
n−1∑
k=0

rk

k!
(Sk+1(tn)− tn)

∥∥∥∥∥
p),θ,v

≤ C2

n−1∑
k=0

rk

k!
Ewp

k+1(tn)p),θ,v.

Поскольку для 0 ≤ k ≤ n

Ewp
k+1(tn)p),θ,v ≤ Ewp

k+1(tn − f)p),θ,v + Ewp
k+1(f)p),θ,v ≤

≤ Ewp
n (f)p),θ,v + Ewp

k+1(f)p),θ,v ≤ 2Ewp
k+1(f)p),θ,v,
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то

∥f −Br(f)∥p),θ,v ≤ C2

Ewp
n (f)p),θ,v +

∥∥∥∥∥e−r
n∑

k=0

rk

k!
(Sk+1(tn)− tn)

∥∥∥∥∥
p),θ,v


(4.3) ≤ C2

(
Ewp

n (f)p),θ,v + C2e
−r

n∑
k=0

rk

k!
Ewp

k+1(f)p),θ,v

)
.

Докажем, что

(4.4) e−r

[r]∑
k=0

rk

k!
≥ C4 > 0, r ≥ r0.

Пусть r ≥ 1, n = [r], m = [n1/2],

D1 =

n∑
k=n−m

rk

k!
, D2 =

n+m∑
k=n

rk

k!
, ank =

rn−k

(n− k)!
:

rn+k

(n+ k)!
.

Тогда для k = 1, 2, . . . ,m мы имеем (считаем
∏0

i=1 = 1)

ank =
n(n+ k)

r2

k−1∏
i=1

n2 − i2

r2
≥ n2

r2
n2k−2

r2k−2

k−1∏
i=1

(
1− i2

n2

)
≥

≥
(

n

n+ 1

)2n
(
1−

m−1∑
i=1

i2

n2

)
в силу неравенства Бернулли

∏m
i=1(1 + hi) ≥ 1 +

∑m
i=1 hi, hi > −1. Значит,

ank ≥ e−2

(
1− (m− 1)m(2m− 1)

n2

)
≥ e−2

(
1− 2m3

n2

)
≥ e−2

(
1− 2√

n

)
≥ 1

3e2

при r ≥ n ≥ 9 и k = 1, 2, . . . ,m. Мы заключаем, что D1 ≥ D2/(3e
2).

Следующим шагом, чтобы получить (4.4), будет оценка

D3 :=

2n∑
k=n+m+1

rk

k!
≤ rn+m+1

(n+m+ 1)!

∞∑
j=0

rj

(n+m+ 1)j
=

=
rn+m+1

(n+m+ 1)!

n+m+ 1

n+m− r + 1
≤ rn+m

(n+m)!

n+m+ 1

m
≤

≤ 1

anm

rn−m

(n−m)!
(m+ 3 + 2/m) ≤ 3e2

11

9
m

rn−m

(n−m)!
≤ 4e2D1

при m ≥ 3 (или r ≥ n ≥ 9), поскольку

rk+1

(k + 1)!
:
rk

k!
> 1 для k = n−m,n−m+ 1, . . . , n− 1.

Наконец, мы видим, что

D4 :=

∞∑
k=2n+1

rk

k!
≤ r2n+1

(2n+ 1)!

∞∑
j=0

rj

(2n+ 1)j
≤ 2

3

r2n

(2n)!

∞∑
j=0

(2/3)j ≤ 2D3 ≤ 8e2D1,
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поскольку r/(2n+ 1) ≤ (n+ 1)/(2n+ 1) ≤ 2/3 при r ≥ 1. Таким образом,
n∑

k=0

rk

k!
≥ er −D2 −D3 −D4 ≥ er − e2(3D1 + 4D1 + 8D1)

и 16e2
∑n

k=0 r
k/k! ≥ er, т.е. (4.4) доказано с постоянной C4 = (4e)−2 и r0 = 9.

Из (4.3), (4.4) и убывания Ek(f)p),θ,v выводим первое неравенство в (4.1). Для

0 < t ≤ u ≤ 1 существует k ∈ Z+, такое что 2k ≤ u/t < 2k+1. Используя (3.7), мы

получаем

(4.5) Ω(f, u)p),θ,v ≤ C52
k+1Ω(f, t)p),θ,v ≤ 2C5

u

t
Ω(f, t)p),θ,v.

Применяя доказанное первое неравенство из (4.1), (3.4) и (4.5), имеем

∥f −Br(f)∥p),θ,v ≤ C6

[r]∑
k=0

rk

k!
e−rΩ(f, (k + 1)−1)p),θ,v ≤

≤ C7Ω(f, (r + 1)−1)p),θ,v

[r]∑
k=0

r + 1

k + 1

rke−r

k!
≤

≤ C7Ω(f, (r + 1)−1)p),θ,v2e
−r

∞∑
k=0

rk+1

(k + 1)!
≤ 2C7Ω(f, r

−1)p),θ,v. □

Теорема 4.2. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1), t > 0. Тогда

∥f − etn(f)∥p),θ,v ≤ CΩ(f, 1/n)p),θ,v, n ∈ N.

Доказательство. По определению средних Эйлера и теореме 3.2 мы имеем

∥f − etn(f)∥p),θ,v =
1

(1 + t)n

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=0

(
n

j

)
tn−j(f − Sj+1(f))

∥∥∥∥∥∥
p),θ,v

≤

(4.6)

≤ C1

(1 + t)n

n∑
j=0

(
n

j

)
tn−jEwp

j+1(f)p),θ,v ≤ C2

(1 + t)n

n∑
j=0

(
n

j

)
tn−jΩ(f, (j + 1)−1)p),θ,v.

Используя (4.5), получаем

(4.7) Ω(f, (j + 1)−1)p),θ,v ≤ C3
n+ 1

j + 1
Ω(f, (n+ 1)−1)p),θ,v, 0 ≤ j ≤ n, n ∈ Z+,

Применяя (4.6), (4.7) и лемму 2.12, мы заключаем, что

∥f − etn(f)∥p(·),θ ≤ C4(n+ 1)

(1 + t)n
Ω(f, (n+ 1)−1)p),θ,v

n∑
j=0

(
n

j

)
tn−j

j + 1
≤ C5Ω(f, n

−1)p),θ,v

при n ∈ N. □
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Лемма 4.1. Пусть A = (ank)
∞,n
n=1,k=1 — треугольная матрица. Если (a) A ∈

AMIMS или (b) A ∈ AMDMS и nan1 = O(1), n ∈ N, то для любого числа

α ∈ (0, 1) существует C > 0, такое что неравенство
∑n

k=1 k
−αank ≤ Cn−α

выполнено для всех n ∈ N.

Лемма 4.1 доказана Р.Н.Мохапатрой и Б.Жалем [15]. Следующая теорема 4.3

и ее следствия дают оценки приближения средними рядов Фурье-Уолша-Пэли в

терминах мажоранты модуля непрерывности.

Теорема 4.3. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1), ω ∈ BS1 и

Ω(f, t))p),θ,v = O(ω(t)), t ∈ [0, 1). Если выполнено одно из условий

(i) A ∈ AMIMS;

(ii) A ∈ AMDMS и nan1 = O(1), n ∈ N;

то для τn(f)(x) =
∑n

k=1 ankSk(f)(x) имеем

(4.8) ∥f − τn(f)∥)p),θ,v = O(ω(n−1)), n ∈ N.

Доказательство. (i) Пусть A ∈ AMIMS, n ∈ N, n ≥ 2 и m = [n/2]. По

определению τn(f) и теореме 3.2 имеем

∥τn(f)− f∥p),θ,v ≤

(
m∑

k=1

+

n∑
k=m+1

)
ank∥Sk(f)− f∥p),θ,v ≤

(4.9) ≤ C1

(
m∑

k=1

ankω(k
−1) + ω(m−1)

n∑
k=m+1

ank

)
=: C1(I1 + I2), n ∈ Z+.

По лемме 2.6 найдем β ∈ (0, 1), такое что
ω(u)

uβ
≤ C2

ω(v)

vβ
, 0 < v ≤ u ≤ 1.

Используя последнее неравенство и лемму 4.1. мы получаем

I1 ≤
m∑

k=1

ankC2(m/k)βω(1/m) ≤ C2m
βω(1/m)

m∑
k=1

ankk
−β ≤

(4.10) ≤ C3
mβ

nβ
ω(1/m) ≤ C4ω(1/n), n ∈ N,

поскольку ω(2t) ≤ C5ω(t) в силу (2.5) справедливо неравенство 1/m ≤ 2/(n− 1).

Применяя равенство
∑n

k=1 ank = 1, имеем

(4.11) I2 = ω(1/m)

n∑
k=m+1

ank ≤ C5ω(1/n), n ∈ N.

Сопоставление неравенств (4.9), (4.10) и (4.11) дает (4.8).
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(ii) Пусть A ∈ AMDMS, nan1 = O(1), n ∈ N. В этом случае снова имеем (4.9)

и (4.11). Используя пункт (b) леммы 4.1, получаем (4.10) и (4.8) доказано. □

Следствие 4.1. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1], ω ∈ BS1,

r ≥ 1 и Ω(f, t)p),θ,v = O(ω(t)), t ∈ [0, 1]. Тогда

|f − σ(r)
n (f)∥p),θ,v ≤ Cω(1/n), n ∈ N.

Доказательство. Используя преобразование Абеля, мы видим, что

σ(r)
n (f) =

n−1∑
k=0

kr − (k − 1)r

nr
Sk(f) =:

n∑
k=1

bnkSk(f).

Если r ≥ 1, то функция y = xr выпукла на [0,+∞) и (k + 1)r + (k − 1)r ≥ 2kr,

k ∈ N. Поэтому {bnk}nk=1 не убывает по k и можно применить пункт (i) теоремы

4.3, чтобы получить результат следствия. □

Следствие 4.2. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1], ω ∈ BS1,

Ω(f, t)p),θ,v = O(ω(t)), t ∈ [0, 1], {pk}∞k=1 — монотонно неубывающая последо-

вательность положительных чисел, такая что npn = O(Pn), Pn =
∑n

k=1 pk.

Тогда

|f −Nn(f)∥p),θ,v ≤ Cω(1/n), n ∈ N.

Доказательство. Положим ank = pn−k+1/Pn, n ∈ N, 1 ≤ k ≤ n. Тогда ank

является невозрастающей по k и nan1 = npn/Pn = O(1), n ∈ N. Применяя часть

(ii) теоремы 4.3, мы получаем результат следствия 4.2. □

Abstract. In the paper we give direct theorems on approximation by Haar and

Walsh polynomials in weighted generalized grand Lebesgue space. Also the degree of

approximation by Borel, Euler, Riesz-Zygmund and Nörlund linear means of Walsh-

Paley-Fourier series are treated in the above cited space.
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Аннотация. В статье изучаентся существование мероморфных решений
гипер порядка меньше 1 дифференциально-разностных уравнений типа
Ферма. Улучшаются ранее известные результаты подобных исследований.

MSC2020 nubers: 39B32; 30D35.
Ключевые слова: мероморфные функции; уравнение типа Ферма; теорема
Кантана; дифференциально-разностное уравнение.

1. Введение

Слудующее функциональное уравнение типа Ферма

(1.1) fn(z) + gm(z) = 1,

можно считать функциональным аналогом диофантового уравнения Ферма

xn + yn = 1. Монтель [15] доказал, что (1.1) не имеет трансцендентального

целого решения при n = m ≥ 3. Потом Гросс [6] доказал, что (1.1) не имеет

трансцендентального мероморфного решения при n = m ≥ 4. Далее, Гросс

[6, 7] и Бейкер [1] получили вид мероморфных решений (целых решений при

n = m = 2) уравнения (1.1) при n = m = 2 и при n = m = 3, соответственно.

В дальнейшем уравнение (1.1) интенсивно изучалось. Соответствующие ре-

зультаты можно найти в [3].

С широким применением теории Неванлины в области разностных уравне-

ний в комплексных областях во многих исследования были рассмотрены урав-

нение (1.1) при g = f(z + c)(c ∈ C \ {0}). Изучались существование и вид

решений уравнений fn(z) + fm(z+ c) = 1 и fn(z) + fm(z+ c) = eAz+B , где A и

B константы. Соответствующие результаты можно найти в [5, 8, 9, 10, 12, 13]

и т.д.

1Работа выполнена при поддержке NNSF of China (No. 12061042) и NSF of Shandong
Province (ZR2022MA071).
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С другой стороны, Янг и Лайне [23] изучили существование решений раз-

ностного уравнения

(1.2) f2(z) + P (z)f(z + 1) = Q(z),

что можно рассмотреть как обобщение разностного уравнения типа Ферма.

Они доказали, что уравнение (1.2) не имеет трансцедентальных целых решений

конечного порядка, если P (z) и Q(z) – полиномы. После них Ки и Янг [17]

доказали, что уравнение

fn(z) + P (z)fm(z + c) = Q(z)

не имеет трансцедентальных целых решений конечного порядка, если P (z) и

Q(z) – полиномы, а n и m положительные целые числа с n ̸= m. Подробности

можно найти в [8, 11, 16, 18, 21] и т.д.

Недавно, многие исследователи начали применять теорию Неванлинны для

изучения комплексных дифференциально-разностных уравнений. В частности,

Лиу и др. [10, 11] рассмотрели существование дифференциально-разностных

уравнений типа Ферма.

Теорема A [10]. Уравнение

(1.3) fn(z) + (f ′(z + c))m = 1

не имеет трансцедентальных целых решений конечного порядка, при условии

m ̸= n, где n,m – положительные целые числа.

Потом, Ки и Янг рассмотрели обобщение уравнения:

Теорема B [19]. Пусть p(z) – полином, а n и m– положительные целые числа

с условием n ̸= m. Тогда уравнение

fn(z) + (f ′(z + c))m = p(z)

не имеет трансцедентальных целых решений конечного порядка.

Теорема C [19]. Пусть p(z), q(z) и r(z) – ненулевые полиномы, а n > m + 1

– положительные целые числа. Тогда уравнение

fn(z) + (f ′(z + c))m = p(z)er(z) + q(z)

не имеет трансцедентальных целых решений конечного порядка.

Теорема D [20]. Пусть p(z) и q(z) – ненулевые полиномы, а r(z), s(z) – непо-

стоянные полиномы. Если n > m+ 2 – положительные целые числа, и

lim
z→∞

∣∣∣∣r(z)s(z)

∣∣∣∣ ̸= (
m

n
)±1,

тогда уравнение

fn(z) + (f ′(z + c))m = p(z)er(z) + q(z)es(z)
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не имеет трансцедентальных целых решений конечного порядка.

В настоящей статье рассматриваются следующие вопросы

1. Что будет, если условие “p(z) и q(z) – ненулевые полиномы,” заменить на

“p(z) и q(z) - ненулевые целые функции порядка меньше, чем max{deg r(z),deg s(z)}”?

2. Можно ли в Теореме D улучшить ограничение на степень f(z)?

В настоящей статье мы даем ответы на эти вопросы.

Теорема 1.1. Пусть r(z), s(z) – ненулевые полиномы, p(z) и q(z) – ненулевые

целые функции порядка меньше, чем max{deg r(z),deg s(z)}. Если n > m + 2,

и

lim
z→∞

∣∣∣∣r(z)s(z)

∣∣∣∣ ̸= (
m

n
)±1,

тогда уравнение

(1.4) fn(z) + (f ′(z + c))m = p(z)er(z) + q(z)es(z)

не имеет трансцедентальных целых решений гиперпорядка меньше 1.

На самом деле, при условии теоремы 1.1, если deg r(z) = deg s(z) = k > 0,

r(z) = akz
k + ak−1z

k−1 + · · ·+ a0 и s(z) = bkz
k + bk−1z

k−1 + · · ·+ b0, где aj , bj –

постоянные и akbk ̸= 0, (j = 0, 1, . . . , k), тогда уравнение (1.4) можно заменить

на

(1.5) fn(z) + (f ′(z + c))m = P1(z)e
A1z

k

+Q1(z)e
B1z

k

,

при ak ̸= bk, где A1 = ak, B1 = bk, а P1(z), Q1(z) – ненулевые целые функции

порядка меньше k, и

(1.6) fn(z) + (f ′(z + c))m = P2(z)e
A2z

k

,

при ak = bk, где A2 = ak = bk, а P2(z) – ненулевая целая функция порядка

меньше k,

Когда deg r(z) ̸= deg s(z), без ограничения общности, можем считать, что

k = deg r(z) > deg s(z), тогда уравнение (1.4) трансформируется в

(1.7) fn(z) + (f ′(z + c))m = P3(z)e
A3z

k

+Q3(z),

где P3(z), Q3(z) – ненулевые целые функции порядка меньше k, и A3 – отлчная

от нуля константа.

Поэтому в дальнейшем мы изучим существование решений уравнений (1.5)-

(1.7).
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Теорема 1.2. Пусть P1(z), Q1(z) – ненулевые целые функции порядка мень-

ше k, а A1, B1 – разные отлчные от нуля константы, и пусть n,m – нату-

ральные числа с n > m+2. Если уравнение (1.5) имеет мероморфное решение

f(z) гиперпорядка строго меньше 1, и N(r, f) = S(r, f), тогда возможны сле-

дующие два случая:

(1) f(z) = r(z)e
A1zk

n и A1

B1
= n

m , где rn(z) = P1(z).

(2) f(z) = s(z)e
B1zk

n и A1

B1
= m

n , где sn(z) = Q1(z).

Пример. Легло видеть, что уравнение

f4(z) + f ′(z + 1) = e4ze4z
2

+ (2z + 3)e3z+2ez
2

имеет решение f(z) = ezez
2

. Здесь, P1(z) = e4z, A1 = 4 и Q1(z) = (2z+3)e3z+2,

B1 = 1, A1

B1
= 4

1 = n
m . Конечно, можно также сказать, что P1(z) = (2z+3)e3z+2,

A1 = 1 и Q1(z) = e4z, B1 = 4, A1

B1
= 1

4 = m
n . Этот пример показывает, что

при условий теоремы 1.2, вид решений уравнения (1.5) соответствует нашим

результатам.

Следствие 1.3. Пусть P1(z), Q1(z) — ненулевые целые функции порядка

меньше k, а A1, B1 — различные ненулевые константы. Если n > m + 2 —

два натуральных числа и A1

B1
̸= (mn )±1, тогда уравнение (1.5) не имеет целых

трансцендентных решений гиперпорядка строго меньше 1.

Теорема 1.4. Пусть P2(z) — целая функция порядка меньше k, а A2 — нену-

левая константа, и пусть n > m + 1 — два натуральных числа. Тогда урав-

нение (1.6) не имеет целых трансцендентных решений гиперпорядка строго

меньше 1.

Теорема 1.5. Пусть P3(z), Q3(z) — ненулевые целые функции порядка мень-

ше k, A3 — ненулевая константа, и пусть n > m + 2 — два целых поло-

жительных числа. Тогда уравнение (1.7) не имеет целых трансцендентных

решений гиперпорядка строго меньше 1.

Фактически, из теоремы 1.5 мы можем получить улучшение теоремы C.

Следствие 1.6. Пусть r(z) – непостоянный полином, p(z) и q(z) – две нену-

левые целые функции порядка меньше deg r(z). Если n > m + 2 — два целых

положительных числа, тогда

fn(z) + (f ′(z + c))m = p(z)er(z) + q(z)

не имеет целых трансцендентных решений гиперпорядка строго меньше 1.
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Замечания (1) В условиях теоремы 1.4 и теоремы 1.5 мы видим, что уравне-

ние (1.6) и уравнение (1.7) не имеют трансцендентных мероморфных решений

гиперпорядка строго меньше 1, удовлетворяющих N(r, f) = S(r, f).

(2) Требуемый результат теоремы 1.1 непосредственно следует из следствия

1.3 и теорем 1.4-1.5.

В дальнейшем мы предполагаем, что читатель знаком со стандартными обо-

значениями и фундаментальными результатами теории Неванлинны [22].

2. Некоторые леммы

Лемма 2.1. [4, Теорема 5.1] Пусть f(z) — мероморфная функция гиперпоряд-

ка строго меньше 1. Тогда

m

(
r,
f(z + c)

f(z)

)
+m

(
r,

f(z)

f(z + c)

)
= S(r, f).

Замечание. В этой статье мы будем обозначать через S(r, f) любую величи-

ну, удовлетворяющую S(r, f) = o(T (r, f)), при r → ∞ вне возможного исклю-

чительного множества E конечной логарифмической меры. При этом через

S1(r, f) мы обозначаем любую величину, удовлетворяющую S1(r, f) = o(T (r, f))

для всех r вне возможного исключительного множества E1 конечной линейной

меры. E и E1 не обязательно должны быть одинаковыми в каждом случае.

Из леммы 2.1 и леммы 8.3 в [4] мы получаем следующий результат.

Лемма 2.2. Пусть f(z) — мероморфная функция гиперпорядка строго мень-

ше 1, тогда имеем

N(r, f(z + c)) = N(r, f) + S(r, f),

N

(
r,

1

f(z + c)

)
= N

(
r,

1

f

)
+ S(r, f),

и

T (r, f(z + c)) = T (r, f) + S(r, f).

Замечание. Из леммы 2.1 и леммы 2.2 видим, что если f(z) — мероморфная

функция гиперпорядка строго меньше 1, то

(2.1) m

(
r,
f ′(z + c)

f

)
≤ m

(
r,
f ′(z + c)

f(z + c)

)
+m

(
r,
f(z + c)

f

)
+O(1) ≤ S(r, f).

Более того,

T (r, f ′(z + c)) ≤ N(r, f ′(z + c)) +m

(
r,
f ′(z + c)

f

)
+m(r, f) +O(1)

≤ 2N(r, f(z + c)) +m(r, f) + S(r, f) ≤ 2T (r, f) + S(r, f).

(2.2)
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Лемма 2.3. [22, Theorem 1.49] Предположим, что f1(z), f2(z), . . . fn(z) — ли-

нейно независимые мероморфные функции, удовлетворяющие
∑n

j=1 fj ≡ 1. А

если
n∑

j=1

N(r, fj) = o( max
1≤j≤n

{T (r, fj)}),

тогда

max
1≤j≤n

{T (r, fj)} ≤
n∑

j=1

N

(
r,

1

fj

)
−N

(
r,

1

D

)
+ o( max

1≤j≤n
{T (r, fj)}),

при r → ∞, r ̸∈ E1, где D — определитель Вронского W (f1, f2, . . . , fn).

Лемма 2.4. [2] Пусть f1(z), f2(z), . . . , fp(z) — линейно независимые целые

функции, где p ≥ 2. Предположим, что для каждого комплексного числа z,

max{|f1(z)|, |f2(z)|, . . . , |fp(z)|} > 0.

Для r > 0 :

T (r) =
1

2π

∫ 2π

0

u(reiθ)dθ − u(0), u(z) = sup
1≤j≤p

log |fj(z)|.

Положим fp+1 = f1 + f2 + · · ·+ fp. Тогда

T (r) ≤
p+1∑
j=1

Np−1

(
r,

1

fj

)
+ S(r) ≤ (p− 1)

p+1∑
j=1

Np−1

(
r,

1

fj

)
+ S(r),

где S(r) — величина, удовлетворяющая:

S(r) = O(log T (r)) +O(log r), r → ∞, r ̸∈ E1.

Если хотя бы одно из частных fj
fm

является трансцендентной функцией, то

S(r) = o(T (r)), r → ∞, r ̸∈ E1,

а если все частные fj
fm

являются рациональными функциями, то

S(r) ≤ −1

2
p(p− 1) log r +O(1), r → ∞, r ̸∈ E1.

Здесь np

(
r, 1

f

)
обозначает количество нулей f в {z : |z| ≤ r}, рассчитан-

ное следующим образом: ноль f кратности m считается ровно k раз, где k

= min{m, p}. Далее, через Np

(
r, 1

f

)
обозначаем соответствующую средную

считающую функцию, где p — целое положительное число.

Лемма 2.5. [2] Предположим, что условия леммы 2.4 выполнены. Тогда для

любых j и m, мы имеем

T

(
r,

fj
fm

)
= T (r) +O(1), r → ∞,
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и для любого j,

N

(
1

fj

)
≤ T (r) +O(1), r → ∞.

Лемма 2.6. [14, Лемма 2.5] Пусть m, k — целые положительные числа,

A1, . . . , Am — различные ненулевые комплексные числа, а B0, B1, . . . , Bm — ме-

роморфные функции порядка меньше k такие, что что Bj ̸≡ 0 (1 ≤ j ≤ m).

Положим

φ(z) = B0(z) +

m∑
j=1

Bje
Ajz

k

.

Тогда справедливы следующие утверждения.

(1) Существуют два положительных числа d1 < d2 такие, что для до-

статочно больших r

d1r
k ≤ T (r, φ) ≤ d2r

k.

(2) Если B0 ̸≡ 0, то m
(
r, 1

φ

)
= o(rk), r → ∞.

Лемма 2.7. [22, Теорема 1.24] Пусть f(z) — непостоянная мероморфная

функция, а k — целое положительное число. Затем,

N

(
r,

1

f (k)

)
≤ N

(
r,

1

f

)
+ kN(r, e) + S1(r, e).

3. Доказательство теоремы 1.2

Пусть f(z) — мероморфное решение уравнения (1.5), удовлетворяющее усло-

виям теоремы 1.2. Тогда по лемме 2.6 и (2.1) имеем

d1r
k ≤ m(r, P1e

A1z
k

+Q1e
B1z

k

) = T (r, fn + (f ′(z + c))m) + S(r, f)

= m(r, fn + (f ′(z + c))m) + S(r, f)

≤ m(r, fn) +m

(
r,

(
f ′(z + c)

f

)m)
+m(r, fm) + S(r, f)

≤ (m+ n)T (r, f) + S(r, f).

(3.1)

При этом из леммы 2.6, уравнений (1.5) и (2.1) получаем
nT (r, f) = T (r, fn) = m(r, fn) + S(r, f)

≤ m(r, P1e
A1z

k

+Q1e
B1z

k

) +m

(
r,

(
f ′(z + c)

f

)m)
+m(r, fm) + S(r, f)

≤ d2r
k +mT (r, f) + S(r, f),

то есть

(3.2) (n−m)T (r, f) ≤ d2r
k + S(r, f).

Из (3.1) и (3.2) мы знаем, что

(3.3) D1r
k ≤ T (r, f) ≤ D2r

k, r → ∞, r ̸∈ E,
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где D1, D2 — положительные числа. Итак, ρ(f) = k, здесь и далее мы обо-

значаем через ρ(f) порядок f(z). Кроме того, из предположения, что ρ(P1) <

k, ρ(Q1) < k, имеем

(3.4) T (r, P1) = S(r, f), T (r,Q1) = S(r, f).

Более того,

(3.5) S(r, f) = o(rk), r → ∞, r ̸∈ E.

Согласно факторизационной теореме Адамара существует целая функция H(z)(̸≡
0) такая, что f(z)H(z) будет целой функцией. И тогда,

(3.6) N

(
r,

1

H

)
= N(r, f) = S(r, f).

Кроме того, из уравнения (1.5) получаем, что (f ′(z + c))mHn также является

целой функцией. Учитывая, что

T (r, fn) ≤ T

(
r,

fn

(f ′(z + c))m

)
+ T (r, (f ′(z + c))m) +O(1),

получим, что

T

(
r,

fn

(f ′(z + c))m

)
≥ nT (r, f)−m(m(r, f ′(z + c)) + S(r, f)

≥ nT (r, f)−m

(
m

(
r,
f ′(z + c)

f

)
+m(r, f)

)
+ S(r, f) ≥ (n−m)T (r, f) + S(r, f).

(3.7)

Предположим, G1(z) — каноническое произведение (или многочлен), образо-

ванное общими нулями ai функций fnHn, (f ′(z+c))mHn, P1e
A1z

k

Hn, Q1e
B1z

k

Hn,

причем каждое ai считается по минимальному числу соответствующих кратно-

стей общих нулей всех четырех функции. Тогда G1(z) является целой функцией

и удовлетворяет условию

(3.8) N

(
r,

1

G1

)
≤ N

(
r,

1

P1Hn

)
≤ N

(
r,

1

P1

)
+N

(
r,

1

Hn

)
= S(r, f),

согласно (3.4) and (3.6). Пусть

f1 = − (f ′(z + c))mHn

G1
, f2 =

P1e
A1z

k

Hn

G1
, f3 =

Q1e
B1z

k

Hn

G1
, f4 =

fnHn

G1
.

Тогда fj (j = 1, 2, 3, 4) – целые функции. При этом, функции fj не имеют общих

нулей. Следовательно,

max{|f1(z)|, |f2(z)|, |f3(z)|, |f4(z)|} > 0

для всех z ∈ C. Более того, из (1.5), имеем, что

(3.9) f4 = f1 + f2 + f3.
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Случай 1. Если (f ′(z + c))m, P1(z)e
A1z

k

, Q1(z)e
B1z

k

линейно независимы. то-

гда f1, f2, f3 линейно независимы, и из (3.3) и (3.7) имеем, что функция f4(z)
f1(z)

трансцендентна. Следовательно, согласно (3.4), (3.6), (3.8), (3.9), леммам 2.4-

2.5 и лемме 2.7 получаем, что

nN

(
r,

1

f

)
= N

(
r,

1

fn

)
≤ N

(
r,

G1

fnHn

)
+N(r,Hn) +N

(
r,

1

G1

)
+ S(r, f)

= N

(
r,

1

f4

)
+ S(r, f) ≤ T1(r) + S(r, f) ≤

4∑
j=1

N2

(
r,

1

fj

)
+ o(T1(r)) + S(r, f)

≤ N2

(
r,

1

fn

)
+N2

(
r,

1

(f ′(z + c))m

)
+ o(T1(r)) + S(r, f)

≤ 2N

(
r,

1

f

)
+N

(
r,

1

fm

)
+ o(T1(r)) + S(r, f)

≤ 2N

(
r,

1

f

)
+mN

(
r,

1

f

)
+ o(T1(r)) + S(r, f)

≤ (m+ 2)T (r, f) + o(T1(r)) + S(r, f),

(3.10)

где

T1(r) =
1

2π

∫ 2π

0

u1(re
iθ)dθ − u1(0), u1(z) = sup

1≤j≤3
log |fj(z)|.

Из уравнения (3.10) следует, что

(3.11) N

(
r,

1

f

)
= S(r, f),

при условии n > m+ 2. Кроме того, o(T1(r)) = S(r, f). Перепишем (1.5) в виде

(3.12)
P1(z)e

A1z
k

fn(z)
+

Q1(z)e
B1z

k

fn(z)
− (f ′(z + c))m

fn(z)
= 1.

Положим

F1 =
P1e

A1z
k

fn
, F2 =

Q1e
B1z

k

fn
, F3 = − (f ′(z + c))m

fn
.

Тогда, из (3.4), (3.11), из Лемм 2.2, 2.7, и предположения N(r, f) = S(r, f),

имеем, что

N(r, Fj) = S(r, f), N

(
r,

1

Fj

)
= S(r, f), j = 1, 2, 3.

Более того, из (2.2) и (3.3)-(3.5) следует, что T (r, Fj) = O(rk), r → ∞, r ̸∈ E.

Тогда, применив лемму 2.3 к (3.12), и из (3.5), получим, что

T (r, F3) ≤ o

(
max
1≤j≤3

T (r, Fj)

)
+ S(r, f) = o(rk) + S(r, f) = S(r, f),

что противоречит (3.7).

Случай 2. Если (f ′(z+c))m, P1(z)e
A1z

k

, Q1(z)e
B1z

k

линейно зависимы, тогда

(3.13) (f ′(z + c))m = C1P1(z)e
A1z

k

+ C2Q1(z)e
B1z

k

,
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где по крайней мере одно из чисел C1 и C2 отлично от нуля. Подставив (3.13)

в (1.5), находим, что

(3.14) fn(z) = (1− C1)P1(z)e
A1z

k

+ (1− C2)Q1(z)e
B1z

k

.

Случай 2.1. Если C1 ̸= 1 и C2 ̸= 1, тогда

fn(z) = eA1z
k

((1− C1)P1(z) + (1− C2)Q1(z)e
(B1−A1)z

k

).

Применив лемму 2.6 получим:

(3.15) N

(
r,

1

f

)
≥ d3r

k, r → ∞,

где d3 — положительное число. Очевидно, P1(z)e
A1z

k

и Q1(z)e
B1z

k

линейно

независимы. Более того, из (3.14) мы видим, что f(z) — целая функция. Пред-

положим, G2(z) — каноническое произведение (или многочлен), образованное

общими нулями bi числа fn, (1 − C1)P1(z)e
A1z

k

, (1 − C2)Q1(z)e
B1z

k

, а каждая

из bi считается по минимальному числу соответствующих кратностей общих

нулей всех трех вышеперечисленных функций. Тогда мы видим, что G2(z) яв-

ляется целой функцией и удовлетворяет условию

(3.16) N

(
r,

1

G2

)
≤ N

(
r,

1

P1

)
= S(r, f),

согласно (3.4). Положим

g1 =
(1− C1)P1e

A1z
k

G2
, g2 =

(1− C2)Q1e
B1z

k

G2
, g3 =

fn

G2
.

Тогда gj (j = 1, 2, 3) – целые функции. Так как gj не имеют общих нулей,

max{|g1(z)|, |g2(z)|, |g3(z)|} > 0 для всех z ∈ C. Но из (3.14), имеем:

(3.17) g3 = g1 + g2.

И функция g2
g1

= (1−C2)Q1

(1−C1)P1
e(B1−A1)z

k

транцендентна. Тогда из (3.4), лемм 2.4-2.5

и (3.16) получим, что

nN

(
r,

1

f

)
= N

(
r,

1

fn

)
≤ N

(
r,
G2

fn

)
+N

(
r,

1

G2

)
+ S(r, f)

= N

(
r,

1

g3

)
+ S(r, f) ≤ T2(r) + S(r, f) ≤

3∑
j=1

N1

(
r,

1

gj

)
+ o(T2(r)) + S(r, f)

≤ N1

(
r,

1

fn

)
+ o(T2(r)) + S(r, f) ≤ N

(
r,

1

f

)
+ o(T2(r)) + S(r, f)

≤ T (r, f) + o(T2(r)) + S(r, f),

где

T2(r) =
1

2π

∫ 2π

0

u2(re
iθ)dθ − u2(0), u2(z) = sup

1≤j≤2
log |gj(z)|.
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Следовательно, T2(r) ≤ T (r, f) + o(T2(r)) + S(r, f),

(n− 1)N

(
r,

1

f

)
≤ o(T2(r)) + S(r, f).

Согласно (3.5),

N

(
r,

1

f

)
= S(r, f) = o(rk), r → ∞, r ̸∈ E,

что противоречит (3.15).

Случай 2.2. Если C1 ̸= 1 и C2 = 1, тогда по (3.14), имеем, что

(3.18) fn(z) = (1− C1)P1(z)e
A1z

k

.

Из равенств (3.4), (3.5) и (3.18) вытекает, что

(3.19)

nN

(
r,

1

f

)
= N

(
r,

1

fn

)
= N

(
r,

1

P1

)
= S(r, f) = o(rk), r → ∞, r ̸∈ E.

Пусть C1 ̸= 0. Применив леммы 2.2, 2.6 и 2.7 к (3.13), находим, что

mN

(
r,

1

f

)
= N

(
r,

1

fm

)
≥ N

(
r,

1

(f ′(z + c))m

)
= N

(
r,

1

C1P1eB1zk + C2Q1eB1zk

)
≥ d4r

k, r → ∞, d4 > 0,

что противоречит (3.19). Следовательно, C1 = 0, и

(3.20) fn(z) = P1(z)e
A1z

k

,

(3.21) (f ′(z + c))m = Q1(z)e
B1z

k

.

Из (3.20), имеем, что f(z) = r(z)e
A1zk

n , где rn(z) = P1(z). Следовательно,

f ′(z + c) =

(
r′(z + c) + r(z + c)

kA1(z + c)k−1

n

)
e

A1(z+c)k

n .

Отсюда и из (3.21), видим, что A1

B1
= n

m .

Случай 2.3. Если C1 = 1 и C2 ̸= 1, тогда, аналогично случаю 2.2, имеем, что

f(z) = s(z)e
B1zk

n и A1

B1
= m

n , где sn(z) = Q1(z).

4. Доказательство теоремы 1.4

Предположим, что уравнение (1.6) имеет трансцендентное целое решение

f(z) гиперпорядка строго меньше 1. Рассмотрим два случая.

Случай 1. Если P2(z) ≡ 0, тогда из (1.6) и (2.1), имеем:

nT (r, f) = T (r, fn) = T (r, (f ′(z + c))m) = m(r, (f ′(z + c))m) + S(r, f)

≤ m

(
r,
(f ′(z + c))m

fm

)
+m(r, fm) + S(r, f) ≤ mT (r, f) + S(r, f),

что противоречит предположению n > m+ 1.
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Случай 2. Если P2(z) ̸≡ 0, тогда, мы получаем противоречие аналогично

случаю 1 в теореме 1.2, поскольку (f ′(z+c))m, P2(z)e
A2z

k

линейно независимы.

Кроме того, когда (f ′(z + c))m, P2(z)e
A2z

k

линейно зависимы, получаем, что

(4.1) fn(z) = (1− C3)P2(z)e
A2z

k

(4.2) (f ′(z + c))m = C3P2(z)e
A2z

k

,

где C3 ̸= 0 и C3 ̸= 1. Из (4.1), имеем, что f(z) = r1(z)e
A2zk

n , где rn1 (z) =

(1− C3)P1(z). Следовательно,

(4.3) f ′(z + c) =

(
r′1(z + c) + r1(z + c)

kA2(z + c)k−1

n

)
e

A2(z+c)k

n .

Из (4.2) и (4.3), имеем m = n, что противоречит предположению n > m+ 1.

5. Proof of Theorem 1.5

Аналогично теореме 1.2 имеем:

(5.1) S(r, f) = o(rk), r → ∞, r ̸∈ E.

Переписав (1.7) в виде
1

P3(z)eA3zk +Q3(z)
+

(f ′(z + c))m

fn(z)(P3(z)eA3zk +Q3(z))
=

1

fn(z)
.

и учитывая лемму 2.6 и (5.1), будем иметь, что

nm

(
r,

1

f

)
≤ m

(
r,

1

P3(z)eA3zk +Q3(z)

)
+m

(
r,
(f ′(z + c))m

fm

)
+m

(
r,

1

fn−m

)
+m

(
r,

1

P3(z)eA3zk +Q3(z)

)
+ S(r, f)

≤ (n−m)m

(
r,

1

f

)
+ o(rk) + S(r, f), r → ∞, r ̸∈ E.

Это означает, что

m

(
r,

1

f

)
= S(r, f).

Следовательно,

(5.2) N

(
r,

1

f

)
+ S(r, f) = T (r, f).

Аналогично теореме 1.2, получим, что

(5.3) N

(
r,

1

f

)
= S(r, f),

где либо (f ′(z + c))m, P3(z)e
A3z

k

и Q3(z) линейно независимы, либо линейно

зависимы. Очевидно, (5.2) и (5.3) противоречат друг другу. Теорема доказана.

Благодарность. Авторы хотели бы поблагодарить рецензента за полезные

предложения и комментарии.
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Abstract. In this paper, we study the existence of meromorphic solutions of

hyper-order strictly less than 1 to the Fermat type differential-difference equations,

which improves earlier results of such studies.
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