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Аннотация. В работе изучается возможность разложения интегрального
оператора Винера-Хопфа K в виде K = (I − V−) · V+, где I – единичный

оператор, а V± – операторы Вольтерра вида (V+f)(x) =
x∫
0

V+(x − t) f(t) dt,

(V−f)(x) =
∞∫
x

V−(t−x) f(t) dt, x ∈ R+ ≡ (0,∞), V± ∈ L1(R+), V±(x) = 0 при

x < 0. Рассматриваемое разложение применено к интегральным уравнениям
Винера-Хопфа первого рода.

MSC2020 number: 45A05; 45B05.

Ключевые слова: интегральные операторы Винера-Хопфа и Вольтерра; инте-
гральное уравнение первого рода; условия консервативности.

Рассматривается класс Ω интегральных операторов Винера-Хопфа K: K ∈ Ω,

если

(1) (Kf)(x) =

∞∫
0

K(x− t) f(t) dt, x ∈ R+ ≡ (0,∞), K ∈ L1(R)

и подалгебры Ω± ⊂ Ω вольтерровых операторов V± вида

(2)

(V+f)(x) =

x∫
0

V+(x− t) f(t) dt,

(V−f)(x) =

∞∫
x

V−(t− x) f(t) dt, x ∈ R+,
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V± ∈ L1(R+), V±(x) = 0 при x < 0. Операторы из Ω действуют в любом из

пространств Lp(R+), p ≥ 1; M(R+) ≡ L∞(R+), причем

∥K∥E+ ≤
∞∫

−∞

|K(x)| dx,

где E+ – одно из этих пространств. В настоящей работе изучается возможность

разложения

(3) K = (I− V−) · V+,

где V± ∈ Ω±, а I – единичный оператор в E+. Обсуждаются также вопросы

применения равенства (3) к интегральным уравнениям Винера-Хопфа первого

рода.

1◦. В работе [1] рассматривалась задача факторизации

(4) I−K = (I− V−) (I− V+) ,

где I – единичный оператор в E+, а K, V± – операторы вида (1) и (2). Для

решения этой задачи в указанной работе был разработан оригинальный метод,

основанный на использовании нелинейных функциональных уравнений. Некото-

рые из основных результатов этой работы включены в следующую теорему.

Теорема A. Если функция K удовлетворяет условиям

K ∈ L1(R),

∞∫
−∞

|K(x)| dx ≤ 1,

то существует разложение (4), где ядерные функции V± операторов (2) опреде-

ляются из нелинейной системы Енгибаряна:

(5)

V+(x) = K(x) +

∞∫
0

V−(t) · V+(x+ t) dt,

V−(x) = K(−x) +
∞∫
0

V+(t) · V−(x+ t) dt,

x ∈ R+,

решение (V+, V−) которой существует и обладает свойствами V± ∈ L1(R+),
∞∫
0

|V±(t)| dt ≤

1. В консервативном случае

(6) 0 ≤ K ∈ L1(R),

∞∫
−∞

K(t) dt = 1,

5
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имеют место соотношения

(7) V± ≥ 0, γ± ≡
∞∫
0

V±(t) dt ≤ 1, (1− γ−)(1− γ+) = 0.

В случае, когда ядро K – четная функция, удовлетворяющая условиям (6), си-

стеме (5) будет удовлетворять пара (V+, V−) = (V, V ), где V – решение уравнения

(8) V (x) = K(x) +

∞∫
0

V (t) · V (x+ t) dt, x ∈ R+.

Тогда из (7) следуют

(9) 0 ≤ V ∈ L1(R+), γ ≡
∞∫
0

V (t) dt = 1.

Отметим, что условия существования разложения вида K = V−·V+, где K ∈ Ω,

V± ∈ Ω± были изучены в [2].

2◦. Непосредственное применение леммы 1 работы [1] к равенству (3) приводит

к следующему утверждению.

Лемма 1. Для выполнения операторного равенства (3) достаточно, чтобы

ядерные функции V± удовлетворяли системе

(10)

V+(x) = K+(x) +

∞∫
0

V−(t) · V+(x+ t) dt,

∞∫
0

V+(t) · V−(x+ t) dt = −K−(x),

x ∈ R+,

где K±(x) = K(±x), x ∈ R+.

Доказательство. В лемме 1 из [1] доказано, что V− · V+ ∈ Ω, причем ядерная

функция W этого произведения имеет вид

W (x) =

∞∫
max(x,0)

V−(t) · V (x+ t) dt, x ∈ R.

Представив равенство (3) в виде K = V+ − V− · V+ и приравняв ядра соответ-

ствующих операторов, приходим к системе (10). □

Замечание 1. Пусть для оператора K с ядром K имеет место равенство (3),

где ядерные функции V± определяются из системы (10). Легко убедиться, что

тогда оператор K̃ = α ·K, где α ∈ R, также допускает разложение вида (3):
6
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K̃ = (I− Ṽ−) · Ṽ+, где Ṽ− = V−, Ṽ+ = α ·V+, и, следовательно, ядерные функции

Ṽ± операторов Ṽ± выражаются через функции V± посредством равенств

(11) Ṽ−(x) = V−(x), Ṽ+(x) = α · V+(x), x ∈ R+ .

Теперь определим некоторые достаточные условия разрешимости системы (10).

Теорема 1. Пусть K – определенная на R суммируемая и нечетная функция.

Рассмотрим функции K±(x) = K(±x), x ∈ R+. Пусть функция K+ удовлетво-

ряет условиям:

K+ ∈ C(1)(R+) ∩ L1(R+), K+ ≥ 0, K ′
+ ≤ 0 на R+,

∞∫
0

x ·K+(x) dx <∞,

K+(∞) = 0, µ ≡ K+(+0) <∞.(12)

(Аналогичным условиям ввиду нечетности K будет удовлетворять и функция

K− с разницей K− ≤ 0, K ′
− ≥ 0 на R+). Тогда существует решение (V+, V−)

системы (10) (и, следовательно, имеет место разложение (3)), обладающее

свойствами:

(13) 0 ≤ V± ∈ L1(R+), V+ ↓ на R+, V+(0) = 2µ, γ− ≡
∞∫
0

V−(x) dx = 1.

Доказательство. Рассмотрим систему (срав. с (5))

(14)

U+(x) = −K ′
+(x) +

∞∫
0

U−(t) · U+(x+ t) dt,

U−(x) = K ′
−(x) +

∞∫
0

U+(t) · U−(x+ t) dt,

x ∈ R+.

Ввиду нечетности K имеет место равенство K ′
− = −K ′

+ на R+. Введем обозна-

чения

(15)
◦
K(x) ≡ K ′

−(x) = −K ′
+(x), x ∈ R+.

Решение (U+, U−) системы (14) можно строить посредством решения
◦
U следую-

щего уравнения (см. (8)):

(16)
◦
U(x) =

◦
K(x) +

∞∫
0

◦
U(t)

◦
U(x+ t) dt, x ∈ R+,

7
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полагая U± =
◦
U . Функция

◦
K в уравнении (16), согласно условиям теоремы, будет

удовлетворять следующим условиям:

(17) 0 ≤
◦
K ∈ L1(R+),

∞∫
0

◦
K(x) dx = µ,

где µ = K+(+0).

Вначале докажем разрешимость уравнения (16) в частном случае µ = 1
2 . Имеем

(18)
◦
K ≥ 0,

∞∫
0

◦
K(x) dx =

1

2
.

В силу теоремы A существуют решение уравнения (16) и системы (14), причем

γ± ≡
∞∫
0

U±(t) dt = 1. Покажем, что пара функций

(19) V+(x) =

∞∫
x

U+(t) dt, V−(x) = U−(x), x ∈ R+,

где (U+, U−) – решение системы (14) будет удовлетворять (10).

Действительно, интегрируя первое равенство из (14) в пределах от x ≥ 0 до

∞ и используя теорему Фубини ([4]), получаем

(20)
∞∫
x

U+(t) dt = K+(x) +

∞∫
0

U−(t) dt

∞∫
x+t

U+(τ) dτ,

а из второго равенства (14) аналогично получается
∞∫
x

U−(t) dt = −K−(x) +

∞∫
0

U+(t) dt

∞∫
x+t

U−(τ) dτ, x ∈ R+.

С учетом последнего равенства и γ+ = 1 имеем также
∞∫
0

U−(x+ t) dt

∞∫
t

U+(τ) dτ =

∞∫
0

U+(τ) dτ

x+τ∫
x

U−(t) dt =

=

∞∫
x

U−(t) dt−
∞∫
0

U+(τ) dτ

∞∫
x+τ

U−(t) dt = −K−(x), x ∈ R+.(21)

Равенства (20) и (21) показывают, что функции V+ и V−, определяемые посред-

ством равенств (19), представляют решение системы (10).

Покажем, что построенное в случае µ = 1
2 решение системы (10) обладает

свойствами (13). В силу теоремы A и соотношений (19) имеем 0 ≤ V− ∈ L1(R+),
8
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γ− = 1. Для доказательства отмеченных в (13) свойств функции V+, достаточно

лишь показать, что V+ ∈ L1(R+).

В работе [3] доказано, что в случае µ = 1
2 при условии

∞∫
0

x2
◦
K(x) dx < ∞ ко-

нечен первый момент решения
◦
U уравнения (16):

∞∫
0

x
◦
U(x) dx <∞, что означает

суммируемость на R+ функции V+(x) =
∞∫
x

◦
U(t) dt. Поэтому для доказательства

утверждения V+ ∈ L1(R+) достаточно показать, с учетом (15), конечность инте-

грала
∞∫
0

x2K ′
+(x) dx. Для этого заметим, что при условиях теоремы имеют место

предельные равенства

(22) ψ(+0) = ψ(∞) = 0,

где ψ(x) = x2K+(x), x ∈ R+. Действительно, первое из этих равенств очевидно,

поскольку по условиям теоремы значение K+(+0) ограничено. Доказательство

второго равенства содержится в [5] (см. [5], стр. 85), учитывая монотонность

функции K+ и конечность интеграла
∞∫
0

t ·K+(t) dt.

Вычисление по частям интеграла
∞∫
0

t2K ′
+(t) dt с учетом соотношений (22), дает

0 < −
∞∫
0

t2K ′
+(t) dt = 2

∞∫
0

tK+(t) dt <∞.

Теперь рассмотрим общий случай произвольного µ > 0.

Пусть функции K±(x) = K(x), x ∈ R+, определяемые посредством ядерной

функции K оператора K, удовлетворяют условиям (12). Легко проверить, что

тогда аналогично определяемые функции K̃ и K̃± оператора K̃ = λ · K, где

λ = (2µ)−1, также удовлетворяют (12), с той лишь разницей,что K̃+(+0) = 1
2 .

Согласно доказательству первой части теоремы оператор K̃ допускает разложе-

ние K̃ = (I − Ṽ−) · Ṽ+, где Ṽ± ∈ Ω±, причем ядерные функции Ṽ± обладают

свойствами

0 ≤ Ṽ± ∈ L1(R+), Ṽ+ ↓ на R+, Ṽ+(0) = 1,

∞∫
0

Ṽ−(x) dx = 1.

Тогда, учитывая вышеизложенное замечание, оператор K = 2µ · K̃ допускает

разложение (3), где ядерные функции V± операторов V± будут удовлетворять

условиям (13). □
9
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3◦. Рассмотрим интегральное уравнение Винера-Хопфа первого рода:

(23)
∞∫
0

K(x− t) f(t) dt = g(x), x ∈ R+.

Предположим, что функция K удовлетворяет условиям теоремы 1. Без огра-

ничения общности можно полагать, что K+(+0) = 1
2 . Тогда существует факто-

ризация (3), что сводит решение уравнения (23) к последовательному решению

следующих двух уравнений

φ(x) = g(x) +

∞∫
x

V−(t− x)φ(t) dt, x ∈ R+,(24)

x∫
0

V+(x− t) f(t) dt = φ(x), x ∈ R+.(25)

В уравнении (24) функция V− удовлетворяет условиям (консервативности)

(26) 0 ≤ V− ∈ L1(R+), γ− ≡
∞∫
0

V−(t) dt = 1.

При условиях (26) и g ∈ L1(R+) разрешимость уравнения (24) была установлена

в [3]. Там, в частности, доказана

Теорема B. При g ∈ L1(R+) уравнение (24) в консервативном случае (26) обла-

дает решением φ ∈ Lloc
1 (R+), причем

x∫
0

|φ(t)| dt = o(x), при x→ ∞. Это решение

на R+ можно представить в виде

(27) φ(x) = g(x) +

∞∫
0

Φ−(t) g(x+ t) dt,

где функция Φ− ≥ 0 и определяется из уравнения

(28) Φ−(x) = V−(x) +

x∫
0

V−(x− t) Φ−(t) dt, x ∈ R+,

причем в случае γ− = 1 имеет место
x∫

0

Φ−(t) dt = O(x), при x→ ∞.

Если конечен интеграл
∞∫
0

x|g(x)| dx, то решение φ суммируемо на R+ : φ ∈

L1(R+).
10
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Как было отмечено выше, для построения решения f уравнения (23) мы долж-

ны решение φ уравнения (24) подставить в (25) и решить полученное уравне-

ние. Для разрешимости последнего уравнения необходимо выполнение условия

φ(0) = 0. Поскольку при условиях (26) константа является решением однород-

ного уравнения (g ≡ 0) (24), то в уравнение (25) мы поставим не решение (27), а

решение

(29) φ̃(x) = g(x) +

∞∫
0

Φ(t) g(x+ t) dt− g(0)−
∞∫
0

Φ(t) g(t) dt,

которое удовлетворяет также условию φ̃(0) = 0.

4◦. Теперь обсудим вопросы разрешимости уравнения (25). Учитывая соотноше-

ния (19), будем иметь

(30) 0 ≤ U+ ∈ L1(R+), V+(x) =

∞∫
x

U+(t) dt, V+(0) =

∞∫
0

U+(t) dt = 1.

Если φ̃ ∈ C(1)(R+), то дифференцируя обе части (25), получаем

V+(0) · f(x)−
x∫

0

U+(x− t) f(t) dt = φ̃′(x), x ∈ R+

или

(31) f(x) = φ̃′(x) +

x∫
0

U+(x− t) f(t) dt, x ∈ R+,

где функция U+ удовлетворяет условиям консервативности (30).

Выясним условия при которых существует производная φ̃′.

Лемма 2. Если в уравнении (24) в случае (26) функция g удовлетворяет усло-

виям

(32)
0 ≤ g ∈ C(2)(R+) ∩ L1(R+), g(0) <∞, |g′(+0)| <∞,

g′ ≤ 0 и 0 ≤ g′′ ↓ на R+,

то его решение φ̃ дифференцируемо на R+, причем

(33) φ̃′(x) = −
∞∫
0

S(t) · g′′(x+ t) dt, x ∈ R+,

где

(34) S(x) = 1 +

x∫
0

Φ−(t) dt, x ∈ R+,

11
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а Φ− определяется из уравнения (28).

Доказательство. Из представления (34) следует абсолютная непрерывность функ-

ции S на R+, а с учетом Φ− ≥ 0 имеем также 1 ≤ S(x) ↑ ∞. В работе [3] получена

оценка

(35) S(x) ≤ ax+ b, x ∈ R+,

при подходящем выборе констант a ≥ 0 и b ≥ 0.

Интегрируя по частям интегралы правой части равенства (29) и учитывая

отмеченные свойства функции S, получаем

(36) φ̃(x) =

∞∫
0

S(t)(g′(t)− g′(x+ t) dt, x ∈ R+.

Что касается интеграла в правой части равенства (36), зависящее от параметра,

то к нему применимо правило Лейбница дифференцирования под знаком инте-

грала (см. [6] и [7]), поскольку функция g′′ монотонна и непрерывна на R+, а

несобственный интеграл
∞∫
0

S(t) ·g′′(x+ t) dt равномерно сходится по параменту x,

ибо подынтегральная функция мажорируется функцией S(t) · g′′(t), а эта функ-

ция суммируема на R+. Для доказательства суммируемости последней функции

заметим, что при условиях (32) имеют место равенства

(37) ω(+0) = ω(∞) = 0,

где ω(x) = x · g′(x), x ∈ R+ . Доказательство этого утверждения аналогично до-

казательству предельных равенств (22). Теперь, интегрируя по частям интеграл
A∫
0

t · g′′(t) dt, где 0 < A < ∞ и учитывая равенства (37), в пределе при A → ∞

получаем 0 <
∞∫
0

t · g′′(t)dt <∞. Если учитывать оценку (35), то из последнего

неравенства следует

0 <

∞∫
0

S(t) · g′′(t) dt <∞.

Поэтому справедлива формула (33). □

Замечание. В случае, когда решение Φ− уравнения (28) непрерывно на R+, то

условия (32) для дифференцируемости функции φ̃ могут быть ослаблены (см.

нижеприведенный пример).
12
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Уравнения вида (31) (уравнение восстановления) изучены в теории вероят-

ностей (см. [8]). Мы будем пользоваться результатами работы [3] по свойствам

решений таких уравнений.

В [3], в частности, показано, что решение f уравнения (31) можно представить

в виде

(38) f(x) = φ̃′(x) +

x∫
0

Φ+(x− t) φ̃′(t) dt, x ∈ R+.

где функция Φ+ определяется из уравнения

(39) Φ+(x) = U+(x) +

x∫
0

U+(x− t) Φ+(t) dt, x ∈ R+.

В рассматриваемом случае U+ = U−. Поэтому Φ+ = Φ−.

Изложенные факты приводят к следующей теореме.

Теорема 2. Пусть в уравнении (23) функция K удовлетворяет условиям тео-

ремы 1, а функция g – условиям (32). Тогда это уравнение обладает решением

f , которое получается последовательным решением уравнений (24) и (25) (или

уравнений (24) и (31) в случае существования производной φ̃′). В последнем слу-

чае для построения этого решения могут быть использованы равенства (33) и

(38)).

Пример. Рассмотрим уравнение (23) в случае, когда

K(x) =


1

2
e−x, если x > 0,

−1

2
ex, если x < 0.

;(40)

0 ≤ g ∈ C(1)(R+) ∩ L1(R+), g(0) <∞.

Тогда для решений систем (10) и (14) имеем V±(x) = e−x и U±(x) = e−x, x ∈ R+.

Нетрудно убедиться, что функции Φ+(x) = Φ−(x) = 1, x ∈ R+ удовлетворяют

уравнениям (28) и (39) соответственно. Из (29) имеем

φ̃(x) = g(x) +

∞∫
x

g(t)dt− g(0)−
∞∫
0

g(t)dt, x ∈ R+,

откуда получаем

φ̃′(x) = g′(x)− g(x), x ∈ R+.
13
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Подставляя последнее выражение в равенство (38) для решения f уравнения (23)

получаем

f(x) = g′(x)−
x∫

0

g(t)dt− g(0).

Abstract. The possibility of factoring of the Wiener-Hopf integral operator K

in the form K = (J − ν−) · ν+, where J is the unit opereator and ν± are Volterrian

operators of the forms (ν+f)(x) =
∫ x

0
V+(x−t)f(t)dt, (ν−f)(x) =

∫∞
x
V−(t−x)f(t)dt,

x ∈ R+ ≡ (0,∞), V± ∈ L1(R+), V±(x) = 0 for x < 0, is studied. This factoring can

be applied to the Wiener-Hopf integral equation of the first kind.
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труднодоступны или вовсе недоступны способам непосредственного постро-
ения обратной факторизации. Первый из них относится к факторизации эле-
ментов ”близких” к единичному, построенной ранее при сильных дополни-
тельных ограничениях. Второй факт включает факторизацию необратимых
элементов в так называемом консервативном случае.
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Введение.

В вопросах теории и решения различных классов линейных алгебраических

и функциональных уравнений широко применяются методы, сводящие задачу к

уравнению с квадратичной нелинейностью. Такие методы, как правило, прямо

или косвенно связаны с факторизацией рассматриваемых линейных операторов

или их символов в виде произведения более простых (в том или ином смысле)

сомножителей.

К “нелинейным” методам факторизации относятся факторизационная трак-

товка последовательного исключения Гаусса, метод Винера-Хопфа, принцип ин-

вариантности Амбарцумяна [1], [2] и примыкающий к нему метод инвариантного

погружения Р. Беллмана [3], метод уравнения Риккати [4].

Хорошо известны также методы построения обратных операторов в фактори-

зованном виде с использованием линейных уравнений факторизации и фактори-

зацию вдоль цепочки ортопроекторов [5].

Автором и соавторами была выполнена серия работ по созданию общей тео-

рии нелинейных уравнений факторизации (НУФ) с применением результатов к
15
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решению линейных и нелинейных задач математической физики, теории стоха-

стических процессов и др. (см. [6]-[16] и цитированную в них литературу).

Метод НУФ был наиболее полно разработан для скалярных и векторных урав-

нений Винера-Хопфа и некоторых других классов уравнений свертки, в основном

без привлечения аппарата гармонического анализа. В настоящей работе вводит-

ся в рассмотрение одна общая форма НУФ в кольцах и нормированных кольцах.

Демонстрируются две возможности НУФ, которые труднодоступны или вовсе

недоступны способам непосредственного построения обратной факторизации.

1. Нелинейное уравнение факторизации в кольце.

1.1. Факторизационная структура F0. Рассмотрим ассоциативное кольцо J

с единицей I и нулем 0. Пусть аддитивная подгруппа G кольца J является прямой

сумммой своих подгрупп G±:

(1.1) G = G+ ⊕G−.

Основное предположение : группы G± обладают следующим совместным муль-

типликативным свойством:

(1.2) если X± ∈ G±, то X−X+ ∈ G.

Единичный элемент I может как принадлежать, так и не принадлежать G+ или

G−.

Набор (J,G±) назовем факторизационной структурой F0.

Пусть в F0 структуре G± являются кольцами и X± ∈ G±. Элементы I−X± ∈
J будем считать нормально обратимыми по системе G±, если

(1.3) ∃
(
I −X±)−1

= I + Y ±, Y ± ∈ G±.

Задача прямой факторизации : для A ∈ G найти X± ∈ G± такие, чтобы

имело место разложение

(1.4) I −A =
(
I −X−) (I −X+

)
, X± ∈ G±.

Подчеркнем, что обратимость I −A в J не предполагается.

В случае когда G± являются кольцами, факторизация (1.4) называется кано-

нической, если сомножители I−X± нормально обратимы. Тогда из (1.4) следуют

существование (I −A)
−1 ∈ J и обратная факторизация

(1.5) (I −A)
−1

=
(
I + Y +

) (
I + Y −) , Y ± ∈ G±.

Каноническая факторизация единственна.
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Факторизация (1.4) является правильной, если хотя бы один из сомножителей

нормально обратим. Двойное вырождение соответствует случаю, когда оба со-

множителя необратимы.

1.2. Нелинейное уравнение факторизации. Из (1.4) непосредственно сле-

дует система нелинейных уравнений относительно G±, названная нами нелиней-

ным уравнением факторизации (НУФ).

Обозначим через P± – проекторы, переводящие G в G±. Из (1.4) имеем

X+ +X− = A+X−X+. Применяя к этому равенству проекторы P±, приходим

к НУФ относительно X± ∈ G±, где A± = P±A ∈ G± :

(1.6) X+ = A+ + P+ (X−X+),
X− = A− + P− (X−X+).

Пусть теперь X± ∈ G± удовлетворяют соотношениям (1.6). Сложением этих

равенств приходим к (1.4). Имеет место:

Лемма 1.1. В структуре F0 факторизация (1.4) эквивалентна НУФ (1.6).

Под методом НУФ будем понимать построение и применение факторизации

(1.4) путем решения системы (1.6).

Будет использована следующая компактная запись системы (1.6):

(1.7) X± = A± + P± (
X−X+

)
.

1.3. Симметричный случай. Приведем одно свойство симметрии структуры

F0 и элемента A, в случае выполнения которых система (1.7) обращается в одно

уравнение.

Пусть в J определена унитарная операция ∗ сопряжения, обладающая свойства-

ми

(1.8) (X∗)
∗
= X; (X + Y )

∗
= X∗ + Y ∗; (XY )

∗
= Y ∗X∗,

через A∗ обозначается элемент, сопряженный к A. Предполагается, что классы

G+ и G− взаимно сопряженные:

(1.9) если X ∈ G+
(
X ∈ G−) , то X∗ ∈ G− (

X∗ ∈ G+
)
.

Имеет место:

Лемма 1.2. Пусть элемент A ∈ G обладает свойством симметрии

(1.10) A∗ = A,
17
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а X ∈ G+ удовлетворяет уравнению

(1.11) X = A+ + P+ (X∗X) .

Тогда пара (X,X∗) является решением системы (1.7).

Под симметрическим случаем факторизации (1.4) будем понимать выполнение

условий (1.9), (1.10).

Отметим, что система (1.7) может иметь как симметричное решение, так и несим-

метричное решение, которое будет неединственным.

1.4. Основное решение НУФ. Рассмотрим следующий итерационный процесс

для НУФ (1.7):

(1.12) X±
n+1 = A± + P± (

X−
n X+

n

)
, X±

0 = 0, n = 0, 1, · · ·

Рекуррентные соотношения (1.12) определяют последовательности X±
n в G±. Ес-

ли эти последовательности сходятся по некоторой топологии,(
X+

n , X−
n

)
→

(
X+, X−)

и предел удовлетворяет НУФ (1.7), то этот предел назовем его основным ре-

шением. В симметрическом случае в (1.12) имеем (X−
n )

∗
= X+

n = Xn, где Xn

определяется из простых итераций для (1.11).

2. НУФ в нормированном кольце.

2.1. Факторизационные структуры F1 и F . Рассмотрим структуру F0 при

следующих дополнительных предположениях.

- Исходное кольцо J является нормированным кольцом (банаховой алгеб-

рой);

- Классы G±являются подпространствами В пространства J ;

- Проекторы P± суть непрерывные операторы в G,

(2.1)
∥∥P±U

∥∥ ≤ c ∥U∥ , U ∈ G, c > 0.

Факторизационую структуру, обладающую указанными свойствами, назовем струк-

турой F1.

Структуру F1 в случае когда классы G± являются подкольцами исходного

кольца J , назовем структурой F .
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В структуре F применимо понятие нормальной обратимости (1.3). В случае

существования канонической факторизации (1.4) оператор (I −A)
−1 ∈ J может

не принадлежать классу G.

2.2. Примеры структур F и F1. Задачи вольтерровой факторизации инте-

гральных операторов (второго рода) с ядрами Гильберта-Шмидта относятся к

структурам типа F .

В случае интегрального уравнения с многопарным ядром, которое эквива-

лентно краевой задаче для системы линейных обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений, НУФ обращается в задачу Коши для скалярного или векторного

уравнения типа Риккати.

Важные примеры F структуры, в которой класс G не замкнут относитель-

но умножения, связаны с интегральными и дискретными уравнениями Винера-

Хопфа (см. [7], [10]).

В случае уравнения Винера-Хопфа с абсолютно монотонной ядерной функци-

ей, НУФ сводится к обобщенному уравнению Амбарцумяна.

Рассмотренная в работе [12] задача невольтерровой факторизации интеграль-

ных операторов относится к структуре типа F1.

2.3. Разрешимость НУФ (1.6) в случае малой нормы A. В главе IV моно-

графии [5] содержится основная теорема 5.1 о существовании обратной факто-

ризации вида (1.5) в нормированном кольце вдоль цепочки. Теорема опирается

на лемму 4.1 этой главы, которая имеет долгую историю развития. В условиях

леммы предполагается, что кольцо обладает рядом дополнительных свойств, а

элемент A имеет достаточно малую норму.

Ниже будет показано, что применение НУФ позволяет простыми средствами

получить обобщение и усиление отмеченной леммы в произвольной F - структу-

ре. Будем следовать работе [14].

Рассмотрим структуру типа F1. Введем в G новую норму, эквивалентную нор-

ме в J . Пусть U± ∈ G± . Определим норму пары (U+, U−) по формуле

(2.2)
∥∥(U+, U−)∥∥ = max

(∥∥U+
∥∥ ,∥∥U−∥∥) .

Запишем систему (1.6) в следующей операторной форме:

(2.3)
(
X+, X−) = H

(
X+, X−) .
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Здесь H оператор, действующий в G+ ×G− согласно равенствам

(2.4) Z± = H± (
S+, S−) =: A± + P± (

S−S+
)
.

Из (2.1) и определения (2.2) нормы в G+ × G− следует непрерывность отобра-

жения S = U+U− из G+ ×G− в G и тем самым – непрерывность оператора H.

Запишем итерации (1.12) в виде

(2.5)
(
X+

n+1, X
−
n+1

)
= H

(
X+

n , X−
n

)
, X±

0 = 0, n = 0, 1, · · · .

Пусть последовательность (X+
n , X−

n ) сходится в G+ ×G−:

(2.6)
(
X+

n , X−
n

)
→

(
X+, X−) ∈ G+ ×G−.

В силу непрерывности H, в (2.5) можно совершить предельный переход, поэтому

пара (X+, X−) является основным решением НУФ (2.3).

Лемма 2.1. Пусть в случае структуры F1 число µ0 > 0 удовлетворяет усло-

вию

(2.7) q =
1

c

(
1−

√
1− 4c2µ0

)
< 1

и выполняется неравенство 0 < µ ≤ µ0 где µ = ∥A∥. Тогда НУФ (2.3) облада-

ет основным решением (X+, X−), причем ∥X±∥ < 1. В случае структуры F

этому решению соответствуют каноническая факторизация (1.4) и обратная

факторизация (1.5) .

Доказательство. Обозначим через σr ⊂ G+ × G− замкнутый шар радиуса r

с центром в нуле. Из (2.4), с учетом неравенств (2.1) получаем: ∥Z±∥ ≤ cµ +

c ∥S+∥ ∥S−∥, поэтому ∥Z∥ ≤ cµ + c ∥S∥2. Отсюда следует, что при 4c2µ < 1 опе-

ратор H переводит шар σρ радиуса ρ =
1−

√
1− 4c2µ

2c
в себя. При достаточно

малом µ > 0 выполняется неравенство q = 2ρ < 1. Покажем, что тогда оператор

H сжимающий в σρ с коэффициентом сжатия q. Пусть
(
Z̃+, Z̃−

)
= H

(
S̃+, S̃−

)
,

где
(
S̃+, S̃−

)
∈ σρ. Обозначим δ± = S̃± − S±, ε± = Z̃± − Z±. Из (2.4) и из соот-

ветствующих соотношений для Z̃± получаем ε± = P±
(
W̃+δ− + δ+W−

)
. Следо-

вательно, ∥(ε+, ε−)∥ ≤ q ∥(δ+, δ−)∥. Поэтому итерации (2.5) (и (1.12)) сходятся к

единственному решению (X+, X−) системы (1.7) в σρ. Лемма доказана. □

В условиях леммы простые итерации для уравнения (1.11) сходятся к (X+, X−)

при произвольном начальном приближении из σρ.
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Замечание 2.1. В лемме 2.1 не фигурирует операция умножения элементов J

на скаляр. Поэтому требование линейной структуры пространства J можно

несколько ослабить. Представляет интерес рассмотрение такой структуры

типа F0, в которой кольцо J является полным метрическим пространством с

метрикой ρ, инвариантной относительно сдвига, то есть ρ (x, y) = ρ (x− y, 0).

3. НУФ в случае операторной алгебры J с конусом.

В настоящем пункте с использованием НУФ будет получена одна теорема о

разрешимости задачи факторизации (1.4), включающая консервативный случай

необратимого оператора I −A.

Пусть E- банахово пространство с правильным воспроизводящим конусом T

неотрицательных элементов, а E∗ - сопряженное пространство с конусом T ∗. В

E определяется модуль |X| элемента X.

В качестве базового пространства J структуры F будем рассматривать В.

алгебру линейных ограниченных операторов, действующих в E. Классы G± яв-

ляются В. пространствами и могут быть незамкнуты относительно умножения.

Нами будут использованы следующие обозначения.

- Через r (A)обозначается спектральный радиус оператора A ∈ J , а через

A∗ - оператор, сопряженный к A.

- Обозначим через W конус положительных операторов из J , оставляющих

T инвариантным. Конусы T, T ∗, W порождают частичный порядок ≥ в

своих пространствах. Запись ω > 0 означает, что соответствующий конус

телесный и ω- его внутренний элемент.

- Пусть f ≥ 0 ненулевой элемент из T . Обозначим через Ef ⊂ E В.пространство

f - измеримых функций, с нормой ∥x∥f = inf {λ; |x| ≤ λf}.
- Пусть A ∈ J, g ∈ E∗. Записи gA и A∗g считаются эквивалентными (что

не приводит к недоразумению).

- ПустьP± непрерывные проекторы, участвующие в структуре F . Предпо-

лагается, что T± := P±T ⊂ T и являются конусами в G±.

Рассмотрим итерации (1.12) в случае A ≥ 0. Тогда последовательности X±
n воз-

растают по конусам T±.
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Лемма 3.1. а) Пусть A ≥ 0 и существуют f ∈ T, f ̸= 0, и µ ∈ (0, 1]

такие, что

(3.1) Af ≤ µf.

Тогда в (1.12) имеют место неравенства

(3.2) X+
n f ≤ µf, n = 0, 1, · · ·

Если µ < 1, то

(3.3) X−
n f ≤ (1− µ)

−1
A−f, n = 0, 1, · · ·

б) Пусть A ≥ 0 и существуют f̃ ∈ T ∗, f̃ ̸= 0 и µ̃ ∈ (0, 1] такие, что

(3.4) f̃A ≤ µ̃f̃ .

Тогда имеют место неравенства

(3.5) f̃X−
n ≤ µ̃f̃ , n = 0, 1, · · ·

Если µ̃ < 1, то

(3.6) f̃X−
n ≤ (1− µ̃)

−1
f̃ Ã, n = 0, 1, · · ·

Доказательство. Достаточно доказать утверждение а) леммы. Из (1.12) полу-

чаем

(3.7) X+
n+1f +X−

n+1f = Af +X−
n X+

n f.

Поэтому

(3.8) X+
n+1f ≤ µf −

[
X−

n+1 −X−
n

]
f −X−

n

[
f −X+

n f
]
.

Отсюда, с учетом монотонности последовательности X−
n , получаем неравенство

(3.2). Неравенство (3.3) следует из (3.6) и (3.2). Лемма доказана. □

Так как конус T считается правильным, то из (3.2) следует сходимость X+
n в

Ef и неравенство

(3.9) X+f ≤ µf.

Если µ < 1, то в силу (3.3) последовательность X−
n также сходится в Ef , имеет

место неравенство

(3.10) X−f ≤ (1− µ)
−1

A−f.

Аналогично обстоит дело при µ̃ ≤ 1.
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Рассмотрим теперь тот случай, когда µ = µ̃ = 1, f̃ > 0 и пространство E слабо

полное. Тогда последовательность X−
n слабо сходится в Ef .

Нами доказано следующее утверждение:

Теорема 3.1. В следующих двух случаях а) и б) существует основное реше-

ние (X+, X−) НУФ (1.6), которому соответствует факторизация (1.4) как

равенство операторов, действующих в Ef .

а) При µ < 1 имеют место неравенства (3.9) и (3.10).

б) Пусть µ = 1, µ′ = 1, f̃ > 0 и пространство E слабо полное. Тогда

(3.11) X+f ≤ f, f̃X− ≤ f̃ .

Частные случаи теоремы 3.1 в различных классах интегральных операторов,

конечных и бесконечных матриц рассмотрены и применены в ряде работ автора

(см. например, [7]-[10], [12], [13], [16]).

Отметим, что в случае б) теоремы 3.1 оператор I −A необратим в Ef .

Существование факторизации (1.4) в случае µ = 1 имеет применения в вопро-

се изучения и решения однородного и неоднородного консервативного уравнения

f = g+Af с некомпактным оператором A. Такие уравнения представляют боль-

шой интерес в теории переноса излучения, в кинетической теории газов, в теории

полумарковских процессов и др.

Замечание 3.1. Теорема 3.1 легко распространяется на случай, когда поло-

жительность элемента A не требуется и условие (3.1) заменяется условием

|A| f ≤ µf .

Abstract. A general form of non-linear factorization equation (NFE) in rings

and normed rings is considered. Using NFE, two basic facts on the existance of

factorization are obtained, which are difficult to access or not at all accessible by

methods of directly constructing the inverse factorization. The first of them refers to

the factorization of elements ”close” to unit constructed earlier with strong additional

restrictions. The second fact involves the factorization of non-invertible elements in

the so-called conservative case.
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Abstract. Multiple Factorization A = ΠDΠT is proposed for real skew-symmetric matrix
A ̸= 0 of order n ≥ 3. The block-diagonal factor D contains skew-symmetric invertible blocks of
order 2 and the zero block of order n − rank A, if rank A < n. The matrix Π is an alternate
product of Permutation matrices and Unit Lower triangular matrices with two columns. The
applied approach is economical and contributes to the computational stability. The number of
arithmetic operations ∼ 1

3
n3. The inverse matrix A−1 and the skeletal decomposition of A are

presented in factorized form without additional calculations.
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Keywords: skew-symmetric matrix; multiple factorization; stability; inverse matrix.

1. Introduction

For a skew-symmetric (SS) matrix A the LDLT factorization is well known(see

[1]):

(1.1) PAPT = LDLT .

Here P is a permutation matrix, L is unit lower triangular, D is block diagonal with

SS blocks of order 2 or 1. LT is the matrix transposed to L.

One modification of the LDLT factorization is presented in this paper. It will

be shown that a nonzero SS matrix A ∈ Rn×n of order n ≥ 3 admits ΠDΠT

factorization:

(1.2) A = ΠDΠT .

The block-diagonal factor D consists of invertible blocks of order 2 and one zero

block of order n − rank A (if A is non-invertible). The matrix Π is the alternate

product of permutation matrices and unit lower triangular matrices with two columns.

The proposed method for constructing ΠDΠT factorization is economical and

contributes to the computational stability. The number of arithmetic operations

∼ 1
3n

3 (half the cost of LU factorization). The inverse matrix A−1 and the skeletal

decomposition are presented in multiple factorized form without additional calculations.
25

        https://doi.org/10.54503/0002-3043-2022.57.5-25-32

https://doi.org/10.54503/0002-3043-2022.57.5-25-32


B. N. YENGIBARYAN, N. B. YENGIBARYAN

Factorization ΠDΠT has some similarity with multiple factorization of convolution

https: //meet.google.com/syd-jmcc-ttg integral operators (see [2]).

Notations. We will consider real skew-symmetric (SS) matrices of fixed order

n ≥ 3:

(1.3) A = (akm)
n
k,m=1 ̸= 0, amk = −akm, n ≥ 3,

and their same submatrices. Sizes of matrices will be noted as appropriate.

- The index k in Wk means that the given square matrix has an order k.

- Es is the unit matrix of order s. The notation E is used for En.

- Zero matrix of any size is denoted by 0.

- Λ2 {W} is the leading principal submatrix of order 2 of W .

2. Preparatory factorization

Consider the following SS matrix C (s) of order n− 2s+ 2 ≥ 3:

(2.1) C (s) = (ckm (s))
n
k,m=2s−1 ̸= 0, cmk (s) = −ckm (s) ,

where:

(2.2) 2 ≤ 2s ≤ n− 1, J (s) := Λ2 {C (s)} ≠ 0.

We have:

(2.3) J (s) =

(
0 λ(s)

−λ(s) 0

)
, λ (s) := c2s−1,2s (s) ̸= 0,

∃ J−1 (s) =

(
0 − [λ (s)]

−1

[λ (s)]
−1

0

)
.

Let’s represent C (s) in the form

(2.4) C (s) =

(
J (s) UT (s)
−U (s) G (s)

)
.

Here U(s) is a (n− 2s)× 2 matrix.

The following factorization holds (see [1]):

(2.5) C (s) =

(
E2 0

Ṽ (s) En−2s

)(
J (s) 0
0 W (s)

)(
E2 Ṽ T (s)
0 En−2s

)
.

Here

(2.6) Ṽ (s) = U (s) J−1 (s) ,

the SS matrix W (s) of order n− 2s is the Schur complement of the block J (s):

(2.7) W (s) = G (s) + U (s) J−1 (s)UT (s) .
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Permutation of rows and columns. Let B (s) be nonzero SS matrix of order

n− 2s+ 2 ≥ 3:

(2.8) B (s) = (bkm (s))
n
k,m=2s−1 ̸= 0, bmk (s) = −bkm (s) , 2 ≤ 2s ≤ n− 1.

Unlike C (s), invertibility of block Λ2 {B (s)} is not assumed.

Consider the application of such a permutation P̃ (s), that the SS matrix

(2.9) C (s) = P̃ (s)B (s) P̃T (s)

satisfies condition (2.2) and promotes computational stability (when constructing

(2.5)).

We will assume that the rows and columns of the permutation matrices are

numbered in the same way as B (s): from 2s− 1 to n.

Let bij (s) be any nonzero element of the matrix B (s). By virtue of skew-

symmetry of B (s), one can take i > j:

(2.10) bij (s) ̸= 0, i > j.

Let’s translate the element bij (s) into the position (2s+ 2, 2s+ 1) using the following

two elementary permutation matrices Q (s) and F (s). The matrix Q (s) permutes

rows or columns 2s−1 and i, the matrix F (s) permutes positions 2s and j. Consider

transform (2.9), where

(2.11) P̃ (s) = F (s)Q (s) , P̃T (s) = Q (s)F (s) .

The matrix C (s) determined by (2.9) is skew-symmetric, hence ckk(s) = 0, 2s−1 ≤
k ≤ n.

The Block J (s) = Λ2 {C (s)} has the form (2.3), where

(2.12) λ (s) = bij (s) ̸= 0.

Hence the decomposition (2.5) takes place.

We have:

(2.13) B (s) = P̃T (s)C (s) P̃ (s) .

The following lemma holds.

Lemma 2.1. Skew-symmetric matrix B (s) of the form (2.8) admits factorization

(2.14)

B (s) = P̃T (s)

(
E2 0

Ṽ (s) En−2s

)(
J (s) 0
0 W (s)

)(
E2 Ṽ T (s)
0 En−2s

)
P̃ (s) ,

The permutation matrix P̃ (s) is given by (2.11). Matrices V (s) and W (s) are

determined by (2.6) and (2.7) respectively.

Selected element bij (s) will be called the Pivot element of factorization (2.14).
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Choice of a pivot element. To facilitate the computational stability of constructing

factorization (2.14), one can take as a pivot element bij(s) (any) largest modulus

element of the matrix B(s).

In the framework of pivoting strategy of Bunch (see [1]), the pivot element is

the largest modulus element of the first column (if this column is nonzero). Then

P̃ (s) = Q (s).

The following version of the Bunch strategy can be used. Let the first column

(and first row) of the matrix B (s) be zero or consist of elements small in modulus,

and sometime any element bi,2s (s) of the second column is ‘’sufficiently large”

in modulus. Then J (s) can be formed by translating bi,2s (s) into the position

(2s− 1, 2s), and element b2s,i (s) = −bi,2s (s) into the position (2s, 2s− 1). Then

only one elementary permutation matrix is used, as in the case of the Bunch

strategy. However, the degree of computational stability may be significantly higher.

3. One step of multiple factorization

Consider the following SS matrices A (s) of order n:

(3.1) A (1) = B (1) , A (s) =

(
D (s) 0
0 B (s)

)
, s ≥ 2, 2s ≤ n− 1.

Here B (s) ̸= 0 is a matrix of the form (2.9); D (s) is SS matrix of order 2s− 2.

Factorization (2.14) of B (s) generates the following factorization for A (s), s ≥ 2:

(3.2)

A (s) =

(
E2s 0

0 P̃ (s)

) E2s 0 0
0 E2 0

0 Ṽ (s) En−2s−2

×

×

 D (s) 0 0
0 J (s) 0
0 0 W (s)

 E2s 0 0

0 E2 Ṽ T (s)
0 0 En−2s−2

(
E2s 0

0 P̃T (s)

)
, s ≥ 2.

Let V (s) and P (s) are the following continuations of Ṽ (s) and P̃ (s), up to n-order

matrices:

(3.3) V (s) =

(
0 0

Ṽ (s) 0

)
, P (s) =

(
E2s−2 0

0 P̃ (s)

)
.

Denote also

(3.4) D (s+ 1) =

(
D (s) 0
0 J (s)

)
, B (s+ 1) = W (s) ;

A (s+ 1) =

(
D (s+ 1) 0

0 B (s+ 1)

)
.
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In the new notation equality (3.3) takes the following recursive form at s ≥ 2,

2s ≤ n− 1:

(3.5) A (s) = P (s) (E + V (s))A (s+ 1)
(
E + V T (s)

)
PT (s) .

Equality (3.6) for s = 1 follows from (2.14) in which

(3.6) D (2) = J (1) = Λ2 {C (1)} ≠ 0.

The following lemma holds.

Lemma 3.1. The matrix A (s), s ≥ 1, given by (3.1), admits factorization (3.5),

where V (s), P (s), A (s+ 1) are determined by relations (3.3),(3.4).

Thus, defining matrices Ṽ (s) and W (s) by (2.6) and (2.7), decomposition (2.5)

is constructed, which leads to (3.5).

The matrices V (s) and V T (s) that appear in (3.5) are nilpotent with index 2.

Therefore

(3.7) (E + V (s))
−1

= E − V (s) ,
(
E + V T (s)

)−1
= E − V T .

4. Multiple Factorization

Let the matrix A = A (1) have the form (1.3). Consider the question of recursive

constructing of the following multiple factorizations

(4.1) A = P (1) (E + V (1)) · · ·P (k) (E + V (k)) ·

·A (k + 1)
(
E + V T (k)

)
PT (k) · · ·

(
E + V T (1)

)
PT (1) ,

with suitable values of k ≥ 1, using recurrent relations (3.6).

The existence of (4.1) for k = 1 is contained in Lemma 3.1. Let (4.1) be

constructed for some k ≥ 1. Thus, all intermediate matrices J (s) have been constructed.

It follows from (3.5) that the matrix D (k + 1) of order 2k has the form

(4.2) D (k + 1) =

 J (1) 0 0

0
. . . 0

0 0 J (k)

 , 2 ≤ 2k ≤ n− 1,

with invertible SS blocks J (1) , · · · , J (k) of order 2.

To continue the decomposition (4.1), the matrix A (k + 1) must satisfy conditions

of Lemma 3.1, that is:

(4.3) B (k + 1) ̸= 0 and 2k ≤ n− 3.

These conditions will be violated for some value of k if one of the following two

situations a) and b) arises:
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a) The case of invertible matrix A. Let the number n is even: n = 2m;

k = m− 1 and the matrix B (s+ 1) of order 2 is invertible:

(4.4) 2k = n− 2, B (k + 1) ̸= 0.

Then the matrix B (k + 1) = J (k + 1) joins to the matrix D (s+ 1) as the

last diagonal block.

We obtain the factorization (1.2) where

(4.5) D =

 J (1) 0 0

0
. . . 0

0 0 J (k + 1)



(4.6) Π = P (1) (E + V (1)) · · ·P (k) (E + V (k)) .

b) The case of non-invertible matrix A. Let

(4.7) 2k ≤ n− 1 and B (k + 1) = 0.

Then we obtain the factorization (1.2) where Π is given by (4.6) and

(4.8) D =

(
D (k) 0
0 0

)
,

zero diagonal block of which has the order n− 2k + 2.

Because of invertibility of blocks J (1) , · · · , J (k) we have rank D = rank D (k) =

2k − 2. It follows from invertibility of matrices E + V (s) (see (3.7)) that

(4.9) r := rank A = 2k − 2.

Hence the previously unknown rank r of the matrix A is also determined. The

following Theorem holds.

Theorem 4.1. Any real SS matrix A ̸= 0 of order n ≥ 3 admits complete factorization

(1.2), in which Π is the product of the form (4.6). The equality (4.9) holds. In the

case (4.4) the matrix D has the form (4.5) and r = n. In the case (4.7) the matrix

D has the form (4.8).
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5. Construction of the inverse matrix A−1 and skeletal

decomposition

Construction of the inverse matrix. In the case of invertible matrix A, taking

into account (4.1), we obtain the following expression for A−1:

(5.1)

A−1 = P (1) (E − V (1)) · · ·P (k) (E − V (k))

 J−1 (1) 0 0

0
. . . 0

0 0 J−1 (k + 1)

×

×
(
E − V T (k)

)
P (k) · · ·

(
E − V T (1)

)
P (1)

Numerical construction of the inverse matrix in the form (5.1) does not imply

additional calculations compared with the direct decomposition (4.1), except for

calculating J−1 (k + 1). All other matrices involved in (5.1) were determined when

constructing a direct decomposition (4.1).

Skeletal decomposition. Let r = rank A < n. Then the factorization (4.2) leads

to the following skeletal decomposition of the matrix A:

(5.2) A =

[
Π

(
D (k + 1)

0

)]
.
[(

Er 0
)
ΠT

]
, r = 2k − 2.

Note, that the Skeletal decomposition applies to the construction of the pseudoinverse

matrix A+.

The number of arithmetic operations. The numerical construction of the

decomposition (3.5) is reduced to the calculation of the elements of the matrices

Ṽ (s) and W (s) in accordance with the formulas (2.6), (2.7). In the case of an

invertible matrix, the total number of arithmetic operations is about 1
3n

3 (half

the cost of LU factorization). In the case rank A < n, the number of arithmetic

operations may be significantly less.

After constructing the inverse matrix A−1 in the factorized form (5.2), the

following question arises: Is it necessary to expand the parentheses in the product

P (1) (E − V1) · · ·P (k) (E − Vm) and obtain a three-factor decomposition, while

performing a large amount of additional calculations? We only note that in the

question of solving the equations Ax = b there is no need for it.

Low-rank approximation. Suppose that in the recurrent construction of the

decompositions (3.5). For some all elements of the matrix B (k + 1) are small enough

(according to the chosen criterion of smallness). Then the decomposition can be

stopped, the matrix B (k + 1) is replaced by a zero matrix.
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гранжу и Эренпрейсу) и (частично) - гипоэллиптические по Буренкову опе-
раторы (многочлены). Получаются условия при которых добавление млад-
ших членов к частично - гипоэллиптическому оператору (многочлену) дан-
ного типа не нарушает тип его частчной гипоэллиптичности.
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Ключевые слова: гипоэллиптический (по Хëрмандеру); частично гипоэллип-
тический (по Гордингу, Мальгранжу, Эренпрейсу и Буренкову) оператор (мно-
гочлен); младшие члены.

1. Введение. Вспомогательные предложения

Пусть N множество всех натуральных чисел, N0 = N∪{0}, Nn
0 := N0× ...×N0−

множество n− мерных мультииндексов, т.е. точек α = (α1, ..., αn) : αj ∈ N0,

(j = 1, ..., n), Rn n−мерное евклидово пространство вещественных точек ξ =

(ξ1, ..., ξn), Rn,0 = {ξ ∈ Rn : ξ1 · ... · ξn ̸= 0} и Rn,+ = {ξ ∈ Rn : ξj ≥ 0 (j =

1, ..., n)}.
Для ν ∈ Rn,+, ξ ∈ Rn, α ∈ Nn

0 и k ∈ N, 1 ≤ k < n положим (ξ, ν) :=

ξ1 ν1 + ... + ξn νn, |ν| = ν1 + ... + νn, |ξ| =
√
ξ21 + ...+ ξ2n, ξ

′
:= (ξ1, ..., ξk),

ξ
′′
:= (ξk+1, ..., ξn), ξ = (ξ

′
, ξ

′′
). ξα = ξα1

1 ...ξαn
n , Dα = Dα1

1 , ..., Dαn
n , где Dj =

∂
∂ξj

(j = 1, ..., n).

Пусть R(ξ) =
∑
α
γα ξα многочлен с постоянными коэффициантами, где сумма

распространяется по конечному набору мультииндексов (R) := {α ∈ Nn
0 , γα ̸= 0}.

Введем еще следующие обозначения: для многочлена R и числа k ∈ N, 1 ≤
k < n : через (r) обозначим множество мультииндексов α′ ∈ Nk

0 для которых

1Исследование выполнено при финансовой поддержки тематического фонда Российско -
Армянского университета министерства образования и науки Российской Федерации.
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существует мультииндекс α′′ ∈ Nn−k
0 такой, что α := (α′, α′′) ∈ (R), а для α′ ∈

(r) обозначим (rα′) := {α′′ ∈ Nn−k
0 , α := (α′, α′′) ∈ (R)} и положим

rα′(ξ′′) :=
∑

α′′∈(rα′ )

γ(α′,α′′) (ξ
′′)α

′′
.

Тогда многочлен R можно представить в виде

(1.1) R(ξ) =
∑

α′∈(r)

(ξ′)α
′
rα′(ξ′′).

Определение 1.1 (см. [1], определение 11.1.2 и теорему 11.1.3). Многочлен R

называется гипоэллиптическим, если R(α)(ξ)/R(ξ) := DαR(ξ)/R(ξ) → 0 при

|ξ| → ∞ для любого 0 ̸= α ∈ Nn
0 .

Определение 1.2 (см. [2], [3] или [1], определение 11.2.4 и теорему 11.3.3). Мно-

гочлен R называется частично гипоэллиптическим по Гордингу - Мальгранжу

(далее Г - М - гипоэллиптическим) относительно переменных ξ
′′
:= (ξk+1, ..., ξn)

1 ≤ k < n, если (см. представление (1.1)) многочлен r 0′(ξ
′′) является гипоэллип-

тическим относительно ξ
′′

и для любого 0 ̸= α′ ∈ Nk
0 rα′(ξ′′)/r 0′(ξ

′′) → 0 при

|ξ′′| → ∞.

Определение 1.3 (см. [4] - [5]) Многочлен R называется гипоэллиптическим

по Буренкову (далее Б - гипоэллиптическим) относительно переменных ξ
′
:=

(ξ1, ..., ξk) 1 ≤ k < n, если |R(α′)(ξ)/[1 + |R(ξ)] → 0 при |ξ| → ∞ для любого

0 ̸= α′ ∈ Nk
0 .

Определение 1.4 (см. [6] и [1] определение 10.3.4) Говорят, что оператор P (D)

(многочлен P (ξ)) мощнее (соответственно сильнее) операторa Q(D) (многочле-

на Q(ξ)) и пишут Q < P, (соответственно Q ≺ P, ) если с некоторой посто-

янной C > 0 |Q(ξ)| ≤ C [1 + |P (ξ)|] (соответственно Q̃(ξ) ≤ C P̃ (ξ), где для

оператора R(D)− функция Л. Хëрмандера, определяемая формулой R̃(ξ) :=√∑
|α|≥0 |Dα(ξ)|2) ∀ξ ∈ Rn.

Пусть M = {α1, ..., αM} набор мультииндексов. Многогранником Ньютона на-

бора M назовем наименьший выпуклый многогранник ℜ(M), содержащий все

точки M. Многогранником Ньютона оператора R(D) (многочлена R(ξ)) назо-

вем многогранник Ньютона ℜ((R)) набора (R) ∪ {0}.
Определение 1.5 (см. [7]) Оператор R(D) (многочлен R(ξ)) назовем регуляр-

ным (или невырожденным), если существует число c > 0 такое, что∑
ν∈ℜ((R))

|ξν | ≤ c [1 + |R(ξ)| ] ∀ξ ∈ Rn.
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Гладкость решений линейных дифференциальных уравнений часто определяется

поведением на бесконечности символа (характеристического многочлена) соот-

ветствующего дифференциального оператора. Например, эллиптическим урав-

нениям, все непрерывные решения которых являются аналитическими функци-

ями (вещественных переменных), соответствуют символы, которые бесконечно

возрастают при стремлении аргумента на бесконечность. При этом, скорость та-

кого стремления является оптимальной, т.е. если

(1.1)′ R(D) =

m∑
k=0

Rm−k(D) =:

m∑
k=0

∑
|α|=m−k

γα Dα

эллиптический оператор порядка ordR = m , то существует число σ > 0 такое,

что |Rm(ξ)| + 1 ≥ σ [|ξ|m + 1] ∀ξ ∈ Rn. Отсюда следует, в частности, что a)

Q < R (следовательно Q ≺ R) для любого оператора Q порядок которого не

превосходит m, b) к эллиптическому оператору можно добавить любой оператор

Q порядка ordQ < m, не нарушая его эллиптичность.

Гипоэллиптическим операторам, все непрерывные решения отвечающих им

уравнений которых являются бесконечно дифференцируемыми функциями, так-

же соответствуют символы, которые бесконечно возрастают при стремлении ар-

гумента на бесконечность (см. [1], теорема 11.1.3 ). Однако добавление младшего

члена (конечно представляет интерес только случай когда его порядок строго

меньше порядка данного оператора) может нарушить его гипоэллиптичность.

Символы гиперболических (по Гордингу) операторов уже могут не возрас-

тать на бесконечности. Однако оказывается, что если (см. представление (1.1)′)

главная часть Rm(D) оператора R(D) гиперболичен, то оператор R(D) яв-

ляется гиперболическим тогда и только тогда, когда Rm−k ≺ Rm для всех

k = 1, 2, ...,m (см. [7] - [8] или [1] теорема 12.4.6).

Нахождению условий, при которых тот или иной младший член можно доба-

вить к данному гипоэллиптическому оператору, не нарушая его гипоэллиптич-

ность, посвящены много работ (см., например [9] - [11] ). Но сравнительно мало

изучен этот вопрос для разных частично гипоэллиптических операторов.

Настоящая заметка посвящена этому вопросу и, непосредственно связанный

с этой тематикой, вопросу о сравнении частично гипоэллиптических операторов

разных типов.

Сначала докажем несколько вспомогательных предложений, которыми будем

пользоваться при получении основных результатов.
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Лемма 1.1. Пусть многочлен P (ξ) = P (ξ′, ξ′′) Г - М - гипоэллиптичен отно-

сительно ξ′′ и Q < P. Тогда существует постоянная c > 0 такая, что (см.

представление (1.1) где многочлены {pα′}, и {qα′} и множества (p) и (q)

для многочленов P и Q определяются аналогично тому, как это делалось

для многочлена R)

(1.2)
∑

α′∈(q)

|qα′(ξ′′)| ≤ c [|p 0′(ξ
′′)|+ 1] ∀ξ′′ ∈ Rn−k.

Доказательство. Из условия леммы на многочлен P (см. определение 1.2) сле-

дует существование постоянной c1 ≥ 1 такой, что

c−1
1 [|p 0′(ξ

′′)|+ 1] ≤ |P (ξ)|+ 1 ≤ c1 [|p 0′(ξ
′′)|+ 1] ∀ξ ∈ Rn, |ξ′| ≤ 1.

Отсюда и из условия Q < P следует существование числа c2 > 0 такого, что

(1.3) |Q(ξ)| ≤ c2 [|p 0′(ξ
′′)|+ 1] ∀ξ ∈ Rn, |ξ′| ≤ 1.

Пусть m′ размерность пространства многочленов от k переменных с комплекс-

ными коэффициентами степень которых не превышает dq := max{|α′|, α ∈ (q)}
и пусть множество A := {τ ′(j) ∈ Rk, |τ ′(j)| ≤ 1}m′

j=1 определяется так, что лю-

бой многочлен от k переменных порядка не выше dq, обращающийся в нуль на

множестве A, обращается в нуль тождественно на Rk. Рассмотрим следующую

линейную алгебраическую систему уравнений относительно {qα′ : α′ ∈ (q)}∑
α′∈(q)

[τ ′(j)]α
′
qα′(ξ′′) = Q(τ ′(j), ξ′′) j = 1, ...,m′; ξ′′ ∈ Rn−k.

Из определения множества A следует, что эта система однозначно разрешима

и для любого мультииндекса α′ ∈ (q) существуют числа {cα′,j}m
′

j=1 такие, что

qα′(ξ′′) =
m′∑
j=1

cα′,j Q(τ ′(j), ξ′′) для всех ξ′′ ∈ Rn−k, откуда, в силу (1.3), следует

утверждение Леммы 1.1. □

Ниже мы будем пользоваться следующим легко проверяемым предложением

Предложение 1.1. Пусть r ∈ N, ∅ ≠ Λ ⊂ {α ∈ Nn
0 : |α| = r}. Тогда существуют

векторы λ = (λ1, ..., λn) : λj > 0 (j = 1, ..., n) и β ∈ Λ такие, что

(λ, β) > max{(λ, α) ∀α ∈ Λ \ {β}},

(λ, β) > (λ, α) ∀α ∈ Nn
0 , |α| < r,

(λ, β) < (λ, α) ∀α ∈ Nn
0 , |α| > r.

Лемма 1.2. Если (q)\{0′} ≠ ∅, то, при условиях леммы 1.1 |qα′(ξ′′)|/[ |p0′(ξ′′)|+
1] → 0 при |ξ′′| → ∞ для любого α ∈ (q) : |α′| ≠ 0.
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Доказательство. Предположим обратное, что при условиях леммы существу-

ют постоянная c1 > 0, мультииндекс β′ ∈ (q) : |β′| ̸= 0 и последовательность

{ξ′′(s)}∞s=1 : |ξ′′(s)| → ∞ при s → ∞ такие, что

(1.4) |qβ′(ξ′′(s))| ≥ c1 [ | p 0′(ξ
′′(s))|+ 1] (s = 1, 2, ...).

Обозначим ts := max 0′ ̸=α′∈(q) | qα′(ξ′′(s))| (s = 1, 2, ...). В силу конечности мно-

жества (q) существует мультииндекс γ′ ∈ (q) : |γ′| ≠ 0 и подпоследовательность

последовательности {ξ′′(s)}∞s=1 (которую, не умаляя общности, также обозначим

через {ξ′′(s)}∞s=1 ) для которых |qγ′(ξ′′(s))| = ts для всех s = 1, 2, ...·.
Пусть (q)l := {β′ ∈ (q), |β′| = l (l = 1, 2, ...)} и r максимальная длина тех α′ ∈

(q) : |α′| ≠ 0 для которых
∑

α′∈(q)r
|qα′(ξ′′(s))|/ts ↛ 0 при s → ∞. Тогда, за счет

выбора подпоследовательности последовательности {ξ′′(s)}∞s=1 (которую также

обозначим через {ξ′′(s)}∞s=1) и определения числа r получаем существование

числа c2 ≥ 1 такого, что

(1.5)
∑

α′∈(q)l

|qα′(ξ′′(s))| ≤ c2 ts l = 1, ..., r − 1, s = 1, 2, ...,

(1.6)
∑

α′∈(q)r

|qα′(ξ′′(s))| ≤ c2 ts s = 1, 2, ...

и при s → ∞

(1.7)
∑

α′∈(q)j

|qα′(ξ′′(s)|/ts → 0 j > r.

Из определения и конечности множества (q)r следует, что существуют подпосле-

довательность последовательности {ξ′′(s)}∞s=1 (которую также обозначим через

{ξ′′(s)}∞s=1), непустое множество B(q) ⊂ (q)r и постоянная c3 > 0 для которых

при всех α′ ∈ B(q) ( см. определение последовательности {ts}∞s=1)

(1.8) c−1
3 ts ≤ |qα′(ξ′′(s))| ≤ c3 ts s = 1, 2, ..., s = 1, 2, ...

и для любого β′ ∈ (q)r \ B(q) при s → ∞

(1.9) |qα′(ξ′′(s))|/ts → 0.

В силу определения последовательности {ts} из оценки (1.4) имеем

(1.10) ts ≥ c1/c3 [|p0′(ξ′′(s))|+ 1], s = 1, 2, ...·

Так как B(q) ̸= ∅, то в силу предложения 1.1 существует вектор λ′ = (λ1, ..., λk),

λj > 0 (j = 1, ..., k) и мультииндекс δ′ ∈ B(q) такие, что

(1.11) (λ′, δ′) > (λ′, α′) ∀α′ ∈ (q)l, l < r,
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(1.12) (λ′, δ′) > (λ′, α′) ∀α′ ∈ B(q) \ {δ′},

(1.13) (λ′, δ′) < (λ′, α′) ∀α′ ∈ (q)l, l > r,

Для каждого s ∈ N обозначим

θs := min{ min
α′∈(q)r\B(q)

| qδ
′(ξ′′(s))

qα′(ξ′′(s))
|2/(λ

′,α′),

min
α′∈(q)l, l>r

| qδ
′(ξ′′(s))

qα′(ξ′′(s))
|1/[(λ

′,α′)−(λ′,δ′)], min
0′ ̸=α′∈(p)

| p0
′(ξ′′(s))

pα′(ξ′′(s))
|1/(λ

′,α′)}.

Так как |ξ′′(s)| → ∞ при s → ∞, то из частичной гипоэллиптичности многочлена

P, из соотношений (1.9), (1.7) и из оценки (1.8), в силу соотношений (1.9) и (1.

11) имеем, что θs → ∞ при s → ∞.

Положим ξ(s) = (ξ′(s), ξ′′(s)), где ξ′(s) = (θ
λ1/2
s , ..., θ

λk/2
s ) и рассмотрим поведения

многочленов P и Q на последовательности {ξ(s)} для достаточно больших s.

Так как, в силу определения последовательности {ξ(s)}∞s=1, p0′(ξ
′′(s)) ̸= 0 для

достаточно больших s (см. определения 1.2 и 1.1), то для достаточно больших

s имеем

|P (ξ(s))| ≤
∑

α′∈(p)

θ(λ
′,α′)

s |pα′(ξ′′(s))| = |p 0′(ξ
′′(s))|[1 +

∑
0′ ̸=α′∈(p)

θ(λ
′,α′)

s |pα′(ξ′′(s))

p 0′(ξ′′(s))
| ]

≤ |p 0′(ξ
′′(s))| [1 +

∑
0′ ̸=α′∈(p)

θ−(λ′,α′)
s ].

Так как координаты λ′ положительны и θs → ∞ при s → ∞, то отсюда получаем

при s → ∞

(1.14) |P (ξ(s)) | = | p 0′(ξ
′′(s))|[1 + o(1)].

Рассмотрим следующие четыре возможных случая 1) α′ ∈ (q)l и l < r, 2)

α′ ∈ (q)l и l > r 3) α′ ∈ (q)r \ B(q), 4) α′ ∈ B(q) \ {δ′}.
В случае 1) α′ ∈ (q)l и l < r в силу определения последовательности {ξ(s)}

и оценок (1.11), (1.5), (1.8) имеем при s → ∞

| (ξ
′(s))α

′
qα′(ξ′′(s))

(ξ′(s))δ′ qδ′(ξ′′(s))
| = θ[(λ

′,α′)−(λ′,δ′)]/2
s |qα

′(ξ′′(s))

qδ′(ξ′′(s))
|

(1.15) ≤ θ[(λ
′,α′)−(λ′,δ′)]/2

s

c2 ts

c−1
4 ts

→ 0.

В случае 2) α′ ∈ (q)l и l > r в силу определения последовательности {ξ(s)} и

неравенства (1.13) аналогично имеем при s → ∞
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| (ξ
′(s))α

′
qα′(ξ′′(s))

(ξ′(s))δ′ qδ′(ξ′′(s))
| ≤ θ[(λ

′,α′)−(λ′,δ′)]/2
s θ−[(λ′,α′)−(λ′,δ′)]

s

(1.16) = θ−[(λ′,α′)−(λ′,δ′)]
s /2 → 0.

В случае 3) α′ ∈ (q)r \ B(q), в силу определения последовательности {ξ(s)},
имеем при s → ∞

(1.17) | (ξ
′(s))α

′
qα′(ξ′′(s))

(ξ′(s))δ′ qδ′(ξ′′(s))
| = θ[(λ

′,α′)−(λ′,δ′)]/2
s |qα

′(ξ′′(s))

qδ′(ξ′′(s))
| ≤ θ−(λ′,δ′)/2

s → 0.

В случае 4) α′ ∈ B(q) \ {δ′}. в силу определения последовательности {ξ(s)} и

неравенств (1.8), (1.12) имеем при s → ∞

(1.18) | (ξ
′(s))α

′
qα′(ξ′′(s))

(ξ′(s))δ′ qδ′(ξ′′(s))
| ≤ θ[(λ

′,α′)−(λ′,δ′)]/2
s

c4 ts

c−1
4 ts

→ 0.

Из соотношений (1.15) - (1.18), в силу неравенства (1.8) имеем при s → ∞

|Q(ξ(s))| ≥ |(ξ′(s))δ
′
qδ′(ξ

′′(s))| −
∑

α′∈(q)\{δ′}

|(ξ′(s))α
′
qα′(ξ′′(s))|

(1.19) = θ(λ
′,δ′)/2

s |qδ′(ξ′′(s))| [1− o(1)] ≥ c−1
4 ts θ

(λ′,δ′)/2
s [1− o(1)].

Так как θs → ∞ при s → ∞ то отсюда, в силу (1.14), получаем, что |Q(ξ(s))|/[1+
|P (ξ(s))|] → ∞ при s → ∞. Это противоречит условиям леммы и доказывает

лемму. Лемма 1.2 доказана. □

Докажем еще следующее вспомогательное предложение, которое понадобится

нам далее

Лемма 1.3. Пусть многочлены P и Q такие, что |Q(ξ)|/[1 + |P (ξ)|] → 0 при

|ξ| → ∞. Тогда при для любых l, r ∈ N, l > r и x → ∞

(1.20) f(x) := sup
ξ∈Rn

|xr Q(ξ)|
1 + |xl Q(ξ)|+ |P (ξ)|

→ 0.

Доказательство. Легко усматреть, что при условиях леммы функция f непре-

рывна и ограничена в R1,+. Предположим обратное, что при условиях леммы

соотношение (1.20) нарушается, т.е. существует последовательность {xs}∞s=1 та-

кая, что xs → ∞ при s → ∞ и число c > 0 такие, что

(1.21) f(xs) ≥ c s = 1, 2, ...·
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Из определения функции f в силу (1.21) имеем, что для любого s ∈ N существует

точка ξ(s) ∈ Rn такая, что

(1.22)
|xr

s Q(ξ(s))|
1 + |xl

s Q(ξ(s))|+ |P (ξ(s))|
≥ c

2
s = 1, 2, ...·

Из (1.22) следует, что Q(ξ(s)) ̸= 0 s = 1, 2, ...· Следовательно при s → ∞ имеем

c

2
≤ |xr

sQ(ξ(s))|
|xl

sQ(ξ(s))|
= xr−l

s → 0.

Полученное противоречие доказывает лемму. □

2. Основные результаты

Всюду ниже будем считать, что изучаемые многочлены P,Q,R, ... представ-

лены в виде (1.1), где 1 ≤ k < n, ξ
′
:= (ξ1, ..., ξk), ξ

′′
:= (ξk+1, ..., ξn), ξ = (ξ′, ξ′′).

Теорема 2.1. Пусть многочлен P (ξ) = P (ξ′, ξ′′) Г - М - гипоэллиптичен от-

носително группы переменных ξ′′ и Q < P. Тода многочлен R(ξ) := P (ξ) +

Q(ξ)−Q0′(ξ) также Г-М - гипоэллиптичен относително ξ′′.

Доказательство. Из определения многочлена R следует, что r0′(ξ
′′) = p0′′(ξ

′′)

и rα′(ξ′′) = pα′(ξ′′) + qα′(ξ′′) для любого α′ ∈ Nk
0 .

Так как в силу условия теоремы многочлен p0′′(ξ
′′) гипоэллиптичен как мно-

гочлен от ξ′′, то многочлен r0′(ξ
′′) гипоэллиптичен как многочлен от ξ′′. С

другой стороны, из условия теоремы на многочлен P (см. определение 1.2) и

леммы 1.2 для любого 0 ̸= α′ ∈ Nk
0 имеем |rα′(ξ′′)|/|p0′(ξ′′)| ≤ [pα′(ξ′′)|+ |qα′(ξ′′)|]

/|p0′(ξ′′)| → 0 при |ξ′′| → ∞.

Откуда (см. определение 1.2) получаем, что многочлен R(ξ) Г - М - гипоэл-

липтичен относително переменных ξ′′. □

Следствие 2.1. Пусть многочлен P (ξ) = P (ξ′, ξ′′) Г - М - гипоэллиптичен

относително группы переменных ξ′′. Если для многочлена Q(ξ′′) существуют

мультииндекс 0′ ̸= α′ ∈ Nk
0 и число c > 0 такие, что |(ξ′)α′

Q(ξ′′)| ≤ c [|P (ξ)|+1]

∀ξ ∈ Rn, то для любого мультииндекса β′ ∈ Nk
0 многочлен P (ξ) + (ξ′)β

′
Q(ξ′′) Г

- М - гипоэллиптичен относително ξ′′.

Теорема 2.2. Пусть многочлен P (ξ) = P (ξ′, ξ′′) Б - гипоэллиптичен относи-

телно группы переменных ξ′, при этом многочлен p0′(ξ
′′) = P (0′, ξ′′) гипоэл-

липтичен как многочлен от ξ′′. Тогда многочлен P Г - М - гипоэллиптичен

относително ξ′′.
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Доказательство. По определению 1.2 достаточно показать, что pα′(ξ′′)/p0′(ξ
′′) →

0 при |ξ′′| → ∞. В силу условия теоремы для любого 0 ̸= α′ ∈ Nk
0 имеем при

|ξ′′| → ∞
|pα′(ξ′′)|
|p0′(ξ′′)|

=
|Dα′

P (ξ′, ξ′′)|
α′! |P (ξ′, ξ′′)|

|ξ′=0 → 0,

что доказивает теорему, так как по условию теоремы многочлен p0′(ξ
′′) гипоэл-

липтичен относительно ξ′′. □

Следствие 2.1. Пусть многочлен P (ξ) = P (ξ′, ξ′′) Б - гиперболичен относитель-

но ξ′, при этом многочлен p0′(ξ
′′) = P (0′, ξ′′) гипоэллиптичен как многочлен от

ξ′′. Если Q < P, то многочлен R(ξ) := P (ξ) + Q(ξ) − Q0′(ξ) является Г-М -

гипоэллиптическим относительно ξ′′.

Теорема 2.3. Пусть k = n− 1, ξ′ = (ξ1, ..., ξn−1), ξ′′ = ξn. Если отличный от

постоянной многочлен P (ξ) = P (ξ′, ξ′′) Б - гиперболичен относительно ξ′, то

многочлен P Г - М - гипоэллиптичен относительно ξn.

Доказательство. Из Б - гиперболичности относительно ξ′, многочлена P сле-

дует, что для любого 0 ̸= α ∈ Nn−1
0 при ξ′′ = ξn → ∞

(2.1)
|pα′(ξn)|

1 + |p0′(ξn)|
=

|(Dα′
P )(ξ′, ξn)|

1 + |P (ξ′, ξn)|
|ξ′=0 → 0.

Так как мультииндексы {α′} и последовательности {ξn} произвольные, то их

можно выбирать так, чтобы pα′(ξn) ̸= 0 для всех ξn из этой последовательности.

Тогда из (2.1) следует, что ordp0′(ξn) ≥ 1. Так как любой многочлен одного пере-

менного, отличного от постоянной, гипоэллиптичен, то утверждение настоящей

теоремы непосредственно следует из теоремы 2.2. □

На примерах покажем, что требование k = n − 1 в этой теореме является

существенным.

Пример 2.1. Пусть n = 3, k = 1, т.е. ξ′ = ξ1, ξ′′ = (ξ2, ξ3), P (ξ) = (ξ22 − ξ23)
4

+ξ42 + ξ43 +ξ21 (ξ
2
2 + ξ23). Легко проверить, что это Б - гипоэллиптический много-

член относительно ξ1. Однако из теоремы 2 работы [9] следует, что многочлен

p0′(ξ
′′) = P (0, ξ2, ξ3) = (ξ22 − ξ23)

4 +ξ42 + ξ43 как многочлен двух переменных ξ2, ξ3

не является гипоэллиптическим, поэтому многочлен P не является частично

гипоэллиптическим по ξ2, ξ3.

Пример 2.2. Пусть n = 3, k = 1, т.е. ξ′ = ξ1, ξ′′ = (ξ2, ξ3), P (ξ) = ξ62 ξ
6
3

+ξ42+ξ43 ξ21 (ξ
2
2+ξ23). Легко проверяется, что это Б - гипоэллиптический многочлен

относительно ξ1.
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Так как многогранник Ньютона многочлена p0′ = ξ62 ξ
6
3 +ξ42 + ξ43 не является

вполне правильным, то по лемме 2.1 работы [12] многочлен p0′ не является гипо-

эллиптическим, следовательно, P не является частично гипоэллиптическим по

ξ2, ξ3.

Теорема 2.4. Пусть регулярный (см. определение 1.5) многочлен R Г - М -

гипоэллиптичен относительно ξ′′ = (ξ2, ..., ξn). Тогда он Б - гипоэллиптичен

относительно ξ′ = ξ1.

Доказательство. Предположим обратное, что при условиях теоремы, суще-

ствуют последовательность {ξ(s)}∞s=1 такая, что |ξ(s)| → ∞ при s → ∞, муль-

тииндекс 0 ̸= α′ = α1 ∈ N, и число c1 > 0 такие, что

(2.2)
|(Dα1

1 R)(ξ(s))|
1 + |R(ξ(s))|

≥ c1 s = 1, 2, ..·

Из условия Г - М - гипоэллиптичности многочлена P и из оценки (2.2) следу-

ет, что ξ′(s) = ξ1(s) → ∞ при s → ∞. Так как многочлен R регулярен, то с

некоторыми положительными постоянными c2 и c3 имеем (см. представление

(1.1))

1 + |R(ξ(s))| ≥ c2 [1 +
∑

β∈(R)

|ξβ | ]

(2.3) ≥ c3 [1 +
∑

β′∈(r)

|(ξ′)β
′
rβ′(ξ′′)| ] = c3 [1 +

M∑
β1=0

|ξβ1

1 rβ1
(ξ′′)| ].

Так как из Г - М - гипоэллиптичности многочлена R относительно ξ′′ = (ξ2, ..., ξn)

следует, что rβ′(ξ′′)/[ 1 + |r0(ξ′′)| ] → 0 при ξ′′ → ∞ то из оценок (2.2) - (2.3),

применяя лемму 1.3 имеем, что при s → ∞

c1 ≤
∑

β1≥α1

β1!

(β1 − α1)!

|ξβ1−α1

1 (s) rβ1(ξ
′′(s)) |

1 + |ξβ1(s)
1 rβ1

(ξ′′(s)) |+ |r0(ξ′′(s))|
→ 0.

Полученное противоречие доказывает справедливость утверждения теоремы. □

В силу теоремы 2.4 и основной теоремы работы [4] непосредственно следует

Теорема 2.5. Пусть регулярный оператор P (D′, Dn) с многогранником Нью-

тона ℜ(P ) Г - М - частично гипоэллиптичен, r > 0, Ωr := {x = (x′, xn); x
′ ∈

En−1, |xn| < r}. Тогда любое слабое решение u уравнения P (D′, Dn)u = 0 та-

кое, что ||Dαu||L2(Ω) < ∞ ∀α ∈ ℜ(P ), является бесконечно дифференцируемой

функцией.
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Abstract. Partially hypoelliptical operators (according to Gording, Malgrunge

and Ehrenpreis) and (partially) Burenkov hypoelliptic operators (polynomials) are

compared. Conditions are obtained under which the addition of lower terms to a

partially hypoelliptic operator (polynomial) of a given type does not violate the type

of its partial hypoellipticity.
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Аннотация. Предлагается способ построения общего решения 2n-мерной
системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами,
фундаментальная система которой состоит из n ограниченных и n неогра-
ниченных решений при t → ∞. Алгоритм основан на предварительном ре-
шении двух матричных алгебраических уравнений Риккати и устойчивых
линейных задач Коши. Метод реализован для конечномерного уравнения
переноса излучения, а также для линейной гамильтоновой системы.
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Ключевые слова: неустойчивая система; алгебраическое уравнение Риккати;
уравнение переноса излучения; гамильтонова система.

1. Введение

Рассматривается 2n-мерная система дифференциальных уравнений

(1.1)
dx

dt
= Ax+By, −dy

dt
= Cx+Dy, 0 ≤ t ≤ r,

где A, B, C и D – независящие от t вещественные матрицы n-ого порядка. Пред-

полагается, что среди собственных значений матрицы коэффициентов имеются

числа как с положительными, так и с отрицательными вещественными частями,

т.е. система (1.1) неустойчива.

Надо отметить, что структура общего решения системы дифференциальных

уравнений с постоянными коэффициентами хорошо известна и существуют раз-

личные алгоритмы построения ее общего решения в том или другом случае. Од-

нако, непосредственное построение общего решения путем нахождения собствен-

ных чисел и собственных векторов довольно трудоемко (особенно если матрица

коэффициентов большого размера) и мало применяется на практике. Процесс

для неустойчивой системы усложняется тем, что наряду с убывающими, име-

ются и быстро возрастающие частные решения, которые численно определить с
44
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удовлетворительной точностью очень трудно, особенно если промежуток инте-

грирования не мал. Более того, даже если частные решения и будут определены,

для удовлетворения начальных или краевых условий, придется решить плохо

обусловленную систему алгебраических уравнений.

Ниже всюду предполагается, что фундаментальная система уравнения (1.1)

состоит из n ограниченных и n неограниченных решений при t → +∞. На основе

этого в п.2 предполагается, что следующие две задачи однозначно разрешимы.

Задача А. Система (1.1) рассматривается на полуоси [0; +∞), к уравнениям

(1.1) присоединяются условия

(1.2) x(0) = α, y(t) ограничено при t → +∞.

Задача В. Система (1.1) рассматривается на (−∞; r], к уравнениям (1.1) при-

соединяются условия

(1.3) y(r) = β, x(t) ограничено при t → −∞.

В настоящей работе предлагается способ построения общего решения системы

(1.1). В наших построениях центральное место занимают алгебраические урав-

нения Риккати вида

(1.4) ρA+Dρ+ ρBρ+ C = 0.

Связь между матричными уравнениями Риккати и системами линейных диффе-

ренциальных уравнений давно известна и стала основой плодотворных матема-

тических построений и эффективных численных алгоритмов. Поскольку система

(1.1) рассматривается на конечном промежутке, то, вообще говоря, она ассоци-

ируется с дифференциальным уравнением Риккати

(1.5)
dR

dt
+RA+DR+RBR+ C = 0, 0 ≤ t ≤ r.

Уравнение (1.5) получается, если при решении краевых или начальных задач для

системы (1.1) использовать соотношение y(t) = R(t)x(t), 0 ≤ t ≤ r, последующим

дифференцированием этого равенства.

Использование алгебраического уравнения Риккати связано с полубесконеч-

ным интервалом времени, поэтому, при решении задач на конечном промежут-

ке, механическая аппроксимация дифференциального уравнения Риккати (1.5)

соответствующим алгебраическим уравнением (1.4) вряд ли приведет к удовле-

творительной точности, особенно если интервал [0; r] не очень велик.
45



М. Г. Мурадян

В настоящей работе общее решение системы (1.1) на конечном промежутке

получено посредством алгебраических уравнений Риккати, фактически минуя

дифференциальные уравнения Риккати типа (1.5).

В п.2 излагается общая схема построения общего решения системы (1.1). В

остальных параграфах работы изложено применение развитого метода в неко-

торых конкретных приложениях.

2. Общая схема

Рассмотрим две задачи для матричной системы дифференциальных уравне-

ний

(2.1)
dX

dt
= AX +BY, −dY

dt
= CX +DY,

где X(t) и Y (t) – матрицы n-ого порядка.

Задача АМ. Система (2.1) рассматривается на полуоси [0; +∞), к ней присо-

единяются условия (I – единичная матрица)

(2.2) X(0) = I, Y (t) ограничена при t → +∞.

Задача ВМ. Система (2.1) рассматривается на (−∞; r], к ней присоединяются

условия

(2.3) Y (r) = I, X(t) ограничена при t → −∞.

Очевидно, задачи (2.1)-(2.2) и (2.1)-(2.3) однозначно разрешимы.

Пусть X(t), Y (t) решение задачи (2.1)-(2.2). Очевидно X(t+t0), Y (t+t0) также

удовлетворяют этой задаче, но с начальным значением X(t0), при t = 0. Этим

же условиям удовлетворяют также матрицы-функции X(t)X(t0) и Y (t)X(t0).

Поэтому, из однозначной разрешимости задачи АМ следует, что

X(t+ t0) = X(t)X(t0), Y (t+ t0) = Y (t)X(t0).

Первое равенство означает, что множество X(t) составляет полугруппу, а из вто-

рого соотношения следует, что

(2.4) Y (t) = Y (0)X(t), 0 ≤ t < ∞.

Лемма 2.1. Матрица X(t) обратимая при всех t ∈ [0; +∞).

Доказательство. Пусть для некоторого t0, detX(t0) = 0. Следовательно, для

некоторого ненулевого вектора σ выполняется равенство X(t0)σ = 0. Из (2.4)
46



О ПОСТРОЕНИИ ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ НЕУСТОЙЧИВОЙ ...

следует также Y (t0)σ = 0. Теперь из (2.1)-(2.2) имеем, что вектор функции

X(t)σ, Y (t)σ удовлетворяют системе (1.1) с начальным условием X(0)σ = σ. Од-

нако, как решение задачи Коши с нулевыми начальными условиями, X(t)σ = 0,

Y (t)σ = 0 при всех t ∈ [0; +∞), что противоречит условию X(0)σ = σ. Следова-

тельно равенство detX(t0) = 0 невозможно. Лемма доказана.

Обозначим Y (0) = ρ+, имеем также, что ρ+ = Y (t)X−1(t). Дифференцируя

обе части равенства (2.4), с учетом уравнений (2.1), а также леммы 2.1, для

матрицы ρ+ получаем матричное уравнение Риккати

(2.5) ρA+Dρ+ ρBρ+ C = 0.

Так как Y (t) ограничена при t → +∞, то из структуры общего решения линейной

системы следует, что X(t) также ограничена при t → +∞. Следовательно, X(t)

определяется из устойчивой задачи Коши

(2.6)
dX

dt
= (A+Bρ+)X, X(0) = I.

Обозначим решение задачи (2.6) через X+(t). Таким образом нами доказана

Теорема 2.1. Уравнение (2.5) имеет такое решение ρ+, что задача Коши

(2.6) является устойчивой. При любом векторе u, пара вектор функций x(t) =

X+(t)u, y(t) = ρ+X+(t)u при t → +∞ является ограниченным решением систе-

мы (1.1).

Рассматривая задачи В и ВМ, аналогичным путем можно доказать теорему.

Теорема 2.2. Матричное уравнение Риккати

(2.7) Aρ+ ρD + ρCρ+B = 0

имеет такое решение ρ−, что решение Y −(t) задачи Коши

(2.8) −dY

dt
= (D + Cρ−)Y, Y (r) = I, −∞ < t ≤ r

ограничено при t → −∞. Для любого вектора v, пара вектор функций x(t) =

ρ−Y −(t)v, y(t) = Y −(t)v при t → −∞ является ограниченным решением систе-

мы (1.1).

Комбинируя теоремы 2.1 и 2.2, получаем следующее утверждение. Для про-

извольных векторов u и v пара вектор функций

(2.9)
x(t) = X+(t)u+ ρ−Y −(t)v,

y(t) = ρ+X+(t)u+ Y −(t)v
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являются решением системы (1.1) на любом промежутке [0; r].

Теорема 2.3. Если матрица I−ρ−ρ+ неособенная, то формулы (2.9) представ-

ляют общее решение системы (1.1).

Доказательство. Докажем, что подходящим выбором векторов u и v можно из

(2.9) выделить решение системы (1.1) с произвольными начальными условиями

x(0) = α, y(0) = β. Действительно, из (2.9) имеем

(2.10)

{
u+ ρ−Y −(0)v = α,

ρ+u+ Y −(0)v = β.

Умножая второе уравнение слева на ρ− и вычитая из первого уравнения, полу-

чаем

(I − ρ−ρ+)u = α− ρ−β.

Если матрица I − ρ−ρ+ неособенная, то из этого уравнения определяется вектор

u, после него из второго уравнения (2.10), с учетом detY −(0) ̸= 0, определяется

вектор v. Теорема доказана.

Сформулируем алгоритм построения общего решения системы (1.1)

a) Из уравнений (2.5) и (2.7) определяются матрицы ρ+ и ρ− соответственно.

Единственный аргумент их выбора является устойчивость матриц A +

Bρ+ и D + Cρ−.

б) Из устойчивых задач Коши (2.6) и (2.8) определяются матрицы X+(t) и

Y −(t) при t ∈ [0; r].

в) Общее решение строится по формулам (2.9).

Во многих приложениях, например в теории переноса излучения, рассматри-

вается краевая задача для системы (1.1)

(2.11) x(0) = α, y(r) = β 0 ≤ t ≤ r,

На основе представления (2.9), аналогично доказательству теоремы 2.3, можно

доказать следующее утверждение.

Теорема 2.4. Если матрица I − X−(0)Y +(r) обратимая, то краевая задача

(1.1)-(2.11) однозначно разрешима.
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3. Конечномерная задача переноса излучения

Вследствии дискретизации по направлениям, частотам и др. уравнение пере-

носа излучения сводится к системе дифференциальных уравнений [1, 2]

(3.1)

dx

dτ
= (−A+ L+)x+ L−y ,

−dy

dτ
= L−x+ (−A+ L+)y, 0 ≤ τ ≤ r.

Здесь A и L± независящие от τ квадратные матрицы порядка n, A – диаго-

нальная матрица с положительными элементами ai, L± =
(
ℓ±ij
)

– неотрицатель-

ные матрицы, причем L− – неразложимая матрица. Матрицы L± и A связаны

условием балансности

(3.2)
n∑

j=1

(
ℓ+ij + ℓ−ij

)
= λai, i = 1, 2, . . . , n,

где λ ∈ (0; 1] – вероятность выживания частицы при элементарном акте рассея-

ния, n-мерные вектор-функции x(τ) и y(τ) –интенсивности излучения на глубине

τ по направлениям возрастания и убывания τ соответственно.

Обычно различают две принципиально различные ситуации: диссипативный

случай, когда λ < 1, и консервативный случай, когда λ = 1.

Некоторые результаты настоящего раздела синтезированы из результатов ра-

нее опубликованных работ автора [3, 4].

Для системы (3.1) роль алгебраического уравнения Риккати (2.5) играет сле-

дующее уравнение, относительно квадратной матрицы ρ = (ρi,j):

(3.3) Aρ+ ρA = L− + L+ρ+ ρL+ + ρL−ρ.

Уравнение (3.3) является конечномерным аналогом известного в астрофизике

уравнения Амбарцумяна относительно коэффициента яркости для задачи пере-

носа излучения в однородном полупространстве [5]. Разработан (см. [6]) устой-

чивый алгоритм определения “физического” решения уравнения (3.3). Оно яв-

ляется пределом следующих монотонно возрастающих итераций

Aρn+1 + ρn+1A = L− + L+ρn + ρnL
+ + ρnL

−ρn, ρ0 = 0,

и обладает свойством

(3.4) ρij ≥ 0,

n∑
j=1

ρij ≤ λ, i = 1, 2, . . . , n.

Теорема 3.1. Для уравнения (3.1) задачи А и В однозначно разрешимы.
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Доказательство. Прежде всего отметим, что для системы (3.1) матричные урав-

нения (2.5) и (2.7) совпадают. Поэтому в качестве ρ− можно взять матрицу ρ+,

где под ρ+ подразумевается физическое решение уравнения (3.3). Поэтому име-

ем, что A+Bρ+ = D+Cρ−. Таким образом матрицы X+(τ) и Y −(τ) удовлетво-

ряют задачам Коши:

dX

dτ
= (−A+ L+ + L−ρ+)X, −dY

dτ
= (−A+ L+ + L−ρ+)Y,

X(0) = I, t ≥ 0, Y (r) = I, t ≤ r.

Отсюда следует, что Y −(τ) = X+(r − τ).

Докажем, что спектр системы (3.1) является объединением спектров матриц

−A+L++L−ρ+ и −(−A+L++L−ρ+). Пусть λ – собственное значение матрицы

−A+L++L−ρ+, а u – соответствующий собственный вектор (−A+L++L−ρ+)u =

λu. Из (3.3) следует равенство ρ+(−A+L++L−ρ+) = −L−+Aρ+−L+ρ+. Поэтому

(−L− +Aρ+ − L+ρ+)u = λρ+u Из этих равенств следует, что(
−A+ L+ L−

−L− A− L+

)(
u

ρ+u

)
= λ

(
u

ρ+u

)
,

т.е. λ является собственным значением матрицы коэффициентов G системы (3.1).

Пусть теперь λ является собственным значением матрицы −(−A+L++L−ρ+),

а v – соответствующий собственный вектор (−A+L++L−ρ+)v = −λv. Пользуясь

тем, что ρ+ удовлетворяет уравнению (3.3), нетрудно проверить, что имеет место

равенство (
−A+ L+ L−

−L− A− L+

)(
ρ+v

v

)
= λ

(
ρ+v

v

)
,

т.е. λ является собственным значением матрицы коэффициентов G.

Убедимся, что собственные значения матрицы Q = −A + L+ + L−ρ+ имеют

неположительные вещественные части. Действительно, так как матрица ρ = (ρij)

удовлетворяет условиям (3.4), то с учетом (3.2), имеем

Qij ≥ 0, i ̸= j,

n∑
j=1

Qij ≤ 0, i = 1, 2, . . . , n,

где Qij – элементы матрицы Q. Согласно известным результатам теории матриц

(см. напр. [7], с. 419) собственные значения матрицы Q неположительны.

Таким образом матрица G имеет n собственных значений с неположительными

вещественными частями и еще n собственных значений – с неотрицательными

вещественными частями.
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В диссипативном случае (когда λ < 1), этот результат можно уточнить, а

имеено, в этом случае вещественные части всех собственных значений матрицы

Q отрицательные числа [7]. Отсюда следует, что в диссипативном случае система

(3.1) имеет ровно n линейно независимых решений, стремящихся к нулю при

τ → +∞, и n решений – стремящихся к нулю при τ → −∞. Поэтому задачи А и

В в диссипативном случае однозначно разрешимы.

В консервативном случае (когда λ = 1) 0 является двукратным собственным

значением матрицы G, причем в этом случае [8]

ρij ≥ 0

m∑
j=1

ρij = 1, i = 1, 2, . . . , n.

В работе [4] доказано, что в консервативном случае также задачи А и В имеют

единственное решение. Теорема доказана.

Из доказанной теоремы следует, что для системы (3.1) справедливы утвер-

ждения теорем 2.1 и 2.2. Так как матрицы ρ± удовлетворяют условиям (3.4), то

в диссипатовном случае это условие обеспечивает обратимость матрицы I−ρ−ρ+

(см напр. [7]), поэтому справедлив аналог представления (2.9).

Теорема 3.2. Общее решение системы (3.1) в диссипативном случае представ-

ляется в виде (u и v произвольные n-мерные векторы)

x(τ) = X(τ)u+ ρX(r − τ)v,

y(τ) = ρX(τ)u+X(r − τ)v, 0 ≤ τ ≤ r,

где ρ – решение матричного уравнения (3.3), удовлетворяющая условиям (3.4),

а матрица X(τ) есть решение задачи Коши

dX

dτ
= (−A+ L+ + ρL−)X, X(0) = I.

В работе [4], посредством матриц ρ и X(τ) получено также общее решение

системы (3.1) в консервативном случае.

4. Гамильтонова линейная система

Когда функция Гамильтина есть вещественная квадратичная форма перемен-

ных x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn, то гамильтонова система принимает вид (см.

напр. [9])

(4.1)
dx

dt
= Ax+By, −dy

dt
= Cx+A′y, 0 ≤ t ≤ r,
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где A, B и C независящие от t квадратные матрицы n-ого порядка, а A′ – транс-

понированная матрица, причем C и B симметрические матрицы.

Уравнение Гамильтона (также называемое каноническим уравнением) явля-

ется одним из основных уравнений теоретической механики. Оно играет важную

роль в теории динамических систем, в теории оптимального управления и т.д.

В настоящем разделе результаты п.2 распространяются на систему (4.1). Ос-

новой для этого служит следующий хорошо известный факт [9]: спектр гамиль-

тоновой системы расположен симметрично (с учетом кратности) относительно

мнимой оси, т.е. если α + iβ – собственное значение матрицы коэффициентов

системы (4.1), то собственным значением является также число −α+ iβ.

Рассмотрим тот случай, когда фундаментальная система уравнения (4.1) со-

стоит из n ограниченных и n неограниченных решений при t → +∞. Следова-

тельно, задачи А и В для уравнения (4.1) однозначно разрешимы.

Для системы (4.1) уравнения Риккати (2.5) и (2.7) принимают вид

(4.2) ρA+A′ρ+ ρBρ+ C = 0, Aρ+ ρA′ + ρCρ+B = 0

Из теорем 2.1 и 2.2 следует, что эти уравнения, соответственно, имеют такие

решения ρ+ и ρ−, что следующие задачи Коши устойчивы, первое при t → +∞,

а второе – при t → −∞

(4.3)
dX

dt
= (A+Bρ+)X, X(0) = I; −dY

dt
= (A′ + Cρ−)Y, Y (r) = I.

Таким образом, для реализации нашего подхода, вопрос сводится к определе-

нию матриц ρ+ и ρ−. В теории оптимального управления, для численного реше-

ния уравнений (4.2), помимо других методов (см. напр. [10], применяют также

итерационный процесс, основой которого служит метод Ньютона решения нели-

нейных уравнений [11]).

Для первого уравнения (4.2) определяется последовательность {ρn} следую-

щим соотношением

(4.4) ρn+1(A+Bρn) + (A+Bρn)
′ρn+1 = ρnBρn − C,

где матрица ρ0 выбирается так, чтобы была симметрической, а матрица A+Bρ0

была устойчивой. Эти соотношения (для каждого n) можно представить как

уравнение следующего типа относительно матрицы ρn+1

(4.5) V L+ L′V = −W.
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Уравнение (4.5), называемая уравнением Ляпунова, хорошо известно и разви-

ты эффективные методы его решения (см. напр. [10]). На каждом шагу решая

уравнение Ляпунова определяется матричная последовательность {ρn}.
Если матрица B отрицательно определенная, а C – положительно опреде-

ленная, то стандартными рассуждениями можно показать, что для каждого n,

ρn симметрическая, положительно определенная матрица и последовательность

{ρn} монотонно-убывая (по смыслу положительной определенности) стремится

к положительно определенной матрице ρ+.

Аналогичным образом организуется также итерационная последовательность

для второго нелинейного уравнения (4.2) которая стремится к матрице ρ−.

Сформулируем теперь следующий способ определения общего решения га-

мильтоновой системы (4.1).

(1) Из уравений (4.2) итерационным путем определяются матрицы ρ+ и ρ−

соответственно.

(2) Из устойчивых задач Коши (4.3) определяются матрицы X+(t) и Y −(t)

на промежутке [0; r].

(3) Общее решение системы (4.1) строится по формулам (2.9).

В конце отметим, что результаты настоящей работы можно распространить

на операторный случай, например, когда A, B, C, D интегральные операторы,

независящие от t (для одного частного случая это сделано в работе [12]). Нам

кажется, что здесь могут возникнуть трудности в основном технического ха-

рактера. Нам также кажется, что результаты работы можно распространить на

случай периодических матриц коэффициентов A, B, C и D. Для уравнений пе-

реноса это сделано в работах [13, 14]. В этом случае алгебраическое уравнение

Риккати заменяется дифференциальным уравнением Риккати с периодическими

коэффициентами.

Abstract. A method for constructing of a general solution for a 2n - dimensional

system of differential equations with constant coefficients, the fundamental system of

which consists of n bounded and n unbounded solutions (as t → ∞) is proposed. The

algorithm is based on preliminary solution of two matrix algebraic Riccati equations

and on stable linear Cauchy problems. The proposed method is implemented for

the nite dimensional radiative transfer equation, as well as for a linear Hamiltonian

system.
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Аннотация. В настоящей заметке исследуется класс двумерных интеграль-
ных уравнений типа Вольтерра с монотонной нелинейностью на четверти
плоскости. Такие уравнения встречаются в динамической теории p–адических
струн. Доказывается конструктивная теорема существования положитель-
ного суммируемого и ограниченного решения. Изучается асимптотическое
поведение решения на бесконечности. Приводятся также конкретные при-
меры соответствующих ядер и нелинейностей.

MSC2020 number: 45G05.
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1. Введение

Рассмотрим следующий класс двумерных интегральных уравнений с двумя

нелинейностями типа Вольтерра на четверти плоскости:

(1.1)
B(x, y) =

∞∫
x

∞∫
y

V (x′ − x, y′ − y){G(B(x′, y′)) + ω(x′, y′, B(x′, y′))}dy′dx′,

(x, y) ∈ R+ × R+,

относительно искомой неотрицательной и измеримой на R+×R+ функции B(x, y),

где R+ := [0,+∞). Здесь первая нелинейность G(u) – непрерывная и монотонно

возрастающая на R+ функция удовлетворяющая следующим условиям:

a) G(0) = 0 и существует ее производная G′(0) такая, что 1 < G′(0) < +∞,

причем

(1.2) G(u) ≤ G′(0)u, u ∈ R+,

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Комитета по науке РА в рамках на-
учного проекта No. 21T-1A047
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b) G(u) – выпуклая вверх функция на R+, для которой существует число

η > 0 такое, что G(η) = η.

Вторая нелинейность ω(x, y, u) определена на множестве R+ × R+ × R+, прини-

мает вещественные значения и обладает следующим основными свойствами:

A) ω(x, y, 0) ≡ 0, (x, y) ∈ R+ × R+ и при всяком фиксированном (x, y) ∈
R+ × R+ функция ω(x, y, u) монотонно возрастает по u на R+,

B) ω(x, y, u) удовлетворяет условию Каратеодори по аргументу u на мно-

жестве R+ × R+ × R+, т.е при каждом фиксированном u ∈ R+ функция

ω(x, y, u) измерима по (x, y) на R+×R+ и почти при всех (x, y) ∈ R+×R+

данная функция непрерывна по u на множестве R+.

Ядро V (x, y) определено на множестве R+ × R+ и удовлетворяет следующим

ограничениям:

I) V ∈ L1(R+ × R+) ∩M(R+ × R+),

II) V (x, y) > 0, (x, y) ∈ R+ × R+,
∞∫
0

∞∫
0

V (x, y)dxdy = 1,

где L1(E) – пространство суммируемых функций на множестве E, а M(E) –

пространство существенно ограниченных функций на E.

Уравнение (1.1) возникает в реологических моделях вязкоупругой среды (см.

[1]–[3]). Кроме того такие уравнения встречаются в динамической теории p-

адических струн (см. [4]–[6]). В одномерном случае, когда G(u) = αu, α > 1,

уравнение (1.1) подробно исследовалось в работе [7].

2. Формулировка основного результата. Примеры

Прежде чем накладывать основные условия на функцию ω(x, y, u), введем

некоторые обозначения. Пусть a > 1 – произвольное число.

Рассмотрим вспомогательную функцию на множестве R+ :

(2.1) χa(λ) := a

∞∫
0

∞∫
0

V (x, y)e−λ(x+y)dxdy, λ ∈ R+.

Из условия II) немедленно следует, что справедливы следующие утверждения:

(2.2) χa(0) = a > 1, χa ∈ C(R+), χa(λ) ↓ по λ на R+

и

(2.3) lim
λ→+∞

χa(λ) = 0.
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Следовательно, согласно теореме Больцано-Коши для каждого a > 1 существует

единственное число λ = λ(a) такое, что χa(λ(a)) = 1.

Обозначим через λ∗ = λ∗(G′(0)) единственное положительное решение харак-

теристического уравнения χG′(0)(λ) = 1.

Относительно нелинейности ω(x, y, u) предположим также выполнение следу-

ющих условий:

C) существует число ε > G′(0)− 1 такое, что имеет место неравенство

(2.4) ω(x, y, ηe−λε(x+y)) ≥ εηe−λε(x+y), (x, y) ∈ R+ × R+,

в котором число λε единственным образом определяется из характери-

стического уравнения χ1+ε(λ) = 1,

D) существует ρ(x, y) := eλ
∗(x+y) sup

u∈R+

ω(x, y, u) и ρ(x, y) ↓ по x на R+, ρ(x, y) ↓

по y на R+, причем
∞∫
0

xρ(x, 0)dx < +∞, ρ(0, 0) < +∞.

Основным результатом настоящей заметки является следующая:

Теорема 2.1. При условиях a), b), A) − D), I) и II) уравнение (1.1) имеет по-

ложительное решение в пространстве L1(R+ × R+). Более того, для всех λ ∈
[0, λ∗) имеет место включение

eλ(x+y)B(x, y) ∈ L1(R+×R+)∩M(R+×R+), а eλ
∗(x+y)B(x, y) ∈ M(R+×R+). (∗)

Прежде чем перейдем к доказательству сформулированной теоремы, приве-

дем несколько примеров нелинейностей G,ω и ядра V.

Примеры функций G :

1) G(u) = γ(1− e−u), u ∈ R+, где γ > 1 – числовой параметр,

2) G(u) = γ(1−e−u)+u
2 , u ∈ R+.

Примеры функций ω :

a1) ω(x, y, u) =
2e−λε(x+y)εu

u+ ηe−λε(x+y)
, (x, y, u) ∈ R+ × R+ × R+,

где ε > G′(0)− 1 – числовой параметр,

a2) ω(x, y, u) =
(1− δe−u) εηe−λε(x+y)

1− δ exp(ηe−λε(x+y))
, (x, y, u) ∈ R+ × R+ × R+,

где δ ∈ (0, 1) – числовой параметр, а exp(A) := eA.

Примеры функций V :

b1) V (x, y) =
4

π
e−(x2+y2), (x, y) ∈ R+ × R+,

57



Х. А. Хачатрян, А. С. Петросян

b2) V (x, y) =
b∫
a

e−(x+y)sQ(s)ds, (x, y) ∈ R+ × R+, где Q(s) – непрерывная и

положительная функция на множестве [a, b), 0 < a < b ≤ +∞, причем

(2.5)
b∫

a

Q(s)

s2
ds = 1.

Подробно остановимся на примере a1). Для остальных примеров проверка со-

ответствующих условий осуществляется аналогичным образом. С этой целью

докажем следующую простую лемму:

Лемма 2.1. Имеет место неравенство: λ∗ < λε.

Доказательство. Предположим обратное: λ∗ ≥ λε. Тогда из этого неравенства,

в силу условия II) сразу следует оценка:

(2.6)
∞∫
0

∞∫
0

e−λε(x+y)V (x, y)dxdy ≥
∞∫
0

∞∫
0

e−λ∗(x+y)V (x, y)dxdy.

В силу определения функции χa(λ) из (2.6) получаем 1
1+ε ≥ 1

G′(0) или G′(0) ≥
1 + ε. Последнее неравенство противоречит условию ε > G′(0)− 1. □

Вернемся к примеру a1). Так как ∂ω(x,y,u)
∂u = 2εe−2λε(x+y)η

(u+ηe−λε(x+y))2
> 0, то ω(x, y, u) ↑

по u. Поскольку ω(x, y, u) в a1) из себя представляет непрерывную функцию по

совокупности своих аргументов на множестве R+ × R+ × R+, то условие Кара-

теодори (см условие B)) также выполняется. Заметим, что ω(x, y, ηe−λε(x+y)) =

εηe−λε(x+y), (x, y) ∈ R+ × R+, т.е. условие C) выполняется очевидным образом.

Проверим условие D). Во - первых, несложно заметить, что sup
u∈R+

ω(x, y, u) =

2εe−λε(x+y), (x, y) ∈ R+ × R+. Следовательно, ρ(x, y) = 2εe−(λε−λ∗)(x+y), (x, y) ∈
R+ × R+. Используя доказанную лемму, можем утверждать, что ρ(x, y) ↓ по x

на R+, ρ(x, y) ↓ по y на R+ и
∞∫
0

xρ(x, 0)dx = 2ε
∞∫
0

xe−(λε−λ∗)xdx = 2ε
(λε−λ∗)2 < +∞.

Итак, для примера a1) условия A)−D) выполнены.

3. Доказательство основного результата

Перейдем к доказательству сформулированной теоремы.
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Доказательство. Введем следующие последовательные приближения для

уравнения (1.1):

(3.1)

Bn+1(x, y) =

∞∫
x

∞∫
y

V (x′ − x, y′ − y){G(Bn(x
′, y′)) + ω(x′, y′, Bn(x

′, y′))}dy′dx′,

B0(x, y) = ηe−λε(x+y), (x, y) ∈ R+ × R+, n = 0, 1, 2, . . . ,

где число η > 0 определяется из условия b), а λε – из характеристического урав-

нения χ1+ε(λ) = 1.

Индукцией по n докажем, что

(3.2) Bn(x, y) ↑ по n.

Сперва проверим неравенство B1(x, y) ≥ B0(x, y), (x, y) ∈ R+×R+. Действитель-

но, во-первых заметим, что из условий a) и b) немедленно следует, что G(u) ≥ u,

когда u ∈ [0, η]. Учитывая последнее неравенство, условия C), II), I), из (3.1)

имеем

B1(x, y) ≥
∞∫
x

∞∫
y

V (x′ − x, y′ − y)(ηe−λε(x
′+y′) + ηεe−λε(x

′+y′))dy′dx′ =

= η(1 + ε)

∞∫
x

∞∫
y

V (x′ − x, y′ − y)e−λε(x
′+y′)dy′dx′ =

= η(1 + ε)

∞∫
0

∞∫
0

V (t1, t2)e
−λε(x+t1+t2+y)dt2dt1 =

= η(1 + ε)e−λε(x+y)

∞∫
0

∞∫
0

V (t1, t2)e
−λε(t1+t2)dt2dt1 =

= ηe−λε(x+y)χ1+ε(λε) = ηe−λε(x+y) = B0(x, y).

Предполагая, что Bn(x, y) ≥ Bn−1(x, y), (x, y) ∈ R+ × R+ при некотором n ∈ N,
при этом учитывая монотонность функций G,ω (см. условие A) и условия на

функцию G) по переменной u на R+ и положительность ядра V, из (3.1) полу-

чаем, что Bn+1(x, y) ≥ Bn(x, y), (x, y) ∈ R+ × R+. Имея ввиду непрерывность

функции G(u) и условие Каратеодори на функцию ω(x, y, u) (см. условие B)),

индукцией несложно проверить, что каждый элемент функциональной последо-

вательности {Bn(x, y)}∞n=0 является измеримой функцией на множестве R+×R+.
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Теперь наряду с уравнением (1.1) рассмотрим следующее одномерное инте-

гральное уравнение типа Вольтерра:

(3.3) f(x) = g(x) +

∞∫
x

T (x′ − x)f(x′)dx′, x ∈ R+

оносительно искомой измеримой функции f(x), где

(3.4) g(x) :=
ρ(x, 0)

G′(0)
, x ∈ R+,

(3.5) T (x) =

∞∫
0

Ṽ (x, y)dy, x ∈ R+,

а Ṽ (x, y) допускает представление вида:

(3.6) Ṽ (x, y) = G′(0)V (x, y)e−λ∗(x+y), (x, y) ∈ R+ × R+.

Из условий A) и D) немедленно следует, что

(3.7) g(x) ≥ 0, x ∈ R+, g ∈ L1(R+), m(g) :=

∞∫
0

xg(x)dx < +∞.

Так как число λ∗ - единственное решение характеристического уравнения χG′(0)(λ)

= 1, то из (3.5) и (3.6) следует, что ядро T (x) удовлетворяет условию консерва-

тивности:

(3.8) T (x) > 0, x ∈ R+,

∞∫
0

T (x)dx = 1.

Таким образом, учитывая (3.7) и (3.8) из результатов работы [8] следует, что

уравнение (3.3) имеет положительное суммируемое решение f(x). Убедимся, что

данное решение является также ограниченной функцией. Действительно, так как

ρ(x, 0) ≤ ρ(0, 0) < +∞, G′(0) > 1, x ∈ R+, с учетом условия I), и суммируемости

на R+ решения f(x) из (3.3) будем иметь

f(x) ≤ ρ(0, 0) +
G′(0)

λ∗ sup
(x,y)∈R+×R+

{V (x, y)}e−λ∗x

∞∫
x

f(x′)dx′ ≤

≤ ρ(0, 0) +
G′(0)

λ∗ sup
(x,y)∈R+×R+

{V (x, y)}
∞∫
0

f(x′)dx′ < +∞, x ∈ R+.

Итак, уравнение (3.3) обладает положительным суммируемым и ограниченным

на множестве R+ решением f(x).
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Рассмотрим теперь следующее нелинейное двумерное интегральное уравнение

с нелинейностью G :

(3.9) F (x, y) = g0(x, y)+

∞∫
x

∞∫
y

V (x′−x, y′−y)G(F (x′, y′))dy′dx′, (x, y) ∈ R+×R+

относительно искомой функции F (x, y), где

(3.10) g0(x, y) :=

∞∫
x

∞∫
y

V (x′−x, y′−y)ρ(x′, y′)e−λ∗(x′+y′)dy′dx′, (x, y) ∈ R+×R+.

Сперва убедимся, что

(3.11) 0 ≤ g0(x, y) ≤
ρ(x, 0)

G′(0)
e−λ∗(x+y), (x, y) ∈ R+ × R+.

Действительно, неотрицательность функции g0 сразу вытекает из условий II) и

A). Учитывая условие D) и тот факт, что χG′(0)(λ
∗) = 1, из (3.10) получим

g0(x, y) =

∞∫
0

∞∫
0

V (t1, t2)ρ(x+ t1, y + t2)e
−λ∗(x+t1+y+t2)dt2dt1 ≤

≤ e−λ∗(x+y)ρ(x, 0)

∞∫
0

∞∫
0

V (t1, t2)e
−λ∗(t1+t2)dt2dt1 =

ρ(x, 0)

G′(0)
e−λ∗(x+y), (x, y) ∈ R+×R+.

Рассмотрим теперь следующие простые итерации для вспомогательного уравне-

ния (3.9):

(3.12)
Fn+1(x, y) = g0(x, y) +

∞∫
x

∞∫
y

V (x′ − x, y′ − y)G(Fn(x
′, y′))dy′dx′,

F0(x, y) = g0(x, y), n = 0, 1, 2, . . . , (x, y) ∈ R+ × R+.

Учитывая неотрицательность функции g0, положительность ядра V и монотон-

ность нелинейности G индукцией по n несложно доказать, что

(3.13) Fn(x, y) ↑ по n, (x, y) ∈ R+ × R+.

В силу непрерывности G и условия B) индукцией можно также проверить, что

каждый элемент из функциональной последовательности {Fn(x, y)}∞n=0 является

измеримой функцией на R+ × R+.

Ниже подробно докажем, что

(3.14) Fn(x, y) ≤ e−λ∗(x+y)f(x), (x, y) ∈ R+ × R+, n = 0, 1, 2, . . . .

Неравенство (3.14) для n = 0 сразу следует из цепочки неравенств:

F0(x, y) = g0(x, y) ≤
ρ(x, 0)

G′(0)
e−λ∗(x+y) = g(x)e−λ∗(x+y) ≤ f(x)e−λ∗(x+y), (x, y) ∈ R+×R+.
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Предположим, что (3.14) имеет место при некотором n ∈ N. Тогда учитывая

неравенства (1.2), (3.11), монотонность функции G и положительность ядра V,

а также обозначения (3.5), (3.6), из (3.12) будем иметь

Fn+1(x, y) ≤ g0(x, y) +

∞∫
x

∞∫
y

V (x′ − x, y′ − y)G(e−λ∗(x′+y′)f(x′))dy′dx′ ≤

≤ ρ(x, 0)

G′(0)
e−λ∗(x+y) +G′(0)

∞∫
x

∞∫
y

V (x′ − x, y′ − y)e−λ∗(x′+y′)f(x′)dy′dx′ =

=
ρ(x, 0)

G′(0)
e−λ∗(x+y) + e−λ∗yG′(0)

∞∫
x

f(x′)e−λ∗x′
∞∫
0

V (x′ − x, z)e−λ∗zdzdx′ =

=
ρ(x, 0)

G′(0)
e−λ∗(x+y) + e−λ∗(x+y)

∞∫
x

T (x− x′)f(x′)dx′ = f(x)e−λ∗(x+y).

Таким образом из (3.13) и (3.14) получаем поточечную сходимость последова-

тельности измеримых функций {Fn(x, y)}∞n=0 : lim
n→∞

Fn(x, y) = F (x, y), (x, y) ∈
R+ ×R+. Согласно предельной теореме Б. Леви (см. [9]) F (x, y) почти всюду на

R+ × R+ удовлетворяет уравнению (3.9).

Из (3.13) и (3.14) следует также, что предельная функция F (x, y) удовлетво-

ряет следующему двустороннему неравенству:

(3.15) g0(x, y) ≤ F (x, y) ≤ e−λ∗(x+y)f(x), (x, y) ∈ R+ × R+.

Так как f ∈ L1(R+) ∩M(R+) и g0(x, y) ≥ 0, (x, y) ∈ R+ × R+, то из (3.15), во -

первых, получаем, что F ∈ L1(R+ × R+) ∩M(R+ × R+), а, во - вторых,
∞∫
0

∞∫
0

F (x, y)dxdy ≤ 1

λ∗

∞∫
0

e−λ∗xf(x)dx < +∞.

Наконец перейдем к уравнению (1.1). В последовательных приближениях (3.1)

докажем, что

(3.16) Bn(x, y) ≤ ηe−λ∗(x+y) + F (x, y), (x, y) ∈ R+ × R+, n = 0, 1, 2, . . . .

Так как λε > λ∗ (см. лемму), то в силу (3.15) имеем

B0(x, y) = ηe−λε(x+y) ≤ ηe−λ∗(x+y) ≤ ηe−λ∗(x+y) + F (x, y), (x, y) ∈ R+ × R+.

Предполагая, что неравенство (3.16) выполняется при некотором натуральном

n, при этом имея в виду положительность ядра V монотонность функций G,ω а

также следующее легко проверяемое неравенство для выпуклых вверх функций
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(со свойствами a) и b)) (см. например [10]): G(u1 + u2) ≤ G(u1) +G(u2), u1, u2 ∈
R+, из (3.1) получаем

Bn+1(x, y) ≤
∞∫
x

∞∫
y

V (x′ − x, y′ − y){G(ηe−λ∗(x′+y′) + F (x′, y′))+

+ω(x′, y′, ηe−λ∗(x′+y′) + F (x′, y′))}dy′dx′ ≤

≤
∞∫
x

∞∫
y

V (x′ − x, y′ − y){G(ηe−λ∗(x′+y′) + F (x′, y′)) + ρ(x′, y′)e−λ∗(x′+y′)}dy′dx′ ≤

≤
∞∫
x

∞∫
y

V (x′ − x, y′ − y)G(ηe−λ∗(x′+y′))dy′dx′+

+

∞∫
x

∞∫
y

V (x′ − x, y′ − y)G(F (x′, y′))dy′dx′ + g0(x, y) ≤

≤ F (x, y) + ηG′(0)

∞∫
x

∞∫
y

V (x′ − x, y′ − y)e−λ∗(x′+y′)dy′dx′ =

= F (x, y) + ηG′(0)e−λ∗(x+y)

∞∫
0

∞∫
0

V (t1, t2)e
−λ∗(t1+t2)dt2dt1 =

= F (x, y) + ηe−λ∗(x+y)χG′(0)(λ
∗) = F (x, y) + ηe−λ∗(x+y).

Итак, оценка (3.16) доказана. Следовательно, учитывая (3.2) и (3.16) заключаем,

что последовательность измеримых функций {Bn(x, y)}∞n=0 имеет поточечный

предел при n → ∞ : lim
n→∞

Bn(x, y) = B(x, y). Предельная функция B(x, y) в силу

условия B) и теоремы Б. Леви удовлетворяет почти всюду на R+×R+ уравнению

(1.1). Из (3.2) и (3.16) следует также, что имеет место

(3.17) ηe−λε(x+y) ≤ B(x, y) ≤ ηe−λ∗(x+y) + F (x, y), (x, y) ∈ R+ × R+

Учитывая (3.15), из (3.17) приходим к двойной оценке

(3.18) ηe−λε(x+y) ≤ B(x, y) ≤ ηe−λ∗(x+y) + e−λ∗(x+y)f(x), (x, y) ∈ R+ × R+.

В силу ограниченности функции f(x), из (3.18), сразу приходим к включениям:

eλ(x+y)B(x, y) ∈ L1(R+×R+)∩M(R+×R+), λ ∈ [0, λ∗), eλ
∗(x+y)B(x, y) ∈ M(R+×

R+). □

Замечание 3.1. Вопрос единственности построенного решения до сих пор оста-

ется открытой проблемой.
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Замечание 3.2. На самом деле для решения B(x, y) мы получили более сильную

асимптотику (см. (3.18)), из которой, в частности, следует (∗).

Abstract. In this note, we study a class of two-dimensional integral equations

of the Volterra type with monotonic nonlinearity on a quarter-plane. Such equations

are encountered in the dynamical theory of p - adic strings. A constructive existence

theorem is proved for a positive summable and bounded solution. The asymptotic

behavior of the solution at infinity is studied. Specific examples of the corresponding

kernels and nonlinearities are also given.
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Аннотация. В работе рассматривается система нелинейных интегральных
уравнений типа свертки на всей прямой. Данная система встречается во мно-
гих разделах математической физики и математической биологии. Исследу-
ются вопросы существования и отсутствия нетривиальных ограниченных ре-
шений. Доказывается также теорема единственности решения в определен-
ном классе ограниченных функций. В конце работы приводятся прикладные
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1. Введение

Настоящая работа посвящена исследованию следующей системе интегральных

уравнений типа свертки с монотонной нелинейностью:

(1.1) fi(x) =
n∑

j=1

∞∫
−∞

Kij(x− t)Gj(fj(t))dt, x ∈ R := (−∞,+∞), i = 1, 2, . . . , n

относительно искомой непрерывной вектор-функции f(x) := (f1(x), . . . , fn(x))
T

(T – знак транспонирования). В системе (1.1) ядра {Kij(x)}n×n
i,j=1 определены на

множестве R и удовлетворяют следующим условиям:

1) Kij(x) > 0, x ∈ R, Kij ∈ L1(R) ∩M(R), i, j = 1, 2, . . . , n,

2) Kij(x) = Kji(x), x ∈ R, Kij(−τ) = Kij(τ), τ ∈ R+ := [0,+∞), i, j =

1, 2, . . . , n,

3) Kij(x) монотонно убывает по x на множестве R+, i, j = 1, 2, . . . , n,

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Комитета по науке РА в рамках на-
учного проекта No. 21T-1A047
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4) r(A) = 1, A := (aij)
n×n
i,j=1, aij :=

∞∫
−∞

Kij(x)dx, i, j = 1, 2, . . . , n, где r(A)

спектральный радиус матрицы A, т.е наибольшее абсолютное значение

собственных значений матрицы A,

5)
∞∫

−∞
|x|Kij(x)dx < +∞, i, j = 1, 2, . . . , n.

Учитывая условия 1) − 4), в силу теоремы Перрона-Фробениуса (см. [1]), су-

ществует вектор η = (η1, η2, . . . , ηn)
T с положительными координатами ηi, i =

1, 2, . . . , n, такой, что

(1.2)
n∑

j=1

aijηj = ηi, i = 1, 2, . . . , n.

В дальнейших рассуждениях нам понадобятся следующее обозначение:

(1.3) η∗i :=
ηi

min
1≤i≤n

ηi
, i = 1, 2, . . . , n.

Нелинейности {Gj(u)}nj=1 определены и непрерывны на множестве R, причем

обладают следующими свойствами:

a) Gj(−u) = −Gj(u), u ∈ R+, j = 1, 2, . . . , n,

b) функции {Gj(u)}nj=1 выпуклы вверх на множестве R+,

c) y = Gj(u) монотонно возрастает по u на множестве R, j = 1, 2, . . . , n,

d) Gj(η
∗
j ) = η∗j , j = 1, 2, . . . , n, где числа η∗j ≥ 1, j = 1, 2, . . . , n определяются

согласно формуле (1.3).

Система нелинейных уравнений (1.1) имеет применение в различных направле-

ниях современного естествознания. Такие системы встречаются в динамической

теории p - адических открыто-замкнутых струн для скалярного поля тахионов,

в кинетической теории газов (при изучении интегро-дифференциального урав-

нения Больцмана в рамках нелинейной модифицированной модели Бхатнагара-

Гросса-Крука), в теории нелинейного переноса излучения в спектральных лини-

ях, в математической теории пространственно-временного распространения пан-

демии (см. [2]-[8]).

Вопросы существования нетривиального знакопеременного нечетного непре-

рывного и ограниченного решения для системы (1.1) обсуждались в работе [9].

Соответствующие скалярные нелинейные интегральные уравнения подробно ис-

следовались в работах [10]-[15].

Следует отметить, что вопросы существования положительных и ограничен-

ных решений для соответствующих систем нелинейных интегральных уравнений
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на положительной полупрямой (т.е когда интегрирование совершается на множе-

стве R+) изучены в работах [16], [17] в случае когда ядра {Kij(x)}nj=1 не обладают

свойством симметричности 2). В отмеченных работах, в основном используя ин-

струменты из линейной теории векторных консервативных интегральных урав-

нений Винера-Хопфа, удается построить однопараметрическое семейство поло-

жительных монотонных непрерывных и ограниченных решений.

В настоящей работе мы будем заниматься вопросами существования и отсут-

ствия нетривиальных ограниченных решений для нелинейной системы (1.1) при

условиях 1)−5) и a)−d). Будет также доказана теорема единственности решения

в определенном классе ограниченных функций. В конце мы приведем конкрет-

ные прикладные примеры ядер {Kij(x)}n×n
i,j=1 и нелинейностей {Gj(u)}nj=1.

2. Обозначения и вспомогательные факты

Обозначим через Qi(u), обратную функцию к функции Gi(u), i = 1, 2, . . . , n на

множестве R (в силу свойств a)− c) существование такой функции обеспечено).

Из свойств a) − d) сразу следует, что для каждого i ∈ {1, 2, . . . , n} существует

εi ∈ (0, 1) такое, что уравнение Qi(u) = εiu имеет единственное положительное

решение ξi, причем ξi < η∗i .

Рассмотрим следующие характеристические уравнения:

(2.1)
n∑

j=1

η∗j

∞∫
0

Kij(t)e
−ptdt =

εiη
∗
i

2
, i = 1, 2, . . . , n

относительно переменной p > 0. В работе [9] показано, что для любого i ∈
{1, 2, . . . , n} характеристическое уравнение (2.1) обладает единственным поло-

жительным решением pi. Обозначим через p∗ := min{p1, p2, . . . , pn}.
Наряду с системой (1.1) рассмотрим следующую видоизмененную нелинейную

систему:

(2.2) Qi(Fi(x)) =

n∑
j=1

∞∫
−∞

Kij(x− t)Fj(t)dt, x ∈ R, i = 1, 2, . . . , n

относительно непрерывной вектор-функции F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x))
T .

В той же работе [9] доказано, что система нелинейных интегральных уравне-

ний (2.2) имеет нетривиальное знакопеременное нечетное непрерывное и ограни-

ченное на R решение, причем
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I) ξ∗i (1− e−p∗x) ≤ Fi(x) ≤ η∗i , x ∈ R+, i = 1, 2, . . . , n, где

(2.3) ξ∗i := min
1≤i≤n

(
ξi
η∗i

)
η∗i , i = 1, 2, . . . , n,

II) y = Fi(x) монотонно неубывает на множестве R, i = 1, 2, . . . , n,

III) lim
x→+∞

Fi(x) = η∗i , i = 1, 2, . . . , n,

IV) η∗i − Fi ∈ L1(R+), i = 1, 2, . . . , n.

Очевидно, что вектор функция f(x) = (Q1(F1(x)), Q2(F2(x)), . . . , Qn(Fn(x)))
T

будет решением системы (1.1). Заметим, что

(2.4) η∗i − fi ∈ L1(R+), i = 1, 2, . . . , n.

Действительно, учитывая неравенства I), включение IV ), условия 1), 5), моно-

тонность функций {Qi(u)}ni=1 по u на R, а также соотношения Qi(η
∗
i ) = η∗i ,

i = 1, 2, . . . , n, в силу теоремы Фубини (см. [18]), из (2.2) будем иметь

0 ≤ η∗i − fi(x) = η∗i −Qi(Fi(x)) =

n∑
j=1

∞∫
−∞

Kij(x− t)(η∗j − Fj(t))dt ∈ L1(R+),

ибо

0 ≤
∞∫

−∞

Kij(x−t)(η∗j−Fj(t))dt =

0∫
−∞

Kij(x−t)(η∗j−Fj(t))dt+

∞∫
0

Kij(x−t)(η∗j−Fj(t))dt ≤

≤ η∗j

∞∫
x

Kij(τ)dτ +

∞∫
0

Kij(x− t)(η∗j − Fj(t))dt ∈ L1(R+), i, j = 1, 2, . . . , n.

В силу нечетности функций {Qi(u)}ni=1 и {Fi(x)}ni=1 можно утверждать, что

(2.5) η∗i + fi ∈ L1(R \ R+), i = 1, 2, . . . , n,

(2.6) fi(−x) = −fi(x), i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R+.

Из предельного соотношения III) с учетом непрерывности функций {Qi(u)}ni=1

и соотношений Qi(η
∗
i ) = η∗i , i = 1, 2, . . . , n, заключаем, что

(2.7) lim
x→±∞

fi(x) = ±η∗i , i = 1, 2, . . . , n.

Из нечетности функций {Gj(u)}nj=1 следует, что системе (1.1) удовлетворяет так-

же вектор-функция f∗(x) = (−f1(x),−f2(x), . . . ,−fn(x))
T .
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Замечание 2.1. Рассмотрим следующую систему нелинейных интегральных

уравнений:

(2.8) φi(x) =

n∑
j=1

∞∫
−∞

Kij(x− t)G∗
j (φj(t))dt, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R

относительно вектор-функции φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T , где

(2.9) G∗
j (u) = η∗j −Gj(η

∗
j − u), u ∈ R, j = 1, 2, . . . , n.

Прямой проверкой можно убедиться, что тогда функции

φ±
i (x) := η∗i ± fi(x), i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R

удовлетворяют системе (2.8). Из (1.2), (2.4) - (2.7) сразу следует, что

A) 0 ≤ φ±
i (x) ≤ 2η∗i , φ

±
i (x) ̸≡ 0, φ±

i (x) ̸≡ η∗i , φ
±
i (x) ̸≡ 2η∗i , i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R,

B) φ−
i ∈ L1(R+), φ+

i ∈ L1(R \ R+), lim
x→∓∞

φ±
i (x) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Возникает естественный вопрос: система нелинейных интегральных уравне-

ний (1.1) может иметь нетривиальное неотрицательное (неположительное)

решение в конусном отрезке [0, η∗1 ]× [0, η∗2 ]× . . . [0, η∗n] с одинаковыми предельны-

ми значениями в ±∞ ?

Ответ на этот вопрос можно получить в §3. Прежде чем перейдем к изучению

данного вопроса докажем следующую важную вспомогательную лемму:

Лемма 2.1. Пусть элементы матрицы A = (aij)
n×n
i,j=1 положительны, причем

aij = aji и r(A) = 1. Тогда, если нелинейности {Gj(u)}nj=1 удовлетворяют усло-

виям a)− d), то система нелинейных алгебраических уравнений

(2.10) ci =

n∑
j=1

aijGj(cj), j = 1, 2, . . . , n

в классе M := {x := (x1, x2, . . . , xn)
T : xi ≥ 0, x ̸≡ 0, i = 1, 2, . . . , n} обладает

единственным решением ci = η∗i , i = 1, 2, . . . , n.

Доказательство. Во-первых заметим, что в силу условия d) и соотношения

(1.2) c = (η∗1 , η
∗
2 , . . . , η

∗
n)

T является решением системы (2.10). Докажем, что в

классе M система (2.10) других решений не имеет. Предположим обратное: си-

стема (2.10) обладает также решением c̃ := (c̃1, c̃2, . . . , c̃n)
T , c̃ ̸= c. Рассмотрим

разность:

(2.11) |η∗i − c̃i| ≤
n∑

j=1

aij |η∗j −Gj(c̃j)|, i = 1, 2, . . . , n.
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Умножим обе части неравенства (2.11) на Gi(c̃i), i = 1, 2, . . . , n и просуммируем

полученное неравенство по всем i = 1, 2, . . . , n. Тогда, учитывая симметричность

матрицы A, будем иметь
n∑

i=1

Gi(c̃i)|η∗i − c̃i| ≤
n∑

i=1

(

n∑
j=1

aij |η∗j −Gj(c̃j)|)Gi(c̃i) =

=

n∑
j=1

|η∗j −Gj(c̃j)|
n∑

i=1

aijGi(c̃i) =

n∑
j=1

|η∗j −Gj(c̃j)|
n∑

i=1

ajiGi(c̃i) =

n∑
j=1

|η∗j −Gj(c̃j)|c̃j ,

откуда следует, что

(2.12)
n∑

i=1

(Gi(c̃i)|η∗i − c̃i| − |η∗i −Gi(c̃i)|c̃i) ≤ 0.

Ясно, что

(2.13)
n∑

i=1

(Gi(c̃i)|η∗i − c̃i| − |η∗i −Gi(c̃i)|c̃i) =
∑
i∈P

(Gi(c̃i)|η∗i − c̃i| − |η∗i −Gi(c̃i)|c̃i),

где

(2.14) P := {i ∈ {1, 2, . . . , n} : c̃i ̸= η∗i , c̃i ̸= 0}.

Следовательно, учитывая (2.13) и (2.12), приходим к неравенству

(2.15)
∑
i∈P

|η∗i − c̃i|c̃i
(
Gi(c̃i)

c̃i
− |η∗i −Gi(c̃i)|

|η∗i − c̃i|

)
≤ 0.

Заметим теперь, что в силу монотонности и выпуклости вверх на R+ функций

{Gj(u)}nj=1 для всех i ∈ P имеет место неравенство

(2.16)
Gi(c̃i)

c̃i
>

|η∗i −Gi(c̃i)|
|η∗i − c̃i|

Неравенства (2.15) и (2.16) приводят к противоречию. Следовательно, c̃ = c =

(η∗1 , η
∗
2 , . . . , η

∗
n)

T является единственным решением системы (2.10) в классе век-

торов M. □

3. Отсутствие нетривиальных неотрицательных (неположительных)

решений для системы (1.1).

Теорема 3.1. При условиях 1)−5) и a)−d) система нелинейных интегральных

уравнений (1.1) в конусном отрезке [0, η∗1 ]× [0, η∗2 ]× . . . [0, η∗n] не может иметь

нетривиальное неотрицательное (неположительное) решение с одинаковыми

предельными значениями в ±∞.
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Доказательство. В силу нечетности нелинейностей {Gj(u)}nj=1 достаточно до-

казать отсутствие нетривиальных неотрицательных решений указанными выше

свойствами. Предположим обратное: система нелинейных интегральных урав-

нений (1.1) имеет нетривиальное неотрицательное решение в конусном отрезке

[0, η∗1 ]× [0, η∗2 ]× . . . [0, η∗n], причем существуют lim
x→±∞

fi(x) = ci, i ∈ 1, 2, . . . , n. Так

как по предположению 0 ≤ fi(x) ≤ η∗i , x ∈ R+, i ∈ 1, 2, . . . , n, то ci ∈ [0, η∗i ], i ∈
1, 2, . . . , n. Так как свертка суммируемой и ограниченной функций из себя пред-

ставляет непрерывную функцию (см. [19]), то в силу условий 1), a), c) и d) за-

ключаем, что fi ∈ C(R), i = 1, 2, . . . , n.

Перейдем в обеих частях системы (1.1) к пределу, когда x → ±∞. Тогда,

используя следующее известное предельное соотношение для операции свертки

(см. [20]):

lim
x→±∞

∞∫
−∞

K(x− t)ϕ(t)dt = ϕ(±∞)

∞∫
−∞

K(u)du,

с учетом непрерывности функций {Gj(u)}nj=1 из (1.1) приходим к системе нели-

нейных алгебраических уравнений (2.10), в которой aij =
∞∫

−∞
Kij(x)dx, i, j =

1, 2, . . . , n. Так как Kij(x) = Kji(x), x ∈ R, i, j = 1, 2, . . . , n, r(A) = 1 и Gj(0) =

0, j = 1, 2, . . . , n, то согласно доказанной лемме либо ci = 0, i = 1, 2, . . . , n, либо

ci = η∗i , i = 1, 2, . . . , n.

Ниже убедимся, что

• если ci = 0, i = 1, 2, . . . , n, то fi ∈ L1(R), i = 1, 2, . . . , n,

• если же ci = η∗i , i = 1, 2, . . . , n, то η∗i − fi ∈ L1(R), i = 1, 2, . . . , n.

Пусть ci = 0, i = 1, 2, . . . , n. Тогда существуют числа r1 > 0 и r2 < 0 такие, что

(3.1) 0 ≤ fi(x) <
η∗i
2
, x > r1, i = 1, 2, . . . , n,

(3.2) 0 ≤ fi(x) <
η∗i
2
, x < r2, i = 1, 2, . . . , n,

Используя неравенства 0 ≤ fi(x) ≤ η∗i , x ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, соотношение (1.2), а

также условия 4), 5), a), c) и d), в силу теоремы Фубини из (1.1) для произволь-

ного R > r1 будем иметь

0 ≤
R∫

r1

(η∗i − fi(x))dx =

n∑
j=1

R∫
r1

∞∫
−∞

Kij(x− t)(η∗j −Gj(fj(t)))dtdx =
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=

n∑
j=1

R∫
r1

0∫
−∞

Kij(x−t)(η∗j−Gj(fj(t)))dtdx+

n∑
j=1

R∫
r1

∞∫
0

Kij(x−t)(η∗j−Gj(fj(t)))dtdx ≤

≤
n∑

j=1

η∗j

R∫
r1

∞∫
x

Kij(τ)dτdx+

n∑
j=1

R∫
r1

r1∫
0

Kij(x− t)(η∗j −Gj(fj(t)))dtdx+

+

n∑
j=1

R∫
r1

R∫
r1

Kij(x−t)(η∗j −Gj(fj(t)))dtdx+

n∑
j=1

R∫
r1

∞∫
R

Kij(x−t)(η∗j −Gj(fj(t)))dtdx ≤

≤
n∑

j=1

η∗j

∞∫
0

∞∫
x

Kij(τ)dτdx+

n∑
j=1

η∗j

∞∫
r1

r1∫
0

Kij(x− t)dtdx+

+

n∑
j=1

R∫
r1

R∫
r1

Kij(x− t)(η∗j −Gj(fj(t)))dtdx+

n∑
j=1

η∗j

R∫
0

∞∫
R

Kij(x− t)dtdx =

=

n∑
j=1

η∗j

∞∫
0

τKij(τ)dτ +

n∑
j=1

η∗j

∞∫
r1

x∫
x−r1

Kij(y)dydx+

n∑
j=1

η∗j

R∫
0

x−R∫
−∞

Kij(y)dydx+

+

n∑
j=1

R∫
r1

R∫
r1

Kij(x−t)(η∗j−Gj(fj(t)))dtdx ≤
n∑

j=1

η∗j

∞∫
0

τKij(τ)dτ+

n∑
j=1

η∗j

∞∫
r1

∞∫
x−r1

Kij(y)dydx+

+

n∑
j=1

η∗j

0∫
−∞

z∫
−∞

Kij(y)dydz +

n∑
j=1

R∫
r1

R∫
r1

Kij(x− t)(η∗j −Gj(fj(t)))dtdx ≤

≤ 2

n∑
j=1

η∗j

∞∫
0

τKij(τ)dτ +

n∑
j=1

η∗j

0∫
−∞

Kij(y)(−y)dy +

n∑
j=1

aij

R∫
r1

(η∗j −Gj(fj(t)))dt =

= 3

n∑
j=1

η∗j

∞∫
0

τKij(τ)dτ +
n∑

j=1

aij

R∫
r1

(η∗j −Gj(fj(t)))dt.

Итак, мы получили следующую двойную оценку:

(3.3) 0 ≤
R∫

r1

(η∗i − fi(x))dx ≤ γi +

n∑
j=1

aij

R∫
r1

(η∗j −Gj(fj(t)))dt, i = 1, 2, . . . , n,

где

(3.4) γi := 3

n∑
j=1

η∗j

∞∫
0

τKij(τ)dτ, i = 1, 2, . . . , n.

72



ОБ ОДНОЙ СИСТЕМЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ...

Умножим обе части неравенства (3.3) на η∗i , i = 1, 2, . . . , n и просуммируем по-

лученные неравенства по всем i = 1, 2, . . . , n. Тогда с учетом условия симмет-

ричности матрицы A и соотношения (1.2) приходим к следующему двойному

неравенству:

0 ≤
n∑

i=1

η∗i

R∫
r1

(η∗i − fi(x))dx ≤
n∑

i=1

γiη
∗
i +

n∑
j=1

η∗j

R∫
r1

(η∗j −Gj(fj(t)))dt

или

(3.5)
n∑

j=1

η∗i

R∫
r1

(Gi(fi(t))− fi(t))dt ≤
n∑

i=1

γiη
∗
i .

Учитывая неравенства (3.1) и выпуклость вверх функций {Gj(u)}nj=1 на множе-

стве R+ несложно проверить, что

(3.6) Gi(fi(t)) ≥
2Gi(

η∗
i

2 )

η∗i
fi(t), t > r1, i = 1, 2, . . . , n.

Таким образом, в силу (3.6) из (3.5) приходим к оценке

(3.7)
n∑

i=1

η∗i

(
2Gi(

η∗
i

2 )

η∗i
− 1

) R∫
r1

fi(t)dt ≤
n∑

i=1

γiη
∗
i .

Из выпуклости вверх функций {Gj(u)}nj=1 на множестве R+ с учетом условий

a), c) и d) следует, что

Ti :=
2Gi(

η∗
i

2 )

η∗i
− 1 > 0, i = 1, 2, . . . , n.

Следовательно, T := min
1≤i≤n

{Ti} > 0. Итак, учитывая (1.3), из (3.7) получаем, что

(3.8) 0 ≤
R∫

r1

fi(t)dt ≤
1

T

n∑
i=1

γiη
∗
i , i = 1, 2, . . . , n.

Устремляя число R → +∞ в (3.8) приходим к выключению fi ∈ L1(r1,+∞). С ис-

пользованием неравенств (3.2) аналогично можно доказать, что fi ∈ L1(−∞, r2).

Так как fi ∈ C(R), i = 1, 2, . . . , n, то из доказанных фактов следует, что fi ∈
L1(R), i = 1, 2, . . . , n.

В случае когда ci = η∗i , i = 1, 2, . . . , n совершенно идентичными рассуждения-

ми можно доказать, что η∗i − fi ∈ L1(R), i = 1, 2, . . . , n.

Теперь докажем, что
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(!): если fi ∈ L1(R), 0 ≤ fi(x) ≤ η∗i , x ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, то fi(x) ≡ 0, x ∈
R, i = 1, 2, . . . , n,

(!!): если же η∗i − fi ∈ L1(R), 0 ≤ fi(x) ≤ η∗i , x ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, то

fi(x) ≡ η∗i , x ∈ R, i = 1, 2, . . . , n.

Пусть fi ∈ L1(R), i = 1, 2, . . . , n. Интегрируем обе части системы (1.1) по x на

R, затем умножим обе части полученного равенства на η∗i , i = 1, 2, . . . , n и про-

суммируем по всем i = 1, 2, . . . , n. Тогда, если учитывать соотношение (1.2) и

симметричность матрицы A, в силу теоремы Фубини получим

(3.9)
n∑

i=1

η∗i

∞∫
−∞

(Gi(fi(t))− fi(t))dt = 0

Так как 0 ≤ fi(t) ≤ η∗i , t ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, то из условий a)− d) сразу следует,

что

(3.10) Gi(fi(t)) ≥ fi(t), t ∈ R, i = 1, 2, . . . , n,

причем равенство в (3.10) возможно только тогда, когда
[

fi(t) = 0,
fi(t) = η∗i ,

i = 1, 2, . . . , n.

Поскольку fi ∈ L1(R) ∩ C(R), i = 1, 2, . . . , n, то из (3.9), в силу (3.10), полу-

чаем, что fi(t) ≡ 0, i = 1, 2, . . . , n. Точно также можно проверить, что если

η∗i − fi ∈ L1(R), 0 ≤ fi(t) ≤ η∗i , t ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, то fi(t) ≡ η∗i , i = 1, 2, . . . , n.

Итак, в обеих случаях мы получаем только тривиальные решения. Следова-

тельно, теорема 3.1 полностью доказана.

4. О единственности решения системы (1.1). Примеры

Как уже было отмечено в §2, система (1.1) обладает двумя непрерывными зна-

копеременными монотонными решениями: f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))
T и f∗(x) =

(−f1(x), . . . ,−fn(x))
T , где функции {fi(x)}ni=1 обладают свойствами (2.5) - (2.7).

Замечание 4.1. Прямой проверкой можно убедиться, что системе (1.1) удо-

влетворяют также следующие однопараметрические семейства вектор-функций:

fc(x) = (f1(x+c), . . . , fn(x+c))T , f∗
c (x) = (−f1(x+c), . . . ,−fn(x+c))T , c ∈ R.

Возникает следующий вопрос: в классе непрерывных нечетных и ограничен-

ных функций на R система нелинейных интегральных уравнений (1.1), кроме ре-

шений f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))
T , f∗(x) = (−f1(x), . . . ,−fn(x))

T , может ли иметь

других решений?
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Ответ на этот вопрос нам удается дать частично. А именно, справедлива сле-

дующая

Теорема 4.1. При условиях 1)− 5), a)− d) система нелинейных интегральных

уравнений (1.1) в классе нетривиальных нечетных функций, определенных на

множестве R, принадлежащих конусному отрезку [−η∗1 , η
∗
1 ]× . . .× [−η∗n, η

∗
n], и

имеющих конечный предел в ±∞, не может иметь более двух решений.

Прежде чем займемся доказательством данной теоремы, рассмотрим следую-

щую вспомогательному систему нелинейных интегральных уравнений с суммарно-

разностным ядром на положительной полупрямой:

(4.1) Qi(φi(x)) =

n∑
j=1

∞∫
0

(Kij(x− t)−Kij(x+ t))φj(t)dt, x ∈ R+, i = 1, 2, . . . , n

относительно искомой вектор - функции φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T , где, как уже

было отмечено, Qi = G−1
i , i = 1, 2, . . . , n.

Вопросу существования неотрицательного нетривиального ограниченного и

монотонно неубывающего решения системы (4.1) посвящена работа [9]. Мы до-

кажем следующую вспомогательную лемму о единственности решения системы

(4.1).

Лемма 4.1. При условиях 1)−5), a)−d) система (4.1) в классе нетривиальных

неотрицательных вектор-функций, определенных на множестве R+, принад-

лежащих конусному отрезку [0, η∗1 ] × . . . × [0, η∗n], и имеющих конечный предел

в +∞ имеет единственное решение.

Доказательство леммы 4.1. Аналогичными рассуждениями, как в доказа-

тельстве теоремы 3.1, здесь можно убедиться, что если φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T

– любое нетривиальное неотрицательное решение системы (4.1), причем 0 ≤
φi(x) ≤ η∗i , x ∈ R+, lim

x→+∞
φi(x) < +∞, i = 1, 2, . . . , n, то либо lim

x→+∞
φi(x) =

0, i = 1, 2, . . . , n, либо lim
x→+∞

φi(x) = η∗i , i = 1, 2, . . . , n. Более того, в первом случае

φi ∈ L1(R+), i = 1, 2, . . . , n, а во втором случае η∗i − φi ∈ L1(R+), i = 1, 2, . . . , n.

С другой стороны, из результатов работы [9] следует, что система (4.1) обла-

дает неотрицательным монотонно неубывающим непрерывным на R+ решением

φ∗(x) = (φ∗
1(x), . . . , φ

∗
n(x))

T , причем

ξ∗i (1− e−p∗x) ≤ φ∗
i (x) ≤ η∗i , x ∈ R+,
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lim
x→+∞

φ∗
i (x) = η∗i , η

∗
i − φ∗

i ∈ L1(R+), i = 1, 2, . . . , n.

Ниже докажем, что на самом деле такое решение единственно в выше упомя-

нутом классе вектор-функций (см. формулировку леммы 4.1). Предположим

обратное: тогда либо система (4.1) обладает вторым неотрицательным нетри-

виальным ограниченным решением φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T со свойствами:

0 ≤ φi(x) ≤ η∗i , x ∈ R+, lim
x→+∞

φi(x) = η∗i , η
∗
i − φi ∈ L1(R+), i = 1, 2, . . . , n, либо

обладает также неотрицательным нетривиальным суммируемым на R+ решени-

ем φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T , причем

(4.2) 0 ≤ φi(x) ≤ η∗i , x ∈ R+, lim
x→+∞

φi(x) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Если существует неотрицательное нетривиальное суммируемое решение φ(x) =

(φ1(x), . . . , φn(x))
T со свойствами (4.2), то, снова используя непрерывность опе-

рации свертки суммируемых и ограниченных функций, можно утверждать, что

φi ∈ C(R+), i = 1, 2, . . . , n. Более того, из (4.1), в силу четности ядер {Kij(x)}n×n
i,j=1

по x и свойств функций {Qi(u)}ni=1, легко следует, что φi(0) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Убедимся, что φi(x) > 0, при x > 0, i = 1, 2, . . . , n. Так как φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T

тождественно ненулевая вектор - функция и φi(x) ≥ 0, x ∈ R+, i = 1, 2, . . . , n, то

в силу легко проверяемого неравенства:

(4.3) Kij(x− t) > Kij(x+ t), x, t > 0, i, j = 1, 2, . . . , n,

из (4.1) получим, что Qi(φi(x)) ≥ 0 и Qi(φi(x)) ̸≡ 0, x ∈ R+ для всех i =

1, 2, . . . , n. Учитывая монотонность нечетность и непрерывность функций {Qi(u)}ni=1,

заключаем, что для каждого i ∈ {1, 2, . . . , n} существует xi > 0 такое, что

φi(xi) > 0. В силу непрерывности функций {φi(x)}ni=1, следует, что существу-

ют положительные числа {δi}ni=1, такие, что φi(x) > 0, при x ∈ (xi − δi, xi + δi),

причем xi > δi, i = 1, 2, . . . , n. Тогда в силу (4.3) из (4.1) будем иметь

(4.4)

Qi(φi(x)) ≥
n∑

j=1

xj+δj∫
xj−δj

(Kij(x− t)−Kij(x+ t))φj(t)dt > 0 = Qi(0), i = 1, 2, . . . , n.

Учитывая монотонность функций {Qi(u)}ni=1, из (4.4) получаем

(4.5) φi(x) > 0, при x > 0, i = 1, 2, . . . , n.
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Используя неравенства (4.3), оценим теперь разность:

(4.6)
|Qi(φi(x))−Qi(φ

∗
i (x))| ≤

n∑
j=1

∞∫
0

(Kij(x− t)−Kij(x+ t))|φj(t)− φ∗
j (t)|dt,

x ∈ R+, i = 1, 2, . . . , n

Умножим обе части неравенства (4.6) на функцию φi ∈ L1(R+), i = 1, 2, . . . , n

интегрируем обе части полученного неравенства по x пределах от 0 до +∞, затем

просуммируем по всем i = 1, 2, . . . , n.

Так как Kij ∈ L1(R), φj , φ
∗
j ∈ CM (R+), i, j = 1, 2, . . . , n (CM (R+) – простран-

ство непрерывных и ограниченных функций на R+), то имея в виду теорему

Фубини, четность и симметричность ядер {Kij(x)}n×n
i,j=1, получим

n∑
i=1

∞∫
0

φi(x)|Qi(φi(x))−Qi(φ
∗
i (x))|dx ≤

≤
n∑

i=1

n∑
j=1

∞∫
0

φi(x)

∞∫
0

(Kij(x− t)−Kij(x+ t))|φj(t)− φ∗
j (t)|dtdx =

=

n∑
i=1

n∑
j=1

|φj(t)− φ∗
j (t)|

∞∫
0

(Kji(t− x)−Kji(t+ x))φi(x)dxdt =

=

n∑
j=1

∞∫
0

|φj(t)− φ∗
j (t)|

 n∑
i=1

∞∫
0

(Kji(t− x)−Kji(t+ x))φi(x)dx

 dt =

=

n∑
j=1

∞∫
0

|φj(t)− φ∗
j (t)|Qj(φj(t))dt

или

(4.7)
n∑

i=1

∞∫
0

{|Qi(φi(x))−Qi(φ
∗
i (x))|φi(x)− |φi(x)− φ∗

i (x)|Qi(φi(x))}dx ≤ 0.

Так как η∗i − φ∗
i ∈ L1(R+), φi ∈ L1(R+), φi(0) = φ∗

i (0) = 0, φ∗
i (x) > 0, φi(x) > 0,

x > 0, i = 1, 2, . . . , n, то для каждого i ∈ {1, 2, . . . , n} существует xi > 0, такое,

что φ∗
i (xi) ̸= φi(xi). Снова используя непрерывность этих функций, заключаем,

что существуют положительные числа {λi}ni=1 такие, что φ∗
i (x) ̸= φi(x), xi > λi,

x ∈ (xi − λi, xi + λi), i = 1, 2, . . . , n. Ясно, что когда x ∈ (xi − λi, xi + λi)

(4.8) φi(x) ̸= 0, i = 1, 2, . . . , n.

Введем следующие измеримые множества:

Pi := {x ∈ R+ : φ∗
i (x) ̸= φi(x), φi(x) ̸= 0}, i = 1, 2, . . . , n.
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Очевидно, что 0 ̸∈ Pi, i = 1, 2, . . . , n.

В силу сказанного выше имеем (xi − λi, xi + λi) ⊂ Pi, i = 1, 2, . . . , n. Следова-

тельно, mesPi > 0, i = 1, 2, . . . , n. Из соотношений Qi(0) = 0, i = 1, 2, . . . , n сразу

следует, что

n∑
i=1

∞∫
0

{|Qi(φi(x))−Qi(φ
∗
i (x))|φi(x)− |φi(x)− φ∗

i (x)|Qi(φi(x))}dx =

=

n∑
i=1

∫
Pi

{|Qi(φi(x))−Qi(φ
∗
i (x))|φi(x)− |φi(x)− φ∗

i (x)|Qi(φi(x))}dx ≤ 0

или

(4.9)
n∑

i=1

∫
Pi

|φi(x)− φ∗
i (x)|φi(x)

(
|Qi(φi(x))−Qi(φ

∗
i (x))|

|φi(x)− φ∗
i (x)|

− Qi(φi(x))

φi(x)

)
dx ≤ 0.

В тоже время в силу выпуклости вниз нелинейностей {Qi(u)}ni=1 на множестве

R+ можем утверждать, что для всех x ∈ Pi :

(4.10)
|Qi(φi(x))−Qi(φ

∗
i (x))|

|φi(x)− φ∗
i (x)|

>
Qi(φi(x))

φi(x)
, i = 1, 2, . . . , n.

Сопоставляя неравенства (4.9) и (4.10), определение множеств {Pi}ni=1 и тот

факт, что φi(x) > 0 при x ∈ Pi, i = 1, 2, . . . , n, приходим к противоречию. Повто-

ряя идентичные рассуждения в случае существования второго нетривиального

ограниченного решения φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T (со свойствами lim

x→+∞
φi(x) =

η∗i , η
∗
i − φi ∈ L1(R+)) опять приходим к противоречию. □

Теперь перейдем к доказательству теоремы 4.1.

Доказательство теоремы 4.1. Используя нечетность функций {Gi(u)}nj=1

и четность ядер {Kij(x)}n×n
i,j=1, прямой проверкой можно убедиться, что если

φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T нетривиальное решение системы (4.1), то вектор-

функции f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))
T , f∗(x) = (−f1(x), . . . ,−fn(x))

T , где

fi(x) =

{
Qi(φi(x)), x ≥ 0,
−Qi(φi(−x)), x < 0,

i = 1, 2, . . . , n

будут решениями системы (1.1). Более того, если f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))
T ,

нечетное нетривиальное решение системы (1.1), то φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T ,

φi(x) = Gi(fi(x)), x ∈ R+, i = 1, 2, . . . , n будет решением системы (4.1). Ис-

пользуя эти факты согласно лемме 4.1 приходим к завершению доказательства

теоремы 4.1. □
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В конце работы приведем примеры прикладного характера ядер {Kij(x)}n×n
i,j=1

и нелинейностей {Gi(u)}nj=1, для которых выполняются условия доказанных утвер-

ждений.

Примеры ядер {Kij(x)}n×n
i,j=1 :

p1) Kij(x) =
aij√
π
e−x2

, x ∈ R, i, j = 1, 2, . . . , n, где aij > 0, i, j = 1, 2, . . . , n

элементы матрицы A, спектральный радиус которого равен единице,

p2) Kij(x) =
b∫
a

e−|x|sBij(s)ds, x ∈ R, i, j = 1, 2, . . . , n, где {Bij(s)}n×n
i,j=1 – поло-

жительные и непрерывные функции на множестве [a, b), 0 < a < b ≤ +∞,

причем спектральный радиус матрицы B :=

(
2

b∫
a

Bij(s)
s ds

)n×n

i,j=1

равен

единице.

Примеры нелинейностей {Gi(u)}nj=1 :

q1) Gj(u) =

{
γj(1− e−u), u > 0,
γj(e

u − 1), u < 0
j = 1, 2, . . . , n, где {γj}nj=1 – числовые

параметры, причем γj > 1, j = 1, 2, . . . , n,

q2) Gj(u) = αj
p
√
u, j = 1, 2, . . . , n, где αj > 0, j = 1, 2, . . . , n — числовые

параметры, а p > 2 — нечетное число.

Замечание 4.2. Отметим, что нелинейности вида q1) с ядрами вида p1)

встречаются в математической теории пространственно - временного рас-

пространения пандемии (см. [7], [8]), а нелинейности вида q2) с ядрами p2) воз-

никают в кинетической теории газов и в теории переноса излучения (см. [4]-

[6]). В случае гауссовского распределения ядер вида p1) нелинейности типа q2)

встречаются в задаче динамической теории p - адических открыто-замкнутых

струн (см. [2], [3]).

Замечание 4.3. Следует отметить также, что в скалярном случае n = 1 и

K(x) = β
2 e

−β|x|, x ∈ R, β > 0, к изучению интегральных уравнений вида (1.1)

сводятся задачи нахождения волновых гладких решений нелинейных классиче-

ских элиптических уравнений и уравнений типа Клейна-Гордона (см. [15]).

Abstract. The paper considers a system of nonlinear integral equations of the

convolution type on the whole line. This system arises in many branches of mathematical

physics and mathematical biology. The questions of existence and absence of nontrivial

bounded solutions are investigated. A uniqueness theorem for a solution in a certain
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class of bounded functions is also proved. At the end of the work, applied examples

of this system are given.
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