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А ннотация . Пусть C(p) класс функций /  таких, что f(x)p(x)  непрерывна 
на (—ос, +то). В верхней полуплоскости комплексной плоскости г рассмат­
ривается граничная задача Римнна в весовом пространстве С(р), р(х) =

си определить аналитическую в верхней и пижией полуплоскостях функ­
цию Ф(г) raft, чтобы ныело место 1іт!(_ц-о ||Ф+ (зв + іу) — a(x)i>~(ж — іу)  — 
/М ІІс а д  — 0, где /  €  С(р),  «(.г) է  С"՝{—Ճ; .4] для любого .4 >  0, причем 
а[х) փ 0, существует о(х) =  я(ос) и \а(х) — о(оо)| <  С \x\~s , нрн
|х| >  А >  0. Устанавливается нормальная разрешимость этой задачи.

M S C 2010 n u m b e r: 35J25.

К л ю ч е в ы е  слова: задача Римана; весовое пространство; интеграл типа Коши; 
факторизация; разложение Лорана.

Пусть С (—оо; +оо) класс непрерывных на действительной оси функций f{x )  
для которых существуют / ( + о с ) , / ( —ос) и /(+ о о ) =  / ( —ос). Соответственно че­
рез С  (—ос; + 00) обозначим класс функций /  е  С (-о о : +оо) таких, что для лю­
бого А > 0, |/(ж і)  — /(a -շ)I < Д /|*і —ւ շ \ ։  при хі.ага € [—А, А). Через С(р) обозна­
чим класс непрерывных на действите'лной оси функций /  таких, что f{x )p (x )  е  
С (—ос;+оо), где

a t  и £*■, к  — 1,2 ,.... пі действительные числа.
Далее, пусть Г Р  верхная и нижняя полуплоскости комплексной плоскости С. 
Через Л обозначим класс аналитических на П+ UTT՜ фукций удовлетворяющих

1. В в е д е н и е

m
(1.1)

°Исследованне выпо.'тено при иодержке ГКН МОП РА в рамках совместного научного про­
екта NYSU-SFU-16/1 финансируемым международным конкурсом 'ГКН МОП РА-ЕГУ-ЮФУ 
РФ-201С.



I м. лйглііі Iян, <՛. л лі і;кяп

у с л о в и ю  |Ф ( .՝) | * f-'I I"", \ h a z \  >  t) > 0 , г д е  ii„ н е к о т о р о е  n e w s  ч н '\ю , a ( '  

п о ст о я н н а я , іаіімсяін.іія, n o tіб іпе го іч і|» і, օ՚ւ //.

Положим
сели hi нецелое, .. /;• I .■* inI ноли III ПОЛОС,

II /V /»■ I H jig I ■ ■■ I 1>ու-
В настоящий работе исследуется граничная іа.іата. 1’и.мгша в простргл/пв' 

Г՛)/»). Эта задача, когда м/, ■ 0 формулируется о іедуюинг.-.г обра :<յ i 
З ад ач а  R . Пусті. J՛ Օ(ր). Определить функции» 'I' ք /1 таи, чтобы иче.ю . •< <:՚,օ

(1.2) Ііпі IIФ1 (.ч: Н л/) «(ж)Ф (х іц) f!x)\\r;  0.
У > I и

ГДО а ( з ; )  С ( ՛"(  оо; I оо). прочем и(х) /  0 ,  существует Іін . .. , ,, ti.(x) ч.'-/.։ а  

|о(.г) </.(оо)| < С\х\ 6, при |х| > Л > •).
В настоящей работе устанавливается, что при г/і. >  0. /.՛ 1.2. .. /// // ^  I,.
/t =  iiula(x). X е  (-о о , +оо) задача Л нормально разрешима, т.»;. о;іноро,гнал ./ 
дача имеет ЛГ I р  линейно независимых решений. (5 ( іуча> Л՜ // ՜ ՜  О опн՛ •. . 
необходимые и достаточные, условия па /  для того, чтобы она имола реп- 
Рассматривается также случай, когда -произвольные дЫе.і ;.п ՛ к, jr; ц-г: .
В этом случае, когда «/,. <  0, для некоторых к, приходится иѵ.гошпь посолю/.!- 
граничной задачи. Устанавливается, что количество .;те.'.:ю г.;; ■ , ,і
шепий однородной задачи, вообще говоря, чависит также or пов<..:еіш>; флгг: 
п(ж) в точках х-i;.

Граничные задачи в весовых пространствах исследованы : чіог и :и авто;,;
[1]-[8]). Задача /? в единичном круге и в произвольной области, коіла р ՛' 
исследована в работах [10], [11] п доказано что она норма і ,.ю рьзре-'.ш ՛;.
В случае когда,/' £ £ 1(р), в аналогичной постановке, задача И к един:՛ :но: г гг 
исследована в работах [12], [13]. Аналогичные граничные задачи в класс;» :■՛ ՛ 
постановке в Lp(p), где /7 -весовая функция типа ]է - 1.), ", где - -  <  о' <  р у,-гг-֊ 
дованы в работах [1], [2]. Эта же задача когда весовая функция удоатетворяот 
условию Макепхаупта в Lp(p)(l < р  < ос) исследована ո работах [3], [4].

2. ПНЕДВАРИТЕЛНЫЕ ЛЕММЫ

Пусть /і =  inda(t). է £ (— оо, +оо). Определим

(2.1)

(2.2) 5 - (z) =  / + "  г е п -

4
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О I РЛНИЧНОЙ ЗЛДЛЧЬ 1'Н.МЛНЛ tS ПОЛУПЛОСКОСТИ

где

«1 (է) -  ( ~ )  a(t), inda\(է) = 0.

Д ля произвольной функции ք € С Հր) положим

( = + ՛ » )  / "  т т  л
( ІЗ )  * “ ’ г>— ш й г и  < ( ♦ # - < » — • * « "
где

111
R{z) = [z + 7)-Л' П ( с - х Л.),,к.

*•=1
Тогда получаем T \( f .x  + i y ) - a ( x ) K ( f , x - i y )  = I, ( / , х ,у )  +  h { f , x , y ) ,  где 

ri(.i:)S(.r. \- і.ц){х j- ></ +  «) / '+ос f( t ) I i( t)  ijrlt.
(2.4) Л ( / , , , :</) =  ■»( /Г :  /) / '  '>7пЩх +  ?(/) ./-с (« +  г)5 + (0  (£ -  *)2 +  у'2

. 1 /5 (э : +  »у/)(;с +  іу  +- і) a{x)S{x  -  iy)(x  -  iy  |- ?')>
^ 2 O—«' I n ■ n/  ѣ ,2/17 \ 2/Г/.Ib[X *t ?(jH (x-r iy )  2n iR(x  — iy)

+°° / ( W )
(f +  t)5+(f) է -  x  + iy

Л е м м а  2.1. Пусти ./' e  C(/>). Тогда Ц/՜ւ( / , * ,у)Нг?^) -  г^е ^  посто­
янная, nr. зависящая am f  и у.

Доказательство. Положим R(x) =  [ '-------- , где {а*} дробная часть чис-
~  -  I X + I I

ла ak, к =  1 ,2; т. Поскольку

(2.6) Сщ х ) < ^ < с п ( х ) ,

то учитывая, что S + (:)  ограничена, получаем

|/ . 1 /> ,у )  ■ р{х)\ =

1 с .  , • ч/ , , -чй/ ч Г+Х  /(*)Л (*) y d t  I ^I 1 - Г— S (x  +  іу){х + iy + i)R(x)  /
. /—с (t + i)s+(t.) (t -  x)՜2 + շ/21

x i f l f j M i  A+a= | / ( * ) Л ( * ) |І я: +  і І/ +  гМ і  т(1), - Ч Г(2 )гг 1< M \ R ( x ) \ J ^  | ֊ 7— Г !7 7 ^ т — (/ , . т, ,/) +  /} ( / . ж,?/)

где

Имеем

/J1J ( / ,* ,» )  < М ^ Щ х У - ^ т ж ^ І П х Ш ^ } -

5



yill

\'- 1 i ||i  I іу\

V<it 1 
./ і: : iy '■ I

I . m лйіѵшктиіі, л. лі икин

Поскольку К * +  *» + *) ('■ '■ 01 К * *wl. ™ . '№ И  

ւ \ 2Աք, х > v) <  M 2\Fl(x)\ mux {|/(*Л|ЛГаг)|} Iт.С-Հ—ooj+oo; ՝ .y /

i " = l /5w i j i u p  1

Учитывая, что |/d(.»:)| ■ Л!(ж) — />(.т), получаем

/,(1) (/,»;, у) <  M , | |/ | |f7Wl 1?]U,X:V) -  МЛІ\\с<„у 

Лемма 2.1 доказана.

Л ем м а  2.2. Пусть /  е С'(/э). Тогда || 1շ!.ք. х, <  A /j|/|!r;f , иіі/r: Л/ пост*
линия, ни яштсящпя от /  )і у/.

Дока.іаюслъсішю. Из (2.5) имеем h ( f , x , y )  ■ р{х) =  .1, (J, х. щ  ■ . ■  у ) : ։:!՛•.
, , , , /»(х) 6’(ж +  І1/)(ж +  *1/+  *) u(x)S(:r. іц)(х hj \ і)

•h U ,x ,y )  = ——  ----------------------------- — —---------------2яѵ Я(зс + tjy)
/•+0° ք[է.)1ա) y,H.

J -эи U + і)£ + ( і ) ! - ж  + 'У

■ «(ж)-Ь’(з; - -  vj +  • ( u . J, . ֊  7,7 1 . . ՝)•I m  ' /((1  +  aj j H.t.r. — i y ՛  /
Г*™ f(t)R(t.) ydt

J - ъ  (t + i )S +(t) t - x  + iy ՛
Поскольку

.S,+ (.r +  iy){x +  iy  +  i) -  a(x)S~(x  -  iy)(X -  iy  + i) =

=  (X +  i ) (S +(x + iy) -  a (x)S~(x  -  iy)) + iy (S +(x + iy) + a(x)S~(x -  iy j j

И
A y|5 + (ж +  iy) -  a(x)S  (x -  iy): <

\x ~  і \*
(см. [9]) получаем

<֊ c i m  ■ • ը  I ! ж . _ й _ +

+Cy\R{x)\\S+{x + iy)  +  a (* )S ֊(*  -  iy)I ■ Ր  iT-f U 'm t '----------V** .У—эо ՛ *) ̂  "** ( ,̂/ j£ — .T -r ij/J
Учитывая, что функции S +,S ~  ограничены, тт а[х) 6 С*(—о с : , из : 2.с ■ 
получаем

\ M f , x , y ) \  < Л/, ||ЛІс(р),

|^շ(/.3:,շ/)| <  Ср(х) ■ (|л 4- г| 1֊ ?/) ■ I— L —  .. — :------ .
I Н(х +  iy) R { x - n j )

6



О ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧЕ РИМАНЛ В ПОЛУПЛОСКОСТИ

т./ — Оч*

ք(է)Ոէէ) I Ijdt
I Լէ +  i )S +(t) \ \ t - x  + iy \ '

Так кіік
, л  I 1___________ւ :

/ i Il(x + by) Jl[x — iy)  I 
T o \J2( f . . x , y ) \ < \ h \ f ; \ VlJl). □

3. З адача  R при о;. >  0

Т еорем а 3.1. Пусть f  e  C‘(ft) и Ф(~) t  А является решением задачи R. Тогда
а) Если N  +  (і >  — 1, то Ф(г) для z £  П* представима в виде 

< ->  * «  ֊
где С! - полипом порядка .V +  /< [N  +  ր >  0) причем ՕԽ) = 0, если Л' +  ր =  0 
или Ի1 +  ц =  —I. ,
б) Если Л’ +  /t < - 1 , mo Ф(г) представима в виде. (3.1), где С  =  I) и функция  /  
удовлетворяет услоая. и

» - * • * .......- (л - + " > -

Доказательство, а) Пусть Лг +  // >  0. Положим

(3.2) Ф+ (а: +  і;</) -  и(:с)Ф~(х -  iy) =  /„(>0-

Умножая (3.2) на R (x )S + (х)(х  4- г ) ՜1, получаем

Д(х)Ф + (х +  '</) Д (х)Ф ~(х -  гу) _  R(x)f , , (x)

Обозначив

5+  (.-с) (л: +  г) S - (х) (X +  г) S+ (х) (э: +  г)

7 ^ ) Փ + Ա - ;  і у )  +

,Л ՛ 5 + (г )(г+ /:)  ! ’

П т ( г - і у )

S ֊ ( z ) ( z  + i) ' Z b U  ’
получаем

(3 3) Ф+(Я) _ Ф ֊ ( , ) =  ^ ) Ш .
l J « ' J j 6’+(х)(.т +  і)

Если N  4- թ > —1, то функция Փ ՜(^ )  имеет полюс порядка N  +  թ +  I в точке 

Представим (3.3) в виде

( а д



Г. М. ЛИІ'ЛІІІС'1 ЯП, Л. ЛІ ЬКЯІІ

где С'и(г) главная чагп, разложения Лорам» функнни Ф о чочке я. ՛ 

Г  ( , Лііу) AN u ,y I(;/)
ѵ[г) я I i ' -  ' 7s i i p + i ‘ 

a Փ ՜( շ )  Ф“ (.ѵ) ֊ Gv{z). Ии (3/IJ имеем

ф ± / \ =  ( » + w )  ր  т т  л
'2iriR(z) J- , x j  S+(t)(t -I i) t  — z .

(3.5) + (*  +  х)5'(*)(Л(г)) '[ООО-Н'ЛгЯ)-. * r HJ

где P y ( z )  некоторый молимом. Докажем, что l\, 0. ,• U-iir/i им и- л,но, имеем

Ф՜1 (ж +  гіу) а(ж)Ф (ж iy) f ] ( f t x , y )

[ (x -I- iy -I- /).S՛1 (x + i y )G{——— — ) (*• i y  -I i ) S ' (* *Jl / : iՀ X +  iy  + J X O) (
+(:c + iy  +  է')Տ"Ւ(® +  i y ) l y (:Г +  iy) -  (x -  iy  4  ' (ж iy)Py(x iy) f u(r,

где / | ,  1շ определяются им (2.1) и (2.5).
Учитывая, что (см.[9]) для некоторой постоянной /1 

и 6,+ (ж + іу) . Տ (ж іу)
П(Х) /„  I .-U (Iс  -  ?/> հ' -  *•

0 іі]іи у —¥ +0,

\(х + іу  + і)к ' (а — іу  + і)* ІІО 

1 1
I R(x  +  iy) R (x  — iy )\\c  

получаем
II S +(x + iy) S ~ [x  — iy) II ^  A

( } II R (x  4- iy)(x +  iy +  i)k а(л:) R(x ֊  iy )(x  - i y  +  i)'< lie  -  V ՝ -  

Так. как /  6 C(p), то в силу лемм 2.1 и 2.2 и (3.G) Рѵ = 0.
Переходя к пределу и (3.5) при у  —г +0, для z  6 П : будем иметь

• * «  -  Ш  Ը  S  А +
где C(z)  главная часть разложения Лорана функции Tl(z)4>~{z)(S~’՝.]{z — 
ո точке z — —г.
б) Если N + բ  <  — 1 то Փ ՜ (г) голоморфна в П ՜,  поэтому ее главная. часіь обрати - 
ется в нуль, т.е. G(z) s  0. С другой стороны, функгг,:txR(x)<J‘~ (z j : Ь'~ ;z)(z — ՚ , ՜ : 
имеет ноль порядка |/Ѵ + /*-1 | в точке а =  - і .  Следовательно /(ж) удовлетворяет 
условиям

'■+“  /(*)Д(«) Л
/ —оо

0, Ы , 2 , . . , - ( Л Ч / і ) - 15 + (0  (( +  *)*+’
Теорема 3.1 доказана.

Через 6՛ (р) обозначим класс функций на ( -о с , +оо) таких, что f p  е  С ՜՝( -ос .  -гэс;.



Т еорем а 3.2. Пусть f  €  С(р). Тогда
а) Если .V + р >  —1, то обш,ее решение задачи Ո можно представить о виде 

,  . . _  (г + i)S(z) ր  dt ,
լ ՜ ' ՜ ՜  2- ,R{z) J_x  s + №  + i ) t - =  +

(3.7) + (z + i)S { z )(R {z ))-1G ( ~ ) ,  г б П 1

яде G(z) полипом порядка N  +  p, если Лг +  /i >  0, С(ш) = 0 при .V + /і = 0. или  
N  + /і =  - 1 .
в) Если N  + р <  — I . то задача разрешима тогда и только тогда, когда /(/.) 
удовле.т «оря ет у  словиям

Общее решение можно представить в виде (J.7). где G(z)  =  0.

Доказательство. Пусть /„  (а՛) <= С ՝\р )  последовательность финитных функций 
таких, что

lirii \\f„(x) -  /(-чОІІс(р) =  ո 

Д ля любого п u s e  I I 1 положим

* eW = Г  ш щ  յ լ +(, + i)S (sm x))-*G ք յ _ լ
2ігіЛ(г) 5+(t)(i +  i ) . i-  * Լ ՚ ’ Д Л V֊ է '7

Докажем, что

(3.8) Д ш ц ||Ф+(х +  *(/) -  а(.і:)Ф~(:с -  іу) -  /.,(■*) II о ,»  = 0- 

Из формулы Сохоцкого-Племеля имеем

(3.9) Ф j  {х +  г  у)  -  а(х) Փ ՜  (X -  і у)  =  /,,(.г ): х  t  { - А ,  >1)

Если іх| >  А, то учитывая что

К  {х +  іу) -  а(х)Ф~ (х -  пу) =

S +(x. +  іу)(х  + iy  + і) f +°° f n{t)R.(t) y/lt

О ll'A H U 'IH O fl ЗАДЛЧЬ ГИМЛНА U ПОЛУПЛОСКОСТИ .

JJ —է

+

2 m R (x  + iy)  J _ № S + (t)(t +  j) ( t . ֊ x ) 2 + y -

՛ 5(.r +  iy)(x. 4- եյ +  Հ) a(x)S(x  -  /?у)(т -  ■«/ + Q \

+

/ Ы Х  +  t;
V 2тг/iR (x  + irj) <2iriR(x — iy)

+ x  f[ t)R{t)  ydt
7 •/ — oo

где
(f +  i )S +(t) t ֊ x  + iy  ՝ ՜" ^ ՛

S + (a: +  iy) S ~ (x  — iy)j . v - ՝ , д - ՝■*- -  >>/)_____________ ^ i-1՜ -  nn  .
a 'V C * Я(.т +  iy)(x + iy  +  i)k R {x  -  iy )(x  ֊  iy  + i)1՝ ՛ ՛fc=l

9



Г- м. л йI*л 11ктиі і. <.՛. л л і ккя11

irony чаем

(a: I іц) I *//) /„(*)( • J ,(x .u )  ! -hl.r.,/) ! ,/.< r:7 ,

где

nm x
I S 1 (:r 1 iy)(x 1 iy  1 1) f 1 / „ ( і ) л (0 <y>//

a \

՝liri l l{x 1 iy) J 

/ S(.r 1 ■ iy)(x  1 /՛// 1 i)

.s՛ ՛(/■;(/ 1 i ;  (1. ■■ ,/■

u(x)S(r  iy )(x  iy  i)
И  - л I ՝  2л і І І ( х  +  iy )  2n i Г!.(:г iy )

f ( t ) I H l )  y il I. I
(t +  i)S' (i) l X  I iy I/ :

•h{x,y) — m a x /5(2:) | (ж 4 iy  4 Aj.V+(a: | iy)(H.ix I /i/J; լ6 ՚(  1 j
|=|>Л у; ! /;</ ■ г/

֊ ( ;r  гі/ 4  і ) 5 1 (х іу)(Н(х іу)) ' с ( ------֊■—֊.)]
\ х  — 1Ц t / /

У читывая, что J„{x) =  0, խ:| >  /1, и =- С) ( \ ) , z  Հ l l + U l l  . у,■■,՛■■■. 

J \ ( x , y )  < С  тах {у /|л  4  i y  4 1| /  1 ՝
\*1>л ,S,+ (i)( t 4  ?'j (i. ■ ,і )г I-у2

<  C l l / J c  ill I է\ Լ  -  շ , | | / * Թ ( ճ ճ ճ 1է),

где С =  const. Следовательно, J\ (х, у) стремится к нулю  при у  -г  40. 
Аналогично доказательству леммы 2.2 получаем, что J2{x.y) кг/,-՛ ':тр‘ :.-цт'.;< 
к нулю, при у ֊-> +0. Учитывая оценку (3.6) для J-j(x, у), и равенство (3.0;, 
получаем (3.S). Используя леммы 2.1 и 2.2 и (3.8), будем иметь

||Ф+ (.г+гг/)-а (а :)ф -(а ;֊* г/) ֊ / ( з : ) | |г(р) < ||Ф + (г + г у ) -ф ;)Ф ՜ (ж-гу) - / * ( 3: f >•

4  I I ( - г ՛ ) ֊ / ( * ) П о д  +  I I ( х + і у ) ֊ Ф + ( . г ч - іу)} - о ( г ) [ Ф ; (х ֊ іу ) ]  - Փ ՜ ( ж - і у ) \,Ծքւյ <

< ||փ£(* + '/ / )  -  а (х )ф - (х -  ւշ/) -  /„(зОИёад +  2 Ц /..И  ֊  Я * ) І Ь РІ- 

При у ->■ + 0, получаем іішѵ_, (0 ||Ф+(а; +  іу) ֊  а(х)Ф“ (ж ֊  іу) -  f i x )  Г , =  и. 
Теорема 3.2 доказана.

4. З а д а ч а  R д л я  п р о и зво л ьн ы х  <н

Положим
( р{х), если օւե > 0, к  =  1, 2.

Ру(֊ ՛ ] j |ж 4  г\ р У [ \ х -  хк\'1“ ■ J J  |ж + іу ֊  3 * ր ֊.
I *.-= 1 к= 1

где f) =  f>j 4- «շ +  ... 4  a m, p  4  q =  m, a*. >  0 и о*. <  0.
10



О 1 РЛН И 'Ш О Й  'ЗАДАЧЕ 1'И.МАНА И ПОЛУПЛОСКОСТИ

Функцию о(з-) отнесем к классу R" («(.?:) £ R a). если 

(4.1J Ііш |!5 ՜(.ք  +  iy) -  a{x)S~{x -  iy)\\cKp„) = ()-У -*֊т 0 '
К примеру, пусть

x , . . (x -zо) \ А* \ \

к— 1
где 0 произвольное целое число, а А*, неотрицательные цельте числа. Имеем 0 — 
іпЛп[х) и, если Afr > -» .к -  1, то (а(х) £ R"). Действительно, пусть У > 0, тогда 
5+  (г) =  I и

к-1 ' ( г - 2 | ) ) -  

|5 н'(.г +  гі/) -  a(x)S~(x  ֊  iy)\ <

^ H 4 I ( n O T g | ^ ) A ‘ ) ) - - * ( I ( n O - S | ^ r ) ) N

fc-l
Поэтому

I S’4՜  (a: +  iy) ֊  a(x)S (x ֊  iy)\pu[x) <

< Cl/1**. ֊  л  -  « « /H glT(!C . ' y  - z!։) -  * * Г  ՝ Խ  -<- Cy\xk -  X -  iy\  ̂ — ------ :-— ֊  ֊  x k .Tfc -  .?
I (.r ֊  iy  -  z0) I

Так как Afc -f- »u- >  —1, to a(x) £ R a . Аналогично устанавливается, что a(x) £ Ra 
при Ѳ <  0.

Л е м м а  4 .1 . Пусть а(х)  £  R° и օ լ  <  —2, к £ 1 ,2 , .... т . Если

P H  - А і(хк  — z) + /1շ(յ;յ. — г ) ՜ +  ... +  А - Пк֊ і[хк  — z) Пк 1 

удовлетворяет условиям

lim max f |S + (x +  iy )P[x  +  iy) -  a (x)S~{x  -  iy )P (x  -  й/)||/л,[} =  0
V~*+0 |a--ii.|<ci

для некоторых 0 < 5 < min \xk -  Xj \ ,  к j= j  mo P(z)  =  0.

Доказательство. Так как

S +(X + iy )P (x  + iy) -  a[x)S~(x  ֊  iy)P(x -  iy) =  h  (x, y) +  h { x ,  y).

где
h (э;. У) = (S+ (a: +  iy) -  a (x )S~(x  -  iy ))P (x  +  iy), 

b { x ,  y) =  a (x)S~(x  ֊  iy )(P (x  + iy) — P(x  -  iy)).
11



I . М. ЛЙІ-ЛІІКТИІІ. IJ Л ЛI І.ЮІІІ 

to и I усик>кііii леммы 1.1 имеем

/ 'f y j l / i  //Якг,,», "■

Пусть /І| Ф 0 -тгда. имеем | /-*(.»: I iy) l ' (x  iyj\ > у, где \х г ̂  (յ
Поэтому

IU1JLX f|/-!(■<.՛!//)ІЛМ} -■ Піах •ГС( LXj, I .») I'.'l. (■£ I ЧЦ\■ • II \l'l. f.r I iy J j "I ՀՈԼ 9 "I
'Гак как |.тд. -  (.r I 7՝//j| 0 (y )  мри \х/, x | <  d y ,  нолуч;и:м

max {|/^(э;. j/)|/^} >  »/"* + l mux |x,. :c|"‘ >  y/'“ V ՛'  ՛"
11; (ж Иі/)|<«1/ (l' ՛■՛ ' 'I

Учитывая, что ոլ <  2, Am 1,2, получаем /1է і).
Пусть /1յ փ 0, /1| =  И շ — ... =  /1, I — 0. Тогда

|P(.r +  iy) -  Р(з: ֊  iy)\ >  и|*й -  х|>- ՚ , при ку2 <  |ar* fx i tj/)| <  Су.

Поэтому
ПіАті. — т\ і 1 "լ 1 

max {|/շ(:/.\ 1/)խ4 } >  шах —ք— :— —  -  >  С уп>
\х- *ս\<& |z> (г.\іц)\<сц \xk — (x +  V}j)\ *

Тик как ո*. +  Լ < 0 и учитывая, что Л >  0 постоянное число, ію. : ■ і;і>-..л

СО»,) > 0 .
Лемма 4 .1 доказана.

П дальнейшем предполагаем, что « і < Ոշ < ... <  л,„, п„, <  — 1.

Л ем м а  4.2. Пусть hj > i i j , j  =  l,2 ...m . Тогда
т. I и

,Дин, 115 +(* + *ѵ) П  і*і ՜  (х  f  ՜® (* )5 ՜( *  -  *ѵ) Ц  \-ч -  ('-г- -  іи)\кі\\с[р) = о
3=1 7=1

Доказательство. ІІмеем
171 m

5 +(a:+ij/) Д  - a { x ) S ՜  [ х - і у ]  Д  \x j - ( x - i y ) ] k> =  / , (х ,у )+ Іэ (х ,у )
.7=1 J=1

где
rn

h  (x,y)  =  (.?+ (:K +  *y) -  a(x)S~(x  -  iy)) J J  |a.-j- -  (x -֊ /у ^
7=1

7,1 1)1
Ы х ,  У) = a(x)S~(x  -  iy) (  ը  |.c, -  (.r +  ց,)|Կ _  J J  |Xj. _  (* _  7(/ ' / )

>=1 j = l
Учитывая, что |5 + (.r +  *j/) -  a(x).S։- ( x  ֊  iy ) \ < Cys . S >  0. получаем

rn I ( ■ I
a x  { j / ,  (X , ?y ) |p „ ( x ) }  <  С У  J J  m a x  '  ֊  -  I _

12
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Так как kj > —Ոյ н օ:յ — ո յ  > О, то

!r, -  (z  -h >y)\k lvr -  .^!'л- ~,ij <  c  
|5Cj -  (ж +  i y ) | - T,J 

Получаем lm itf-++o ’.Л  ( r .y ) \c < j. )  0 . Далее имеем
r n  III

, \xj  -  (a: +  iy)\k'J -  Д  IXj  -  (X -  i y ) p  ■ <

.1=1 J = 1
<  -  (г- +  / t / ) |A՜  ֊  |a-j -  (x -  i i / ) |* ՝ |  <  Cy\xj  -  (a: +  iy)\k՜ 1,

г д е  /с =  min{k j} .  П о э т о м у

. . .»  <  C ,  V  ս ա  ( |IJ -  +  i!f  ՜ 1,1* ՜  )
хе(֊оо,+оо)гі УЛ̂ гЛ "  Hխ  {.7:,} I  |*J -  (as +  4/)|-*Կ i

учитывая, что
i-՚՚յ -  >> + ^ і * ՜ 1 ( Л

О ІТЛН И ЧН О Й  ЗАДАЧЕ 1JHMAHA В ПОЛУПЛОСКОСТИ ..

( |տ* -  (а: + iv)|֊ "J 0 Ѵг/у
при у  —> ос, получаем 1եոս_ > + п /շ (;է՜, ՜  о. □

Л е м м а  4.3. Пусть «д. < —2. 1 < А՛ <  т ,  օ.(է) € й1'՝ и
111

j —1
Если функция

^  =  (  (а* ֊  г) +  (л* ֊  г )2 +  -  +  (** ֊ * ) - " • ) * * W  
удовлетворяет условию

m a x  { \S+(x + іу)ФІ (х + iy)  -  a(x)S~(x  ֊  i y ) o A. (a: -  г у ) |р , , ( . г ) }  - »  0 ,
;гс(—ос.+ос)

то tpk(z) можно представить в виде ^ ( г )  = Лц 4- (хк — г )֊ ”<!Фу(з), г<?е Фо(.г) 
апшттгтсская функция а точке .г*, а Л о некоторое комплексное число.

Доказательство. Из леммы 4,2 имеем

m a x  { |(> ч . ֊  ( .г  4 - iy))~nkS +(x  4 - iy)<pt(.x 4 - i y ) -  
խւէ—£\<€

-a( x ) ( xk  -  (x  -  i y ) ) ՜ "*  Տ ՜  (x -  і у)фь(х  -  iy)\p։l(x)}  —> 0 ,  при у  —> 4 -0 .  

Заключаем, что с]іункция

ФмМ =  Հ ( * օ  + . . .  +  ^ Г * ՜"  (х^ ) Г  ^ ՜ ' " ՛ ՜ 1

также удовлетворяет условию

m a x  { |.S '+ (a- 4 - іу)ф£(х + іу) -  ah:)S~(x  -  іу)фՀ (х -  іу)\ру(х)}  ֊ >  0 .
jiCfc—.Г|<е
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I . М. ЛЙГЛІІІ Ч >111 < ■ Л Л1 І.КЯІІ

И спользуя лем м у 'I.I числя / и ,  Ay,  Л | м ож но о /ш озпачио определи ՛! ь.

В ы бираем  произвольное число Л остальны е числа И | , И-4......./1 .ю ж по

однозначно определить. Учптмпия леммы 4.І и 4.2, получаем до1;.чак . и/:՛: »о 
леммы 4.3.

Т еорем а -1.1. Пусть существует k такое, что I < I: ■' , г(. (յ и „(:, j < Ц ".
Тогда спраисдливіл следующие утве.рждсиия:

а) если /V -| /і > О, то общее решение задачи It мом-.по представить в rtuijr

(4.‘2) Ф(г) K (J ,z )  I Я (г)(л„  |

где Л '(/, г) определяется формулой (%.՝{), /!ц ■ щклиімлыиіі комплгі./иог иц ѵ։. 
когда //. >  0  іі Ճա =  0 ц  <  0 . P(z) полипом порядка /V //. | .

если .V I /* < II и /t > И, то общее решение задачи Н преФпнитило ч г/и и՛; 
Ф(г) - K [J,z)  4- Ai)S(z), где А и - произвольное число и /(.г; уОочлетворлет 
условиям

(« >  ..... - * * * - 1 . .
в) если N  +  /./■ < 0 7і / і  < II, т о  решение задачи Н едпиептешю, представимо 

в виде Ф(г) - K ( f , z )  +  АцФо(х), где Фи(-г) - решение однородной задачи It

r+rXj ք(է)Ո(է) dt
Л о =  ֊ ֊ /277І У_. 5 + (<J (i +  j)w+l 

и  / ( f )  удовлетворяет условиям (4-՝і) если ц փ —Л ” — 1.

Доказательство, а) Предположим, что Ф(г) решение задачи П при заданчо:: 
/  Տ С(р). Тогда из (1.2) имеем

I Ф + (а: +  м у) Ф ‘ (.г  — iy) f i x )
І іш У а д і - ՛!/->+0.,;6(-oc.+oo) I ■b'"r(.i:) .S '՜(a:j .S'+ (x)

Обозначим
Հ „ , . ճ ճ ^ է ճ ,  , s „ +

* € П -

получаем

(4-4) Ф+(;г ) - Ф

где Ф+(г) имеет полюс порядка - п д .  в точке г =  .пд. -  іу.  Пусть

А* ІУ) , а !>(у) , . А - пЛ у)
( U + i y ֊ z )  ( h  + i y - z ) ՛ 2 ՜ "  { է կ + հ յ - , г ) ՜ ’՛

14



О ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ РИМАНА В ПОЛУПЛОСКОСТИ

главная пасть разложения Лорана функции Փ է  (.г) в окрестности топки л՝;,- +  іу. 
Тогда будем иметь

где Py{z) некоторый полином порядка N  + ц  — 1, если N  + ц  > 0 и Pv(z) =  О, 
если N  + и  = 0. Так как / у[х) —* f ( x )  ■ R(x)(S+(x))~] в Շ՛, то

Пусть теперь Дг +  р < 0, // >  0. Так как а(.г) € Я'1 то AuS(z)  удовлетворяет 
однородному условию (1.2). Поэтому общее решение задачи II представимо в

Задачу R  называют нетеровой, если количество линейно независимых реше­
ний Л'п однородной задачи и количество условий Р  на / ,  при которых задача R  
имеет решение, конечны. Разница Л ц — Р  называется индексом задачи R. Из тео­
рем 3.1 и 3.2 следует, что если ո լ  > 0, к — 1 ,2 ,..., т  то Лго =  N  Ւ // ттри Л,г -| //. >  0 
и Р = -Л г — р при Лг н- //. <  0. Это означает, что при о* > 0, к — 1 ,2 ..... m  числа 
Д о и Р  зависят только от <ѵіс, fc =  1,2 ..... m  и բ  =  indn(x), x  € (—oo, +oo). Отме­
тим, что для произвольных о-д.-, к =  1,2 ,.... т  числа Лго и Р зависят не только от 
оа и //. ТЗ случае, когда а(а:) € Я" и .V +  // > 0, мы имеем Лг0 =  Дг +  /'■ +  I . Можно 
привести примеры, когда а(х) Հ. Ra и Лт0 =  Лг +  /;/.

Т ео р ем а  4.2. Пусть сц- < —2, /о -  1,2, . . . , т  и o(.r) і  Я“ . Тогда справедливы 
следующие утверждения:

(а) если N  +  р > U, то общее решение задачи R можно представить о 
виде (4-1), где Л0 =  0.

m
(4.5) Ф+(*) ֊  ( Փ ՜(г) ֊  £  Gky(*)) =  /„(* ) +  £  6՝,,7(г)

/с=1 А:=1
Пусть теперь N  + /і > 0. Тогда

т
Ф(*) =  /<■(/, а) +  Я(*)5(*) ] Г  Gfc(z) +  Р(.:)

m

виде Փ(շ) =  Л '( / : г) +  >!05 (г). □

15



г. м. лйрлпктяи, ւ: л лі і-.иян

(h ) гели Л ՚ 11 ■ *1, vw  зшіпчи l{ ptL ipnini.wa iii.it/tlii и тиолько uiozthi uoafJfi 

/ ( / )  у()оолсіікюряі:т условиям ( j. : i ) .  Иг.іш-.ииг. cduu/ тнг.тю п Ф( х)  К (!՛

A b stra c t. bet ('{ր) be Աս: class of functions /  such that f(x)p(x)  i.; continuous 
(111 ( - 00, I no). Ill till! upper Imlf-plane of complex р|;ші: we i:on:,i !er the Кіі../.;-ол

m t f ,
boundary value problem in I,he wt;if'hl.r;c| space (!(ր) wil.h nix ;

• * I X 4 i
where n/. and xi.. /■՛ l,2 ,...,m , are іеаі uumbfys. The ргоЬЬ-ш :: to deieim'i! ՛
analytic in Hie upper and lower half-planes function <U(z) to ,aii lim., , Ф [r. 
ill) u(x)Ф (x iy) f(x)\\c(p) -  o, where /  e C(p), a(.r) с Շ’*[ Л :УІ] for any 
/I >  (I. a(a:) /  0, the limit liiri|a.| >IX «(./:) rt(oc) exists and \a[x) (մ.-./ ■' <" r
for |ж| >  .'1 > 0. The normal solvability of this problem i . ՛ :,Labli bed.
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Sci. Izv. Math., 4 0 , no. 3, 520 -  563 (1993).
[8| N. E. Tovmasyan, Non-Regular Dirirldet Equations of Klcr.tromagnr t !. : . ՛: .

Singapore (1008).
[9] S. A. Aghekyan, “On a Hilbert problem in the half-plane in the H ;! ■ of eoi ■ i -■ :

Proceedings of the Yerevan State University, Physical and Mathematical Sc! ;.m . . ձ. ■ 
(2016).

[10] Г. М. Айрапетян, В. Л. Вабаяи, “Граничная задача Римана-І н.иЛс-р-.а г. Г .■/.. I 
пепрсрыпных функций”, Научные ведомости Ьс.:но[>од. ічѵсу,՛. упш.ім .. 10 . ձ . ,  
22 -  32 (201.3).

[11] Г. М. Айрапетян, 1J. А. Ваб&ин, “О задаче Дирихле в пространстве и՛.. ՛. рлыіых ..-.■■■■ 
функций”, Научные ведомости Велг-ород. госуд. униперс.. 17(112 иі,т. 2!. 5 -  !у 20': .

[12] Г. .VI. Айрапетян, В. ІП. ГГетросян, “Граничная задача Гильберта и но.: .н.юскос. ո з с: ■ ■ ,■
Լ 1 -сходимости”, Hju. НАН Армении, Математика, 32. по. 5 (1097.!.

[13] Н. М. Hayrapetian, “Dirichlet problem in the half-plane for RO-varying weight functions”, Topics 
in Analysis and its Apiications, Dordrecht, Boston, London, Kluwer Academic Publishers. 147. 
311 - 317 (2004).

Поступила 27 февраля 2013 
После доработки 1.3 июля 2018 

Принята к публикации 15 сентября 201S 
1G



Известия IIA Н  Армении. Математика, том 54, и. 2, '2019, стр. 1 ՜  30

О Т О Ч К А Х  П Е Р Е С Е Ч Е Н И Я  Д В У Х  П Л О С К И Х  
А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К И Х  К Р И В Ы Х

А н н о тац и я . Мы доказываем, что множество X. #ГС =  п т ,  т  <  п, являет­
ся множеством точек пересечения некоторых двух плоских алгебраических 
кривых степенен m и ». соответственно, тогда и только тогда когда выполне­
ны следующие два условия: а) любая кривая степени m  +  п  -  3, содержащая 
все, кроме одной точки ич Л', содержит все точки множества X, Ь) ни одна 
кривая степени меньше чем in не содержит нее точки множества Л*. Отме­
тим, что необходимость условий а) и б) следует из теорем Кзли-Пахараха и 
Нетера, соответственно.

M SC 2010 n u m b er: 14Н50; 41А05.

К лгочепы е слова: плоская кривая; точка пересечения; двумерная интерполя­
ция; фундаментальный многочлен; //-корректное множество; п-нечавиепмое мно­
жество.

1. В в е д е н и е , / / - н е з а в и с и м о с т ь

Пусть П„ := П;, есть пространство всех многочленов от двух переменных, 
суммарная степень которых меньше или равна п. Д ля его размерности имеем:

Плоская алгебраическая кривая является нулевым множеством некоторого дву­
мерного многочлена степени >  1. Чтобы упростить обозначения, мы будем ис­

пользовать ту же букву, скажем р, для обозначения многочлена р н кривой, 
заданной уравнением р(х. у) — 0. Точнее, предположим, что р  является много­
членом без кратных множителей. Тогда алгебраическую кривую, определенную 
уравнением ріх. у) =  0 также будем обозначать через р.

Таким образом, прямые, коники и кубики эквивалентны многочленам степени
1, 2 и 3 соответственно; приводимая коника представляет собой пару прямых, и 
приводимая кубика представляет собой тройку прямых или состоит из прямой 
и неприводимой коники.

А. А. АКОПЯН, Д. С. ВОСКАНЯН

Ереванский государственник университет 
E-mail.s: hnkopUhjsu.am, ysudavOgmail.com
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Л .  Л .  Л К О І І И І І ,  Д .  I І Ю С К Л І І Я І І

С л С Д Ѵ Н І ІЦ а Я  J IC M M .'I  И В Л Я е т Г Я  l l j l l i n  I . IM  ф а К Т І Г Л  Л Ы І іе іМ ІО Й  ; і .ш  f  f j p l . l

.Л ем м а 1 .1. Череп любые N  I (l/'2)n(ri I 'i) точс.к npoxoilum алгебрач-іс.гкая 

К ]>11(Н ІЯ  cvic.nc.im I I :

Задача, нахождении мнотчлена р  С  ||„ , удовлетворяющего у с  Г О В І І И  ■

( 1 . 1 ) !>(■'ш, ' Ѵ і ) і  I---- , h;

называется задачей интерполяции.

О п ределен и е 1.1. Множество точек Хи называется «-коррокі ны.л, > г.сч о ля 
любого данного напора чисел (<• і . . . . .  ст), суиіеетпуі т мИаи-лпленнии лиюяоч ՛՛..• 
р (z IIи. удовлетворяющий условиям  (1.1 J.

Необходимым условием для гі-коррсгсттюс.ти яп .іяс іея /• jjX i ЛипП,,

Многочлен р С П« называется п֊фунг)амснталъпым мнохочлспом օ՚ւки А r 
X, если р(Л) =  I н p\T յ — 0. где р |о з н а ч а е т  ограничение // на X. оі 
многочлен мы будем обозначать через рд  յ .
Иногда мы будем называть п -фундаменталь н ы.і также мяоюч іеи и՜; П. ՚<.'յ- 
рый обращается в нуль во всех точках X. кроме точки Л. так как ѵют 
равен r;p*t . где г; փ 0 константа. Фундаментальный мноі очл'.-л : южет быть опи':;::; 
также как плоская кривая, содержащая все точки X. кро: у одной.

Далее мы рассмотрим важное понятие п-независимостн и л-зависі:::ости 
жеств точек (см. |1). [У] - [7]).

О пределен и е 1.2. Множество т очекX называется /і-независи:іі.і. ;. ес,՛՛։ ֊ иж- 
дая его точка имеет п-фуидаментальный мпого՝иіен. В противном с іуш՛:. 
называется п-зависимьш.

О п ределен ие 1.3. Множество т очекX называется сутипственно п-і^тпи ,г.:ѵ 
см и  ни одна из его точек не имеет п-фундаменталъныіі многочлен.

Если для некоторой точки .4 €  X не существует ո-фундаментальный много­
член то для любого многочлена р  е  1І„ .мы имеем

р\ х\Ы} -  0 = >  Р(Л) =  0.
1 8



Таким образом, множество X является существенно ^-зависимым, означает, что 
любая плоская кривая степени к, содержащая все, кроме одной точки X, содер­
жит все точки X.

Поскольку фундаментальные многочлены линейно независимы, мьг получаем 
следующее необходимое условие п-независимости:

# Х  < dim П„ =  А7.

Легко видеть, что «-независимость X к эквивалентно разрешимости задачи ин­
терполяции (1.1), означающая, что для любых данных { с і,. . . ,с * }  существует 
(не обязательно единственный) многочлен р  € П„, удовлетворяющий условиям 
интерполяции (1.1).

В случае /.• =  Лг, т.е. для множества точек Х,ѵ ո-независимость означает н- 
корректнос і՝ь. Мы иммеем следу ющее

П р ед л о ж ен и е  1.1 ([6J, лемма 2.2). Предположим, что множ ество точек X 
а -независимо, и каждая точка множества У имеет п-фундаментальный мно­
гочлен относительно множества Хиу. Тогда последнее множество точек есть 
таксисе п-независимое.

С л едстви е  1.1 ([G]. предложение 2.3). Предположим, что кривая <тд., степени 
к содержит п-независимое множество точек X. Предположим также, что 
множество У находится вне кривой о՛/.■ и являет ся (ті — к)-независимой. Тогда 
множество X Ս У есть ті-независимый.

Ниже мы приводим характеристику ո-зависимости множеств точек, состоя­

щих не более чем из З/і точек.

Т еорем а 1.1 ([С], теорема 5.1). Множество X. состоящее не более чем из 3п 
точек, являет ся ո -зависимым, тогда и только тогда когда, выполняется одно 

из следующих условий:
a) п  4- 2 точек коллинеарны,
b) 2п +  2 точек принадлежат (возможно. приводимой) конике.

c) # Х  ֊֊ 3/1, и существуют коника մհ € Щ  и кривая сг„ & П„ такие, что 
X =  <73 ПС7„.

Приведем три следствия этого результата.

С л ед стви е  1.2. Множество X. состоящее не более чем из 2п + 1 точек, я вля ­

ется п-зависимъш. тогда и только тогда когда п  + 2 точек коллинеарны.
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Л. Л. ЛКОІІЯІІ. )\ I' ІІООКЛІІЯІІ

ОбоГііцеіші' )ТОи> |»*"і.ѵлі/і:ւ՜ւ;• <■ учетом к |>;ічи«»fir-іі точек мгіжеі fii.ni. м.іидмю !՛• 

(М  I<*■ ір<'м;I !)). 11 I сдодп пн» I .2 мы ін:м<ѵі.ім!іііі(> иолучае. i г куіуюіций \։' ■■: u..-. i 

Совери [OJ:

С л ед стви и  1..Ч (|!)|). Jhofioc множество X. состомщп не fj/uni n t in n I 

точек, яаляст ія нис.шапспмым.

С л е д с т в и е  1 .4 . Любое, мнчлс.ес.тво Г՝... с.ос.томщс.с т Сол՛:՛: ■«.՛« »»•» An I т<> 

чек, является п-жчисішым, тогда и только тонОи коу.Оа чшюлпя'-.ю'.ц очно ■/: 

следующих условий ՛

а) п  +  2 точек коллипеарни,
Іі) ֊ո. 4 2 т очек принидле,ш ит  (во;імо:л<:но, upunorJuMouJ кот и .՛

Частігыіі случяіі приведенного пмпм репулі.тата. коі,іа //X ^  Հո '. .
найти і; j 11. предложение I.

Л ем м а  1.2. Предположим, что множество X суше.стоении I іа':іі':имо. ՛■ 

является Kjmeoii степени п. Предположим также, чти m h o w .՛:\шчо i/՚օ •" ՛ і : 

Х \ а п не пусто. Тогда множ ество ’J существенно </.■ п)-зависимо.

Доказательство. Предположим наоборот, что точка/) Ղ У и лс-л (к 
многочлен: р \  То>՝да легко иидеть, что многочлен р р \  ֊,ղ., яі;,ія';іо. 
■фундаментальным многочленом точки А но множеств': X, что является і;рѵ.;> 
воречием.

Предположим, что кривая ап степени п приводима, т. е.

(1-2) сг„ =  егП1 -Стп,,

где компонент ап, имеет степень п,.
Обозначим через X,, і = 1 , . . . , а .  множество точеіс из Х г  а, которые- :; 

принадлежат другим компонентам rrUj, j  /  і. т.е.

(1.3) х , =  х \ (  լ յ
\J = l,3ri J

Скажем что компонента <тп, не пуста по отношению к X  если X փ ՝:՝..

Л ем м а  1.3. Предположлш, что множество X  С а,, существенно к-завѵсиліое, 
где кривая <тп степени ո приводима., согласно (1.2). Предположим также, -г . 
все компоненты не пусти относительно X. Тогда каждое множество л  . .,ч - 
занное в (1.3), есть существенно [к — п + щ ) -зависимое.
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Доказательство. Действительно, предположим, что для некоторого i. I < г < а, 
множество X, in՛ является существенно (к - п  + щ )-зависимым, т. е., существует 
точка /I £ X, имеющий (k — ո + ո լ  )-фундаменталыіьш многочлен: />,. Тогда легко 
і-.м,т(ѵп». что многочлен р =  Рі Ծո։ является /Ь-фундаментальным мпогочле- 
ном точки А но множестве X. что является противоречием.

2. П о л н о т а  т о ч е ч н ы х  м н о ж е с т в  н а  п л о с к и х  к р и в ы х

О п ред елен и е  2.1. Пусть а;, - плоская кривая степени к без крпшимх ком­
понент. Тогда множество точек- X С  ст*. называется /t-полиым на кривой դլ-, 
если выполняется следующее условие:

Р С П„. р |х  =  0 p -q rr i. .. где ղ Q П

П случае к > п  ո-полнота означает что р е  П.,,.. /і\х  — 0 ■■==■ р — 0. Итак верна 
следующая ,

Л е м м а  2.1. Пусть к > п. Тогда множество X С  ո լ являет ся п-полным па դ լ , 
тогда и только тогда когда X содержит п-корректное подмножество Xrj.

Рассмотрим следующие два линейные пространства многочленов:

J п,Х =  \р  £ =  О} , .1 ii.tTi, =  {p&k ' Р է  Дм—А՜} ,

где X есть множество точек и а լ ֊  Щ . Заметим что

(2.1) Уп.х Уп.ок, если X с  сг/,.

Мы имеем также что

(2.2) !Р„д- =  Т „ і<Тк -*==? X С  tг*.- является ո-полным на кривой <т/,..

Теперь мы легко заключаем из (2.1) и (2.2), что

(2.3) d i m =  dimTn.ffj. «=> X с  о՜/,, является ո-полным на крывой сг/і:. 

Очевидно, мы имеем что

(2.4) dim =  dim II,լ_ д..

Д ля dim Т„,х имеет место следующее (см. [3]. [G])

П р ед л о ж ен и е  2.1. Пусть Хо - .максимальное ո -независимое подмножество 
X. у/?.е. Xu есть п -независимый и Хц U {А} есть ո -зависимый. для любой точки 
.4 € X \  Хо- Тогда имеем

(2.3) dim Т „ д  ֊ dim 7 п,х„ =  dim П„ ֊  # Х 0.
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Л .  Л .  Л К О І І Я И .  Д .  С .  І Ю Г К Л І І Ш

Обозначим d(k, п) : ііііііМ,, <1ігп1І„ и- Легко иидггіі,, ՝п<> d(k,n ) (п ! I) է
»  +  ■•• +  (« к I 2) =  !հ1Վ2ո. к I .4),если к ■ 7/. I Наконец, с учетом 
мы получаем сл<!дующий простой критерий иолпотм:

П р едл о ж ен и е  2.2 ([8|, предложение 3. I). / /усть к ո ՚հ ո щ плоская кривая 
степени к. 'Гоада міюжество точек % с /ц является и полным ч 'и пшгОа 
и тальки тогда, когда .'X содержит и нг-іачисішое. подмно:։ісг.стчо Хі, ՛՛ 'f. '՛■ 

#Хо =  d(k, п.).

Отметим, что и случаях к =  п +  1 ,и +  2, шіиду 'іого, ч'іо d (k ,n j dim II;, 
[Предложение следует из леммы 2.1.

Т еорем а 2.1 (Кэли-Бахарах). Предположим, что множсстчо X, //-X wm 
является множеством точек пересечения некоторых Опух крпвых ո ,։լ и о„. 
степеней in и п, соотоетстоенно: X — ат Ո и,,. Тогда имеем
a) множество X существенно к-зависимое,
b)  множество X (к +  1)-независимое,
c) дла любой точки Ճ 6 X множ ество X \  {А } есть к-неаапшымое.

Т еорем а 2.2 (Нетер). Предположим, что множество X. # Х  =  юп ячляется 
множеством точек пересечения некоторых двух кривых п,„ и о,, степеней и՛, 
и н, соответственно: X =  <т,„ По՛,,. Тогда для любого многочлена pi -  11 <.

р\х  = 0, имеем

(2.G) pk ~  Ak—т&т ՜է՜ П/і—п&ո։

где Ak—rn ^  П/г—m and £ П/,-_Г|.

С ледстви е 2.1. Предположим, что множество X. # Х  — та, тп <  п. явля­

ется множеством точек пересеченья некоторых двух алгебраических r.puw r  
а,„ и <т„, степеней т  и п, соответственно: X =  агп Ո сг,,. Тогда ни одна кривая 
степени меньше чем га не содержит все точки X.

Доказательство. Действительно, предположим наоборот, что кривая բ степени 
меньше т  содержит все точки X. Тогда из (2.6) мы получаем р =  0. чю  является 
лроти воречі іем.

3. О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы

Положим в этом разделе к = п{т. п ) =  m + и -  3.
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Т еорем а 3.1. Множество X с # Х  =  т п, тп <  п, есть множество точек 
hi ре.ссче.ния некоторых двух кривых степеней т. и и соответственно, тогда и 
только тогда когда выполнены следующие условия:
и) любам крапая степени к, содержат,ая все., кроме, одной точка X, содержат 

все точки X,
Ь) ни одна кривая степени меньше, ч.елі т  не содержит все. точки X.

Отметим, что необходимость условий а) и Ь) вытекарт из теорем 2.1 и 2.2 со­
ответственно. Отметим также, что приведенное выше условие а) означает, что 
множество точек X существенно к-завпеимо, а условие Ь) означает, что множе­
ство X содержит (т — 1)-корректное подмножество. Далее мы докажем часть 

достаточности теоремы когда ш =  1.2, -'5.
Доказательство ’теоремы 3.1 в случаях т  — 1 ,2 ,3 . Случай т =  1. В этом 

случае задано существенно (п — 2)-завпсимое множество п  точек X. Из следствия 
1.2 получаем, что все точки X коллинеарны, то есть принадлежат некоторой пря­
мой (Tj. Отсюда получаем, что X =  п\ Пгг„. где о„ имеет и  различных линейных 
компонент, пересекающих прямую а\ к рассматриваемых п  точках X, соответ­

ственно.
Случай in " 2. В этом случае задано существенно (и — 1)-зависимое множество 2/г 
точек X. Из следствия 1.4 получаем, что либо п + 1 точки из X коллинеарны, т. о., 
принадлежат некоторой прямой сгь  либо 2п точек из X принадлежат некоторой 
конике օ՜շ. Предположим сначала, что п + І  точка принадлежит прямой <т\. Затем, 

обозначив У =  Х\<7і, получаем, что #У < ո  — 1. По условию Ь) имеем, что У փ 0. 
Теперь из леммы 1.2 получаем, что множество У существенно (п — 2)-зависимо, 
ч’іо противоречит следствию 1.3.

Д ат ее. предположим, что все точки X принадлежат конике Ծշ. Сначала рас­
смотрим случай, когда коника օշ неприводима. Тогда получаем, что X =  օ՜շ Ոа„. 

где сг„ имеет и различных линейных компонент, пересекающих դ՚> в п  непересе- 
кающихся пар рассматриваемых точек, соответственно. Наконец, предположим, 
что коника <7շ приводима, т.е. есть пара прямых ռշ = ո \Ծհ' . Сначала докажем, 
что каж дая из этих прямых содержит ровно п точек из X. и, следовательно, 
точка пересечения прямых <ті и о\ не принадлежит X. Действительно, предпо­
ложим наоборот, скажем прямая оч содержит п  + 1  точек из X. Тогда обозначив 
У =  Х \сті, получаем, что #У <  п —1. По условию Ь) имеем, что У Ф 0. Теперь из

23

О ТОЧКАХ ІІЫЧіГІІЧЕННЯ ДВУХ ПЛОСКИХ КРИВЫХ



леммы 1.2 получаем. что множество еуліест ценно (ц ՛չ j чнниги:', что лроті 
Iff l| >("111 I С Л С Д С Г и і І І О  I .."l. С л е Д О Л Н Т С Л І . И О ,  IIUUIIfl'IIUSM, Ч ю Х  Օ՛ձ է п.,. !.:։•'■ . ІІ .՛■> . 

II  р Я Ч Л І І Ч П І . І Х  . І І І 1 І І СИ 1 І ЫХ  К . ) M i l ' >11. I I I ,  І І С р Г Ч Ѵ І К і І І О І І І И Х  Ո  | И ч \  J! ц  | | '  n O p O ' . U  I ,  

j I; ւ] > рассматриваемых точек, одна из օ յ, л /іруіаи ич м'(.
Слі/чап 111. :і. 1і ITO.VI Случае ДііНО существенно II іаііИГІІ lijl՛ .1ІІО/Ге, | 111, :5л ТОІ
X. По теореме 1.1 i голу чаем, что либо п I ՛֊■! точек н ■■ X ирнм;і;і іежал ці-.і улоро;': 
прямой ո ւ, либо 2n +  2 точек и і X принадлежа і некоторой конике . տք/. .
<T;t f 1 гт„, где a լ e II,- Чдесь нам достаточно исключить первые .п-.е во ■. .іо,. по'

Предположим сначала, что и I 2 точек принадлежат прямой ռ Іог,і;, օ;.օ 
значив Я =  X \  <71, получаем, что //У ■ 2?» 2. По условию 1յ; и:.;ее : что /  "
Теперь из леммы 1.2 получаем, что множество У сущегт вепио (у/ I ;-чави'.-: о 
Следовательно, но следствию 1.2 получаем, что ո  ք I точек ич У припал 
прямой cr'j. Тогда, обозначая Z =  X . (ai 'J  получаем что # Z  ■" н  По 
условию b) имеем, что Z ■/ 0. 'Теперь ич леммы 1.2 зак гю ч а е .ч то  յ  пожег .'.--.о . 
существенно (п — 2)-заииснмо. что и]Ютиворечнт следствию l.'J.

Далее, предположим, что 2п точек ич X принадлежал колике -7;, Тогда. ооо 
значив У =  X \  гт,. получаем, что ЦМ < п, У փ '/j. Теперь ич .՛՛■ імі.і 1.2 пол ■■ • 
что множество У существенно (rt—2)-зависимо. Далее, пч г. и-, кл >:ия J .2 по ;■•■>՛ 
что множество У имеет ровно п  коллинеарных точек, принадлежащих некоторой 
прямой гг]. Тогда, обочначйв Z =  X \  о \ . имеем, что # Z  <  ՛Հո, Z ф Заи- ■ 
леммы 1.2 заключаем, что множество 2. существенно (п — ' -ѵ  пн-; :о С .' 
мы легко находим, как выше, из следствия 1.4, что 2- содержит ровно ՛_'>■■ ՛■ ՛
а в случае, когда коппка п-չ имеет две линейные компоненты, каждая ич пря . 
содержит ровно ո точек из X.

Теперь из предложения 2.2 мы получаем, что X не является - галны : ■ 
(Ту =  օ՜((7-). Следовательно, существует многочлен դ „ .  обращающийся с г:՛.՛՜.;. . 
всех точках X, но не на всем аз, в частности X С а:> Г! а„. Осталось провери: . 
что erg и гг„ не имеют общих компонентов.

Действительно, пусть <т является общей компонентой высшей сте; ■ ГІ;,-. -
положим, что ո  Բ  По. Тогда имеем, что <ти  - Ծ Ծ ո ֊ շ .  где ап- ‘і £ П„ .. Тек 
рассмотрим линейную компоненту гг,. кривой <T;j, которая не является ком пои-՛- - 
топ ծ. На этой компоненте мы имеем ровно ո точек из X. которые находятся в՛:; 

а. Следовательно, эти ո  точек принадлежат кривым а  լ и <т7,_'_-. что прогиворечггт 
теореме Везу, так как эти кривые не имеют общей компоненты.

л .  л .  л к о и я п ,  д .  с  и о с к л і і я п
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Наконец, предположим, что а  € Ոյ. Тогда имеем, что <?„ =  па, ь  где т„_1 е  
1І„ ]. Рассмотрим компоненту егд е  П;... к < 2 и ст:( отличную от а. На этой 
компоненте мы имеем ровно кп  точек, которые находятся вне а. Следовательно, 
эти к ո точки принадлежат кривым и/,- и с „_ і, что противоречит теореме Везу, 
тик как эти кривые не имеют общей компоненты.

Доказательство теоремы 3.1 в случае, т  >  4.
Доказательство части достаточности теоремы 3.1 будет завершено в теореме 

3.5, в конце раздела.
Начнем обсуждение со случая неприводимой крыной.

Теорема 3.2. Предположим, что неприводимая кривая ггп, степени т  содер­
ж ит  множество % состоящее из т п  точек. Тогда верны следующие утвер­

ждения:
(a) Если множество точек X является к-пезависимым. то оно является, п- 

полным на кривой ѵт.
(b) Предположим, что 3 < гп <  п  +  2. Тогда если множество X является  
а-полным на а,„. то оно является н-незавиаш ы м.

Доказательство. Часть а): Предположим, что множество X с  а,,, не является 
/ыю.чным на іт„,. Следовательно, существует многочлен гтп £ П,,, обращающийся 
в нуль во всех точках X, но не ни. всем гг,п. Тогда, поскольку кривая а,„ непри­
водима, то из теоремы Безу заключаем, что X — а,,, Гігг„. Теперь из теоремы 2.1,
а), мы получаем, что X является «-зависимым. Точнее, из теоремы 2.1. а), полу­
чаем, что X существенно «-зависимое, а из пункта с) получаем, что для любой 
точки Л е  X множество точек X \  {А}  есть «-независимое.

Часть Ь): Предположим, что множество точек X является //-полным па аш.

Тогда согласно предложению 2.2 мы имеем, что X содержит п-незашісіімое под­
множество У состоящее из d(m, п) точек. Так. как m  < п  +  2. то число точек в 
Z = X \  У равно т п — d(m .n) - т п  -  |m (2 n  — гп +  3) =  jin {m  — 3). Таким 

образом, в случае т  = 3 имеем, что X =  У является к  =  //.-независимым. Теперь 

предположим, что т > 3.
Ввиду леммы 1.1 найдется кривая <тт - з  степени т  -  3, содержащая все точки 

Z. Обозначим через Z множество всех точек X на <т1П- з ■ Поскольку кривая а т 
ненрпвод[ша. то она не имеет общей компоненты с сгш֊ з . Далее мы имеем, что 
Z Z <7т Пегт _з. Поэтому по теореме 2.1. Ь). множество Z  является m.+ (m —3)—2 = 
(2ու — 5)-независимым. С другой стороны, имеем что к =  гп + п  — 3 > 2т  — 5.

О 1 ОЧКАХ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ДВУХ ПЛОСКИХ КРИВЫХ
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Следовательно множество Z  является «-пеіаниснмым. Тогда \шо,кее.і но V. /. <■ 
X ՝ Z - [I является ^независимым. Но следствию 1.1 множество X является 

к =  (;л. Н- ;і. -  3)-пезависимым.

Сейчас из доказательства час/іи н) (последнее предложение там; < -.разу но іу 

чаем:

С ледстви е 3.1. Предположим, что неприводимая к ;ш вм  и,,, етг.не.нц іи / оді ր 
оісит множество X состоящее п-і ա ո  точек, которое не является и полчыч 
Тогда множество X есть существенно к-.іаписимое п Оля любой іп.о՝п;и А ՛ У 

множество Х \  {Л | есть к-независимое.

Из доказательства части Іі) теоремы 3.2 получаем следую т'*  утверждение

П редлож ен и е  3.1. Предположим, что (не обязательно негцнюоОимая) >:ր՚յ՚.г, и 
а,,, степени т, т  >  3, содержит множество X состоящее из <  /п/< точек, 
которое является п-полным. Тогда множество X не являет ся ецщеешоенно 
к-зависимым.

Доказательство. Доказательство части \>) теоремы 3.2 показывает, что ' . і че­

ствует кривая от-з  степени т  -  3, проходящая через все точки гиожества
2. — Х \У . В случае гп =  3 мы имеем что множество X =  у. и следонательно, есть 
к =  «-независимый. Теперь предположим, что m  > 3. Покажем, что ■. не 
содержит все множество X. Действительно, если X С т,п-ъ , 1(յ -’люгочлен а,,, . 
обращается в нуль во всех точках множества X, но не на всем ггт . Следователь­
но, X не является ո-полным на кривой <т,„, что является противоречие.՝.?. Зат'-л 
выберем точку А  е  Х\ст,п_з. Так как А е  У, рассмотрим фундаментальный мно­
гочлен р*| у. Теперь заметим, что р := от-гР*.\\\ является «-фундаментальны:: 
многочленом точки .4 в множестве X. Следовательно, множество X не является 
существенно «-зависимым.

Т еорем а 3.3. Предположим, что т < н  +  2. Тогда любой набор точек X. с 
# Х  < m (к +  3 — гп) — 1 =  т п  - 1. нп неприводимой кривой ѵт, является к- 
независимым.

Доказательство. Случаи т  =  J и т  - 2 очевидны. Предположим, что /с > 3. 
Добавим одну точку А  € <тт„ \  X в X. Если полученное множество У =  X U {.4} 
является «-независимым то X с  У также является «-независимым, и теорема
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доказана. Теперь предположим, что множество У является к-зависимым. Заме­
тим. ч’хо согласно теореме 3.2. (Ъ), оно не является п-полным на пш. Тогда из 
следствия 3.1 получаем, что У существенно «-зависимое и X =  У \{ Л }  является 
«-независимым. □

Т еорем а 3.4. Предположим, что кривая п,п апепсии т , содержит множ е­
ство точек X и #Х  < т п  — 1 =  т (к + 3 — т) — 1. где т < п  +  2. Предположим, 
также что гт,„ лѵбо неприводима, либо приводима, так что все ее неприводи­
мые компоненты не пусты относительно X. Тогда множество X не является  
существенно к-зависимым.

Доказательство. Случаи ш  =  1 и т  =  2 очевидны. Предположим, что т  > Ц. 

Случай, когда а,п неприводимо, непосредственно следует из теоремы 3.3. Теперь 
предположим, что*кривая а„, приводима, т.е. ат = от, ■ ■ ■ <т,Па, где компоненты 
сгШі неприводимы п имеют степень /щ.

Предположим от противною, что множество X существенно «.-зависимо. Рас­
смотрим множество X,-, г =  1___,s , определенное в (1.2). По условию имеем, ч го
Xj Ф 0, і =  1 , . . . , s. Так как X существенно «-зависимо, из леммы 1.3 получаем, 
что множество X; существенно (к—m + m j)-зависимо. Далее мы применяем теоре­
му 3.3. Заметим, что условие т  <  ?і+2 здесь сводится к ւոլ < (к—т + т ։)—т ,  +5, 
что выполняется, поскольку оно в свою очередь сводится к іщ  <  « -  т  Ւ 5 — п  + 2. 
Теперь нз теоремы 3.3 мы заключаем, что # Х , >  т,-[(к — т  + ով) — пц  +  3)] = 
т г(к — т  +  3). Отсюда, суммируя, получаем # Х  >  т ( «  — т  +  3) =  т п, что 
является противоречием. □

П редлож ение 3.2. Предположим, что т < п. Если множество точек X, с 
# Х  < ա ո, существенно к-завигимо, то все его точки леж ат на кривой степе­

ни т  или п  — 3.

Доказательство. Случаи п  =  1,2,3, очевидны. Итак, предположим, что ո > 
4. Предположим обратное, что нет кривой степени гп, содержащей все точки 

X. Тогда существует m-корректное подмножество У С  X (с (l/2 )m (m  +  3) +  1 
точками).

Положим Z  =  X \  У. Далее собираемся показать, что

(3 .1) <  dim П„_з ֊  1. 
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И м еем , ч т о /у  : / /* .-  <lim II,, :і I I ' п п і ( і / 'ձ ի ււհ ւ ւ  \ :՛,) | ( | / 2 j u ( u  і ,  !

(1/2 )m(՝ln VI  3) 1(1 /2)іп(2п т  ՛■՛՛) (\/՝Հ)ո(ո :՛,) I Г J /  ՝Հ)(ո in

3)(ո т.) I.
Т е п е р і .  о ч е в и д н о ,  ч т о  v  •) e o n i  ti h i - и л и  ո  ո ւ  ■ ր, ր ,  ц р і-  Kill , /  i,

е с л и  и  in- T I и л и  n  i n  I 2  И т а к  (.'i. I )  д о к а з а н а

По лемме 1.1 существует кривая n„ ■■ i іенеии ո проходящая чер ՛■:■. і-.п 
кп Z. Мм утверждаем, что X <՝ о„ Предположи і противное, тю  і-.уііи՛ м:.՛ і 
точки Л & J  \  a,, Вспомним, что множество I) является т  корperтим і յ;.ւ- 
что можем рассмотреть 7п-фундамепталыіый многочлен Теперь остаеіся
заметить, что р сг„ -,р\ і, является к-фуидаменгальпмм :пююч 'по.: ючки Л 
по множестве X, что является противоречие;.!.

П редлож ение 3.3. Предположим, -пни т и  Если миоц/ г.етчи ՛Լ состри 
щее из inn точек существенно к-зпвиепмо, то пег. гшпкп X леж ит пп. і . ■ 

степени т.

Доказательство. Предположим от противною что X не іе.жит па гриво.і ՚ ■ 
пени т. Сначала докажем, что существует число га,, т  такое, что

1) т 0 ^ ^  ■ т.о. ու о ^ V/,) := /ѵ. -I- .5 ‘то ,
2) все точки множества X лежат на кривой степени /и
3) ни одна кривая степени меньше чем то не содержиі в' . .
Для этого применим теорему 3.2 для X п т  - т ՛ ■= '—!ր]. Ес. ;; .

получаем, что все точки множества X лежат на кривой ռ.,..- с;е:.■■••,՛ . 
кривой а степени ո' — 3. где ո' := к  +  3 — т ' = т '. Отсюда • . ՛. . 
все точки множества X лежат на кривой а,,,՛.

Мы приходим к этому же заключению и в случае если т ' = - ■ :
В обоих случаях имеем, что т ' < ֊ ր ,  гак что все точки :-.ию>.:՛՛-'■■ 

на. кривой а,,,՛ степени т ' где т ՛ <  ո ՛ .

Обозначим теперь через та минимально возможный ու՛ ѵдовле . 
описанным выше условиям 1J, 2) и 3), а через а,„0-соответствуюигто і-: .
степени то- Очевидно, что іщ■, > т.

Теперь проверим, что пт  < mono -  1. Для этого рассмотрим параболу / =  
х(к  +  3 — х). Легко увидеть, что

(3.2) т п -  т (к — т  +  3) < т о  (к — пи, — 3).

так как у(т ) =  у(п) and т  < т и < п.
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Далее;, предположим, что кривая пШп неприводима. Ввиду (3.2) из теоремы 3.3 
іаключйсм. что множество X является к-незавпеимьш, что противоречит усло­
вию теоремы. Заметим, что здесь то <  щ-

Наконец, предположим, что гт,„и является приводимой кривой, т.е. а тп =  
о ,„, ■ ■ ■ а„, , где компонента гг,п. имеет степень ա լ, и неприводима. Ввиду вы­
шеуказанного условия 3) ни одна компонента не является пустой относительно 
множества точек X. Теперь по теореме 3.4 мы получаем, что X пе является су­
щественно «-зависимым, что является противоречием.

З ам еч ан и е  3.1. Предположим, что т  < а и множество X состоящее из 
п т  точек сухцественно к  -зависимо. Предположим также, что ни одна кривая 
степени меньше ч ем т  не содержит все точки X. Пусть а,,, - кривая степени 
т  и.} предложения 3.3. содержащая все точки X. Тогда, если эта кривая приво­
дима: <7,„. =  (т,ГІ1 ■ • «тш, . где компонента а1Пі имеет степень т , и неприводима, 
то ни одна точка X ис является точкой пересечения компонент, и каждая 
компонента а1п։ содержит ровно m j t ;  — т  + 3) точек из X, которые являются  

cyuif.cmec.nuo (« — гп +  гн,-) -зависимыми.

Действительно, доказательство совпадает г. последним абзацем доказатель­
ства предложения 3.3, где вместо т о  берем т.

Т еорем а 3.5. Предположим что для множества X с # Х  =  т п, т. < п. вы­
полнены следующие условия:
a) любая плоская кривая степени к, содержащая все, кроме одной точки X, со­
держит осе точки X,
b)  пи одна кривая степени меньше чем т не содержит все точки X.
Тогда X есть множество точек пересечения некоторых двух плоских алгебра­

ических кривых степеней т  и п, соответственно X =  <т,„ Ո ап .

Доказательство. Случаи т  —- 1 ,2 ,3 , уже доказаны. Итак предположим что 
т > 4. Из предложения 3.3 имеем, что все точки множества X лежат на кри­
вой іт,„ степени т. Затем из предложения 3.1 получаем, что множество X не 
является п-полньш на кривой <т,„. Поэтому существует многочлен <т„ степенп п. 
обращающийся в нуль во всех точках X. но не на всем сгш. Остается показать, 
что кривые ат и сг„ не имеют общей компоненты. Предположим обратное, что 

ffm =  о՜ісгт-է и ст„ =  Դ/іТц_/. где сг; имеет степень і и кривые օ՚ա-ւ- ѵп- і  не имеют 
общей компоненты.

О ТОЧКАХ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ДВУХ ПЛОСКИХ КРИВЫХ
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Обочиачим через У : " ա ւ f'l Ոո / ПХ.  С! учетом углоиии Ь) им«-.г, что V /'
0. Пѵѵтт. /1 (. II. По теореме Кчли-Бахарнха точки /I и мост фуп,іа.: іонта.іыіый 
мнотчлен /'*іч степени in I ո  2/ 2 но миожестие VJ Теиері, і;і кпи.-і что
многочлен р =  оц>\ ,| степени m  -Ւ ո  - / 2 ՜  in I и 3 ceil, фундаментальный
многочлен ТОЧКИ /1 HO МНОЖССТНе X, ЧТО НрОТПНПреЧИТ уг ІОІіИІО a.J -|>:'|р' :а -1 ч

докапана.

С л е д с т в и е  .‘1.2. Предположим что для множества X г if У. ги.ті гп Հ ч

выполнены следующие условия:
а) множество X является сірцестоенно к-.чаоненмым, 
h) множество X содержит (՚ա I յ корректное поОмножег.тво.
Тогда для любой точки Л Շ X множество точек X {/1} есть /.. п'. чк.исн ммч.

A b s tra c t. We prove that a set X, # X  -  imi, /к н. is the :,et of intei ect.ion point՜ 
of some two plain algebraic curves of degrees r/i and respectively, if ar e r,nly if ՚ .V 
following conditions are satisfied: a) Any curve of degree in  + n 3 containing ->:! 
but one point of X, contains all of X, b) No curve of degree less than m  contain՜: 
all of X. The conditions a) and l>) in the “only i f  direction of i.his result folio՛.՛/ froi:: 
the Ceyley-Bacharach and Noetliei theorems, respectively.
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А н н о т а ц и я . 1і статье обобщ ается теорем а Белоусова о л іш гш ю стн обрати­
мых алгебр с ѴЗ(Ѵ) тож дествам и. Полученные результаты  м огут бы ть ис­
пользованы  д л я  классиф икации м едиальны х сверхтождцств.

M SC 2010 num ber: 03С05; 03G85; 20X05.

К лю чевы е слова: кпазигруппа; сверхтождество; изотопность; медиальная ո 
целом система квазигрупп; кпазиавтоморфизм группы.

1. В в е д е н и е

Систему всех кназпгрупп определен мх на заданном множестве М  обозначим 
через П.и- В |'2| даны следующие определения:

О пределение 1.1. Систему квазигрупп Е С П.ѵ/ назовем слабо ассоциативной 
в целом слева (справа) или L Л(ПЛ)-системой. если для любой поры. А. В g Е 
существуют Л '.В 1 С Пд/ такие, что для любых о.Ь.с. С М  имеет место ра­
венство

(1.1) А[а, В(Ь, с)] =  Л'{П'{а..Ь),с](Л\П{о.,Ь),с] =  А'[а, В'(Ь.с.)])

О пределение 1.2. Систему квазигрупп Е С П,ѵ назовем ассоциативной о це­
лом слева (справа) или LA(RA)-системой, если для любой пары А. В € Е суще­
ствуют А', В' 6 М  такие, что для любых а, Ь, с t  М  имеет место равенство

(1.2) А[В(а, Ь), с] =  А'[п. В'{Ь, с)}(Л[п, В[Ь. с)] =  .4'[73'(а, ծ), с])

Если система ассоцатиапа а целом и слева и справа, то она называется ассо- 
цативной о целом системой или А- системой.

О пределение 1.3. Операции А и В назовем изотопными, если существуют 
подстноаки a,j3. у , мнооісества М  такие, что для любых а,Ь е  М

(1.3) аВ(а. Ь) =  А(0а, դե)
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Определении 1.4. Систему »»шу;іуіго К ' S/д/ пшювем мічіиіич.ной а цсло.ч 
сели для .,іюГіы:і: /1, П ,(: С ІЗ с.ущс.стиуют Л', /! ՛,( '' < >\ такие -они Оля люНы'к 
a. b. г., d € Л/ имеет мести у/шспстпо:

(1.4) Л[П(а,Ь)..С(с,<1)] Л'\1Па rU( , d ) \

U |2| доказало, что еіуіи имеется медиальная к целом си'гге.ми ՛՛., ю  с;. мно/і.' 
г.тпе Л/ можно определит!. абелеву группу М{  і ) ■mr.ii.i обра ,'..м чтол ія 'М 
опершши .’I существуют автоморфизмы գ> м հ> і руипм Л/ք і ). a-iaios-e і / 
что !('•>. />) /'и I I I </՛/». U параграфе.'! nac-mwim ii статг.н мы уси иг: указанный
результат Волоусопа. Мы будим гпѵчаті. следующие / ifVj іоаѵеетиа:

(1.5) Ѵ/l, К М ', /<'. С"Ѵн, ft, с, <М[/*(а, b). Blr, d,\ A " )H 'la .,( "(b d,\

(1.0) V.4 , rr֊\A', /{', C'Wn, b. c, d.n\A(u. b). B(c,d)\ Л"\П'{а. ’ib,n

(1.7) V/l. /ЛЛ', Ո՛, C'Va, b; г, <Ш\Гі(іх, b). Me. d)\ A'lli';,,. b, a, )

(1.8) У/Լ ПЧА', B'Va,b,c,dA[A(a,b), ,\'(r.,d.j\ =■-, IS\H'(n. r.): fifb .d /

2. Предварительные результаты

Для дальнейших результатов нам понадобятся пспомогат'- а.ш, ՛: у  іілѵі ... 
доказанные ո [1] -  [3j.

Теорема 2.1. / і ]  Если группы Af(-) и М (о) ияппшппи, то очи и ш м /^ н и .

Л емма 2.1. (/Й/J Если каюигруппи Л. Л', В. В' смяшпы ас.е.оцатипнѵ г поопп<ч- 
■шением ( 1.1), то все они изотопны одной и той же. группе.

О пределение 2.1. Пусть дани группа Л[{■). Подстановку группы ՝.! назоѵ.ѵ 
квазиавтоморфизмом группы М(-), если для всех а.Ь ֊  М  имеем

(2.1) а(а  ■ Ь) — аа ■ а  1(е) ■ ab, 

где с. - единица группы М(-).

Л емма 2.2. (12/) Если а группа М(-) для любит а.Ь. с g М  имеет место равен­
ство

(2-2) $(а(а ■ Ь) ■ с) = 7а ■ 6[аЬ ■ тс),

то все. перестановки а , 0 , 5 .  <т, г являются квазиавтоморфизмами группы .
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Л ем ма 2.3. ([,2]) Если Е С Гідг является линейной и слева it справа, то можно 
определить группу А/(■) так. что для любого А € Е А(а,Ь) =  ,го ■ nh, где <р и դ 
являются автоморфизмами группы А/(■)•

Л ем м а 2.4. ([2]) Пусти Л;, і  =  Լ ... .0  лгтейны на группе М (■) п имеет место 
равенств

(2.3) і4і[Ла(а,6),Лч(с,гі)] =  .44[Лв(о, с),.40(/>, d)].

Тогда группа Л/(■) - абелева.

Л ем м а 2.5. (|3]у I) Если для. квазигрупп A, ТІ.С.' для всех а.Ь.с. € А/ имеет 
место равенство

(2.4) А(Л(а. Ь), с) =  /?(«, С(Ъ, с)),

то существует группа, на которой .4 является линейной слева. 2) Если для. 
квазигрупп А. В. С  для всех а, Ь. с Е М  имеет .место равенство

(2.3) А{о.,А(Ъ.с)) =  В(С(а,Ъ),с),

то существует группа, на которой А является линейной справа.

3. О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы  

Теперь перейдем к доказательствам основных теорем этой статьи.

Теорема 3.1. Если в системе Е t  Пц/ имеет- место тождество (1.8), то 
существует абелева группа М(-) такая, что система является линейной над 
М {) .

Доказательство. Докажем, что является Լ ճ -системой. Пусть Л, В  € Е. Если 
зафиксировать со €  М получим:

(3.1) Л[В(а,й),сі] ֊ А'[а, С'{Ь, d)J. где ad =  В (сі).д),ва ՜ П'(а,си). 

Обозначая А"(а.Ь) =  А'(ра.Ь) и C"(b,d) =  C'(b.X~1d) получаем

(3.2) А[В{а, b), d] =  A"\ a, C"{b, d)},

что означает, что система является £Л-системон. Аналогично (фиксируя Ь) мож­
но получить, что Е также является (ЯЛ)-системой. Тогда, согласно лемме 2.3 си­
стема Е является линейной над некоторой группой Л/(■) ■ По с другой стороны, 
согласно лемме 2.4 - эта группа абелева. □
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Т е о р е м а  ;5.2. Если о гиппглн: А7 «швсш место пюжОггпню 11.4), то г.ущы.тгп/ 
счі абелгмп группа ЛI (■) пшкам, что сигтгма яп.пнтн и аиисііний иш/ Ml ).

Докп:ччііслі>ппчо. А н а л о г и ч н о  р а с с у ж д е н и я м  п р е д ы д у щ е й  іе о р е м ы  ю /г н о  но 
ЛѴЧИТІ.. ЧТО СИСТеѵГа М  ЯІІЛИСТСЯ /,/1-СІІІ ТОМОЙ. Д о к а ж е м ,  Ч |( і  С.ці ! ' •.!<! І і іГ/ 1'І: /Ііі 

л я е т с я  л и н е й н о й  с п р а в а .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  п у п ,  Л И  ՛ I: fl.fi/ !.ւփա:՛ п р , ՛ < 
li(I £ Л/ и в в е д е м  о б о з н а ч е н и и :  Խ — Л(а.І/ц), ր,ւ ("(ln,. d). Т о ід а н о  г ч а е  :

(3.3) /і[« ,/У(е,«/)] - И,-\Hj(n.r.), ի,,՝.

Обозначая А"(х% у) Л'(:г,щ/). В"(х,у) W ' ( l получим

(3.4) Аі[о, В(г:. /I)] Л"\Іі"(а,г.),(І\

Поскольку система М является линейной слона, то сушесівус.ч /рунпа і;.- 
кая, что В(х,ц) — <рх «т//, где <р является автоморфггшо і группы а <7
перестановка множества Л/. С! друі ой стороны. соглнспо :ісм Vi. I * с.ачиг гд-ггчі/ 
А " ,13". В изотопны одной и той же группе М(-). IІоскольку т о т  on ног; ь ;. 
знтивна, А;/ II /і" изотопны Н, которая в свою очередь изотопна группе '.! 
Следовательно, (3.4) можно переписать следующим образо.г:

(3.5) ■ (̂узг: ■ nil) =  а(,в(-{1 о у,г.) ■ ֊Глг[)

где « ,/? ,7і,02іТз являются перестановками множества М  . Де-гая ;.і іепу пері 

менных: а— > (71) ՝а, с— > (72) л с. d— >  (73) 'rl, получаем

(3.G) <р((7і Г ‘«) • <7(^((72)֊1ք) ■ сг((тз)֊1^)) =  a(/3(« • с) ■ Л)

Согласно лемме 2.2, у՝ является квазиавтоморфизмом группы .VY-). Следова­
тельно, (тя; =  է ■ у՝х, где է — ас., - автоморфизм группы Л/f-J. Полу чае: т. ՛>•■: 
B(a,b) =  n t h .  Согласно, лемме 2.4, группа jV/(-) является абелевой. Посколь; у 
В была произвольной, то теорема 3.2 доказана.

Теорема 3.3. Если о системе Е € Им имеет место тождество (1.7), п о 
существует абыева группа М(-) такая, что система является линейной над 
М(-).

Доказательство. Аналогично рассуждениям предыдущей теоремы можно п о ­

лучить, что система является АА-системой. Однако, на самом деле Е таки: 
является линейной слева. Действительно, пусть А. В s  Z. В (1.7) зафпкегтруе: 
r.,j е  М  и введем обозначения: d =  А(сц, d), թօ =  С"(о. c(J). Тогда получаем

(3.7) Я [0(п, ծ), d] =  .4'[да, 5'(ծ, d)]
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Обозначая А"{.г, у) =  А'(ііх, у). В"(х. у) - В '(«, (Лі )~ Lc) получим

(3.8) В[В[п. Ь), d] =  А"[а. В"(Ь, d)]

Поскольку система Е является линейной слева, то существует группа Л/(-) та­
кая. что В (х,у) =  ,зз: ■ фу, где является автоморфизмом группы Л/(-). а ^  
- перестановка множества М . Аналогично рассуждениям предыдущей теоремы 
можно получить что, ір является квазпавтоморфизмом группы Л/’(■)■ Следова­
тельно, <рх =  фх ■ է, где / =  у?е, а ф - автоморфизм группы М(-). Получается, 
что В(а.Ь) =  фа ■ է. ■ ah. Согласно, лемме 2.4, группа Л/ք՚) является абелевой. 
Поскольку /7 была произвольной, теорема доказана. □

Теорема 3-4. Если е системе Е € Пд/ имеет место тождество (1-8), то 
существует абелева группа Af(-) такая, что система является линейной над 

М(-).
«

Доказательство. Дня начала зафиксируем со е  М. Подставляя с =  со, В — А в
(1.8) получаем

(3.9) Л(Л (», b),d) = A {pa, A(b, d)),

где Ad =  y4'(c<|.rf) и //ո =  Ո'(а,со). Если обозначить С \(х ,у )  = А [х ,А 1у) тг
/?, (ж, у) =  А{цх.у), то получаем

(3.10) A(A(a,b).d) =  В ,(а ,С ,(М )) ,

откуда согласно лемме 2.5 следует, что А является линейной слева. Теперь обо­
значая В-2(х, у) --- А{х.Ху) и С’>(х,у) =  А(/і֊1 .т,і/), получаем

(3.11) Л(о, .4(6, d)) =  В2(С2(а. Ь), d),

откуда согласно лемме 2.5 следует, что А является линейной справа. Посколь­
ку /1 является лилейной тт слева и справа, то она яплястс.я лилейной согласно 
лемме 2.3. Зафиксируем В £  Е. Пусть она является линейной над группой М (■). 
Подставим с =  Со в (1.8), получим

(3.12) A (A (a,b).d) =  B (na,B (b,d)), где Ad =  A'{cu,d) и /іа =  В1 (а, со). 

Обозначая А"{х, у) =  А{х,Ху) и В"(х,у) =  В(цх, у) получаем

A"(A(a,b),d) =  B"(a,B[b,d))

Мы доказали, что А является линейной нал некоторой группой М (о). С другой 
стороны, согласно лемме 2.1, операции А  и В  шотоппы. Отсюда следует, что 
группы М(-)  и М (о) изотопны. Следовательно, согласно теореме 2.1, эти группы
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іпо.ѵюрфиы. Пусть <ѵ п иіморфіпм групп Л/( ) н М (՛■•). ю  к п. .'/-•;// л 1 <кі ՛•՛/) 
Пусть Пі.г.ц) ՛рх.-фу■ 1Vк• р и '1> являются і:г.а’іиаг.то\іорфіг:ма ли группы .՛ / ! յ
•і \Lv. jj) - ір-\х ь փ ա  і'Д(‘ Ѵ; і 11 ягиіяіотся км л/пттом орф и ім;л іи г^уш /м  ѴУ Гоj 

П одставляя »то и (З.Г2) і го,му чаем

О ' ( п і р і м  1 ( t \ ' p \ t l  ■ f i I / ; |  / j )  ■ ո  11/}I A r l I  / . / I n  ■ i A  ; h  ■ Հ - i l j

После замены переменных получим следующее тол:де>:іо:

a  '(ntfifi l ( n b ) r l )  'p/i-p ՝" ՚ւ!’(՚ր(ւ;'ւ) 1 г* 'lj-фХ '(■>■,) ՚ <■

Согласно лемме 2.2, о  1, u p  іо- 1 и <р(-фі) 'о- 1 являю тся кви-шиіяо.лорфич..:,; 

ДПІ ГруПИЫ Л/ք•). Поскольку, Мпожег ’I ПО КІіЯ ШаВТОЧОрфи-.ЛОВ ГруіІІІЬ Hi: 

группой, ТО О, <рі (/'I являются 1<1іа4и;ил0.\10|л)лг;.м;і.іп группа Л՛/ք-). г !'-,IOl;i:֊ 

тельно, -4(;с,у/) =  °  '/’і .'/ =  о (opi.r: ՜ ^ФіУ) — ՛(• ւ ՚  ('■ ՛ '  է 1 ■ '•':?/ явля'- or
линейной на группе Л/(-), так кик <̂ і 11 Фі являю тся ква:щгщто\!Орф[Г!..:ггт,! іругг 

гіы Л/(՛)- Поскольку выбор /I - произвольный, то мы доказали, т .о  все онераіпш 

являются линейными над группой А/(■). С д р у іой стороны, \4[-) яи .я 'л ' я аѵ 

левой согласно лемме 2.4.

Замечание 3.1. Теоремы 3.1 Յ..Հ, дока-шины:« л данной ' .r i ia m iоСобтаіоггі
результаты Бслоусооа о нискольких ішпрчолелтях: по перпич;, ч тплпремах П՛; 
лоусоаа необходимо существование Л՛. И '.С  Ղ <С. » и теорем иг. дани ой стать՛-։ 
достаточно существование таких квазигрупп из М . Со вторых, раарсмак՝.։.- 
г.я любое и:і равенств А — И, В — С, С  ~  А. Эти результаты могут быт՛, 
использованы для классификации медиальных саархтошсдѵств, так t.nrt с по.՛.’о 
щыо этих теорем задача классификации сводится изучению пбг-յ еоых груьн

Abstrsict. In this paper \vc generalize Belousov’s theorem on linearity of invcrtit/ 
algebras with ѴЭ(Ѵ) identities. The obtained results can be used for classification of 
medial hyperidentities.
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С. ГОГЯН, Н. СРАІІИОНЯН

Институт Мятсліятпкп Н АН  Армении, Ерсішгп кніг Госуднрстѵ.ѵппыіі Университет1 
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А н н о т а ц и я .  В данной работе исследуется значение квази-гридн констан­
ты  дли квази-гриди подсистем системы Х аара и Л* (О. I). В работе |І]  были 
описаны нее подсистемы системы Х аара, которы е являю тся квази-гриди си­
стемами в Д 1 (0 .1 ). 13 описании подсистем используется дл и н а  цепей и под­
системе, введенная в [5]. В [4] бы ла получена оценка О( И)  <  С  ■ 2 Н , где II 
дли н а самой длинной цепи в подсистеме. В данной работе мы улучш аем  эту  
оценку и показы ваем , что -fg <  С{11) <  2И  +  1.

M S C 2010 n u m b e r: 41AG5, 46В20.
К л ю ч е в ы е  слова: подсистема Хаара; квази-гриди константа; жадный алгоритм 
в /'/(0 ,1 ).

1. В ведение

Д ля нормированного базиса Ф =  {ѴѴ,-} * R Банаховом пространстве X  и для
любого f  £ X  имеем разложение

+ЭО
(1-1) /  =  Ф)Ѵ'Ь

k= 1
где liraсд.( / ,  Ф) =  0. Положим Ло =  0 и индуктивным образом определим множе­
ства натуральных чисел Л,„ удовлетворяющие условиям | Д,„ |=  т, Л,„_| с  Л,„, 
а  также.

іпіп I գՀք, Ф) |>  шах | с/-(/. Ф) | .
Л'ЕЛ,ո кф Ат

В определении множеств Л,„ нет однозначности, но в рамках наших рассуждений 
что обстоятельство не является существенным. Функция

<?,„(/) -  У ]  գՀք. Ф) ՝фі‘•
fcgA„.

называется m-членным жадным аппроксимантом функции f  по системе Ф. (см. 
[6] и [7] для подробностей). Д ля безусловного базиса Ф имеем, что

(1-2) І і с т ( / ) | |< с - | | / 1 1
где константа С  не зависит от /  и т.

1 Работа вы полнена при фипалсоиоіі ГК 1І М О П  РЛ  и рам ках  н аучною  проекта 18-1Л081.
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О п ределен ие 1.1. Б/мис. ’I' — {'Фи)I i іиіяыааатгя стили ярніін Іманпом п X , 
если существует постоянная С  такая, что для любых J ՚ X  п т. '  11 чипол 
нястся неравенство (1.2). Наименьшее :та՝и:ти: (J, при котором выполняется 
это неравенство, наливается кваяи-иригіи постоянной г:нг:іш:мы Ф.

13 |՚1| была доказана следующая теорема.
Т еорем а А. Норлицюоанныи базис Ф является квали xputhi Сцлнсшл тогііа и 
только тог.Оа, коада сушествует число (1 >  1 такое, что <)ля любых ю  ^  ] и 
f  £ X  имеет место соотношение (1.2).

Н |1| было доказано, что существует кваіи-гриди Г>и.чи>: п іМі). I). Система 
Хаара является безусловным базисом в /*''((), I J, I •" р <  ос, но не ш іііяіпм кия:т 
гриди базисом в Լ ճ(0,1) (см. |2|). Все квази-гриди подсистемы с и т  мы Хаара н 
£,*(0.1) были описаны в |'1|. Ткперь напомним определение системы Хаара. П у т .  
Д , =  Д<0) = [0,1]. Интервалы

А*Ч і  =  Д іШ =
j  - 1  

շ* ’ 2‘ у ’

при յ  =  1 ,2 , . . . ,  2* и і =  0 .1 ,2 , . . .  называются двоичными интервалами. Мгю*:е- 
ство всех двоичных интервалов обозначим через 1). Каждый двоичный интервал 
является объединением двух двоичных интервалов, а именно Д„ Д^«_і - Д;-,,. 
Эти два интервала назовем соответственно левыми и правыми половинами ин­
тервала Д„. Любому двоичному интервалу Д „ ,п  > 2 соответствует одна функ­
ция системы Хаара. а именно

ք2Հ, է. €  Д2гі_ , ,
А»(0 =  >4J)(«) =  =  ֊ 2 ; . է € Да»,

0, в противном случае.

Также положим Ііі - /ід, =  1. Множество функций Я  ֊ пазываглся
системой Хаара. Для любого /  €  /^1(0 ,1) коэффициенты разложения r.TJ / .  II , 
вычисляются согласно формулам

(1.3) с і ( / , Я ) = с Д і( / , Я ) =  f  j  
./[0,1] 

и

(1.4) с„( / , Я )  =  сД і( / , Я ) =  [  5 ֊  \  / ,  >  2
J&2п — 1 ■' Дап,

Мы будем использовать свойство монотонности системы Хаара г, Ճ1 ( 0 .1 ՛. т. е. 
для любых натуральных т  и п, с т  >  ո выполняется неравенство

(1-3) И З Д Л І > Ш Л И
где Sa(/ )  =  S2j=i Կ[ք)հյ.  Дня множества А , А  с  Т> обозначим Я 4 -  {Л.;і}і€Ч 
и ^  =  spnn(Hji), где замыкание берется по норме L l {0.1). Через ІТ{А) длину 
самой длинной цепп в А  (см. |5]). Следующая теорема была доказана в [4j.

38



О КВЛЗІІ-П-ЧІЛИ КОНС1АНТЛХ д л я  11CUCUCTEM

Т еорем а 1.1. Д ля  множества А , .4 С Т> подсистема Хаара На  будет квази- 
гриди базисом в [..л тогда и только тогда, когда I I (А) < + эс . Более того, для 
любого 7» € N и /  € La  имеет место ||С т ( /) || < 2Я^ 1,ІІ/||-

В этой работр. мы улучшаем эту опенку /гдя квази-гриди копстанты системы

Т еорем а 1.2. Пусть подсистема системы Хаара /7 д являет ся квпзи-гриди ба­
зисом ч І.ц . Тогда для постоянной квіии-гриди С'а  справедлива следующая оцеп-

2. О сновны е  обозначения  іі вспом лгательны е  леммы  

Д ля /  G Լ 1( 0 ,1) будем писать:

.ч/Հք) = {Д : С д(/) փ 0}, P j( / )  = f  -  5 3 c 3(/)/ig , для любого 3 е  D

Заметим, что функция Pj(.f) постоянна на множестве 3 и совпадает с /  вне П. 
Для конечного множества двоичных интервалов S, S =  {Зі, J-j,. . . ,  11/, } положим 
P s ( /)  =  P j, (P j2( . .. (Pjk ( / ) ) . . . ) .  Заметим также, что функция P s ( /)  не зависит 
от того, каким порядком применяются операторы P j,, 1 < г <  к. Д ля любого 
/  £ Լ յ (0 .1) и двоичного интервала Д„ =  [я, ծ) положим

Фактически операторы С і( / ,  А„) и (С г(/. Д „)), введенные ո [3] копируют функ­
цию /  с левой (правой) половины интервала Д„ на правую (левую).
Ниже сформилуруем несколько лемм из (о], которые будут нами использованы.

Л е м м а  2.1. ([о], Лемма 1) Д ля  любит О Е Т> и f  е  L l (Q-1) имеем  11/  j|л > | сд ( / )  |.

Л е м м а  2.2. Հ|օ], (8)) Пусть /  £ Լ 1 (0,1) и | г:д(/) |<  1 для любого Д  € I). Тогда 
для. любого П € 'D справедливо ||Р э(/) ||з  < 1.

Л е м м а  2.3. (|о], Лемма 2) Пусть f .g  6 Լ 1 (0,1) такие что ||/+<7І| >  0 и  пусть 
II/ I =  Д ||/  +  д ||. Тогда будет выполняться одно из эт их неравенств

Ил-

9 —
и 11/D, если Д =  [0.1]. Также сделаем следующие обозначения:

и

(2 .1) Н а д . д л и в и а д  +  я .д ,.)!!,
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(2.2) |К М /,Д „Л |-  /і ||6 'а ( / I rj, A „j||,

</яя любого интервала A„ -  fn,/i),n I. Ягми; тоги paocncmoa о (2.1; и (՛Հ՛Հ) 
выполняются одновременно.

Длялгобого / , g G / յ1 (0, I), [|i I //И > 0 и Л„ положим

f(C'j ( / . A rJ .C 'if/, A ,J), Will и иьшолпгіио (2 .\)и  C, (J  //,Д„; /  О
(2.3) Շ Ա .ց)-

(C i(J. &„,Ծշ(քյ, Д„)))> противном аіучас.

Л ем м а  2.4. (|5], Лемма .4) Пусть Инны /՛,// 6  /И (О, I յ ; Л„ с 7; и пусть пипол- 
пены следующие условия

i) Д„ <1 *р (/), А„ <է V>(.!/)•
ii) sp(f)  Ո spin) = 0,

i i i)  ll/ll >  (1> I I/  + //II >
iv) I I (sp ( f  +!/)) <  oo.

Тогда для. функции (ք ',ց ') =  C '((f,g  j : Д „), выполняются следующие у слот j я
a) Л„ փ sp (f') , Д„ І  sp(g'),
b )  Cfc( / ' )  ֊  <‘k (f)  и n - W )  = Ck(g) Оля любого I; с Д ,  r/_ Д , ; Д  m n

половина интервала Д„ м/еУ« копчравали :п мнения функий j  ч 7 .
f:) <*(/') =  си ք -ւգո  Մ ՛) и '■■Лд') =  գ ք օգ,.յ W ), для всех 3 Ղ Д,.„ յ
<1) sp (/')  Ո я;Հա՛)  = 0,
о) II{sp { f' +  г/')) <  n ( s p ( f  + g)),
f)  ll/' l l  >  о, I!/ + < ? ' l l > o ,

ll/'+s'll ;L 11/+»՛! ՛

Теперь мы готовы сформулировать основную лемму этого параграфа.

Л ем м а  2.5. Пусть р и q многочлены по системе Ха ара, удовлетворяющие cse- 
дующим соотношениям

i) sp(p) Ո sp(q) =  0,
ii) функция постоянна на всех двоичных интервалах, па которых посто- 

янна р,
iii) ||р|| >  0 и  ||р +  ք/|| >  О
iv) II  =  H (sp(p  4- q)) < օօ
v) I e-lip) |>  1 для любого 3 € sp(p),

vi) I c.j{q) |<  i для любого J 6 sp(q),
vii) РІ3+=  Из_ u <71 =  ? |3_ для любого 3 ,3  փ sp(p + q).

Тогда для любого J £ sp(p +  q) имеет место

(2-^) IMb ^  (2-^ +  1) • lb  +  9І|з +  1, p \-j = const,

(2-5) IIpII j  <  (2H  +  1) • Иp + շ ||3 ֊  (2 #  ֊  2), p \ ^  cxmst.
40
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Д о к азател ьств о . Обозначим через S множество всех двоичных интервалов Э, 
для которых С;т(р +  ч) =  0, а также функция р +  </ не постоянна на двоичном 
интервале, которая чъей левой или правой половиной является 3. По индукции 
по o-rrl(J,8), 3 е  Ճ (см. определение в [5]) докажем утверждение леммы. Если 
оггМЗ. 8) =  0, тогда р\э =  Const.. Тогда используя лемму 2.2 для q будем иметь

(2-С) И з  < ||р +  <7ііз +  ІМЬ ^  іір +  <?ІЬ + 1 < (2 #  + 1) • \ѵ + п .і +  і 

Допустим, что утвержедение индукции справедливо дня 3 с ord(3. S) < і и до­
кажем для 3 с ord{3,S) = г. Заметим, что р|з փ Const а  также из условия ѵіі) 
следует, что փ Const и р|_, ^  Const. Обозначим через З і, 3-չ, . . . ,  3k все мак­
симальные элементы S. которые содержатся в 3+ и Const, j  =  1 .2 ....... к. Л
через Зі.<І-_>........Зт обозначим все максимальные элементы S, которые содержат­
ся и ;)+ и /փ, — Const., j  =  1 ,2 , . . . ,тп. Заметим, что D+ =  u j:= ]З-յ U U^Lj3j.

Рассмотрим случай, когда 3j и 2S являются правыми и левыми половинами 
некоторого двоичного интервала 3- ІІз условий леммы следует, что сд(р) փ 0 и 
следовательно ||/>*+ ?||з > 1. Используя лемму 2.2 для q получим, что ||f/||j < I. 
Следовательно

(2.7) (2 #  +  1)||р +  <7||д ֊  Iblla > 2 Я ||р + 9||3- ֊  1 > 2Н -  1 > 2Я  -  2.

Итак, на интервале 3 выполняется соотношение (2.5). В последовательности 
ЯьЯз........dm отметим все пары, чьи объединения являются двоичными интер­
валами, и множество этих объеденений обозначим через կ + \,  հ + շ, ■ I*- А
множество оставшихся интервалов обозначим через X ), ՛Х-յ, . . . ,  ІК/. Д ля интер­
валов 3, имеем соотношение (2.5), а  для интервалов Я* имеем (2.4). Заметим, что 
из конструкции следует, что I < s(FF — !). Итак, имеем

*■ / .4

ІЬІЬ+ =  Е Ь Ь ,  +  Е I Ph. <  (2н  +  1 ) Е  Mb. ֊  -<2Н ֊  2)
1 = ] 4=1 І=\

I

+ ( 2 II  + 1 )  Е  ІІРІІз.  + 1 < ( 2 Я  ֊  і ) | | р | | з + ֊  (II -  і ) .  
i= l

Из условия ѵіі) данной леммы следует, что | | р | | з  =  2 | |р | | э + , \\р + ղ\\՚յ = 2 | |р  + (/||з+, 
следовательно, получаем ЦрЦз < (211 +  1)||р +  д||з -  ‘2(11 — 1).

3. Д о казательство  теоремы  1.1

Сначало докажем правую часть неравенства т.е. С д  < '2Н (А)+  I . Пусть /  =  0. 
Нам достаточно рассмотреть случай, когда G ,„(f ) փ /■ Обозначим

= _________________________С , » ( / )________________________

Р max {| сд „ ( /  -  G r M ) )  |: X ,  € s p ( f  -

= _________________ /  ֊  On,( f )_________________
4 max ({| с д „ ( /  ֊  G,„(f))  |: Д„ £ sp{ f  -  Gm(/))}
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Нам нужно оцепить величину Так как р ив-иіотси полиномом, а сис-мма
Хаара обладает спойстном монотонности, то можем счінать, т іо і/ t w i :  яи.;іиі -н.я 
полиномом. Имеем, что H(sp{p -I- '/)) <  oo. Лее двоичные интервалы, которые не 
принадлежат I </) 11 llfl которых p I </ не является ностоянны:/і проиумерѵе i 
по увеличению меры и обозначим через fj ւ , 3 ՚ յ ՛ ՛ ՛ ’ : fJh- I If ыож им

(//,» /) -  c(6 '(- ■ • (f;((p,</,a,;,3a;, ■ • ;j,j

Функции у /, ' /  будут удовлетворять псом условиям основной Леммы, позтому по- 
лучаем, что <  ІЛГчѵП -  211 +  1ЛѴ:1І(:І>՛- докажем что <7/і ^ Пустг, і-.
подсистеме S имеется цепь длиной Ч  Для простоты представ кния пре,тполі<
жим, что {Дм0 ,/»!1, , ....... 1‘п і и  ІІ ' ՝՝•■ Рассмотрим функции) /  ՝ ” 1 Հ 1'.
Заметим, что | |/ | |  - 2 -  < 2- Обозначим т  |--]  и рассмотрим следующую
реализацию жадного алгоритма Gm( f )  -  ^ (յ՚ հ-,!1՚Հէ- Д ля снраве/гтива
оценка ||<7т ( /) || >  т -  Следовательно, ||C-'m(7j!| > "  : |/  !. И •л о означает, чго 

IIGmll > 75֊

A b s tra c t. Ін this paper, we estimate the rjuasi greedy constant. for фіаы-giw Jy 
subsystems of the Haar system in Л‘(И. I). All quasi greedy subsystems of the Jlaai 
system an; characterized in |1|. The characterization is based on t.lie l.em К n»th of the 
chains, which is introduced in [5|. In |4|, t.he estimate G(H)  < С  ■ 2"  was obtained 
with H being the length of the longest chain of the subsystem. In this paper, ■■ e 
improve this estimate and show tha t jjj <  G(H)  < 211 H- I.
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Abstract. Sampling from various kinds of distributions is ail issue of param ount importance 
in statistics since it is often the key ingredient for constructing estimators, test procedures or 

confidence intervals. In many situations, the exact sampling from a given distribution is 
impossible or computationally expensive and, therefore, one needs to  resort to  approximate 
sampling strategies. However, it is only very recently th a t a m athematical theory providing 
non-asvmptotic guarantees for approximate sampling problem in the high-dimensional 

settings started to  Ы.՝ developed. In this paper we introduce a new m athematical framework 
th a t helps to  analyze the Stochastic Gradient Descent as a m ethod of sampling, closely related 
to  Langevin Monte-Carlo.

M S C 2 0 1 0  num bers: 42B25, 421320.

K eyw ords: Markov chain Monte Carlo; rates of convergence; approximate sampling; 
Langevin algorithm: gradient, descent.

1 . I n t r o d u c t i o n

Let us first introduce the mathematical setting of Langevin sampling. The general 

problem is to sample from the log-concave distribution with density ՜(Օ ) -  cexp(—/(0 )) , 
where /  : .‘i?p —*■ satisfies the following two conditions:

(1.1) Strong convexity : / ( 0 2) >  / ( 0 i )  +  V /( 0 ] ) r (02 -  0 \)  +  — ||6>i -

(1.2) Smoothness : ЦѴД0,) -  V /( 0 2)||2 <  М\\ѲХ -  02 ||2,

for all /.^dimensional real vectors 0\ and Օշ. The parameters m  and M  are positive 

numbers and || ■ ||2 is the Euclidean norm on ■C/A'v . The problem of sampling from тг is 

closely related to the problem of finding the minimum of the function /  : Уёр —> i%. 

Indeed, suppose we manage to sample from Lhe distribution 7Г/з(0) -  c^exp(—5 /(0 )) ,  

where в  is a large positive number. Then will mainly be concentrated around 

the unique minimum point of /  and it will have some kind of a spike form. Thus, a 

sample from np is a high probability approximation of the minimum point. Therefore 

considering f  to be convex will facilitate our task for characterizing the convergence 

of the considered sampling method. For more details see [5| and [10].
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L a i i g o v i u  M o n t e  Г а г і о  a l g o r i t h m  i s  o n e o f l l i e  m e t h o d s  f o i  t h e  a p p r o x i m a t r  . ' ; a n i p i i n ; - .  

f r o m  ( . I k ՝  l . a r g e l  d i s t r i b u t i o n  y i . ' Г і н :  i < lc : « L r : o u i f : : >  Г і г л п  1,1k ; f o l l o w i n g S l . o c h a . M . i r  I j i l l '  i '  n ՛  ■՛՛! 

F , ( | u a t i o n  ( S D R ) ,  n a m e d  L a n g o v i n  d i i r u s i o n :

(!„■)) (IX(t) V f(X (t))d l.  I V'idWU).

H ere W  is  th e  s ta n d a r d  W ien er  p r o c e s s  or H row n ian  m o tio n  in MM I h e  ,o h itio ;i o f

( 1 .3 ) is  a. M a rk o v  p r o c e s s  h a v in g  n us in v a r ia n t  d is tr ib u tio n  | ) | .  [ц o /d i  r to  и ■<; ih i 

fa c t  for o u r  g o a l, w o w ill u se  E u le r -M a r u y a m a  d isc r e t iz a t io n  of (I '.vhiefi ran  be  

fo u n d  in [15 ]. f t  g o e s  ая fo llow s:

( ] . 4 ) Ot+i Vi. /»fcn V /fO *;) +  \J՝J-hi

w h ere  £ i ,  ■ fo llo w  G a u ss ia n  d is tr ib u tio n  ՅՀքՕ. !,,) m id air- in d e p e n d e n t

from  e a c h  o th e r  a n d  On. T h e  la t te r  is th e  s ta r t in g  p o in t  for  th e  a lg o r ith m  an d  it  

b e  r a n d o m  a s  w e ll. In  p a r t ic u la r  w h e n  th e  .step s iz e s  Іц  a r e  c o n s ta n t ly  r-rju;.. u, /, 

a n d  li is  sm a ll, th e n  for la r g e  e n o u g h  fc’s  th e  d is ta n c e  (W a s s e is t e in , T o ta l V a ria tio n j  

b e tw e e n  th e  d is tr ib u tio n  o f  0 /. a n d  7r і.ч sm a ll. T h is  a lg o r ith m  i-  ca lled  O radicrii

L a n g ev in  D y n a m ic s  (G  L D ) or  L a n g e v in  M o n te -C a r lo  (I .M G ) a n d  it ■ ՛■՝ a c t iv e ly  tnrii<;»■!

n o w a d a y s  (f3 ] - [ 9 | ) .

In this paper, however we are not going to study the convergence of L.MC а)^о; іг.]л;; -. 
Instead we will review Stochastic Gradient Descent as a sampling method and repir ■/.-. 
it. as a sampling algorithm. Let us recall SGiJ for the case of optimization. Off/a in 

Machine Learning problems we need to minimize the empirical risk. The lauer 
usually a sum-decomposable function /  : -W' —>

Ո
f ( x )  =  J ^ ( / i( x ) ,  

i=l

where n is the sample size and rj; : №  —> Ջ ,  for every i =  1 .___n. The classical
algoritlnn to solve a minimization problem, when mild assumptions arc satisfied, i՜- 
thc Gradient Descent. Unfortunately when the sample size is large then every :-:rr;p 

of Gradient Descent is becoming computationally expensive. That is why Stochastic 

Gradient Descent is introduced. The main idea of SGD is to replace the full gradient in 

GD with its unbiased estimate. There are various ways ю  do it, but the most common 

one is the so called Batch Gradient Descent.. In the latter wise, one just samples ,i 

mini-batch 13 (a subset o f ( 1 ,2 . . . .  ,n }) and replaces the gradient by cnYL - n  ^  ■■ 

where cn is a constant depending on j£?|. Thus the update rule becomes 0i-+] =  

Ok — <‘d T h en  Voi- For more details see [2].
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Л. Г!. KAIIACIM.YAN



NOX-ASYMPTOTIC ГіГАПANTEES FOR SAMPMNCi BY

The problem of our interest however is not directly related to  optimization, but to 

sampling. Wo will show that, in the case of a smooth and strongly convex potential 
function f  SGD yields a convergence of order 0 ( к 2р /е 2) 1 in Wasserstein error. Tf 
in addition i.o these conditions we also have second-order smoothness, then the rate 

improves to 0 ( к 2р / ֊ 2 Д  Ку/пр/е).

This article is organized as follows: In the next section, we give some remarks 

about, the past, and ongoing research in this area. Section In Section ?? we introduce 

the theoretical setting that we arc going to work -with. In section 4 we propose a 

mathematical framework which helps to analyze the convergence. The main results 

that provide non-asymptotic upper bounds to convergence rate are presented in 

Section 6.

2 . P r io r  w o r k

*

The first and probably the most influential work providing probabilistic analysis of 
the asymptotic properties of the LMG algorithm is decsribed in [15]. However, one of 
the recommendations made bj- the authors of that, paper is to avoid using Langevin 

algorithm as it is defined in (1.4) or to use it very cautiously, since the ergodicity of the 

corresponding Markov chain Ѳь is very sensitive to the choice of the parameter k. Even 

in the cases where the Langevin diffusion is geometrically ergo die, the inappropriate 

choice of h may result the transience of the Markov chain. These findings have strongly 

influenced the subsequent studies since all the ensuing research focused essentially on 

the Metropolis adjusted version of the LMC, known as Metropolis adjusted Langevin 

algorithm (MALA) and its numerous modifications ([1I]-[16|). In contrast r,o this, it 

is shown that under the strong convexity assumption imposed on f  coupled with (.he 

Lipschit.z continuity of the gradient of / ,  one can ensure the non-transience of the 

Markov chain by a suitable choice of hi,. Later by [5] and [8] it was shown that 

the convergence rate in TV distance is 0 ( p /e 2) for any initial vector 0o.

Another problem of interest is the convergence in Wasserstein distance. Ln the next- 
section the reader can find our reasoning to choose Wasserstein distance instead of 

TV. The convergence of LMC with this error was recently studied by [G| and [8] and 

a rate of Օկւ/ e 2) was achieved. In addition to this, in [6] it was shown, that imposing 

additional smoothness for function / ,  meaning Lipscliitz-continuity of its Hessian 

matrix, implies a better convergence rate of Q (y/p fs)  for LMC. It turns out that in 

the case of sum-decomposable potential function, a modified version of LMC achives

10  is the big-O notation, ignoring logarithmic factors.
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■ч be.tLcr ГОИѴС1ДО.ІІСЛ r a te . Sonif! иГ th e se  a lg o r ith m s  Ііаѵг: І.Ім іі io o t.s  in o |/t in ii/ .; it io u  

like S A G A  [ l | ,  w h ich  w h s  o r ig in a lly  p r o p o se d  in a jmprir liy  O e f ,i / io  e l a l. [7 | foi t.h< 

p ro b lem  of o p tim iz a t io n .

T h e  c o n v e r g e n c e  in  te r m s o f  W a sserste in  error w a s s tu d ie d  by m a n y  a u th o r s . [8 | 

p ro v ed  the* r a te  0 (i> /e2 ) for a n y  d e te r m in is t ic  s ta r t in g  point. 0„. '\ l ie  r-.arne c o n v e r g e n c e  

w ith  im p r o v e d  c o e ff ic ie n ts  w as la te r  sh o w n  in |li| In th is  s e c t io n  v/e w ill f o iп ш ія і/  

tw o  th e o r e m s  from  |(i|, w h ich  w ill b e  u sed  la te r  o n . B e fo r e  w e s t a t e  i.he th e o r e m s, iei. 

u s d e fin e  IV 2 W a ssers te in  d is ta n c e . For tw o  p r o b a b ility  m e a su r e s  //. an d  // d efin ed  on  

(/Я’'1, 'Б(•*’'')) . 4 'ն d is ta n c e  is d efin e d  b y

where the infimiiin is taken with respect to all joint distributions // having ր ;md 1/ 

as marginal distributions. Let. us c.oinpare this distance to tola] variation distance. 
If we have small Wasserstein for some // and //. then if, implies that, 'heir first or'de/ 
moments are also dose. This property does not hold for the total variation distance 

As an example one can check that \\6в—5'в\ітѵ =  Ն//.6՛, whereas WAou, o'; — ' (1 -  0' '-A 
is a. smooth function increasing function of Euclidean distance between 0 and O'.

Let us now present a non-asymptotic convergence bound for Wasserstein erxo:. 

when the constant stcp-size LMC .

T h eo rem  2.1 (Theorem 1 from [G|). Assume that h с  (0 ,2 /M ). Let }  satisfy 

conditions (1.1) and (1.2) , thus the following claims hold:

In practice, a relevant approach to get. an accuracy of at most e is to minimize 

the upper bound provided by Theorem 2.1 with respect to h, for a fixed K. Then, 
one can choose the smallest К  for which the obtained upper bound is smaller than 

£■. One useful observation is that the second upper bound is an increasing function 

of h. Its minimum is always atcained at h -  2 /(m  +  M ), which means that one can 

always look for a step-slze in the interval (0 .2 /(m + M )] by minimizing the first upper 

bound. This can be done using standard methods of optimization.

(2.1)

*f ,l < ---- ՜ ՜ ՜Ո ՝  t,ien Ш » К ,  Я՛) <  (1 -  7/1Л /՝ ~) +  — -_ :^ (/tp; 2-
111 +  M  171

R em ark  2 .1 . These two upper bounds contain II՛շ(^q, ~), computation of which can 

be involving. In order՝ to avoid it, vie will bound it. from above. If f  >  0. me can replace
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it by \դ փ ո  +  \J1 f(0\))l’m. Indeed.

Ա'շ(ւ/ք1: я՜) <  11 — +  И0(i — 0 \|շm
;2 f(0n )<  Л  +  \ l u) ~  f{0 ,)') <  J  — +  t/ ■

V hi V ո ւ ՝ V in V m

The first, inequality is a corollary from Proposition 1 of [8]. Combining Theorem 

2.1 with its remarks wo obtain the following. Suppose that, we choose It and К  so 

that
/  2 /7?~c “ \  1

(2.2) h <  mill ( ------- --. ) and l iK  >  — log (Q(p, £r)),
\ m  +  M  l lM * p /  in

where Q(p. s) — ՜ ՜ ՜,)';,,,! ՛՜ a real-valued rational function. Then each of the components 

from the right-hand side of Theorem will be less than 0Jie, thus W i {v k , it) <  - .

Now, l(;t us discuss the convergence rate of LMC in the case of additional smoothness. 
Below we present й theorem that quantifies the nou-asymptotic behavior of LMC, 
when the potential function lias a Lipschitz-continuous Hessian. That is, for every 

x, у  6  SiP we have

(2.3) HV2/ ( * ) - v a/ ( v ) l l < £ | | * - » l l a f

where || • || is the operator norm of matrices.

T h eo r em  2 .2  (Theorem 4 from [6]). Let. շ-՛д- hr. the. distribution of K - th  iterate of 

the LMC algorithm iterations. Assume that the function f  : —> $#. satisfies (1.1),
(1.2) and it is also L-Hessian-Lipsc.hitz. Then for every h <  2 / ( m  +  M ).

W2{l>k , 7 t)  <  ( 1  -  rnll)h W2(l/(). 7Г)  +
2m  5 in

R em ark  2 .2 . In order for the. improvement, of the rate to be visible, let. us take. a 

closer look to the order of step-size h and dimension p. Here we have O(lrp) meanwhile 

Theorem 2.1 gives only 0 ( \ /h p ) ,  which is worse as h is considered to be small.

R em ark  2 .3 . Doing analogous analysis as vie did for the. previous theorem, one. спи 

deduce lhal the convergence rale is 0(yfp/i.r).

3. P r o p o s e d  f r a m e w o r k  t o  a n a l y z e  SG D

In the following sections we will discuss a special case for potential function f ,  in 

particular when /  is a sum-decomposable function, that is
Ո

f (0 )  =  ՝ £ g ( ° , Z i), 
i—1
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where и is a very largo positive integer, ц : IH:'* /  Z  / P. if. a given smooth function 
and Я |. • ■. У-,, are iid random variables with values in somr probability :,j,ar-.r '\t,

ease notation, wo write ;n(0) =  ւ յ(0 /Հ ).  We assume hero that the function: 7, аі'- 
strongly convex witli a coefliciont m n and its gradient is A/s f,ip ;ehil.y. continuon- 
Therefore J  is a convex and gradient-Lipsohit/ function as well, with coefficient' шп., 

ancl nM,j. So we have
II,

V / (0) -  £ v №(0). 
i l

In order to avoid the computation of n  gradients V<y, at each iteration of the b.'.KJ. 
wo will use the classic Stochastic Gradient. Descent algorithm in ordoi to ample 

approximately. Let. us first recall the algorithm. At each iteration I of t he algorithm, 
wo choose a subset lik indejjendent of all the past randomness and update IJi, by

0k+ x ֊ 0 k ~  £  Ѵ'п(Ѳк).
it Ո,

The latter can be rewritten as 0k 1-1 — 0k — h 4 f ( 0 k) -t- 1Հ, , where the ;,oi-e vectc, 

are of the form

{ 1 . Ո 4

Tj £
ІЧП,- i - l  }

If b is largo, the distribution of С/. (conditionally to  0 / ) is approximately Gaus.-.ia.i
ічгр(0, Sj,.) where Lhe соѵагіалсе matrix E/; is given by

=  ֊  Ё  V№(0 O V ft(e fc)T ֊  { ^ Ё  V -9i(efc) j ( ֊ E  V 7/O 0  І .
n  i—1 i=i '  n  ;֊ l J

Below we study a particular case of SGD when the noise vector Q is a normal random 

vector with a covariance proportional to identity matrix. We will assume, that X* — 

a 2 Iv, where <7- =  n (n —b)/b. The choice of a 2 is intuitive. For details see the Append;::. 
Let us formulate the framework we are going to work with.

A ssu m p tio n s: Suppose g, : S lp —> $#p for i =  1___, n and f  =  YL gx. We will

assume that the functions <71, 02— ■ fh, satisfy the assumptions (1.1) and (1.2. v.-irh 
coefficients rng and M,n respectively.

I ter a tiv e  m eth od :

(3.1) 0fc+, =  ek -  W / ( 0 fc) +  /іСь

where C* ~  N  ( 0 , , for к =  1 ,2 , . . .  ,n .

֊18
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P ro b lem : Fine! a solution to rhis optimization problem 

Г M in im ize  Kb:
I S u b ject to  inin W ilvKji.b, я՜) <  e,

wliere ѵк.к.ь is the distribution of the Я՜-էհ iterate of the SGD with step-size h 

and batch-sizc b. In other words, what is the minimum amount of overall gradient 
evaluations in order to have an error of s.

4 . M a in  r e s u l t s

In this section we present two theorems that solve the problem stated above in 

two slightly different cases. For the rest of the paper we denote the condition number 

М д/т я by к.

T h eo rem  4 .1 . Suppose that, the following conditions are satisfied:

e- • , hn2 ^ n j  3ЬѴР ^ ^ 2« s/p
h = - -a—, b -  ----  — . n > { I and — -— < £ <

4к2р ' 2 +  հո ՚ ո  ~ \ /п М я

If
, ,  ,  T - ,  ^  4pK2n lo g (Q '0 ,e ))
<41) КЬ-
where Q ՛ is a rational function given by formula 

then W 2 (i>K,h,b-. тг) <  e.

0.1m9e

Before we bring the proof let, us state some remarks regarding this theorem.

R em ark  4 .1 . Since the batch-size b is between 1 and n, hn2/( 2  +  hn) m ust also 

satisfy this condition. In order to verify that, let ns substitute h wit.li. its value. 

Therefore we have
n2s2

b =
8n2p +  ne2

The latter is a monotonieally increasing function with respect to c2. Thus taking into 

account, that n is larger than 9,

(4.2) b =  f  >  1.
Գ *  +  ո ~  Գ  +  r, -

The inequality b <  n is obvious.

R em ark  4 .2 . One can notice that, if  n —> oo, then K b  has an order of О  j  •
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P ro o f. As tlio function ./' ін a sum of n  strongly-convex ;»nfl gradient! .ipschif//. 
functions, էհ՛՛ս il. is also a strongly convex and gradient, Lipr:ehil.z function v/itli 
coefficients m  nm B and M -  nM,„ respectively. First let nr: expre.v: the step- 
size li in terms of tin՛ butch-size Ii. I'Yoni tin; formula of I/, we obtain h 'ձ1յ/ււ(ււ \,։ . 
Thus if wc can rewrite the iterative method in the following way:

է)լ 11 =  (>,.. ֊ ! , V ]  {(>,) K i ,  1 , 4 f  (О,,) I 0 , h V f ( 0 , , )  . / շ /о д

where r / i as usual, are independent .standard normal //--dimensional «and'nn 

vcctors. Therefore we got (.lie classic LMC update rule. From the definition of /< v.e

Л
4  Ո՚Հ ] յ  n M g

Thus Theorem 2.1 yields №շ{ս)(, 7г) <  f I m iiglt)1՝ Q lp, ■) Ւ 1 .(iTinJph. We w!" gi-.-f 
upper hounds for each coinpoiient, of the right-hand side. Snb:-t.i).nr.ing I, wit.;: it.:-. ՛

in K\fph we obtain, that.

Now let us discuss the other component. As we mentioned in previous sections, if

< « )  g £ ' ° « W V . ) ) =  V i i .  ,
՝  m gnn т ап еі

then (!  — m n gli)r< "■) will be less than O.le. In ordei to сошріыс the proof
we just need to multiply this lower bound on A" by b. Thus we obtain

(4.4) K b >  ՛ l°g (Q, (P:£))-

Using the definition of Ii, we obtain the following formula for 6
» 2S2

b =
8/c2p  +  « г 2

Substituting the latter in (4.4), we get the required .

5 . C o n v e r g e n c e  o f  SG D w i t h  s e c o n d - o r d e r  s m o o t h n e s s

In this section we will analyze the convergence of Stochastic Gradient Descent in 

terms of Wasserstein distance when the Hessian matrix of the function /  is Lipschitz- 
continuous.

T h eo r em  5 .1 . Suppose that, the following condition.!, are satisfied:

E , hn2
h -  ----------;---  = = ,  l) =

4nLg \JM 0p  maxf/j. n ) ' 2 +  hn
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2 \Jp  max(p, ո) Հ  ^ \/p m a x (p , n)
n(n -  1) ՜  4nLgy/ Щ  ~  M fln

If

к ь  >  . ы с г (p , £ ) ) ,
т а{8кЬд yJMgp піах(р. ո) +  пе)

where

then \Ѵ2{ѵк х ь , я) <  £■
0.31Ոց£

R em ark  5 .1 . Again the condition on e is brought to make the choice of parameters 

possible. In particular, as mentioned before, b is an integer between 1 and n. Doing 

simple calculations and using the aforementioned condition, one can verify that our 

formula b satisfies this criteria.

R em ark  5 .2 . Let us interpret a little the result of the theorem. In the case when our 

sample size n tends to infinity, we have О (к у ігр  log (Q  (p. r)) je )  complexity.

P ro o f. The proof is similar to the one for Theorem 4.1. Using the same reasoning 

as before /  satisfies (1.1), (1.2), (2-3) with m  =  п т д, M  =  n M g and L  =  nLg, 

respectively. As in the previous proof we will represent our iterative method as a 

classic Langevin Monte-Carlo update step. Wc have that

h = ---------- , £ <  1
4 nLg \/M g p  шах(р, n ) пЛ(,,

therefore (2.2) can be applied:

W2{uK,h,b:^) <  (1 - n m gh)K W2{ytojitb,-K) +  7—  ̂ +  — кИл/ М ^ уп.
Հ111ց О

Let us express b in terms of £•, p and n:

b =
hn2 e n 2

2 +  hn 2 +  n 8 kL 9 sjM gp uinx(jj,n) +  en

Thus the condition (5.1) is equivalent to

к  >  ■ікЬд^М урш ахІр. п) =  log(Q"(p, c))
~  m gns °  ~ m gnh

From the analysis shown above, this yields that (1 — п т э/і)л И/2(ь'о,л,б>7Г) S  0.3c. 
Let us proceed to the second component, L gh p /2m g. From the formula of h, which 

is given in the statement of the theorem,
L nh.p _  Lgp  __________£__________^  e
2 m a 2m g 4кЬ ду/АІдр  шах(р, ո) ~  8
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л. г;. клплсі I.ѵлN

The latter inequality is true, if wo аяншпо tliat M,, and / ни: groaiei than I 

Similarly,

W M g h y /p n . II М.? y/j'm e ________<  11
5тПд Խո,յ 4 jtLg  y /M g P  max(p, n) 20

Summing up those three inequalities wo obtain that, U /,

(i. A p p e n d i x : T h e  c h o ic e  o f  t h e  n o is e  ѵлпіл ;<:k

In this section we give a little insight on why and how v.e (հա ՛. 11л distribution 

of the noise vectors in .'J. Suppose we have a sot of n  nurnhci. A {a a ,  . a,.\.

A random variable X  is designed in the following way. We lake ;i uniforml՛.- random 

subset I of /1 with a. fixed size I> from the class (), of all глііжеі of fixed .:■/.՛ h. 

Afterwards wo calculate the value of " YLu i "• assign it to X . One ՛ an easily daii/i 
that K[A'] =  լ tit and therefore if we assume s to b' of ihe ■> riie o.-dn "hen 
IE[.V] ՜  0 (n ) . Important detail to notice is that it does :irj( dr-penrl on b l.uforfunafe!;.- 

the ord(!r of the variance is not that easy 1.o gnoss, so we will hereby .Ian it..

P ro p o sit io n  6 .1 . Let us define. I,hr variance, of X  by 'far' X ] . The.n

v - W - o ( ! ^  ) .

P roof.

Ѵ аг[Х ] =  ֊  E
Ik C \

E « <
Lit/

- 1 Ё - )  - r e f Zi=l
E  " ձ +  E  2a ՝ aJ
<fl/

֊  ( E « . ) =  ^ Х > ? + ^ Г Е  ^  ֊  ± * i ֊  E  
n  1 = 1  ni=l 

Ո — 11

i= l
n  ,

E 2 է» — Ո \ —‘
a ՛ п іг ^ ь  E  а ՝ аз ՛i=i դփ:\

We know that XLLi r'f — (Հ Ո) and £ iyS, ‘ձոլոյ =  0 [ n ( n — 1)). Therefore the order 
of the variance is О (n(n -  b ) /b ) .

C on clu sion . In this paper we have introduced a new mathematical framework 

which helps to analyze Stochastic Gradient Descent as a sampling method, where 

the potential function is strongly convex and has a Lipschitz gradient. Considerin'-; 
the particular case, where the stochastic term is a normal random vector with a 

diagonal covariance matrix, we have shown a convergence rate of O i p . The
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latter is a massive improvement compared to the classic LMC which was giving՛ only 

0 ( n p /e 2). In the case when we also assumed second-order smoothness, we have got 

()(]>!а1 Д  Ky/nji/e) convergence rate.
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тсоіміиах вложения для функций, принадлежащих йультшшичглронному

M SC 2010 num ber: 32Q40.

Клю чевы е слова: мультианизотрошіое пространство; интегральное представ­
ление; теорема пложения; мультипоикатор; усреднение функций.

1. В ведение

При доказательстве всех теорем вложения (см. [1] -  [7]) выделяются два слу­
чая. Первый случай, когда, показатель вложения меньше единицы: второй слу­
чай, когда показатель равен единице, то есть имеет место предельный случай. В 
предыдущих работах при доказательстве теорем вложения для функций из ыуль- 
тианизотропных пространств (см. [8] -  [10]) изучали случай, когда показатель 
вложения меньше единицы. В данной работе доказываются теоремы вложения 
для мультиацизотропных функциональных пространств в предельном случае.

Пусть R" есть ո-мерное евклидово пространство, а 2" — множество мульти- 
индексов из Е". Для £,?j €  R ՞,  а  е  и է >  0  введем следующие обозначения:
|«| =  Л] + • • •  +  «,,, 5е  =  £?* ք  =  (է* .t”- ) , Dk =  (k =  1................ n):
D" — D ՞' . . .  D “n есть обобщенная производная по С.Л. Соболеву порядка о.

Для данного набора мультииндексов обозначим через СП наименьший выпук­
лый многогранник, содержащий все точки этого набора. Предположим, что мно­
гогранник 91 есть вполне правильный многогранник, то есть имеет вершин}՜ в 
начале координат и на всех координатных осях, а  внешние нормали всех (71 -  1 )- 
мерных покоординатных граней имеют положительные компоненты. Через 'Dtj'r'

■РяВот» выполнена в рамках тематического финансирования РАУ на средств МОН РФ я при 
поддержке финансирования Государственный хомшеюм но науке Министерства образования 
и пауки РЛ сопместио с РФФИ (код проекта 18RF-004).
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ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ ДЛЯ МУ.ІЬТИЛНИЗОТРОПНЫХ

(і =  1 , . . . ,  /„ _  1) обозначим (п -  1 )-мерные некоординатные граші многогранника 
СП, а через д ։<Я  =  uf", ‘(Л ? ՜1. Также, пусть /і’ ( і =  \ , І „ - \ ) есть такая внешняя
нормаль грани 9 1 " ՜1, что уравнение гиперплоскости, содержащей данную грань,
задается формулой (сі,//‘) =  1 ( і =  1 , . . . ,  / п- і ) -  Обозначим через а ' (г = 1 , ___М )
вершины (отличные от нуля) многогранника СП. Для вполне правильного мно­
гогранника ОТ обозначим через W™(К") =  { f £ L P (К ՛՛)  : D "‘ f £ L p {R " ). і  =  
I___, Л /} и называем мультианизотропным пространством С.Л. Собольева. За­
метим, что Cg°(R") плотно в И ^(Н ") по норме

№ - < * >  -  £  i K V | | M S . ,  +  V h

Основным результатом данной работы является следующая предельная теорема
о вложении для функций из мультианизотропного пространства W jp (К ՛1). 

Т еорем а  1 .1 . Пусть для чисел р и  զ  (1 <  р  <  </ <  ос) и мультииндекса /3 =

( А ........f t )

<L1> * -  „ а . . .  {v -r t+и  G -  ?)) ■ ՝■
Тогда (Rn) •-> L,(R n), mo есть  -імбал функция J  6  H ^ (E ") tMieem o(7oo-
щенпую производную D ef ,  принадлежащую классу Lq(R"), и для некоторых 
постоянных С і , Օշ >  0 имеет место неравенство

м  2  a  £  + сыі/ I j, * - , -

Зам еч ан и е  1 .1 . 73 слу'ме, когда в  принадлежит некоторой (п -І ) -м е р н о й  гра­
ни, то есть если թ €  сУ91 (следовательно, р  =  զ), то данная теорема получа- 
стся также с многократным применением теорслт вложения для обобщенно 
однородных пространств (см. /11]).

2. У с ред н ен и е  и  и н т е г ра л ь н о е  п р е д с т а в л е н и е  ф у н к ц и й  из 
м у л ьти а н и зо тро п н о го  п р о с т ра н с т в а  

Пусть а 1, . , ол і — вершины вполне правильного многогранника СП (отлич­
ные от нуля), і/ >  0 есть произвольный параметр, а к — натуральное число. 
Обозначим через

Р іу ,  О  - ( * “ ՛ ) “  +  ■•■+ ( " £ ° " ) Л
мультианизотропный многочлен и с помощью Р (ѵ ,£ )  введем следующие функ­
ции:

О » (֊ ,0

G u f a f l  -  { - 2 4  ( 4 "“) “ ՜  j  ш  J........ U ,
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a  Go(£,")> ( j  =  h  ■ ■ ■. iW) есть соответствующие преобразования Фурье
для этих функции. И з вполне правильности многогранника 91 следуют, что всю' 
вышеуказанные функции принадлежат классу 8  Шварца множеству быстро 
убывающих на бесконечности бесконечно днффсреіпщруемых функций. Свой 
ствафункций <70, C.’i j  ( j  =  Л-/) изучены в работах [8]-[Х0|.

В работах [8]-(10] дня любой функции /  было введено усреднение с мультиа- 
низотрОпным ядром <?„(*,«/):

(2.1) « « )  =  ֊ յ ֊  / / « ) « . «

которое удовлетворяет обычным свойствам усреднения, то  есть имеет место 

Л ем м а  2 .1 . (сл». [10]) Пусть f  6  LP(R“) , 1 <  յ> <  оо. Тогда /„  с  /,„(й"),

H/vlLj.fR") 0 nPu " - * 00 M .iii;;, II/- -  /Н ад *-) =  °֊

С помощью усреднения (2.1), как и в работе |І0 |, получим интегральное пред­
ставление функций через мультианизотрошше ядра G i j  ( j  =  I . . . .  ,М ) . 

Т еор ем а  2 .1 . (см. [lO j) Пусть для функции J  существуют проиаоодюлс ІУ'։ /  
( j  =  1 , . . . ,  А /). Тогда почти для всех  ж ей ” имеет место представление

(2.2) /( .г )  =  /л(а?) +  Jim Y l  J  du Լ ո D "J ՜  x > VW -

Дальнейшее доказательство основной теоремы опирается на интегральное пред­
ставление (2 .2).

3. Д о к а за т е л ь с т в о  п р е д е л ь н о й  т е о р е м ы  в л о ж е н и я  с по м о щ ь ю  
о ц е н к и  м у л ьт и а н и зо т ро п н ы х  я д е р  

В этом парагра4>е мы докажем теорему вложения, применяя метод оценки 
мультнаннзотронных ядер G i j ( t ,  i/) ( j  =  1 , . . . ,  М ). Будем изучать случай не все:-: 
вполне правильных многогранников, а  именно специальных многогранников 01. 
Предположим, что многогранник 01 имеет (п  — 1)-мерные грани, содержащие 
точки { а 1, . . . , а п} \ { а ‘}  ( і =  1 , . . . , п ) ,  где а 1 =  ( 0 , 0 , . . . , կ — ,0 ,0 ) . Внешнюю
нормаль данной грани обозначим через /і՝ (і =  1 ,___ո) и пусть 7  =  (71, . . .  —
точка пересечения гиперплоскостей, содержащих (п  — 1)-мерные грани с внеш­
ними нормалями / А / А . . . , / / ՛ .  Пусть 71 <  72 <  ■•■ <  7«- Как и в работе 
[9], построим систему п  векторов 7  =  (71, . . . , 7 ,,}. т  — (ѵ ц , . . . ,  m „_1,0 ). . . . .  
<т =  (сті, 0 , . . . ,  0). Тогда имеют место частные случаи лемм 2.1, 2.2 работы [9].

Л ем м а  3 .1 . Д л я  любого м ульт ииндеыа /3 =  ( А . . . . ,Д „ )  сущ ествует посто­
янное число С  =  (7(91, N )  >  0 , что для любого ѵ : 0 <  ѵ <  1 справедливо 
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1 +  ѵ ֊ ‘ѵ(*-ѵ-» + tK " ‘ . . . t ? a ՝ y
где N  любое чатуральиое число, для которого векторы N y , N m . . . . ,  N o  
имеют четные координаты, о индекс к  =  0  или к  =  1, j  ( j  =  1____ .V/).

Л ем м а  3 .2 . Существует такое число No, что для любого N  >  No существует 
постоянная С  =  C (N ), что для любого и : 0 <  ѵ <  1 имеет место неравенство

[ ------------- <  Cl/ И .
У 1 + ѵ - » ф п  +  *«•"... if" , ) -

Т еорем а  3 .1 . Пусть числа p u q ( l < p < q <  оо) и мулыпииндекс / і  такие,

X -  , (И +  М )  -  И  Կ ֊  ֊  +  - 1 -

Тогда Dn\V™ (R"J t֊> L4(R”) и имеет место неравенство (1.2). 

Доказательство. Пусть 1 <  р  <  оо, тогда по интегральному представлению
(2.1), имеем, что

В ' ш  -  D > M X ) .  Y . J < b  J  D " V (< )D »eu (

Обозначим а: =  (а:, аг„) =  (®і, . . . ,  х п- і , я„) и, применим неравенство Юнга для х 
при фиксированном х п. получим

где г  =  1 -  i  +  յ .
Применяя лемму 3.1 и тот факт, что х  =  1, отсюда имеем

||Д  • / , ( - ,X .) ֊  D ' M ;  «, , )| | է- , < յ շ ք  и,

[ (  [  ______________________д .  - Д - 1 ______________________ У

Հ  Ա ,  ( і + ^ » ( с > . . . * ? ֊ + < г - . . . < а - , + - + « Г " ) ) Ѵ
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* / ( . / ,  ( и ,  « ( С ’ ՛ : : . ! ? ’ - 1 7 = - & • I ■ ■ . ՛ ; ■ • ) )  )  '" ՛

После преобразования т, =  ւ'ր ,11, т„_і — р£_ |£п -і, в первом интеграле по­
лучим

՜ ճ / " ' • ; < *  

х / ( /  ( ,  +  Հ - . . . Հ գ - ' »  +  Հ - ՜ : ՜ . . *,?■■;-՛ : ՚

Рассмотрим пырнжение

- А - *

/  Г __________________________ dr, . . . d r , __________________________ \ r

* Ա ,  ( ւ  +  Հ -" ...Հ '-> ք -'< ' " ’ •“‘ i T - + т {’’ • • . . . т ? ՝? -  т + r ? ° ֊ y )

гДе ֊  =  1 -  i  +  յ .

Обозначим ՚ =  I1- Тогда d/i =  - !!̂ \1„\г ս ՜ լ ՜ Լ"ւն/, и интеграл .4 примет
вид

4 і І М * / ( / .  ♦  ••• +  . * - ) ' )  "Ր

=  Л і +  ճ 2>

где в интеграле .4] интегрирование по /і проводится от 0 до  1, а  в интеграле Аъ ֊  
от 1 до оо. Для Лі имеем

Л . < л / С  /  7 ----------------ІІГ1Ѵ- f c - ՛ -----------------t V ^ s A -

После замепы переменной т„_і • /і ■'■՛-> =  для .4շ имеем
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[  \ (  [  dT, . . .  ժ-„--յժւ)ո-ւ ^ ,

/ ^ Ц  +  +  - + < • ■ > ■  j  *

< а .
1 4 '

•гак как */„ >  Тв-і- Следовательно, для некоторой постоянной С  >  О А <

л/ , № ք Լ ; * ո  +  է » )Լ  ,.  , 
|խ«/,(,*~)- л»ль*»)1և,(տ. ,,sog/J!------------------ |,„|t a֊

В левой части последнего неравенства для каждого слагаемого по зг„ применяя 
неравенство Харди-Литлвуда (см. |11| стр. 31, 5 2-19), имеем

I lD ' / .W - D 'A W lL .t R » ,  <

(3.1)

° g ( / ( й т К л -'*” + « 1 м г - . л ) ՛ ^ )  £ C g K 4 , « , , -

Пусть /іо <  1 фиксированное число, а  с : 0 <  е  <  Ло. Тогда для последовательно­
сти {/с(ж)} имеем

llD ” / . I L , « - )  < ||0 * л  -  + I K - b l U , , , ,  S

c g l l D "'/ I L ,( . .) + liz>' / *” i k « - ) ՛

Оценим ||D ^//,0 ||£  (Rtl). И з усреднения (2.1) имеем

£>“Л„М  -  / / ( i)d«g„(i ֊  т .ft0)rit-
՝  ^  R"

Так как /  е  LP(R''), то, нрнменяя неравенство Юнга, получим

И ^ Л - П з д .. )  -  d l / І І а д . . ,  • IlD 'o .O .fto d L ,, ,» ,-
Из лемм 3.1, 3.2 для второго множителя получим следующую оценку

l l - D 'O o h W lli . , , . ,  г  

,(І»‘М»■<•'»(' г________д.,...д.,_________ \* Հ
у .  ( ( 1 + ѵ “ (‘"’ +■••+<»■■ +  - + < J " , ) ) ) 7

/і„ ....C < C ( N ,h o )
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при любых Л՜ > ЛГ„. То ость для фиксированного /«,, и N  >  ,Ѵ„ имеем, что

(3.2) ІІ°"Л о||М к-, •

Из неравенств (3.1) и (3.2) следует, что последовательность (гго с) { I ^ J .h 'j )  
ограничена и Lq(R") ири всех достаточно малых ь (0 <  t <  І։„). А из слабой ком­
пактности ограниченного множества следует г.унумтвовапие обобщенной п]>ои:і- 
водиой D '4  е  Lf (R”) и

Отсюда, еще раз применив неравенства (3.1) н (3.2), получим, что 

(3-3) І К / І І , . . , , . ,  <  С. £ | Ւ " / | Ա ,  ' й | | Л м * - ,

для некоторых постоянных С і, Са > 0.

4. Д о к а за т е л ь с т в о  основной  т ео р ем ы  м етод ом  т е о р и и

МУЛЬТИПЛИКАТОРОВ 

В этом параграфе докажем основную теорему 11 , применяя метод ти- 
пликаторов. Заметим, что теорема 1.1 обобщает также теорему 3.1. Для -лого 
напомним теорему о мультипликаторах П.И. Л торки па (см. [13]).

О п р едел ен и е 4 .1 . (см. /13/) Ограниченнал измеримая пи Р." функция назы­
вается (L p. Ьч)-мультипликитором, если существует постоянное ՝шсло С  =  
С (р, q), что для любой бесконечно дифференцируемой финитной функции /  шіг- 
е т  место неравенство

H U , so № - -
где }  — преобразование Фурье функции J, а  }  -  обратное преобразование Фур՛,՛:.

Множество (LP,L 4) мультипликаторов обозначим через М£.

Т еорем а 4 .1 . (П.И. Лизоркина о мультипликаторы, см. /J3j) Пусть вектор 
к  =  ( к \ , . . . ,к „ )  имеет координаты 0 или 1. Носителем вектора !■- называем 
множество ejr =  те.х индексов j ,  для которых =  1 и пусть
функция /ՀՀ) задана на Ж". Если для любого вектора к производная Օ ՚կ/Հ
существует и непрерывна в любой точке Հ =  (? і___,£„), где փ 0 при і £  е -
н  подчиняется неравенству

(41) տ ւ
I ՕՀՀ1 . . .  ՑՀոո I
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для некоторой постоянной L >  0, тогда р  €  А/®, то есть существует не 
зависящее, от Г. и f  постоянная С  =  C (p ,q), что

\\Ш о\Ія < С Ц П , , №-)

для всех I  е  ip (R n) (1 <  р  <  Я <  ос).

Доказательство основной теоремы 1.1. Сперва докажем случай, когда 3  С
д '%  то есть для некоторого іц (*о =  1........fn - i ) (f),p ‘° )  =  1 (следовательно,
դ =  р) и  (0 ,ц ‘) <  1 для любого і  =  И з представления (2.2) н из
полноты C o°(R '') в IV7’ 1 (R") имеем, что почти для всех х  €  R ”

D * M x )  -  D * fh{x)  =  — - j  Л/.

J  D ' ^ m  J " f t * * * ՛ + ^ °   ̂ ) < r f t  =
?.՛• R"

^ )  ) ,i£ .

С последнем иптеграле мы применили теорему Фубини. Отсюда имеем, что

(1.2) D։ l . { x ) ֊ n ’ U x )  ֊ Y . J  -  ^ Г щ Л О & Ш -

(4.3) 2է)(ւ.Տ“' ) “ "1= -« '< ՜, >“ * " " « -' ՜" > ” >ւե..

Так как е  LP(R") ( j  =  1 , . . .  , М) ,  то если докажем, что для любого j  =
1 , . . . ,  А / функция (?) является (£.„, Ьр)-мультипликатором, который со сво­
ими производными D kFjt։j i(f)  равномерно ограничен но с  и /і, следовательно, 
получим, что для некоторой постоянной С  >  0  имеет место неравенство 

м
(1.4)

Д ія  этого применим теорему П. И. Лизоркина для функции f j , s.fc(5). Обозначим 

через />оі(£) — (^2“ ՚ +  • • • +  f 2a**) и пазавем мультианизотропным расстояни­
ем. Имеем

Ы і ) - 1 ՜ է1{ f . J —  / (‘• « ( « » , լ ՜ | = ՜' ' ՜( 5’“ , + ■+!” ' “ ՝ » ( 0 * ' - Л і Л г.
(pm (0 ) £
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Так как проіізиедеіше { կ ,  /,р)-мулі.тшіликатороіітакже является ք I.,,) - муль­
типликатором, докажем, что каждый из множителей сеть (Лм, /,,,)-мулыипликатор, 
который ограничен по С, s , А. То, что^при /< Ч cl'9t и о '  ( յ  I, . . . .  Л/) вер­

шины многогранника 01 Лі =  является (/,,„  //^-мультипликатором
доказано н работе |14| Г.Г. Казаряна. Оценим второй множитель. Заметим, что
выражение £**՛"՛ -I-------1- эквивалентно выражению (ք*ո(Հ)Ր՚\ то есть /іли
некоторых положительных постоянных а , и «շ

«.(/*>.(€))“  <  Հ“ "' +  • ■ • + <  ъ Ш О ) ик.

следовательно, дни второго множителя имеем

М  =  J  (.і// ,т (0 )и  ՝<’ ^  Ւ +? )ր՚ո(ք,)ւե/ <

J  (ѵ л » (в )“ " 'е ՜

После замены переменной р*«Ю,/ =  4 имеем, что 

/*/> я (О сс
ճշ < J  է ^ ՜կ — ^ Կ ւ  <  J  t2fc- , e- ,|t” di <

*Pn(() u

Оценим производные функции Fj,։,h(Q. Для этого достаточно оценить производ­
ные второго множителя. Пусть вектор /.՛ =  ( 1 ,0 , . . . ,0 ) .  Имеем

Г Սք-(ՀԽ' +  +
Հւ J  ։'~l ~ '{ f * n ( 0 ) lk ~ l k — -------՜քՐ՜ԼՀ)---------- Ря(Ое"1' АН-

6 j \т(і)?кгГ^(ек" +-+«““ ;....{֊Հ ՚̂^խ ֊ пѵ\-в2.
В  j оценивается аналогично как /Ь , с учетом того, что 

Для оценки В3 нужно учесть, что

і&^- («“”՛+■••+ I < С(» ({))“ .
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Аналогично оцениваются другие случаи вектора к =  ( հ լ .___к„), где կ  =  О
или 1 ( j  =  1. . . . , п ) .  Тем самым доказано, что функции £}.;,/,(£) при {3 €  д ։<Я 
является (Lp. £ р)-мультшіликатором, не зависящим от £ и Л. следовательно. при 
ի  е  сУОІ неравенство (4.4) доказано. Пусть теперь 3  €  ЭД\Э’ОТ, следовательно, 
р  <  q. Докажем, что (Հ) 6  Л/’ , то есть является (£,,, Z-4 )- му.і іьтші.՛ шкаюром. 
Так как умножение мультипликатора на М £  мультипликатор является Mjj 
мультипликатором, то по теореме П.И. Лизоркина достаточно доказать, что Л \ 
является Д/Д .мультипликатором. А для этого достаточно доказать, что 
является М« мультипликатором.

Проверим условие (4.1) при /г =  (0 ,___0), то есть докажем, что

Пусть условие (1.1) выполняется для некоторого іп, то есть вектор а  — \ ի  +  ֊  — і .  

• ■ ■ tftn +  j; — принадлежит гиперплоскости с внешней нормалью /»’" : (п, /і*°) =
1 н (і7,ււ') <  1 (* =  1 , . . . , / „ _ ] ) ,  следовательно, точка а  принадлежит грани с 

внешней нормалью ц՝" и |£"| оценивается через (Х)?2оі) г , где сі* — вершины 

( п -  1)-мерной грани с внешней нормалью ц'°. Пусть теперь к փ ( 0 ,0 , . . . ,0 ) .  
Достаточно изучать случай, когда А* =  (1 ,0 ........0). Имеем

Остальные производные оцениваются аналогичным образом. Следовательно, для 
любых p .q .8 ,  удовлетворяющие соотношению (1.1), имеет место неравенство

< L .
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;іля любых е, Л : 0 <  е <  Л <  I, то есть получили иераиенстпо (3.1). Остальные 
рассуждсппя проіюдятся как п при доюсіательстве теоремы 3.1.

A b s tra c t. T he present paper is a  continuation of the  au thor’s previous- papers 
devoted to  th e  study of embedding theorems for functions belonging to Sobolev 
multianisotropic spaces. Г11 the previous papers were considered Die cases when the 
embedding index is loss than 011c, while the present paper concerns the  lim iting a if/ ; 
th a t is, when the  embedding index is equal to  one.
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Я В Л Е Н И Е  Г И Б Б С А  Д Л Я  К У С О Ч Н О -Л И Н Е Й Н О Г О  В Е Й В Л Е Т А  
С Т Р О М Б Е Р Г А

В. Г. МИКЛЕЛЯН

ЕрсвапскпП Государствеіпіыіі Университет, Ереван, А рмения  
E-mail: mik.vazgen@gmail.com

ЛшіотАцня. Явленно Гиббса исследуется для кусочно-лнисПного вейвле­
та Стромберга. Доказано, что Яшісшіс Гиббса для частичных сумм ряда 
Фурье-Стромберга имеет место во всех точках R н функция Гиббса почти

1 +2у/3 всюду равна  — .

M S C 2 0 1 0  n u m b e r: , 42С10.
К л ю ч е в ы е  с л о в а : явление Гиббса; функция Гиббса; кусочпо-линейный вей­
влет; ряд  Фурье-Стромберга.

1. В в едение

Явлением Гиббса называется определенная особенность поведения частичных 
сумм ряда Фурье в окрестности точки разры ва функции. Оно впервые обнаруже­

но Г. Уилбрейамом (1848 г.) и значительно позже переоткрыто Д ж . Гиббсом (1899 
г.). Оно заклю чается в следующем: ո-ая  частичная сумма ряда Фурье по триго­

нометрической системе имеет болшие колебания вблизи точки скачка функции. 
При увеличении ո  колебание не затухает, но достигает конечного предела.

Д л я  каж дого неотрицательного целого числа m  Стромбсрг [1] построил ку­
сочно полиномиальный вейвлет / <т), который на каж дом отрезке полиномиаль­
ности является полиномом с действительными коэффицентами, степеіпг не вьпие 
m  +  1, и оргоиордшровашіаи система (х ) =  (2‘х  —j )  , i , j  €  Z явля­

ется безусловным базисом в H v  (R), при р  >  - .  В  настоящей работе исследуется 

явление Гиббса д л я  системы Стромберга в случае m  =  0. Напомним определение 
этой системы д л я  m  =  0.

П усть Ао  =  N U  {0} U і  (—JV) и  А і  =  ճ օ  U Точки множества Ап  разби­

вают действительную ось R  на  интервалы  {J<r}<J.e_i4o, где а  левая концевая точка 
интервала І„. Обозначим через Տա подпространство пространства Լ շ  (R), состоя­
щ ее из таких функций /  €  Լ 2 (R )n C  (R), которые линейны на каж дом  интервале
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Ծ G At). Аналогично определяется подпространство .V,, если вместо И« рас­
смотреть /1 |. Очевидно что Տա С  .У, и, если /  (ж) е  ձ՛օ, то /(:<: ֊ 1) е  А'|. Нообще 
функции из S i  о  III » о т  функции 5 || только том, что функции ИЗ .Տ՛օ долж­
ны быть линейными на [О, І |, а  функции из .Տ՚ւ могут Сыть линейными только на 

каждом нз интервалов |l), - j , l j . Поэтому A'o имеет коразмерность 1 в S \ .  

Следовательно существует функция / (0) е  /-շ (й ) , с  точностью до  знака  опреде­
ляем ая из следующих соотношений:

1- / (0 ,е  А’,,
2. /<Ա) ±  So, т. е. J /<°> (х)І(х),1:г. =  0  дн я  любого /  G .Տ՛օ,

з- | | /№)||а = 1
Д ля любой нары G Տ2 положим

(1.1) A j ( * ) - 2 , / B>(2‘« - j ) .

Система { /, j  (я;)}і^=-оо 6blJia введена Стромбергом [1|. Им ж е получено, что 
{Іі,і W l i ^ - o a  полная ортоыормированная в Լ շ  (R) система и что она является 

безусловным базисом ո //'* (R) при любом р >.
П усть Կ  точка разры ва первого рода функции q  е  //(Р .), причем |с/ (t.t,—) -  ղ (է,,֊յ\ 

2d >  0, н  пусть последовательность функций {ч>,і (է)}Հ յ1- сходится к  '/(է) в 
каж дой точке некоторой окрестности точки t o ,  при i . j  —» +оо. Функцию

назовем функцией Гиббса для последовательности {г/,,, Если G  (էս) >
1, то  скажем, что для последователности ( t ) } t“ _ co в  точке to имеет .место 
явление Гиббса.
. Хорошо известно (см. (2|, стр. 123-126), что дл я  частичных сумм ряда Фурье 

по тригонометрической системе имеет место явление Гиббса: ф ункция С  (fo) не 
зависит от <о и равна постоянной Гиббса

G (*0) =  |  j — d t ^  1.17.

Д л я  частичных сумм ряда Фурье-Франклина наличие явления Гиббса установ­
лено ո работе [3]. Д л я  частичных сумм ряда Фурье-Франклнна функция G  почти 
всюду является постоянной.

Д л я  частичных сумм ряда Фурье-Франклина (общий случай) наличие явления 
Гиббса установлено в работе [4], где доказано, что явление Гпббса д л я  частичных
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сумм ряда Фурье-Франклина имеет место почти во всех точках [0,1] и наіідепы 
оцепки сверху и снизу для этой функции. Д ля  частичных сумм ряда Фурьс- 
Уолгаа наличие явления Гиббса установлено в работе [5]. Д п я  частичных сумм 
ряда Фурье-Уолша функции G  не является постоянной. В работе [6] найдены 
точные оценки сверху и снизу д л я  этой функции. Подобные вопросы исследованы 
такж е в х>аботах [7]-[8].

Д о *  ( / . * ) -  Е  Е  Ч і / а д ( * ) +  Е  “ f c j A w W .  < o -Jo € Z

частичная сумма ряда Фурьо-Стромберга, a  G  (to) =  С  ^ о , / ,  {5<ь* ( / ,  •)}£” „=-«,] 
функция Гиббса. Сформулируем основные результаты:

Т ео р е м а  1 .1 . Пуст ь to €  R  и  ф ункция J  €  L 2 (R) и м е е т  неуст ранимый разрыи

о эт ой точке, тогда

1 + « - շ8Հ Լ ^ (2 ՜ ^  s o M s i ± M ,

причем  G  (to, f )  =  —— . для почт и всех to 6  К.

И з теоремы 1.1 следует, что д л я  частичних сумм ряд а  Ф урье-Стромберга яв­
ление Гиббса имеет место везде и  ф ункция Гиббса постоянна почти всюду.

2. Д о к а за т е л ь с т в о  т ео р ем ы  1.1 

П усть i0,jo  €  Z . Обозначим

Е  £  Л і ( * ) / и Ю +  £  a j ( » > a j < « ) .

И з (1.1) следует, что дл я  лю бых го, jo  €  Z

* < .*  (*, i)  =  2*  Ко,о (2՚°* ֊  jo , 2‘°< -  Jo) •

Легко можно установить, что д л я  любого ограниченного /  : R  -֊> R и i0 , jo  €  Z  
справедливо равенство

(2.1) « .•* ( /.* > ■ ■  /  K u , j , ( x , t ) f U ) d t .

Пусть п  & А \. Обозначим через <рп (է) ту  кусочно-линейную ф у н к н ц то  с узлами 
из А і ,  д л я  которой ір„ (п) =  1 и  <рп (1) =  0 д л я  любых I Հ. А \ ,  I ^  п.
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Оченіідно, что Л'о,u(se,0 кусочно-линейная функция іі по х  п но /., с  узлами
из Л |.  Зафиксируем /; G /І і  и дли любого * €  Л յ положим =  Л'и.и

Л е м м а  2 .1 . ГІусть х ,, С К. Z W «

1) і:гли xq >  I и m  <  ж** <  п і 4 ՜ I, аде ш  €  A \ t ш  >  i , t/ui cnp(Uj(x)jiwto

равенство

ж?е a m =  П|1‘ 11 — ՜  -I- f*m (*o ~ T")  +  ՜ ՜ ՜ '  շ ~ ~  (*0 ~  7" l '  >

2) если а:ц < I « rri < xo < m  + m  G A i, m  < I ,  то справедливо 
равенство

7ігМ(м*-41+А”““‘г”./ ’ է  Am если к  > т .

где թ„, =  — ^™ ֊ -  —  +  't.,. (-'со -  т )  +  ՜  "« .)  (*о ֊  т /  . .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим

{1, если է е  ( - 00, т )  
m  + 1 - է ,  если/. e [ m , r n + l ]

О, если է е  ( т  +  1. + о с ) .

И з (2.1) следует, что

J  К 0,0 ( к ,  0  =  J  К о ,о  ( к ,  է )  гр і ( t ) d t -  J  К о ,о  ( k , t ) ( m  + 1 -  t) <ft+

+  J  Л ',,, ( t ,  1) &  -  * ,  ( t )  +  <Կ. -  j ՝  '+  լ £  “

Рассматривая ւ,"շ вместо функции t/>i получим доказательство пункта 2J лем-

{1, если է е  ( - 00, ш)

2 „ .+  .

О, « » ( " * + ; . + » ) .

Л е м м а  2 .2 . И мею т  место следующие утверж дения  
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1) Е сли к  >  1 и п  G А і, то

л и 2Г“'՛
Оп =  ՛ Ѵ 5 ( - 2 -  ѵ/5)" fc +  - ^ ( v / 3 - 2 )  +

ѵ ^ ( ѵ ^ - 2 ) " ֊ * + ^ ( ѵ ^ - 2 ) П+‘ ՜ 2

2) Если к  =  1 71 л  6  Л ,, т о

u 1 <  ո  <  fc 

ս  ո  >  fc.

Ш*-*Г
Л і, т о

/• 4  /  ._ \  и—2А:+1

f Л (  T J)  •
_ J o . / 5 /  о / 5 \ ֊ 2"+2*

3) Е сли  к  <  1 и ո  6  Л],

к  < п < 1  

п  < к.

ап - Ы 5  ( - 2  -  , / Տ ) ՜~ * “  -  і  ( ^  -  շ )  “ Н ,

Д о к а з а т е л ь с т в о . И з (2.1) следует, что дл я  любого п  €  А  і

(2.2) /  К ы  ( է , 0  № ( < ) * -  » . ( * ) •

Докажем утверждение 1). П усть fc >  1. Если ո  ^  & и  ո  >  1, то

О =  ірп  (к ) =  J  К 0,о (к, է) գ>„ (t.) d t =  - +  ^ Y  +

т.е. Он- 1  +  4ап +  օ,,+] =  0. П олагая п  = к  в  (2.2), получим оь_ і +  4а& +  a t+ i  =  6. 
А если n  <  1 то, справедливы равенства

• ч . й =  J

т.е. on_. 1  +  4a„ +  <*ո+յ  =  0. П одставляя ո  =  1 в  (2.2), будем иметь

О- * > ! ( * ) -  /

т.е. +  6 в г +  2օշ =  0.



п. г. м и к л іы ш і

П оскольку - 2  -  ѴЗ  и  л/3 — 2 япляіотси корнями квадратного ураш і 

С2 +  4f +  I =  0 и lim «„ =  n =  0, следовательно

я!1*'’)"",
Ѵ з ( 2 Ѵ 5)" 2Г *  *■

\ / 5 ( ւ / 5 - 2 )  + - ^ = ( գ / 3 ֊ շ )  , если ո  > fc .

Тем ж е способом мы получим доказательства  пулктоп 2) и 3). 

С л е д с т в и е  2 .1 . Д л я  7i G А \ им ею т  мест о следующ ие соотношения

1) 0 < ah <  2 \/3 ,

2) Лп“ „ + І  < 0 ,  если ո  <  I,
3) a „ a „ + l <  0, если  ո  >  1,
4) K l  =  (2 +  n/3) К + . і ,  е сли ո  >  к  и  ո >  1,

5) K l  > (2 + n/3 ) |« i, I J  |> c<*« ո  > *  « ո  < 1,
6) |<«„| >  2 |a „ _ i | ,  если n  < к  u n  > 1,

7) |o„ | =  (2 +  y/3) |o „  . |,  е сли n < k  t i  n  <  1.

С л е д с т в и е  2 .2 . П уст ь i  и  j  последоват елыіие т очки  u:s A i .  Тогда

1) |a>| >  2 |a j |, если i < j <  k ,

2) |в і | >  2 |o j |,  если k < i < j .

Л е м м а  2 .3 . О бозначим через Vk u  z k ближ айш ие слепа и  т рапа о 
ф ункции Ко,о [k, է). Тогда

mt>1
3 - ѵ З  ( Ѵ з - շ )  ֊ 3

если к  <  1, 

если к  >  1 

если ft <  1.

2  (%/з — з )  ’

з -  Ѵ з '
1 Յ - ^ - շ ) ՜ 4**4

2 ( » - VS) ՚ 3 + ( ^ 5 - 2 ) " * ” ’

Д о к а з а т е л ь с т в о . П усть к  >  1. И з следствия 2.1 следует, что  ;д. точка пересе­
чения с осью О х  отрезка с концами (fc — 1, a * _ i)  и  (к, о*.), а  г* точка пересечения 
с осью О® отрезка  с концами (к ,а ь )  и (к +  1 ,а*+ г), т.е.

ո  =  է - ւ  +  - ? ^ = է ֊ ւ  +  Հ է Հ . Է ք 3 - Հ ՜ 1  +  3ак-і ֊ак 3 ֊ ѴЗ _ շ)2*՜3 _ 3
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' ак - а к.ц  т  3 — %/3 
П усть к  — 1. И з следствия 2.1 следует, что у \ точка пересечения с осыо О х  

отрезка с концами и (1, а і) ,  a  z \ точка нсрессчешія с осыо О х  отрезка с

концами (1 ,« і)  и (2, օշ), т.е.

П усть fc <  1. И з следствия 2.1 следует, что ?/*. точка пересечения с 

отрезка с концами и (А, а*), а  г*, точка пересечения с

отрезка с концами (А՝, а*.) и ^ , a fr+i ^ ,  т.е.

2  ( « * _ * - а * )  2 ( 3 - ѵ ^ )

з ֊ ( 4 —2)'-4fc+4

ЗЕ+з՛» ( « . - « » , )  2 ( з - ѵ Ч ) ՝з + ( ѵ ^ ֊ г ) ՜
Л е м м а  2 .4 . Справедливы равенства

1) sup j  J  Ко,о  (k , t ) d t  : к  е  і4 ,, ж 6  R  j  =  —

2) inf j  j  K 0։0( k , t ) d t  : f e e /4 ,, ! c € r |  =  - ^ 4՜ 1 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . И з следствия 2.1 следует, что

s u p j  J  K o ,o (k ,t)d t : fe €  i4 j, i e l j  =  sup  |  J  K 0t0( k , t ) d t  :

inf I  j  K 0,0 {к ,t.)dt : k e A j ,  ® 6 ® | = տ ք |  J  K o .o (.k ,t)d t : A : € i 4 | | .



]) Если ft >  1, то  из лемм 2.1 2.3 будом иметь

I К"։'К„,и (ftj О 'М‘
I (2 У:;/-"՝
« (> /5  I)

Поскольку (2 -  х/ІІ)՜ <  2 -  Ѵ5, при ft >  I, следовательно

sup j  J  K o j o { k , t ) d l  : f te  /1|, ft>  ,}  =

Если ft <  1, то  н:і лемм 1, 2 и 3 будом иметь

7*>1(,,1)Л֊, м ч м "
Поскольку функция ц  (ж) =  ?(+  ՜ ՞  возрастающая н интервале (0,2 — Ѵ5], сле­
довательно

S,|P j  /  Л0.„ (ft, t) rf< : ft €  /1 |, ft <  l |  =  1 +  ֊ = — э  (2  -  Ѵ з) =

Таким образом

•np  [/ I ) , В : » « * ,  »  6  » j -  I,..y I - - ՜ ՛ ՛ ՛ ^  j . ,  Ц ՝ A

2) Если ft >  1, to из лемм 2.1 ֊  2.3 будем иметь

_■£, 6 ( ѵ ^ - і ) з + ( 2 - л/з)

Поскольку функция /  (я) =  убывающая в интервале (0 .2  -  \ / з ] , то

“ { I  /lT0,0 (ft,*)rft : ft 6  Л ь  fc>  і |  =

Если ft <  1, то  из лемм 1, 2 и 3 будем иметь

G ( v / 3 - l ) J

7— ւյՏՅ,(-*=4Դ
Отсюда следует, что
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if j  j  I<Q,0 (k ,t )d t  : JkG A u  x  6  R  j  = V

(2.3) J  tfo.o (1. t) d t > 1 ֊  -  2e֊ (v/3 ֊  l )  .

Д о к а з ате л ь ств о . Замечая, что

1 <  1 +  — -  e =  z i - e < x < z i + e < l  +  — —  +  2 ՜  ^  =  2, 
3 - ѵ /3  З - л / З  3 - \ / 3

из лемм 2.1 и 2.2 получаем

^ ֊ - 2 £ 2 ( % / 3 - і ) -  J  К 0,о{1, t)  d t =

=  2 (v/3 -  l )  (x -  z , -  e) (x -  3l +  e) <  0.

З а м е ч ан и е  2 .1 . Неравенство (2.3) имеет место такж е когда е  €  ^ — ^ = ,  - — 

u х €  [zi — е ,2).

)  и х е [ 2 , z2 ֊ S ] ,  то

j  к 0.0 (1, t) dt > 8- թ  + տ2 (Ѵз - 1) 3
Д о к а з ате л ь ств о . Так как տշ — Տ < 3, то  х  €  [2,3). Следовательно, ігз лемм 

2.1 и 2.2 получаем

j  Ко,о (1, t)  d t - ^ — S 2 (v/3 -  l ) 3 =  2 (v/3 -  l )  ( շ  -  ѵ/з) (x -  z2 -  Տ) (x -  г2 +  Я) > 

Л е м м а  2.7. Е а ,„  г  6  [ і  +  |  -  і )  ,2  + 1  ( յ - ^ g  -  і ) ] ,  ™
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Ц л  Հ Հ ,

" "  “кЛо™ * «  [’ + 5 ( j r j j  ՜ յ ւ ) ’* ) - 0  дм™ “ “  “ “ “  »
имеем, что

/  W M ) *  > Տ- թ  +  +  ^ ) ’ (V 5 -1 )*

24 -  14>/3 +  4л/2(2 ֊  \/5)
՜ 1 +  27 ’

д а ,  любого ( — щ

Л е м м а  2 .8 . Если х  €  R, ո  6  А і и  Տ > О таковы, ՝іто j  Ко,о ( n ,t ) d t  > 1 +  6.

Д о к а зат е л ь ств о . Д ля любого / е  Лі обозначим через .S/ площадь трсуголь- 
ника с вершинами (і,а і)  и ближайшими к / слева и справа к нулями функции 
Ко,о (п і 0 -  Обозначим через і ,  ту  точку из ճ յ ,  для которой г  принадлежит полу­
открытому слева интервалу, концами которой являются ближайшие от і  слова 
и справа нули функции ЯТо.о (п ,і) . Допустим, что х- <  п. Из следствий 2.1 и 2.2 
следует

/ * о , . ( т М ) і й < £ Я <  E l « l ^ w ( l  +  5  +  p +  ■■■)
-сс /ел , • іёл ,

-2 |< * |< 2 -

Следовательно п  — г < log2 Теперь допустим, что х  >  п. В этом случае
будем иметь

[  Ко,о (п, і)  dt =  1 -  f  Ко,о (п, t )d l <  1 + Y 1 S ‘ ^ 1 + Y L  l“*l 

l€A Ш

s l + ( 1 +  5 +  ?  +  ' - ' ) W  =  1 +  2i°l l s l  +  2 '2 !̂ l“"l s l + l ^ -
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Поскольку log2 > log2 следовательно, если j  К 0,0 (и, t)  d t > 1  + 6,

: R  и 6 >  0. Если сущесп

,Jn> moKUe> 47110 liin in  =  "

•■«-{ir:

Л е м м а  2.0. Пусть і  е  Е  u  j  >  0. Ясли существуют последовательности 
in  б  N, j„ е  Ъ и  s„ 6  D in,j„, такие, что lim і„  =  +оо  и  Si„j„ (1կ,տ„) >  1 + 5, 
ո  е  N, *<Je

Д о к а з ат е л ь ст в о . Заметим, *

(/*„ s„) =  J  K in,jn (s„, t) Й* (t) d t=  J  K in  j„  (.»„ , t ) d t  —

=  J  2i”K o ,o (? " sn - j n,2 i" t - j n) d t =  J  K 0,0 (2‘" sn - j „ , t )  dt,

іюбого 71 € N

J  K q,o ( շ ՚ ՞ Տ դ  -  j n ,t )  d t>  1 + 6 .

ы имеем, что для любого ո  € N

И з леммы 2.6 вытекает |2*"х -  j n -  (2ina„ -  i„ )  | <  2  +  log2 — т.е.

„  ! 4\/32 +  log2 —f -
-------շ 5 ^ - '

следовательно lim s„ =  s .

Л е м м а  2 .10 . Пусть 6  6  ( ~~7~ ^ —~ т>-—г—-  j ,  t  €  N  и  j  6  Z . Ясли E i j ( 6 )  
ՀՅ (v 3  — 1) 3 у

множество т ех  i f  E , для которых существует I; е  D y ,  ч т о  5 յ յ  (/fe,&) >
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-  .. /  «У з ֊ - 10 Л
Д о к а з а т е л ь с т в о . Д ля  любого о ՚  | -~у, Հ J  '

, 2 -  .........  Л =  ^ ՜ 1
’ 3 ֊  - Л  ) ՝

д ля которого & =  — ֊յ-------- 2е® (< /з l j .  ГГусті»

г -Ւ j  z I -І-е-І- j ]_ ֊ j
і-де i t j  e  Z . Так как |2'a: — j  -  z i \  < e , то  из леммы 5 следует, что

« и  ( f c . * * 1) - / * , ) ( * £ . * )

=  J  K i j  ( i ± i ,  *  =  J  2*К„А ( J . 24  ֊  j )  (It 

=  J  K ofi ( l , t ) d t >  ~  2s2 ( \ /3  — l )  = 1  +  5,

поэтому ճ յ յ  (5) С E i j  (6).
Заметим, что

с ( к  \  Ո  Lj J J  л .  « )  s  <* ( Е ՝  Ո  Ս  Ս ի  м) )  -  <■ ( 0  ( :՜- LJ U  -՛>
значит достаточно доказать, что для любого I €  N

Последоваельность {2"а:}, п  е  N, ո  > I всюду плотна в [0,1], д л я  почти всех 
X €  R  ([9],зад. 4.3, 1.6). Поскольку (z\ - 1 )  е  (0 ,1), следовательно для почти 
всех і е Е ,  существует г >  I для которой |{2'.т} — (гі -  1)| <  г, т.е. х  е  А ц 2іх\ ь  
что и  требовалось доказать.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из первого пункта лсм: 

Шп S i ։ j (hx , t ) <

ііы 2.4 следует, ■;

2 + Ѵ З

дл я  любого X е  R . И з леммы 2.10 следует, что дн я  почти всех ж €  R  суще­
ствуют последовательности г„. j n g  N и  Ісп 6  , такие, что Шп і„  =  +оо
и 5,„ .j„ (hx,k n) > 1 + 6, п  е  N, следовательно из леммы 2.9 мы получим, что 
Urn кп =  ж, поэтому

Шп S i j ( h z ,t )  > ,

X ж е  R . Таким образом для п X €  R мы имеем

З а м е ч а н и е  2 .2 . Тел* ж е способом мож но получить,

Ѵ з - І

для почт и всех х  €  R.

Л е м м а  2 .11 . ք ՜)  L J Ա  Е і,і (с) =  R> г^е с =
24 -  14\/3  +  4 у/2 (2 -  у Д )

Д о к а з а т е л ь с т в о . И з леммы 2.10 следует, что достаточно доказать равенство 

для любого I €  N, где
і= /je z

Д . , ( с )  =

Поскольку левый конец отрезка 5 /+  ім + а  (с ) совпадает с правым концом отрезка 
B i,j (с), следовательно

Ո и Ս в« w - « j  wj  и ( у wj  3 ԼՍ »•» wj  

Ս ( U a« .w  w I - U (яj  m u %.«< • И)
V>ez /  je z
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- и
je  z

Из нсравеж

1 :і ( л  -  Уз а / с ) ՜1,7 2 +  з  ( з - л / з  Ѵ б )  +  2д н' 3

I  (■*( л/rt v / e ) 4 j + l  <  2 + з ( з - ^ ~  j g ) + 2 i4 ձ

вытекает, что
i= ijez

—— f  ^ ,  2 4 -  1 4 л /3 + 4 л /2 (2 -  >/з)
С л едстви е  2 .4 . Ііш (/»х, է) >  1 Н------------------- —-------- -------- , /Лія любого

i e R .

Д о к а зате л ь ств о . И з леммы 2.11 следует, что для любого я; с  R существу­
ют последовательности i„ , j„  £  N и кн е  /Л,.^„, такие, что І іт  і„ =  -ос  и 
Տ յ„յ„ (Лі.Лц) >  1 +  с, п. С N. Следовательно, из леммы 2.9 мы получим, что 
Ііш А'„ =  ж, поэтому

—  г. , ,  . 4 .  2 4 ֊  14ѴЗ +  4ѵ/2( 2 - ^ /3 )եա Տ,-,յ >  1 + -----------------—--------------- լ .

для любого ж €  R.

Л е м м а  2.12. Е сли i , j  е  Z  « է. 6  В., mo J  \ ճ Լ յ ( t ,s ) | г/я <  4%/3.

Д о к а з ате л ь ств о . Пусть 2*1—յ  €  (ո],ոշ), гд еп і и ոշ последовательные точки 
из Ճ ). Тогда из следствии 1 следует что

У  | Я и ( м ) | * -  J 2‘ |К».0 ( « - 3 , 2 ‘. ֊ , ) | Л »  У  | « ц , ( Л - * . ) |А  

=  /  5 Z  ^  (2‘< -  j ) ^ o ,o ( n ,s )  rfs =  f  \'-Рпі (2‘t - j )  Ко,Հ ո  и , )
_"o Іт.ел, I

+ A n  (2‘* -  j )  Ko,o («2, s) | </s <  J  (|/fo,o (*»i, s ) | +  \Ko,o («2-s) |)  t/.s <  2у/3+2у/3  =  4i/3 .

Л е м м а  2.13. Пусть х  €  R, а д ограниченная ф ункция на Р. и  непрерывна о 
точке X. Тогда Ատ Տ կ  (</, է) =  ց  (ж).
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Д о к а з ат е л ь ст в о . Пусть г ' >  0. Поскольку д  непрерывна в точке х , то  суще­
ствует S > 0, д л я  которой Iд  (տ) - д ( х ) \ <  г ', когда |в  -  я | <  5. М ы такж е имеем, 
что существует М  >  0, для которой |д (տ)| <  А/, дл я  любого 8 6  R. Поскольку

* կ < 1 , 4 -  J  К и « .* )։ (■ )*  И I  К и (!,

то  из леммы 2.9 следует, что

|Տ յ(ւ*)-ք (*)1Տ  /  l« j ( l ,* ) l ls (» ) -s (* ) l* -  J

+ 2 M f J  \K id  ( t ,s ) \d s  < 4Ѵ Зе' + 2M  J  \K tJ  (4, s ) | .
|»-x|>« |a -z |> i

Таким образом достаточно доказать, что lim J  |ճ / յ  (է, տ)| ib  =  0.

<-*+oel*-*l>«
I -Տ

Д окажем, что 1եո /  \K { j(t ,a )\d a  =  0. П усть 2‘է — j  e  ( b ij .c jj] ,  где b ij  и

а ,і  последовательные точки из А \. Обозначим через ту  точку из А и  для 
которой 2' (х  — S) — j  принадлежит полуоткрытому слева интервалу, концами 
которого являются ближайшие от (іі.} слева и справа нули функции К 0,0 (с,.у, է).
Тогда

о.- Տ 2՛(*-*)-* 2 \x -6 )- j. .
f  \K L j (t,s ) \ils  = j  |Л'о,о (2՚< -  j ,  տ) I rf.s =  f  I (2 '/  -  j )  Л'о,о (n ,«)! n

-oo Հօ Հօ 1«6-4ւ I
2 \x -S ) ֊ j

=  J  \ * b j  o lfc j,») +  » . . ,  ( Л - Д К и І е ц , . ) ! *

2*(*-iW

<  /  ( l* n  o f t j ,  *)I +  |K„, o ( 4 j , » ) | ) * .

g
П усть |t — .r| <  - .  В  этом случае

(2‘է -  j )  - 2 i ( x - 6 ) - j  =  2‘ ( t - x  +  6 ) >  2 ' ՜ 4
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т.е. Սա ((2V ֊  j )  ֊  2 ' (* ֊  <5) -  յ')  =  -boo, аіедователыю ,

Mill (6 ,յ ֊- ւ կ յ )  = +00  и . liiu (a ,j -  tli.j) - -1-00.

И з следствия 2.1 вытекает, что

j  |«ru ( t u ,  > № ' -  Ճ  s . .  -

Поэтому 113 .Jim  (b jj ֊  <կj )  =  + 0Օ следует, что

2-(x֊4)-J 
lim j  |/Cr),o(ftij,s)|f/s =  0.

іД ՜+Տօ _ Լ

2‘<T-S)-j

Аналогично получим, что lun J  \Ko,o (сւ յ ,  я)| da — 0. т.е.

lim J  \K i,j (t, x )\d s  =  0.

ТЬм ж е методом можно доказать, что lim j  \K i:j  (£,.s)| da =  0.
і֊>+эе*-м

Д о к а з а т е л ь с т в о  т ео р е м ы  1.1. Обозначим: / ( to + )  =  rfi н / ( t o —) =  '/շ. Оч< 
видно, что сітцествует г  >  0, для которой следующая функция ограничена н 
К:

Г/  (0  -  К  W  (<ե ֊  rfi) , г е  {Խ - E .  tn Ւ ՜- i \  {/„},
g ( t ) = l d i ,  է = to,

[о , է է ( է օ - £ . է օ  + Տ).

Поскольку функция д  непрерывна в точке to, то из леммы 2.13 получаем

Urn S i j  (g , t ) =  д (t0) =  dt .

Следовательно

Гdi +  (d2 ֊  d j ) В т  Տ էյԼ հկ ,,է) , если, d2 > d x 

о \ d i  + ( d v ֊ d i )  lim S y  (/i(o, t ) , если </շ <  rfi.
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lim S i j  (/•  I) =

di +  (с/շ — d \)  lim S i j  ( ) ,  если <կ <  r/i 

+  №  -  rfi) lim S i j  (h ,„ ,t) , если <Z2 >  rf,.

И з определения функции Гиббса, из следствия 2.4 и из замечания 2.2 следует,

<7(*о) =  п X | շ  Ши Տ„ (հկ,, է) — 1, —2 Jim S „ (/ilo,t )  +  l j  =  —

2.3 следует, что дл я  любого £ К

В заключение выражаю  благодарность академику Г. Г. Геворкяну, под руко­
водством которого выполнена настоящая работа.

A b s tra c t .  In  th is  paper we study  the  Gibbs phenomenon for piecewise linear
Stroinbcrg wavelet. We prove th a t the  Gibbs phenomenon for partia! sum s of Fourier-
Strouiberg series occurs a t all points of 4t and the  Gibbs function is alm ost everywhere 

. l  +  2v/3
equal t o ------ -----.
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1. Введение

Пусть F? -  ո-мерное линейное пространство над конечным полем F:i. На­
бор элементов С из Բ" записывается как С  =  {с^п‘\с ^ п,і. . . . где с, е 
F£, mi > 0. Кратность элемента տ € F£ а С  обозначается через

coiintc(s)  =  ^  ГПі.
\<i^N

Отметим, что не исключается возможность Cj =  сj , i  Ф j .  Мощность набора С
обозначается через |С| =  т \ +  աշ Н------ Ւ т ц. Наборы А  и Л в F£  считаются
равными тогда и только тогда, когда для всякого s  € F£ имеет место равенство 
count a  (s) =  countв(в). Основные операции над наборами понимаются следую­
щим образом. Для любого а €

count,див(в) =  county (s) +  count ը(տ) 

counta d b(s ) =  m in{countA(s), count n (s)}  

count. A\ B (s) =  m ax{countA(s) — соіті/з(У), 0}

Мы используем запись С  С F£ как для наборов, так и для подмножеств в 
каждая ситуация будет ясна из контекста. Определим set(C) как 

set(C) =  {s I s e  Fg,countc(8) >  0}
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Пусть А, В  - подмножества в F$. Сумма А  и В  определяется как 

/1 +  73= {(а +  6)М I о б  /1,6 € В,а Ф 6}

Отметим, что каждая пара различных элементов в А х  А рассматривается толь­
ко одна раз, и по определению Л I Л - это набор сумм пар различных эле­
ментов А. Если \А\ =  1, то А +  А  =  0. Сходным образом, для пабора-С = 

, с1Г>} в Fg определяется 

С + С  =  {(с, +  I 1 <  і  < j  < N }  U I t  =  1 , .. .,  N )

Для элемента с 6 F$ положим

с +  С  =  {cW} +  С  =  {(с +  с<)(т ,1 I 1 <  і < N}

Пример 1.1. Пусть А ,В  С Fj = F3 и А  =  {0,1}, В  =  {1,2}. Тогда А  + 
В  =  {oW ,lW ,2M M  +  А =  {lW },B + В  =  {оМ}. Дчя С =  {оМдМ} имеем 
С  +  С7 =  {0И ,іМ ,2М }.

Замечание 1.1. В выражениях, содержащих наборы или множества, типа 
Л +  A  U В  + В, операция +  имеет более высокий приоритет чем U и  Гі. Для  
непересекающихся подмножеств А. В  в F£ верна следующая формула:

(A\J В) + (A\J В) = А + А О А + В  U В  + В  

Д ля  наборов C ,D ,E  в  F£ из условия С  U D  =  С  U Е  следует, что D  = Е.

2. О сновная теорема 

Пусть А  = {օւ,սշ,...,Աիւ} - подмножество в Fg. А  однозначно определяется 
набором А + А, если для всякого В  С F£, такого что А  +  А — В  +  В (очевидно с 
|.4| =  |В|) следует что А  =  В. В настоящей статье мы определяем значения па­
раметра іѴ, для которых все подмножества А  С F " с N  элементами однозначно 
определяются набором А+Л. Аналогпчпая задача для натуральных чисел пред­
ложена Л. Мозером в [1] и содержтнся в [2] как задача 15.12 па страпнце page 
106. Случай алгебраически замкнутого поля характеристики 0 решен Селфри- 
джем и Страусом в [3]. Рассмотренный намп случай также решает проблему пад 
конечным полям характеристики 3. Обзор результатов по этой тематике можно 
найти в [4].

Теорема 2.1. Для любого N, 1 <  N  < 3" — 1, в F£ найдутся два разных под­
множества А и В , такие что \А\ = \В\ = N  и А  + А = В  + В, тогда и только 
тогда, когда N  փ Ото/13 и N  ф Зп — 1.

П редложение 2.1. Если 1 < N  < Zn - \ u N  փ OmodZ,N  ф 3я -  1, то найдутся 
различные подмнооісества А, В  С F3 , такие что |ճ | =  \В\ =  N и А + А  =  В+ В .



Діпжттсльстао. Применим индукцию по и. Если и  — I, тогда N  I и для 
/1 = (0). В {1} имеем И |- /1 II I- В 0. Пусть теперь u > I и утверждение 
верно для всех меньших Значений. Вниду JV ./ ОншІЛ рассмотрим следующие

Случай I: N  < 3" 1 -  I.
Согласно индуктивному предположению найдутся два разных подмножества Л, Л' с  
/•:" такие что |Л| =  |В| =  JV и Л +  Л =  В +  В. Определим

С  =  {(*........*„-і,0 ) I (ж,, . . . , х„ -,)  6  Л}, D = {(я.........х„ ,,0) I (х ......... ........) € В}.

Очевидно, что |С'| =  |D| = N  h C + C  = D +  I).

Случай 2: N  = 3" 1 1.
Пусть Լ - это подпространство u F-ք, состоящее из всех векторов с послед­
ней нулевой координатой. Положим с/ =  (0 ,0 .... ,0,0), է =  (1,0,... ,0,0), с =
(2 ,0 ,..., 0,0), М  = Լ  \  {a., b,c},d =  (2 ,2 ,..., 2 ,1),,е =  (1 ,2 ,..., 2,1). Рассмотрим 
множества Л =  {c,ri} U Л/ и В =  {а,с} U АЛ Имеем (Л| =  |В| = :і" ՜ '  - 1 =  N.
Для то 6 М  оба Ь +  то и с +  ո» € Л/. Следовательно, я +  М - М  и е +  М  = 
а +  (с +  Л/) =  а +  М . Подобным образом, из ծ +  М  =  М  получаем гі +  М  =
(е +  6) +  Л/ =  с +  (ծ +  М) =  е +  М. Поэтому, с + d  = а + с, с + М  = а ֊ М. 
rf +  Л/ =  е +  М ,и Л  +  Л =  В + В. Например, при ո  =  3

Л = {(2,2,1), (2,0,0), (0,1,0), (0,2,0). (], 1,0), (1,2.0), (2,1.0), (2,2,0)},

В =  ք(1,2,1). (0,0,0), (0,1,0), (0,2,0), (1,1,0), (1,2.0). (2,1,0), (2,2,0)}.
Случай 3: З " ՜1 < N  < 2 • З " ՜1 ֊  1.
Пусть А/ =  Дг —3 " ՜',0  < Af < Յ " ՜1 -  1. Пусть Լ  - подмножество в Fg, состоящее 
из псех векторов с последпей координатой, равной 2. Согласно случаю 1 найдут­
ся подмножества C.D  С F ”, такие что С /  D. |С'| — |£>| — 21/, С +  С — D +  D 
и і„  =  0 для всех (х і,. .. ,х „ )  6 С U D. Положим Л =  Լ UО ,В  = Լ U D. Тогда 
А փ В  и IЛ| =  |В| =  N. Для с = (сі. . . . ,  с„) е  С имеем с„ =  0, поэтому с +  Լ  =  L 
я  С  + Г = {еМ I е € I ) .  Аналогично П + Т. = {СМ  | с S L) и С  + Լ = Г) Ч- I .
ТУік как Л I Л =  С  I C U i I LUC I Ь  и В  I В =  D I DUL I ԼՍ2Չ і Լ, получаем 
А  + Л = В  + В.

Случай 4' N  = 2- Зп֊1 -  1.
Положим М  =  3 " ՜'  — 1. Пусть Լ  - подмножество в F". состоящее из всех век­
торов с последпей координатой, равной 2. Согласно случаю 2 найдутся подмно­
жества Л =  {rf} U Лі, В =  {с} U В\ С Fg, такие что А փ В, \А\ = |В| =  M ,d =
(di, — ,dn—i, 1),е =  (e i,. .. ,e „ _ i,l) ,  х„ =  0 для всех (* і,. .. ,х „ )  € Лі UB,, и 
А + А = 13 + В. Положим С = Լ  U Л, D =  Լ  U В. Тогда С Փ՚Ծ и \С\ =  \D\ =  N.
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Заметим также, что d+ L = е +  Լ. Для а = (а \,. . . , а„) е  Аі получаем а + Լ  =  Լ 
и Лі + Լ  =  I е е  Լ). Похожим образом, D\ + Լ  = { е ^ ՜1! j е e l )  и
Л\ + L — Ві +  L. Теперь С + С — D + D непосредственно следует из .4 +  А  = 
B  + B ,d  + L  = e + L ,  и A i + L  = B i  + L.

Случай 5: 2 • 3" 1 <  W < 3" ֊  1.
Пусть L - это подмножество в F£ , состоящее из всех векторов с последней ненуле­
вой координатой. Согласно случаю 1 найдутся подмножества C.D  С Fj‘, такие 
что С փ D ,\С\ =  |Л| =  N  - 2  -3—1, х п = 0 для всех ( з , € C U D  и 
С  +  С  =  D +  D. Положим А = Լ  U С, В  =  Լ  U D. Тогда А փ В, |Л| =  |/?| =  Л’ и 
А +  Л = В  + В  как и в предыдущих двух случаях. □

Лемма 2.1. Если А ,В -  два разных набора в F3, таких что |-4| =  |В| =  ІѴ и 
А + А  = В  + В , тогда N  փ ОтоііЗ.

Доказательство. Обозначим щ  =  count,\(і),т, =  count ц(і).і е  F3. Из сообра­
жений симметрии сЛедѵет рассмотреть следующие случаи:

Случай 1: |sct(,4)| =  |set(B)| =  1.
Если sct(A) =  set(B) то А = В, что приводит к противоречию. Поэтому scf(4) փ 
set(B). Пусть, к примеру, А =  {О^}, В  =  {1^} . При Дг =  1 все очевидно, в про­
тивном случае А + А ф В + В н  получается противоречие.

Случай 2: |«с<(Л)| =  1, |set(B)| > 2.
Имеем Iset(A +  А)| =  1. При N  = 2 все очевидно, в противном случае \set.(B + 
В) I >  2 и потому А + А փ В  + В.

Случай 3: |set(-4)| =  |set(Z?)| =  2.
Из |ве<(Л)| =  |sef(B)| =  2 получаем, что щ =  0 только для одного і €  {0,1,2}, ո 
nij =  0 только для одного j  е  {0,1,2}. Пусть і  =  j .  Без потери общности можем 
предположить, что і =  j  =  0, то есть А  =  {ւ!Ու11շ(Ոշ1} ,В = {llm՝1.2tm»l}. Из 
А  +  А =  В  + В  получается ( 'շ ) =  ('" ՛) и (՛շ*) =  (™а) (вычисляя кратности 1 и 2 в 
А + А п  В+ В). Тогда П] =  тпі, Ոշ =  ուշ, и А = В - противоречие. Следовательно
і  փ j .  Без потери общности можем предположить, что і  = 2 и j  =  0:

А  =  {0ІЧі<п‘1},В =  {llm‘>,2<ma>}

Вычисляя кратности 2 в .4 +  .4 и В +  В получаем (Ղ1) =  и щ  =  пі\ =  п. Из
|Л| =  |/?| =  А7՜  следует по =  ուշ =  т. Поэтому,

j4 =  {0N , i W}i b  =  {i W,2H }

Приравнивая кратности 1ъ А+А  и В + В  получаем тп  =  ( շ՛). Отсюда то =  2п+1
и N  =  Зп +  1 փ ОтогІЗ.



Случай Հ: |вРІ(Л)| =  3, |eet(B)| =  2.
Bin потери общности можем предположить, что rrbi 0 и, тогда, Л f 0І""І, I '"‘Հ՛հ ՛
B =  {i[m,|,2[m»|} и

(2.1) »<<յ +  Ո| + па =  in, Ւ т а

Приравнивая кратности 1 и 2 п Л I А и В  I В  получаем

м  ( : ) + ■ — ( ? ) .  ( ? ) + — с ?)-

Покажем, что (»ч> +  *»і +  *»а) փ ОтогІЗ. Из (2.2) следует ոկ  > ո2 и m, >  гц; 
поэтому, ուշ =  r»a + յ/, «ч =  яі + х, где ж, у  - натуральные числа.

Ввиду (2.1) п о = і  +  !/. Подставим выражения для нч, т і ,  и т а  в (2.2) и (??):

© 
■-СОI пах +  ոշւյ -  щ:

Решип систему уравнений получі

2,'х 1 »2 л»*12щ =  2«а =  х  —+• УХ +  V2 ՛ X2 + г/х + 1/2 ՜
Из натуральности х,у е N  следует, что х  -  2па 6 (0,2). Так как х -  2ոշ - 
целое, то X =  2па +  1. Аналогично, у  =  2щ + 1 . Из щ, = х +  у получаем, что 
по +  » і +  па =  3(ու ք ո2) +  2 փ 0mod3.

Случай 5: |se£(,4)| =  |set(2?)| =  3.
Имеем щ > 0 и гщ > 0, i  =  0,1,2. Докажем, что для С = А \  {О՛1!, ІІЧ, շ!4} = 

{ О ^ - Ч . іК - Ч . г Ь - і] }  и D = В\{0ІЧ ,lW ,2W} = {Օէ**--1!,ւ!'»*-ւ],շ!'»>-ւ]} верно 
C + C  = D  +  D. Из

0 +  С  =  {0|ո° ՜ ւ1,11ո,՜ 11,շ[ոշ՜4 }
1 +  С7 =  {0|ոյ- 1|,ւ1"°-11,շ!ո.-4 }
շ + с = {о1՞ 1՜ 11, ін -ч .гь -ч }

следует 0 +  CU1 + CU 2 + C  =  {otw֊3l, 1 (^—Э]>շ[/^—з]> Набор 0 +  CU I +  CU 2-rC  
не зависит от элементов С, а  зависит только от мощности С. Ввиду Л = С  U 
{0N,lM,2l4}, получаем

А +  A  =  C  +  C U 0  +  C U 1  +  C7U2 +  C U  {0ք1Լ I™ ,2 ^ }  +  {0m , 1M, շ!1!}

=  C + С и  {0,л,֊3), 11л,_3),2(//_31} и  {ОМ, lW. 2ІЧ) =  с  +  C u { 0!N՜ 21'. l!‘v՜ 2!, շ ! * ՜2!} 
Аналогично, В  +  В  = D  +  DU {01N֊2), 1 ^ ՜շ1 ,2 ^ ՜շ1}. Теперь уже С  + С = D + D 
следует из А  +  А  — В  + В.
Таким образом, мы всегда можем предположить, без потери общности, что либо
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\sct(A)\ <  3, либо \set(B)\ < 3; ибо в противном случае положив к  =  тгп{по, п і, 
ո-չ, т 0, т і . т 2} рассмотрим наборы С =  Л \{0,'і. іМ ,2М}, D =  В \{оМ , l ‘t i.շ(*՜1}, 
для которых С  +  С  =  D + D, С  փ D, либо |sct(C)| <  3, либо |set(D)| <  3, и 
|С | =  |/3| =  Nmod'i. Так, что этот случай сводится к рассмотренным выше. П

Лемма 2.2. Пусть А, В  - ранные наборы в F g ,n  > 1, такие что |у1| — ]В\ — N
и А  + А = В  + В . Найдутся разные наборы Al , Յ լ С jF " ՜1, такие что \Аі_ \ =
\Ві,\ = N  и А ,, +  At. =  B L +  В,..

Доказательство. Положим А = {օլ"“ Լօշ"2Լ ...  ,«м‘л''} , В  ֊  . ..  ,
Пусть Լ  какое-либо 1-мериое подпространство в ԲՀ. Фактор-пространство FJ‘/L  
изоморфно F-5՛ ~1. Имей это ввиду, построим два набора в F3*՜1 заменим каждый 
элемент в А  п В  па содержащий его смежшлй класс по подпространству Լ :

А ,. - ( ( « , +  £ )  1 - 1 ,(а* +  4 м ........(»»/ + 1 ) '™ '1}

В , ' -  {(1, + Ц К (Ь, + Г)Ы ...... (6» +1)1"”'}
Из А+А  =  В + В  следует, что ձ լ + ձ լ  — Br.+Br,֊ Для завершения доказательства 
покажем, что Լ  может быть выбрало так, чтобы А լ  փ В  լ .
Положим С = A n B ,D  = А \С ,Е  = В \С ,  тогда D Ո Е  =  0 и JЛ>| =  \Е\. В самом 
деле, для любого s  €  F£

count/j(s) =  тол.{counta (s ) -  countc(s), 0} 

countr (s ) = тах{соиШв(е) -  countc(s), 0}
Из С = A  Ո В  следует counters) < count a (s ) и counters) < countn{s). Далее, 

count d{s) = count a {s ) — counters) 

countE{s) = counters) -  countc(s)

Окончательно,

|D| =  ^  countռ{տ) =  counta (s ) — count-c(s)
seF3" a€F3"

=  ^  count a  (e) — ^ 2  countc(s) =  |i4| -  \C\

Аналогично, |®| =  |B| — \C\ и |D| =  |E | сл езет  из |-4| =  \B\.

Из соображений симметрии следует рассмотреть следующие случаи:

Случай 1: |*rf(D)| =  \set(E)\ =  1.
То есть, А  =  }UС ,В  =  { е ^ J u C . u d ^ e .  Выберем Լ  таким образом, чтобы
(I и с принадлежали бы разпым смсжпым классам по Լ. Ясно, что Ль  и Ց լ будут 
разньши.
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Слігшй Я: \sct(D)\ =  2 ,М (Я )| = 1.
Пусть D — и ® '  {с՝к՝},/с =  Р+ /. Рассмотрим // —- {0,d| -rfa, —rf| h«fe}.
Имеем ih + Լ  = da Ւ Լ  = II = {<հ,<հ, -d \  -  <հ}- Предположим, что At. В/,. 
Это означает, что Dt.VCt, = Ei.dG'i., что влечет /5/, = /5/, и е +  Լ >1, •) /. - А/. 
Ввиду D n J ? ֊ l ,  получаем в =  ~ '/| ֊  ffe. ТПаіерь, если di /  0 и ժշ /- 0, то для 
L\ =  {0, —ііі -  da, d| + da} получается ііі + Л| ф с+  L\ и А і„ •/ В[„ . В противном 
случае, если один ип d i, da рішеп пулю, скажем di -  О, получим г. >1г. Выбрав 
с  € \  {0,</շ, —f/շ}, и положив Լ-Հ =  {0,с ,—с}, получим dj I В2 /  г. ւ ճ,2 и
Л ь, Ф В,„.

Случай И: |sei(/5)| =  |se£(/J)| =  2.
Пусть D = {Հ",|,4 " |} ,Ք =  { c ^ .e ^ J .m  +  n  =  р +  Л, и Л =  {0,d, rf*, d, I d2}.
Тогда di + t  =  da +  £  =  II  =  {di,da, —di ֊ ^ } .  Если /If. =  131„ to  րէ+Լ — ոշ+Լ  —
Я . Тогда все Ժ.1էւ1շ,ր.\,ռշ лежат в Я , и, ввиду D D E  — 0, это противоречит тому, 
что |Я | =  3. Поэтому А/, ф 13լ.

Случай J,: |set(D)| >  2.
Пусть |set(D)| =  Р  > 2 и D =  { 4 4  Հկ | , . . .  Հ '" 1},(Цф<1ь 1 <  i , j  < Р . Положим 
/„  =  {0,di — rf-շ, — rf| +dj}. Предположим, что И/„ =  13/„. Из d\ -т Լ\ =<հ + Լ г =  
Я  =  {d|, rf-շ, — di — іі-հ} и Ai„ =  В/,,, следует, что найдется ёі е  Е такое что 
еі +  L\ = Н. Из Ո Ո Е  =  0 следует еі =  — di — с/շ и —di — <fa £ Л. Так как 
di +  Լ հ Ф II ,і  >  2, и е +  Li Ф I I ,е 6 Е ,е  ф с \ , получаем ceunijj(eւ) =  fcj -г էշ. 
Аналогично, если для Լշ =  {0. di — dg, —d) +  da} имеет место И т о г д а  
во =  —dւ — dj € Е  и countո(շշ) = к і +  Аз. Продолжая получим է յ =  {0,di — 
d2, —dj +  rf̂ }, Լշ =  {0,dj — d-ձ, —di +  da}, - • •, Lp—i =  {0, d] — dp. —d\ 4- dp}, для 
которых ei =  —di — Ֆչ,ռ-չ = —d\ — d--,,. . .  ,r.p֊i = —di — dp, и .countb (gi) =
kt +  հչ, counte(ci) =  +  кз,---- соипів(ер_і) =  кл +  kp. Ясно, что

|Z5| >  countв(сі) + countռ(շշ) H-------Ւ coimt^(ep-i)

=  (fci +  Խ) +  (fcj +  кз)---- Ւ (fci +  kp)

=  (P  ֊  2) ■ fc, +  k, + ■ ■ ■ + kP =  (P  -  2) ■ fc, +  |D|

Ввиду P  > 2, получаем |D| < \E\, что противоречит тому, что |0 | =  |Е |. Следо­
вательно, Aj.. ф Br.t Для некоторого і, 1 <  * <  Р  - 1 .

Л ем м а 2.8. Если существуют разные подмножества А. В  С !՛'■". такие что 
\А\ = \В\ = N  и А + А = В  + В, тогда N  փ OmodS.

Доказательство. Пусть А = խւ, . . . ,  олг}, В = {6і, . . . , ծ,\-}. Так как множества 
могут быть рассмотрены в качестве наборов, из леммы 2 следует, что паПдутся 
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разные наборы Л/.. В լ  С F ՛ ; ՜ 1 такие что |Л;У| =  (Տէ | =  N  и .4/, +  .4/, =  В/, -Ւ В/.. 
Если п —1 >  1, применив лемму 2 к Ац и В  լ  получим разные наборы А լ , , В լ ,  С 
F " ՜2, такие что \ ձ լէ\ =  \BLl\ =  ІѴ и ճ լ ,  +  ALl = В  լ ,  +  В;.,. Продолжим 
применять лемму 2 пока не получим разные наборы С, D  С F֊} — Ря, такие что 
\С\ = \D\ =  Дг и С +  С  =  D +  D. Условие N  փ ОтодЗ последует из леммы 2.1. □ 

Лемма 2.4. Если существуют разные подмножества Л, В С F£, такие что 
\А\ = \В\ = N  и А + А = В + В, тогда N  փ 3" -  1.

Доказательство. Предположим, что А — F£ \  {ej} н В  — F-" \  {(.՚շ},£ւ փ <:շ. 
Пусть С =  F£ \  {еь  с2}. Тогда, A + A = e2 + C U C + C  = B  + B  = el  + C u C  + C

(2.3) в! +  С — €շ +  С

Множество еі +  С является сдвигом С. Поэтому |еі +  С\ =  |С'| =  I.F"| — 2. Из 
с-չ փ С следует с\ + с2 £ еі +  С. Если - е і  € еі +  С, то - в |  -  еі =  -2еі =  
еі 6 С, что противоречит еі £ С. Следовательно, еі +  С = F# \  {ej +  շշ, —ei}. 
Аналогично, ռշ + C  = F£ \  {в\ +  քշ, ֊Շշ}. Из ei #  «շ получается ei -Ւ Շ՛ ̂  «շ +  С, 
что противоречит (2.3). П

Из лемм 2.3 и 2.4 следует следующее утверждение.

Предложение 2.2. Если существуют разные подмножества А, В  С F£, та­
кие что \А\ = \В\ = N  и А + А = В  + В, тогда N  փ 0mod3 и N  փ 3 ՞ — 1. 

Комбинируя предложения 2.1 и 2.2 получаем доказательство основном теоремы.

A bstract. Let. F£ be an ті-dimensional linear space over the finite field F?,. Let 
A  =  {ai, «շ. ...,«,v} be a set in F£ and A  +  A  be the collection of siuns of pans of 
distinct elements in A. It is said, that A  is uniquely determined by A  -f /1 if for any 
В С F3n such that |Л| =  |B | and .4 +  A = В  +  В it follows that A  = B. նւ this 
paper, wo find those values of N  for wliidi any set A  С F “ containing N  elements is 
determined uniquely by A + A.
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1. Intr odu ction

Tins paper І8 devoted to the description of meromorpliic solutions for the following 
functional equation:

(1 .1 ) r ( z ) + g n(z) =  e ^ ,

where g(z) = J'(z) or g(z) = f ( z  +  c) for a , ft, 0) €  С, when n  > I.
In particular, when а  =  fl =  0, then (1.1) is reduced to the following well known 

Fermat-type functional equation, initialed by Gross [8, 9| and Baker (1]:

(1 .2) / “(*) + $"(*) =  1 .

Below, we summarize all the possible meromorphic solutions of equation (1.2) (see 
Theorem 2.3 in Han [10]).

P roposition  1.1. The following assertions hold.
(A) For n  =  2, the only nonconstant meromorphic solutions o f equation (1.2) are the 
functions f  =  -j—n;- and g  =  т for a nonconstant meromorphic function w.
(B) For n  — 3, the only nonconstant meromorphic solutions of equation (1.2) are the 
functions f  =  ( l  +  ^ p '( f t) )  and g =  ( l  -  ^ p '( h ) j  for a non constant 
entire function h and a cubic root rj of unity, inhere p denotes the Weierstrass p- 
function.
(C) For n  >  4, there is no nonconstant meromorphic solution for equation (1.2).

1 LuFeng LQ is supported by NNSF of China Project No. 11C01521, and the Fundamental Research 
Fund for Central Universities in China Project No. 16CX05061A, 1SCX05063A and 15СХ080ИА



ON THE EQUATION Рл'(2) +  G‘V(Z) =  E՝2՜ 3

In view of the transformation ui =  tan (5 ), where ft is an entire function, we see that 
in the case (A) (for n  =  2) the functions /  =  = sin(ft) and </ =  =  cos(ft)
are the only entire solutions of equation (1.2). Moreover, the Weierstrass elliptic p- 
function р(г) with periods ui\ and աշ is defined to be

p(z;Ui,Ui) := X  +  У ' i ---------- ----------դ ------------------ * 1 ,
~ U * +  +  (іш і + і/աշ) j

which is an even function and, with appropriately chosen u!։ and աշ, satisfies the 
equation:

(1.3) կ / ք - Հ ք - ւ .

For meromorphic solutions of partial differential equations similar to equation (1.1), 
we refer the reader to  Li [11, 12], Chang and Li [4], Han [10], and the references 
therein.

In what follows,* we assume the familiarity with the basics of Nevanliumi’s theory 
of meromorphic functions in С (sec [15]), such as the first and second main theorems, 
and the standard notation, such as the characteristic function T (r ,f) ,  the proximity 
function m (r ,f) ,  and the counting functions N (r ,f)  (counting multiplicity) and 
Ar(r. f )  (ignoring multiplicity). By S (r ,/ )  we denote a  quantity satisfying S (r ,f )  =
0 (T(r, / ) )  as r  -» 00, except possibly on a  set of finite logarithmic measure, which is 
not necessarily the same a t each occurrence.

2. M ain results

We first consider meromorphic solutions of equation / “ + ( / ') "  =  7 n for » > 4 and 
7 ^ 0. According to Proposition 1.1, both Հ and կ  are constant. Assume f  = C17 
and / '  =  C27 to see that 017'  =  C27 with c" +  c'2‘ =  1. If Ci =  0, then /  =  0 and hence 
7  =  0. So, ci փ 0. If օշ = 0, then /  is a constant and so is 7 . When C1C2 փ 0, then 7 
cannot have zeros and poles, and hence 7n(z) =  with о  =  ոք2. This is another 
reason why in our study we are focusing on the function ea:+^.

Next, for p  +  (/')3 =  eaz+B, the function /  must be entire, and thus both Հ 
and L  are constant, so that the same conclusion holds as above. Now, for f 2 + 
( / ')  =  eQS+s, the function /  must again be entire and, by Proposition 1.1, we have 
f( z )  =  e՝1̂ ՜  sin(/i(z)) and f '(z )  =  cos(ft(z)), so that § tan(ft) =  1 — ft'. Since 
T(r , ft') = О (T(r, h)) +  S(r, ft) as r  —> 00 and ton 1 ̂ (r'if) =  (seo Clunie [6,
Theorem 2 (i)] that extends P61ya’s result from [16]), we see that either a  =  0 and 
ft' =  1 , or ft is a  constant.

Summarizing the above discussions we can state the following result.
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Theorem  2.1. The mcivmoijihic solutions f  of llic following diffnranliid apmtion:

must lie cntiiv functions, and the following assertions hold.
(Л) For и =  1, the general solutions oj (2.1) arc f( z )  - ''■‘■հհ -I ae '* for ir f  I 
and f( z )  =  ze =1 ՛" + ac ֊՝.
(B) For и — 2, cither a  — (I and the general solutions of (2.1) arc f( z )  — c" sin (z i /<;, 
or / ( 2) = <fc*S*.
(C) f t r  n >  3, the general solutions of (2.1) err: /(z ) -֊ de '■՝" .
Here, a ,f i ,a ,h ,d e  С  with d" (l +  ( ֊ ) ”) =  I /or n  >  1.

Note when n  > 2, equation (2.1) may have no meromorphic solution fur <> = 
, fc =  0 ,1 ,. . . ,  n  — 1. Also, for some related interesting results, we refer the 

reader to Li and Yang [18|, աս1 Li [13].
Now, consider the meromorphic solutions f{ z )  of the following difference equation 

with с փ 0:

with с” +  eg =  1, inspired by the case (C) of Proposition 1.1. Note that շ յշշ  -ф 0 and 
f ( z  + c) = e“  f(z ) . As a  result, all the trivial meromorphic solutions of (2.2) are the 
functions f ( z )  =  with d"(l +  e“c) =  1  for n  >  1 .

Next, we discuss the existence of nontrivial meromorphic solutions for (2.2) when 
n  =  3. It should be noted that a similar yet simpler approach lias been applied in 
Han and Lii [14].

T heorem  2.2. There is no meromorphic solution of finite, order for the difference 
equation:

(2.1) / “(*) + ( / ') "  (*)

(2.2) / " ( * )  + / " ( * +  c) =  e « - iA

When »  >  1, take f ( z ) =  cic2^ "  and f ( z  +  с) =  c ^ e r ^  to see that cie“  =  <:ձ

(2.3) f 3(z) + f ( z  + c )= e a^ .

Here, the order of f  is defined to be p{f) :=  1 lc.lt Т(г. Я

3. P roof of T heorem 2.2

By Proposition 1.1, one has

(3.1)

92



OX THE EQUATION FN(Z) + CX(Z) = £ “z •

A routine compulation leads to

Լ 1 р(А(г)) р(Л(г +  с))

Assuming p(f)  < эс, from (1.3) and the first equality in (3.1), we obtain

3 /2(г)р2(Л(г )) 3/(г)р(Л(г)) . , . ..................................................
(3-3) ' п7(-*+/Г)----- r i(»t+,v +1 = p (,։(-»■

Recall the estimate (2.7) ս՛օտ Bank and Langley [2], stating lliat

(3.4) T(r,p)=  j r 2 (1 + o (l))  and /j(p) =  2,

where A  is the area of the parallelogram 6  with vertices 0,աւ,աշ,աւ+սշ.
Therefore, taking into account that T(r,r.az) =  (1 + o (l) ) ,  we can combine

(3.3) and (3.4) to obtain

(3.5) T(r , ,(!.)) <  2П г, I )  +  | j ' ( r , . “ ) +  О (1),

and hence />(р(Л)) <  oo as well. By Corollary 1.2 of Edrei and Fuchs [7] (see also 
Theorem 1 of Bergweiler [3] for a different and elegant, proof), A must, he a polynomial.

A side note here is that T(r, p(A)) =  О (r2<) for some positive integer I > 1.
Notice that when p(zo) =  0, then by (1.3) we have (р')2(ги) =  -1 . Now, we denote 

by all the zeros of р(г) that satisfy |zj| -*  oc as j  -*■ oo, and assume that
A(aj.fc) =  z j for fc =  1 ,2 ,. . . ,deg(A). Then, we have (p')2(M"j.fc)) =  (p')2(zj) =  -1 .

Suppose there is a subsequence of respect to j  such that p(A(aj,fc +
с)) =  0. Denote this subsequence still by and, without loss of generality, fix
the index к below. So, we have (р')2(Л(а,-,* +  с)) =  —1. Differentiate (3.2) and use 
substitution to  obtain

4 { l - ^ P /(/*(aj,fc))}P/(A(a^t+c))A'(aJlfc+c) =  {1+ ^ р /(А(ам .+с))}р'(/і(«м))/‘'(а>л)с “  ̂

from which we observe that one and only one of the following situations can appear:

| , { l - *֊#} A'(«J ,k + e) = {l + i-#} h'(aj։k) e»,

4 h'(<ij,k + c )  =  -  h'(fljtk) :

t; { 1 +  г ̂  } h'(ajtk +  c) =  | l - i ^ J  h'(aj։k) e“ .

Taking into account that A(z) and A(z +  c) are polynomials of the same leading 
coefficient, and there are infinitely many ajtk՝s with -* oo as j  -» oo, we
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<о Jude that
f >l{l <$}<■'(• +  »> - {l 

(3.G) < V /i'(z +  c) =  -  /*'(*) е ¥ ,

[ ч { l + i # }  /»'(•* +  = < ^ } V (* )e ¥ .

This is passible only if л  and г satisfy с*!г = - | , i  ± i &  because 4 =
When this is true, one has uniformly by (3.G) that h{z) =  nz I b for nr. փ (j. Since 

p(z) has two distinct zeros in 6 , and thus, in each associated lattice, we observe 
that all the zeros of p(s) are transferred to each other through fa multiple
of) ac. For simplicity, we can consider two cases where either nr. =  wi,սշ,սւ +  ա-Հ,
or ас փ սւ,սշ,ա ւ +ա-Հ and an 6 ©. The former cannot occur in view of (3.2) and 
the periodicity of p(.~) and p'(s), and the latter cannot occur either because p(z; has 
a unique double pole in each lattice. We substitute =  — £ into (3.2) to get a 
contradiction:

_  ՚;{ւ —^p'(Q )} _  { n - f f i V ) }  v  ^
00 ՜  P(0) p(ac) ' ՜ ձ < 0 ° '

Thus, p(/i(a3,* +  c)) =  0 may occur only for finitely many a3lj,:s. Without loss of
generality, assume that + c)) փ 0 for each к — 1 ,2,. ...deg(/i) and all
j  > J , with .7 being a sufficiently large positive integer. Since p(/i((ij,*)) =  0 and 
(p')2(/j(ftj,fc)) =  -1 , by (3.2) we have р(/»(<у,* +  с)) =  oo for j  > ./. Observing that 
O(logr) =  S(r,p(h)), we can write

(3.7) A ( Г’ P(A(*))) ~  A ( Г’ р(Л(г))) +  ̂  ( Л W 2) )
<  Лг(г, р(Л(г +  с))) +  2Г(г, Л') +  О (logг) < N(r, р(Іі(г +  с))) +  S(r, plhjj. 

Now we use the first equality in (3.1) and estimate (3.4) to obtain

(3.8) Г(г, t )  <  T(r, p(/.)) +  T(r, p'('O) +  j r f r . O  +  О (1) <  О (Tfr, р (Ч » .

Hence, in view of (3.5) and the side note after it, we have p(f)  =  p(p(/i)) and S(r, f ) = 
S(r, p(/i))- Thus, T (r,e“ ) =  S (r ,f ) .  Since all the zeros of the functions f  — e2^ ,  
/  -  and /  -  (;; փ 1) are of multiplicities at least 3, from (2.3) and
Yamanoi’s second main theorem (see [17]), we obtain

2Дг, я  < y. s  (r, j z ^ -թ) + л <г- я +s<r՛ я  

S j t »  (n / _ |Д ч м) + «fr. я +տօ-, /) < 2T(r, D+s(r, КЧ).
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Therefore, we have T (r ,f)  =  N(r, f )  +  S'(r, р(Л)), and hence m (r,f)  =  S(r, p(h)).
Next, applying the lemma of logarithmic derivative and again using the first 

equality in (3.1), we get

Finally, combining (3.7) and (3.9), and applying Theorem 2.1 from Chiang and Peng 
[5], wc obtain

Т Ь К Ч )  +  0 ( 1 ) . 3 ’ ( г , ^ щ )  - m ( r ,  J j— j )  +JV  (г,

(3.10) <  Щ г, p ( i ( ,  +  ,.))) +  S ( r , р(й))  <  1  M (r, +  c))) +  S(r, p(ft))

<  І7-(г-, р(Л(» +  =))) +  S(r-, р<Л)) < iT (r ,p ( l) )  +  S(r,p(ft)), 

which is a contradiction, and the result follows. □

4. E xam ples

Exam ple 4.1. Let f( z )  be given by (3.1) through h(z) =  e: . Then p (f)  =  oo, and 
for с=тті and each a  with eoc =  1, we have / 3(z) +  / 3(z +  c) =  c"z+a for all /3 G C.

Exam ple 4.2. Let / i(z ) =  sin(z) and / 2(2) =  sin(e4,*+z). Then />(/1) <
1 and p (h )  =  00. Fore =  |  and each ft with r.ac = 1, we have fj(z )+ fj(s+ c )  =  eQC 1 а 
for j  =  1,2 and all # e  C.

Exam ple 4.3. Let / 1(2) =  e* +  "°շ+1> and / 2(2) =  ег^'+г +  gl> ■ Then p (/i) < 1 
and բ(քշ) = oo. For c = in  and each a  with eac =  1, we have fj(z )+ fj(z+ c )  =  e“*+|S 
for j  =  1,2 and all 0  e C .

Iu contrast to Theorem 2.1, even though the cxistcncc of finite or infinite order 
solutions of equation f 2(z) +  / 2(z +  c) =  eaz+e may be described for special a  and 
c, wc could not characterize systematically all the possible solutions of this difference 
equation. The same concern occurs for the existence of infinite order solutions of 
equation / 3(г) +  / 3(г +  с) =  ec,z+:i in a systematic manner.

Finally, we briefly consider the equation / ( г )  +  f ( z  +  c) =  eaz+e. Recall (2.2) to 
choose f( z )  = deaz+3 and f ( z  +  c) =  eacf(z ) .  When d(l +  e“c) =  1, we are done. 
The general solutions may be of the form f( z )  =  <5(z) +  denz+e for a  meromorphic 
function 6(z) with S(z +  c) =  -S (z)  and d(l +  eoc) =  1. In addition, the general 
solutions may be of the form f( z )  = S(z) -  |е “г+^ for eac =  —1. When n  >  2, then 
equation (2.2) may have no solution if eac =  —1 .
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