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Аннотация. В статье изучается проблема синус-представления для оиор- 
іюП функции центрально-симметричного выиуклою тела. Определяется под­
класс центрально-симметричных выпуклых тел, плотный и классе центрально- 
сиииетричных выпуклых тел. Также найдена формула обращения для синус 
преобразования.

MSC2010 num ber: 53С45, 52А15, 53С65.

Клю чевые слова: интегральная геометрия; выпуклое тело; зопоид; опорпая 
функция.

1. Введение

Косипуг-представленпе опорпой функщш цептральпо-симметричпого выпуклого 

тела играет фундаментальную роль в интегральной геометрии и ряде связаппых 

областей (см. [2|, [8] -  [11], [17], [21]). В статье изучается (в некотором дуальном 

смысле) синус-представленне для опорной функции центрально-симметричного 

выпуклого тела.

Обозначим через R " (п >  2) евклидово ո -мерное пространство. Пусть Տ'1՜ 1

- единичная сфера ո  -  1 размерности в R’* с центром в начале координат О, 

А„_і -поверхностная мера Лебега на Տ " ՜1 и о„֊\ - ее полная поверхностная ме­

ра (At(Sfc) =  tTk). Обозначим через S„ с  S " ՜1 большую (п -  2) - мерную сферу с 

полюсом в ш €  S " ՜1. Класс выпуклых тел (непустые компактные выпуклые мно­

жества) симметричных относительно начала координат в R " обозначим через 

25" (так пазываемые центрированные тела), а  класс пептрально-симметртпых 

выпуклых тел в R " обозначим через Ъп.

“Исследования были частично поддержаны фондами, выделенными по гранту МОІІ ПФ на 
финансирование деятельности РАУ я при финансовой поддержке ГКН МОН РА и РФФИ (РФ) 
в рамках совместной научной программы 18RF-019 и 18-51-05010, соответственно.
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Наиболее полезным аналитическим описанием выпуклого тела является его опор­

ная функция ([16]). Опорная функция Я : R" > ( оі,ссі выпуклого тела В 

определяется как

Я  (В. х) =  Н(х) =  sup (у, ж), .г 6 R". 
see

Здесь и ниже (-. -) обозначает евклидово скалярное произведение в R " . Известно, 
что (см.Цб]) опорная функция выпуклого тела В является положительно одно­
родной и выпуклой. Ниже мы рассмотрим опорную функцию Н  как функцию, 
определенную на единичной сфере S " ՜1 (из-за положительной однородности И). 
Также известно (см. |16|), что выпуклое тело В однозначно определяется сво- 
г'й опорной функцией. Выпуклое тело В является fc-гладкнм, если его опорная 
функция к  раз непрерывно дифференцируема. Через Cji обозначим класс четных 
к раз непрерывно дифференцируемых функций определенных на S" ‘. 
Известно ([9|, |8], [21)), что опорная функция Н симметричного относитель­

но начала координат выпуклого тела В  С Ѣ". являющееся при делам зонотвпов 

(сумма конечного чгісіга отрезков) о смысле метрики ХнусдоіШі имеет следу­

ющее представление

(1.1) " и ՜ / ,  , І р | « Ч « 9 .  < « г - ‘

С четной мерой т.
Возникает вопрос. Имеет ли опорная функции любого центрированного выпук­

лого тела косинус-представление.
І-ітестіго также (|9|, [8]. (17|, |21|), что опорная функция II достаточно глад­
кого симметричного относительно начала координат выпуклого тела В  S ‘В;; 
допускает следующее представление

Ч < ) 1  1(£,0)|1>М :Х ֊ |( « ) ,  £ 6 S « ֊ ‘

г четной непрерывной фунщией /і(՛) (не обязательно положительной), опреде­

ленной на S " - ‘ . Заметим, что h единственна. Выпуклое тело (опорная функ­

ция которого имеет интегральное представление (1.1) с знакопеременной чет­

ной мерой т) называется обобщенным зоноидом. Если т  мера на S" 1 то цен­
трированное выпуклое тело В  является зоноидом.

(1.2) указывает, что класс обобщенных зонондов плотен в ‘В". Правая часть (1.2) 
называется косинус преобразованием It.



В. Вейл [20] показал, что локплыіяя характеризация эопопдов по существует. 

Позднее было показано, что ո четных размерностях существует экваториальная 

характеристика зоноидов (см. [18|, |11|), а в нечетных измерениях экваториаль­
ная характеристика зопоплов не существует (см. [15]). В [4| был определен под­

класс зоноидов. позволяющий экваториальную характеризацию.

В этой статье рассматривается сумма конечного числа п -  2 мерных центриро­

ванных шаров и их пределы. Пусть 6 =  (г, П) - (п -  2) мерный центрированный 

шар в R" с радиусом г и П С Տ" 1 единичный вектор, нормальный к և Опорная 

функция Ь имеет вид

( и )  І 7 ( « ) - Г > h>(£S), { e s —'.

Здесь и Діілее через (£, Q) мы обозначаем угол между двумя направлениями. 

Теперь рассмотрим конечную сумму (сумму Мннковского) п  -  2 мерных центри­

рованных шаров в R". Опорная фупкцпя конечной суммы Ь, =  (г*,Я;), і =  77т 

(обозначим через Р) имеет вид

(1.4) //(/>,9  =  £ г, Л ( ( Л )  =  £ | | * ( £ ^  +  » (Г 3 1 ,)1 , ( 6 S ' ֊ 1.

Он]иѵгслнм класс выпуклых тел V  так называемых диекондов, которые являются 

пределами конечных сумм ո ֊  2 мерных шаров в смысле метрики Хаусдорфа. 

Для опорной функции центрированного днеконда сумма (1.4) преобразуется в 

интеграл

(1.5) ff (S )- j f  _,Л (6 Й Ы Щ ,  f e  в*֊1,

где V четная мера на Տ”՜ 1

Возникает вопрос. Имеет ли опорная функция любого центрированного выпук­

лого тела синус-представление. В этой статье доказывается следующая теорема.

Теорема 1.1. Центрироиашиіс выпуклое тело В  является дистидом тогда и 

только тогда, когда его опорная функция имеет представление (1.5) с четной 

мерой V on S " ՜1.

Заметим, что класс диекондов является подмножестпом класса .зоноидов, потому 

что любой дискоид является зоноидом. Также заметим, что существует зоноид, 

который не является дискоидом, например сегмент не является дискоидом. Та­

ким образом, имеем: дискоиды нигде не плотны в  Ъ".
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Теперь мы определяем класс обобщенных дискоидоо (см. также |21]). Центри­
рованное выпуклое тело В является обобщенным дискоидом. если его опорная 

функция Я допускает следующее представление

(1.6) Я(5) = /  *т {€п)ѵ(т ): ք 6 Տ " ֊1

с знакопеременной четной мерой т, или эквивалентное определение (см. также 
[19]): В является обобщенным дискоидом если В т  В] =  В2 . где Bi'.Bg диско- 

иды.
В этой статье мы доказываем утверждение, что класс обобщенных дискоиДов

Теорема 1.2. Опорная функция Н достаточно гладкого симметричного от­

носительно начала координат выпуклого тела В  €  допускает следующее 
представление

(1.7) Щ |  = /  _ sin(£?2) f t ( l f  А,.-! (<Й2), $ 6  Տ ՞ ՜1

с четной непрерывной функцией հ  (не обязательно положительной), опреде­

ленной на Տ " ՜1.Заметим, что հ единственная.

Правая часть (1.7) называется синус-преобразовавием հ  и обозначается через Qh. 
Теорема 2.1 (см. ниже) показывает, что мера г՛ в (1.6) (Л в (1.7)) единственна. 
Следовательно, преобразование Q : —> 6“  обратимо, հ (в (1.7)) называется
порождающей плотностью В е  3". Заметим, что о р іт ті к юинус преобра­
зования была показана А. Александровым в [2].

Теорему 1.2 можно доказать используя разложение հ по сферическим функциям 
(|3|). В этой статье теорема доказывается нахождением формулы обращения для
(1.7).

Р. Шнайдер, Р. Шустер в [19] и С. Алескер в [3] доказали несколько результатов 

для сумм подобных выпуклых тел и сферических функции. Заметим, что класс 
Минковского где Ь - (п -  2) мерный центрированный шар, совпадает с
классом зоноидов. В [13] рассмотрели синус-преобразовашія изотропных мер и 
получены изопериметрические неравенства.

Формула обращения для синус преобразования. Через R  обозначим пре­

образование Радона на сфере (преобразование Функа), определяемое формулой:

(1-8) R ff(0  = ֊ J  Я(ы)Ап-2(гіш), C e S " ՜1

Р. Г. ЛРЛМЯН
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для И  е  С*. Для я > 3 формула обращепия для Л была получена Хелгасоігои ո 
[14] (для ո =  3 формула обращепия была получепа Мппковскпм и Блашкс |9|). 
В |3| рассматривалось обобщенное преобразование Радона на сфере и найдена 

формула обращения (см. также [6]).
Также через Е мы будем обозначать следующее преобразование Е : Շք > С" 

определяемое формулой:

(1.9) Е =  ( (п - 1 )  +  Д),

где Д является оператором Лапласа-Бельтрамн на Տ” ՜ 1. Также в этой статье 
найдена формула обращения сшіус-преобразования.

Теорема 1.3. Пусть Н - опорная функция достаточно гладкого цептририопн- 
нога выпуклого тела В  €  Ъ". Тогда

(ш)
является решением интегрального уравнения (1.7).

2. СИІІУО-ПРВДСТАВЛЕПИЕ ДЛЯ ЦЕНТРИРОВАННОГО ВЫПУКЛОГО ТЕЛА 

Доказательство Теоремы 1.1. Необходимость: Пусть В является дпекоп- 

дом. Тогда существует последовательность Рт (конечная сумма (п -  2) мерных 

ніаров) которая сходится к В в смысле метрики Хаусдорфа. Каждом}' Рим через 
(1.4), соответствует четная мера ѵт с конечным носителем на S " ՜1. Последова­

тельность ѵ,„ равномерно ограничена в полной вариационной норме, поскольку 

« .„ (Տ ՞՜1) < <7 -м([К]), 

где С  некоторая константа, К  € 8£ - выпуклое тело, содержащее В  и /і((К))
- инвариантная мера гиперплоскостей пересекающих К . Следовательно можно 
выбрать подпоследовательность ѵ'т которая слабо сходятся к некоторой четной 

V (мера заданная на Sn—1) и опорная функция Я(В, •) пмеет представление (1.5) 
с мерой и.

Достаточность: Пусть опорная функция В пмеет представление (1.5) с чет­

ной мерой с па S ՞ ՜1. ТЬгда существует последовательность четных мер и,„ с 

конечным носителем, которая сходится (слабая сходимость) к и. Каждой ѵт со­
ответствует Р„, (конечная сумма (п -  2) мерных шаров) через (1.4). Мы имеем 

Н(Р,„ ,•) сходятся поточечно к Я(В,-). Также известно, что поточечная сходи­

мость последовательности выпуклых функций влечет равномерную сходимость 
7
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ка каждом компакте. Такгім образом, мы получаем, что ІЦР,,,.-) равномерно схо­

дится к / / ( В .•) на S " ՜1. Следовательно. Р,„ сходится к В в метрике Хаусдорфа, 

а В является дисконтом. Теорема 1.1 доказана.

Следующая теорема Показывает, что мера ѵ в (1.5) единственна (см. также |13|). 

Теорема 2.1. Пусть ѵ четная знакопеременная мера на S’1՜ 1 такая, что

р - н  J  « м л

д м  любого Հ €  S’1՜ 1, тогда ѵ = 0.

Доказательство можно дать, используя разложения по сферическим функциям. 

Пусть Q,i - сферическая функция порядка <1. Умножим (2.1) па Q,i и проинте­

грируем tio S " ՜1. Используя теорему Фубшш, получим

(12) J  . Ա ղ

Формула Функ-Гекке утверждает, что (см. [121)

(2.3) £  • п ( а « Ѵ і № ) » « , . ,М АЩ -

где а„,<1 - коэффициент, зависящий только от d и п и a„td փ 0, если <1 четный.

Таким образом, для всех сферических функции порядка d  имеем

Ш  1 " ՛

Если А нечетно, то (2.4) верно сразу так как ѵ четная мера. Используя равномер­

ную аппроксимацию непрерывной функций на S " ՜1, для каждого иепрерывпого

(2.5) s  "

Принимая во внимание известные результаты теории интегрирования, можно 

сделать вывод, что это возможно только в случае ѵ =  0.

3. Формула обращ ш ия  д ля  сииус-гірііобразон.аиия

Пусті, В € ‘B'J - выпуклое тело с достаточно гладкой границей и с положительной 

гауссовой кривизной и каждой точке границы дВ. Пусть А  - точка на ШЗ. 

внешняя нормаль в которой сопадает с о;, ՌՀսւ) - главные радиусы кривизны

Р. Г. ЛРЛМЯП
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Ч -  I.....п  ֊ I) дП в  տ(ա) а к\(ш ),...,к„.і(и) - главные кривизны оВ  в е(иі)

Понятие флага в R", которое естественно возникает в комбинаторной интсграль- 

hoR геометрии будет иметь важное значите ниже. Подробное определение флага 
и R՛* можно найти ո [1|. Мы рассматриваем так называемые направленные флаги 

(ниже просто флаг). Назовем пару {д,е} флагом, если д - направленная линия, 

содержащая начало координат Ս  а е - ориентированная гиперплоскость (гипер­

плоскость с заданной положительной нормалью), содержащее д. Существует два 

эквивалентных представления флага:

(«>¥>) или (С. Ф),

где ш е  S'*"1 - пормаль с а ір - направление из Su которое совпадает с направ­

лением д\ £ е  S " ՜1 - ирострапственное направление д а  Ф - направление из S< 
которое совпадает с нормалью е.

Пусть £ 6 S " ՜1 н Ф 6 S(. Через В (Ф) обозначим проекцию В на гиперплоскость 

с нормалью Ф содержащую О € R ”. Для ո -  1 мерного объема В(Ф) имеем

(3.1) ѵ._, (т> ֊ \ Լ \  (»,«> I П  а д  ѵ і і ь ) .
Через D (0 ,1) обозначим я-мериый шар радиуса 1 с центром в начале координат. 

Запишем (3.1) для суммы Минковского В +  sD ( 0 ,1) (здесь е >  0). Используя 

классическую формулу Штейнера для объема, получим

(3.2) ѵ,- ,(В(Ф) +£D(0 , 1»  -  £ ։ '  ( “  ՜  В Д Ф »  -

3 Հ .- ,  I <*■“ *' ' Ш а д ^ Ѵ . І і Ц .

Здесь И’,(В(Ф)) является і-й основной мерой В(Ф) (см [1G]). Сравнивая порядки 

е с обеих сторон (3.2), получим следующую формулу

(3.3) ( « - ц и і ^ а д ) ( * , ») I £ а д Հ - Ш

Напишем ш = (ѵ,ір) в сферических координатах где и =  (£,w) - полярный угол, 

измеренный от £ (зенитное направление) и <р € S{. Применяя правило сфериче­

ского косинуса, находим

(3.4) I (и , Ф) |=  sin и  I cos(yj, Ф) | .

9



Теперь интегрируя (3.3) относительно Ф по St и используя (3.1) получим

(3.5) J

7— Լ  і і Э Е * ! - ) а „ ֊ ,(</*■)̂  і я і і ^ ф ц  х , ֊ ! ( в ) .

Принимая во шшмаіпге, что для любого р  6 Տ " ՜2 (см [4]) 

мы получаем следующую теорему.

Теорема 3.1. Пусть В  € Ѣ” - выпуклое тело с достаточно гладкой границей 

и  с положительной гауссовой кривизной. Д ля любого { €  Տ " ՜յ имеем

(3.6)

J  (п -  1)ѴКЯ_2(£Г(Ф)) А„_2(<й) =  Լ  ։ М Ы

Здесь №՜„_շ(2?(Փ)) - (ո -  2)-ая основная мера проекции В  на гиперплоскость, 

ортогоныъная к Ф 6 Տհ.

Известно (см. [16|): для 1¥„-շ(3(Փ)) в п -  1 мерном пространстве имеем

(3.7) (п-1)ІУ „_г(5(Ф ))=  /  Н(В(Ф),и) A„_2(d«) = [  H (B ,u)X n_2(du),
J S " -  Js.;,

где И(П(Ф). •) - опорная функция Л(Ф) что есть сужение опорной функцни В 
на Տփ. Пусть В £ Ъ" - выпуклое тело. В [7] доказано, что

(3.8) ( ( » - 1  ) +  Ш ( В , ■ ) ֊ £ * & .

здесь Ճ является оператором Лапласа-Бельтрами на Տ”՜ 1. Подставляя (3.8) и

(3.7) в (3.6), получим

(3.9) J  Ա  Я («)л,_і(л)|л„_2(і») =

j — կ  Е |  ю » - 1 ) + л й я  в . ֊ . » ) ,

Таким образом, мы доказали следующую теорему.

Теорема 3.2. Пусть В  £ - выпуклое тело с достаточно гладкой границей

и г. положительной гауссовой кривизной. Д ля его опорной функции И  имеем

(3.10) R ( M i m  =  я 2я ( $ )  =  — ^  Q (S H №  Հ е  տ - 1.
10
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СИНУС ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЦЕНТРАЛЬНО-СИММЕТРИЧНЫХ ВЫПУКЛЫХ ТЕ!

Теорема 1.3 является следствием Теоремы 3.2.

4. Пример вы пуклого тел а  с знакопеременной порождаю щ ей 

плотностью

У нас иет оснований утверждать, что решение уравнения (1.7) для опорно!! функ­

ции любого достаточно гладкого центрированного выпуклого тела является неот­

рицательной функцией. В этом разделе мы приводим пример достаточно глад­

кого центрированного выпуклого тела В € Ъ„. для которого решение уравнения 

принимает также отрицательные значения. Пусть ! / = { £ €  5’2 : 1Հ- S2) <  с} 

есть £ окрестность точки По € S2 и д - достаточно гладкая четная функция, 

определенная на S2, такая, что

п п  1  для f i e S 2\ { t f u { - t /} }
(41) 9 (ռ ) ՜ 1 > - ւ №  Ո 6  {V  и  {-£/}}.

Рассмотрим следующую фупкцию, определенную па R.3

(1.2) F W - \ ( \ j M T n ) s M h m ,  { 6 Я * \0

где |Հ| -норма Հ и £  — ?/|?|- Заметим, что F  является положительно однородной, 

и теперь мы докажем, что при достаточно малом е  функция F  также выпукла. 

Для частной производной первого порядка F  имеем

, ,3 ,
Ѣ  *  |S M f ^  

з д е с ь £ = (й ,? і,6 ) и і І = ( П ь « 2 ,$2з)-
Д ля  фиксированного Հ է  S2 и ф է  Տհ выбирем Հ как зенитное направление и ф 

как азимутальное направление. Для производной второго порядка по направле­

нию ф в Հ =  (0 ,0 , 1 ) получим

(4.4)

здесь - обычные сферические координаты Я на Տ2 основанный на выбо|>е 

£ в качестве северного полюса а  Ф в качестве опорного направления на Տյ.

Из (4.4) следует, что прп достаточно малом е для всех £ 6  Տ2  имеем

(4, )  « > . .

Следовательно, функция F  выпукла п существует центрированное выпуклое те­

ло В е  Ъ І . для которого F  является его опорной функцией.



Р. Г. ЛРЛМЯИ

A b strac t. The problem of the sine representation for the support function of л 

centrally symmetric convex bodies is studied. We describe a subclass of centrally 

symmetric convex bodies which is dense in the class of centrally symmetric convex 

bodies. Also, we obtain an inversion formula for the sine-transfonn.
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Аннотация. К работе доказано, что для любого s € (О, I) существует изме­
римое множество Е С [0,1) с мерой \Е< > І-е , такое что для любой функции 
/  е  /.(0,1) можно пост|юить функцию /  € /-[0,1), совпадающую с /  на F. с 
/о \ Խ  < г. такую, что как ряд Фурье так и жадішіі алгоритм
функции /  но системе Виленкина ограниченного тииа сходятся почт всюду 
на (0,1).

M SC2010 num ber: 42С10,42С20.

Клю чевы е слова: Система Вилеіікіша; сходимость; ряд Фурье; жадный алго­
ритм.

1. Введение

Настоящая работа продолжает исследования авторов в области сходимости 

жадного алгоритма и поведении коэффициентов фурье но классическим систе­

мам с точки зрения широко известных классических теорем об “исправлении 

функций" Н. Н. Лузина [1] и Д. Е. Меньшова [2] (см. также [3| -  (6|).

Наиомшш определение класса мультипликативных систем функций (см. [7| 

|8|), Пусть Р  =  {?(.•}£] произвольная последовательность простых чисел, где 

pk > 2 для всех fee N. Положим

(1.1) т о  =  1 и го* =  Д  Pj, *  =
Ի I

Легко заметить, что для каждой точки ж 6 [0,1) и для каждого ո £ N существуют 

числа X j.a j €  {0, 1, . .  .р; -  1} такие, что

“Исследование выполнено при 
щюекта 18T-IAM8.

ІЙ ноддержке ГКН МОИ РА в райках научного

13

mailto:stepansartiayan@pii.am


М. Г. ГРИГОРЯН. С. Л. СЛР1СЯН 

Формулы (1.2) называют Р-ичнымн разложениями натурального числа Ո и .с е 

[ОД).
Отметим, что точки вида ֊^-.1 6  N, 0 <  I <  ա յ -  1, имеют два различных 

разложения - конечное и бесконечное. В дальнейшем для таких точек условимся 
рассматривать только конечные разложения. Для заданной последовательности 

Р  мультипликативная система W =  {И;;(х)}^п определяется следующим обра-

(1.3) №՜օ(տ) =  1; W„{x) = exp f  2? г і ^ о , j  , (І- мнимая единица).

Выражение (1.3) можно записать в форме

" '• (* і - “ р ( м ^ в ) " Д ( “ р ( “ и ) )

Ввиду (1.3) имеем \\',Ոյ_, (х) =  ехр ^2~і ̂  j , следовательно для ті-оіі мультипли­

кативной фупкцпи получаем выражение

« м  -  Д г с . , .,<*!)*•

В случае когда Р  =  {2,2....} система W =  {И У *)}* , совпадает с системой 
Уолша-Пэли (см. [9]), а  в случае Р  =  {о, а , . . .) ,  где а >  2 простое число, система 

Ѵ7 совпадает с системой Крестснсона-Левн (см. [10)). Системы вида (1.3) были 

введены Н. Я. Виленкиным в 1946 года (см. (8)), и поэтому эти системы часто 
называют системами Виленкина.

В случае siip{/><,-} < со система W =  {W'„(*)} называется мультипликативной си­
стемой ограниченного типа. В противном случае - неограниченного типа. Пусть /  

вещественнозначная функция из £[0,1). Обозначим коэффициенты Фурье функ­

ции /  по системе Виленкина через с„(/)> а  частичные суммы ряда Фурье по этой 
системе через S„ (x ,f)  т.е.

(1-4) с„(Я = J  f(x)W „(x)dx. S „ (x J )  = ՝£ r .k( f) W ,( x \  ո =  0, 1,2__

w e J  Wn(t)Wii(t)dt = j * ’ £ ^  1Кк(()-комплексное сопряженное tt'fc(t).

Обозначим через spec(f) спектр функции /  (т.е. spce(J)֊ множество номеров 
ненулевых коэффициентов {с*(/)}£!„ (см. (1.4))).
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СХОДИМОСТЬ ПОЧТИ ВСЮДУ ЖАДНОГО АЛГОРИТМА

В работах [11] -[14| для мультипликативных систем получены интересные ре­

зультаты. Большинство результатов по мультипликативным системам получены 

для систем ограниченного типа. Многие результаты пока не имеют своих ана­

логов для систем неограниченного типа и изучепие вопросов с точки эрепия 

поведения последовательности Р  =  {р*}*1| имеет самостоятельный интерес. В 

частности, неизвестно верна ли Теорема Карлесоиа для мультипликативных си­

стем неограниченного типа.

Отмстим, что в 1957 году К. Ватари [11] доказал, что система Виленкина с 

яир(ри) <  оо является базисом в //[О Д) при г  >  1. Затем, в 1976 год}՛, В. Янг 

[12] для произвольной последовательности {р*,} установил базисиость системы 

Виленкина в / / [ 0 ,1), при г  >  1/В  случае Іішsupр„ <  оо известно, что с ,,(/) = 

0 (п ~ ‘), если /  имеет конечную вариацию и <•„(/) =  0 (п~ а) в случае /  € Lip а.

В сравнении с этими результатами отметим, что Прайс [13] показал, что если 

limsupp,, =  оо, Tolim supn|cn($)| =  ос для ф(х) =  *-[® ]. Более того, существует 

/и 6 Lip а  такая, что Jim supn|c„ (/օ)| =  оо. Далее, при условии lim suppn =  оо 

найдется /о €  С(0,1)-ряд Фурье, которой по соответствующей мультипликатив­

ной системе не суммируем методом (С, 1) в некоторой точке. Д ля мультиплика­

тивной системы с р „  է  и mj"ij logpt > оо, (С, 1) средине функции х  [ж] расхо­

дятся па счетном множестве. Отметим также [14], что в случае limsupp,, <  оо, 

(С. 1) средние любой непрерывной функции /  по мультипликативной системе 

равномерно сходятся к / .

Напомним определение жадного алгоритма. Пусть Ф =  {фк}%о ~  базис в 

банаховом пространстве X . Дчя каждого /  € X  будем иметь разложение

/ = £ < * ( / , * №  •
1-0

Перестановку неотрицательных целых чисел а =  {<?(/;)}£!, назовем убываю­

щей, если |с„(/;) (/)] >  |cff(*+i)(/)|, к — 1 ,2,... Множество таких перестаиовок 

обозначим через D (f, Ф). В случае строгих неравенств D (f, 4') содержит толь­

ко одну убывающую перестаповку. Для каждой функции /  €  X  и для любо­

го элемента а  €  D (f, Ф) определим последовательность нелинейных операторов 

{С,„(/, Ф,<т)}” _х, которая известна как жадный алгоритм (см. [15]), следующим 

образом

< З Д )  -  О т ( / .  * ,» )  Е ч и І М м  • 
fc=l
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Заметим, что оператор G,„(f) зависит от а  Говорят, что жадный алгоритм функ­

ции /  по системе Ф сходится в X . если при некотором а  е  D (f, Ф) имеем 

mUmc l |G m ( / ^ . f f ) ֊ / I U = 0 .

Метод приближения функции /  последовательное! о лл о і опр] чт j ов 

{Cm'(/tff)}m'=i называется жадным (грпдп) алгоритмом функции }  по системе 

Ф =  {ЫГ=о-
Жадные алгоритмы для банаховых пространств, относительно нормирован­

ных базисов изучены в работах [16]-(22|.

В настоящей работе мы изучим некоторые вопросы о поведении жадного алго­

ритма. а также, поведения коэффициентов Фурье по мультипликативной системе 

после исправления функции, такие вопросы были рассмотрены для классических 

систем в работах {23|-[26|.

Приведем результаты, имеющие непосредственное отношение к дашшіі работе.

Теорем а 1.1. [25] Д л я  любого 0 < 6 <  1 существует измеримое множество 

Е С  [0.1 ] с мерой I Е |>  1 -  е такое, что, для любой функции }  £ 1ՀЩ  можно 

построить функцию ]  е  /<(0,1), которая совпадает с f  на Е , и как жадный 

алгоритм так и  ряд 'Фурье функции f  по системе Уолша сходится к ней почти 

всюду на (0,1).

Теорем а 1.2. [26] Д ля любого 0 < с. < \ существует и.умерилт множество 

/՛.՛ С [0,1] с мерой I Е  |>  1 -  е такое, что для любой функции /  е  f.(E) можно 

построить функцию f  6  L[0,1), которая совпадает с /  на Е , ряд Фурье, шпорой  

по системе Уолша сходится к  ней по /-1 [0,1]- норме и |М /)1  >  |Ь«+і-(/)І- »  = 
0, 1. 2, . . .

Отметим, что нам неизвестен ответ следующего вопроса.

Вопрос 1.1. Верпы ли  Теоремы 1.1 и 1.2 д м  любой мультипликатшпюіі си­

стемы и для тригонометрической системы ?

В связи с этим допросом в настоящей работе для систем Виленкина ограпн- 
ченного типа доказывается следу1бш,ая теорема.

Теорема 1.3. Пусть W =  {И’(;(з:)}^і0— мультипликативная система функ­

ций определяемая ограниченной последовательностью Р =  { r .} - ji ,. Тогда для 

любого s  > 0 существует іівмеримое множество В  С [0 ,1) с мерой j/J| > 1 - г ,  
16
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такое что для любой функции /  е  Н Е ) можно построить функцию /  ֊  /.{0. і ). 
которая совпадает г. /  т  Е: токую, что

(1) кпк жадный алгоритм так и ряд Фурье функции /  по системе W схо­

дятся к ней почти всюду на [0.1),

(2) множество D( f .  Щ  содержит только один элемент.

В) J  № ) - № » « < < •

Отметим, что ним по известно верна ли Теорема 1.3 для лю& \  \ і  ті 

катнвной системы W  =  {Wi(:s)}g;n функций определяемой неограниченной по­

следовательностью Р  = {р<:}£|- Для такпх систем нам удалось получить лишь 

следующий результат (см. [27]): для любого 0 < с <  1 существует измеримое 

множество Е  С [0,1] с мерой | Е  |>  1 - е  такое, что для любой функции /  € Ц Е) 

можно построить функцию /  е  L[0,1), которая совпадает с /  на Е  и все ненуле­
вые коэффициенты Фурье функции /  по системе Внлспкшт по модулыо распо­
ложены в убывающем порядке.

2. Вспомогательные утверждения  

Пусть W =  мультипликативная система функций, определяемая по­

следовательностью Р = {p<;}/£L| • Мы будем использовать следующее обозначение 

(см. (1.1)):

(2.1) Д «  =  [ £ - ,  , где ո  =  0,1..... т *  - 1, & =  0, 1,2 ,3 ,...

Рассмотрим множество пар {դ, Л ) , где т  пробегает множество всех действптель- 

ных чисел (7 Ф 0), а  Л пробегает множество всех интервалов вида ДІ,*1. Положим

(1.2) ® - ( / М : / М  =  £ т И д , ;  Խ ,4 է )  6  հ , ձ ) ,  -»■  * W
k- 1

Пусть X՛,у  е  (0, 1). Напомним, что операция х Ф у  определяется следующим об­
разом:

(2.3) =
t ,  m*

где и OflJjJL, коэффициенты Р-пчных разложений чисел х н у  (см. (1.2)),



Отметим, что операция Ѳ определяется как обратная операция для ;•). При Р  =

{2.2__ }, операции © И в  совпадают.
Далее нам понадобятся следующие свойства системы W (см. также (1-1)):

(2.4) И'՜,,(я) =;№՝„{^).Ѵ®:€ ձ ք ]’ ПРИ 0 < я  < т і -  1 и 0 < յ  < 1Щ ,

(2.5) J  Wn(x)ib  = 0, при ո > «іц и 0 < j  <  tn* ,

(2.6) №'іш»+в(*)'■= ‘WW(*)W^(®>. “P“ 9 : < №0  6 N)>

(2.7) И-„(і)И'„(у) =  И-п(г@і/). \Vn(x)Wn(y) = W„{xey): « =  1,2,3,... 

Пусть 0„(г) ядро Дирихле системы W, т.е.

(2.8) Оп(*) =  ' £  №*(*), ж 6 [0,1): п =  1 ,2 ,3 ,... 

тогда для любого к e N  имеет место соотношение (см. |7), (1.5.21))

д а »  ” І Е [“• * ) ՛  .
(О, в протігоном случае.

Л емма 2.1. Пусть к £  К, V/ = {H'j(a')}j?.u -система Виленкіта определяемая 

последовательностью Р ֊  {рі,р՝г, ■ ■.), u  W =  {И'^.г-)}” ,, -система Виленкина 

определяемая последовательностью Р = {pk+i>Pk+2: •. ■}՛ Тогда для любых ռ  G

N и I € (0, -  1}

I'Vomj. ^  +  =  '^0 (,,1і"г ) ՛ Л̂Я <Ісех х  е  [®’ ~ )  '

Доказательство. Обозначим 

(2-Ю) Рі+і =  PHj+l. 'Պ = — . j  =  0, 1, . . .1Ոէ

Пусть X 6 [о, и а՛ €  :N, тогда существует // е  N, такое, что >7і„_і < п  < т „ . 

Пусть {a3)J_| и коэффициенты разложения числа а  соответственно

по последовательностям Р и Р, а {.су}~,-коэффициенты разложения у. по Р. 
Рассмотрим разложение натурального числа в  по Р:

т  « = ^ 5 А -

М. Г. ГРИГОРЯН. С. Л. САИ'СЯН
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Отсюда и из (2.10) следует, что am* = լ ^  ՏյՈԱ-փյ-ւ- Учитывая также, что 
4 < a j< p j~ l=  Рцк - 1, j  =  1. • • •, V отсюда получаем

[а՜։, если 0 < і< ѵ  
(2.12) “*-* =  {„  "10, в противном случае.

Отсюда, для разложения числа tmy, по Р  имеем пт*  =  С
Л]>угой стороны, так как х < то Xj -  0, для j  — 1 ,... ,к  и Р-ичиос разложе-

СХОДИМОСТЬ ПОЧТИ ВСЮДУ ЖАДНОГО АЛГОРИТМА ...

Пусть 16 {0,1,... ,ті! - 1} произвольное число. Очевидно, что начиная с номера 
I; +1 коэффициенты Р-ичного разложения числа х + - ~  совпадают с , и 

следовательно из определения системы Виленкина получаем

И следовательно (см. (2.10)-(2.12) и (2.13))

(*+і ) =Й «® (“^ ) flj ̂ j ■ 0
Лемма 2.2. П ут ь к £ N, W = {И^(ж)}^о -система Виленкина определяе­

мая последовательностью Р = {рі,рг. •■•}. Для любых ѵ,оо б N справедливы 
следірощие соотношения

(1) 1 ՜ ՛ » . . . ( • ) +  I - ® .1 ՛.
o=i ( - 1, в остальных случаях.

(2) Е  H W * )  < ^ + 1=

Доказательство. Сперва докажем, что для любой системы Вилешспна спра­
ведливо следующее утвериедение:

(2.14) |Д і(з)| < mjt, для любой х  6 1 j  , к.п  6 N.

Действительно, если п<гпк то получим |D„(x)| =  յ]լ՞=օ И^{®)| < » < «Կ, для 
любой X е  [0,1). Теперь предположим, что ո > ուլ, тогда существуют А €  N, и 

В е {0 ,1,...,»п* -1 } , для которых ո =  .4m* +  В, следовательно (см. (2.4)-(2.С),



М. Г. ГРИГОРЯН. С. А. САРГСЯИ

(2.S)):

Я„(.г) = g  Ч',(.г) =  Е  Е  + Е  " W *  =

= ^ E w W ( * ) j  D m . W + H ' t o . w t 'W  гае Е  |Г ՛'՝•'•' = ' '  №ш ■“ "

Учитывая (см. (2.9)), что Dmi։[x) = 0. при i f  [0,1) \  ձ օ ՜՝, получим (2.14).

Докажем первое утверждение леммы. Пусть W =  {И')(®)}|і0 -система Ви­
ленкина дяя последовательности Р  =  { р ь й ,...}  с pj = թյ+լ- и %  =  j  =

0.1__ Пусть X в [ £ ,  где / £ {0 ,1...., т ь -  1} произвольное число, отсюда

и из Леммы 2.1 получим

Учитывая также, что

имеем (см. также (2.9))

если.X 6 U - ;  -і- + - Է - )  , / =  0,1

в остальных случаях .Е

Теперь докажем второе утверждение леммы. Пусть з: е  j^ - ,  — 'j, из Леммы 2.1 
следует

I ՛ ՛ ' - ....
Учитывая также (2.14) и (2.15), будем иметь

| £  " • - . ( • ) !  < ^  +1 , —  * 6  ц .  +  - О Д ............ - 1 .I "  I т*  (т *  пц.+„ пц. J

Лемма 2.3. Пусть W =  {№i(ji)}$i0 -мультипликативная система функций 
определяемая ограниченной последовательностью {ք>/:}?Լւ ub  = .чир{pj). Тогда 

для любого интераала А = in 6  И, 0 < (0 < тн*„ - 1 , для любых чисел

£.іі 6  (0;1), 7 6  R в для любого натурального Щ  существуют полиномы Q(x)



СХОДИМОСТЬ ПОЧТИ ВСЮДУ ЖАДНОГО АЛГОРИТМА

и P it)  — Y , UjWjfx) и измеримое множество Е  С Д с мерой \Е\ > (1 -  г) А

(]j j«J - 'f lu  |flj| \  для j  6 spec(P), 
( , p

(2) Q{x) =

(3) sup Y . '4 wi m  S  S „,r . ’
Na<M<N lj=No I2|7 |, в противном случае.

(4) Пусть г) б (0,1),ц > г, существует множество С С А  с |С | > (1 -і))]Д|

Возьмем натуральное число է такое, что тд. > max j  No, էոԼ j  J.

Д,; =  где չ  =  1, — , qo-
—КО —«о т 1

Ясно, что

(2.17) Д = [J  Д , и Д у ՈД,« = 0, еслиq ' փ զ ■

Далее, будем определять но индукции числа {*,}^=1, {^KjLp полиномы 

и множества Возьмем к\ =  fc. Очевидно, что для любого j  €  N

(2.18) I »»>+■>-1 mj+„ ՝

Отсюда следует, что существует единственное ւ/յ б N такое, что ՞ ՛* ^ 1 1 <  յ  < 

՞ 1*^'1-1. Пусть j  натуральное число и j  б [rot,, »»».,+„,), тогда существуют целые 

числа о б ^І, է ',1 ՜ լ  j  и թ  б [0, ո կ ,), такие, что j  — քա լ, + 0, положим

4 » = _ J L r , f A . y
> тк \m k0J

e , w  -  "  х Г ' 4 Ч м  ,  *  * м  + - i - ) .
j'-m* Լ mfci+*'l /

Предноложим, что уже определены числа к = к\ < եշ < . . .  < fc,-i, полиномы 

£Ji(s), фг(ж),. . . , Qq֊i{x) и множества Ք ւ,£շ,. . . , £ ,_ւ . Положим kq =  fe,_i + 

i/q i. Из (2.18) следует, что существует натуральное число ѵч такое, что

(2.19,  < 1 < ! ! Ы й .
m*, е mt,
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Учитывая ограниченность последовательности Р  -  { р ;} ^  и равенство т , м  -  

Pjnnij. из (2.19) получим

,2 ,0)
е пік, " " Шщ пік, е

Пусть j  6  [пи-,,ш^+1/ч). Тогда существуют целые числа о 6 | і ,  "‘Հ Հ ՛1)  и /Те 

[0, гіік,), такие, что j  =  am*, +,Й, положим

(2.21)

М ,  է i w > m . * ~ 4 > Տ ա - Հ  Q խ) _  " ' y  ՜ ' (м И,.М
J Vo, в противиом случае, . “  3 1

(2.22) Eq := Д,, \  [ j  + - Է , ւ («> + ֊հԷ  + -

Отсюда и из (2.16). (2.22) следует, что

\ЕЯ\ = |ձ , | -  У  j U )  +  - L . i ( i )  +  - І -  + — і_ )  
і і  mK "%  Щ +

Далее положим

(2.24)

, ,  =  ՀՀօ, =  ^ )  ( W + “ 2 | p ) ) , где j  = m, ...... ,™.4 + „„օ ֊  1,

(2.25) Q(x) = ^ Q , ( » )  =  £  CjWjlx), где N„ =  m k,N  =  nu ,0+4l -  1,

(2-26) £ = L K  P M  = £

Покажем, что Q(x), P(x) и E  удовлетворяют требованиям леммы.

Учитывая, что |Д| =  £ * ,  |Д ,| (см. (2.17)) из (2.22) ֊  (2.24) и (2.2G) пол.ѵчі

l * l * D * l > E W P - « ) - W P  -  A j f  КМ») -  Н М |.1 * Я



Из (2.6), (2.7) V. (2.21) для любого натурального q €  [l,«fo] получим

Q'l(z) = £  <ЬЙ^(я) =  £  £  С« - п ^ Шат„,+0[х) =
і= щ , 0=1 Й=п

Я іііі,-1

= Е  " W * )  Е  '?»(■“ ) "№ )  -
7 * o=J 5=0

где Я  -  ճ ճ  _  i .  Отсюда и из Леммы 2.2 будем иметь

17 , если X €  Еч,

т ( 1 ~  ՜ ^ ք 1)  ՛  е с л и * € Д , \ £ „

О, если ж $ Л ,.

Поэтому учитывая также (2.16), (2.22), (2.25), (2.26) получим

Q(a՝) =  { 7 ’ если х  6  Е ՝
\о ,  если х  փ Д.

Пусть натуральное число М  е  [JV0,JV] (см. (2.25)), тогда существует q 6  [1,170], 

такое, что г/цч < М  < іл ц +1 (fe^+i =  к^, +  ^ ) ֊  Следовательно, существуют

целые числа в п € [і, ՜^ ք 1)  и f t  е  [0,пц.,), такие, что

(2.28) М  = оо ա կ  +  f t .

Очевидно, что

Е « * ) - Е < м » ) +  Е  ч в д .

СХОДИМОСТЬ ПОЧТИ ВСЮДУ ЖАДНОГО АЛГОРИТМА ...

Следовательно

Из (2.22) и (2.27) легко вывести, что |Q ,(i՝)| <  2|7 І|Д /|, где j  =  1 ,.. -i/o- Отсюда

(2.30) f  № ) \d t <  f ;  f  < х > ы і д , і = շ \ ա
h  J= iy° i=1
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Следовательно, доказали утверждение 2- Для доказательства утверждения 3) 

рассмотрим полином

(2.31) =  Qlu \x )  +  ց ք խ )  + Q if  W» гДе

(2.32) q  V  v
j=l 0=1 .3=0

%
(2.js ) i j j j f c j  .

He ограничивая общностн, мы можем считать, что Зц < пн- Действительно, в 

случае Йц > т * , как уже известно, еа„тк +,з =  0, для пц- < й <  $#, следовательно

чи-І

օ«<».+5(*)տ Ё  Сп«"Ч-,+РІ,'оо'"<.,+/»(а:)- 
5=0 5=0

Принимая во внимание (см. (2.7)), что

І ^ т ц + й ^ )  =  И'ш,,кя(х)Щ (х)  к 1ГЙ(*<«>)И%М =  % ( ® е .* %  

из (2.21) и (2.24) получаем

(2.34) (?£՛(*) = (х  ѳ  *<” )  * £  и;,„Чі ( ,) ,

(2.35) Q*? (*) =  -  И'оотц (®)D/j0+i(x Ѳ  x(,))<

Из (2.20), (2.27) ir (2.32) имеем

l a f l  <  если X 6 A jj j =  1,

(2.3G) |<Зд/І = в противном случае.

Учитывая, что из условия х  Ѳ з;<’> £ [о, глодает, что х  £ Л,, и наоборот, то 
из (2.9) и (2.34) следует, что 

<“ >
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СХОДИМОСТЬ ПОЧТИ ВСЮДУ ЖАДНОГО АЛГОРИТМА

где -характеристическая функция множества А ,. Следовательно используя 

Կ  = кч.  1 +  і/7_і, получаем (2.28))

(2)(*)І ^  . если I  е  А,,

(2.38) Юм (®)І=  0՛ в противном случае.

Далее, из (2.35) следует, что

(2.39) |«г>м| < ы .

Окончательно, из (2.31), (2-36), (2.38) и (2.39) следует справедливость утвержде­

ния 4).

Пусть і] €  (0,1),ij > £, очевидно, что для любого ց €  {1. —  ?о} существует 

число /I,, 6  N, для которого справедливо следующее соотношение

(2.40) < I  Հ 'ՀԿ+Հլ 
я»*, it m*,

Обозначим

(2.41) G ,=  N  [х(»> +  - ^ -  +  — +  7 = 1,2, . . . , * .
7“ о ւ nu-,+p, ՛»/., /

(2.42) G =  ( J  G,r  

Для меры множеств G , (см. (2.41)) имеем

Ю ,| =  П Ь  ( ±  -  _ Ц  =  ±  ( ,  -  > М і  -
тк Հ ա լ, т я+,,я j  m  V 

Отсюда, и из (2.42) получим |G| > |Д|(1 -  rf).

Теперь докажем утверждение 4). Пусть х  е  G, из (2.41) н (2.42) следует су­

ществование чисел 7 6 {1 ,2 ,3 ,..., 90} и j  €  < 0.1 ■“  -  1 >, для которых

(2.43) X € Г —  +  — -— , — ]  . где /  =  /0—  +  ( զ - 1)—  +  j .
LWUrj 1Ոկ+ւ1Հ mkg J 14-t Щ

Рассмотрим натуральное число М  е  [Л'о, >Ѵ]. Учитывая формулу (2.28), (2.32)-

(2.33) получим

1) Если М  < тіч то Q % )  =  Q jJ(* j =  0, | Д  <ДО(г)| =  |Q ^ (* ) | <  W- 
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2) Если М  > тиш , то = Ւ/1, Q $(*) =  0 и тогда | £  с>№>(х)| <

і^ ( * ) |  +  ! # М І < 2 і7 і-
3) Если же пи- < М  <  пі*г+1 то тогда ( $ } ( і)  =  0, и из утверждения 2, Леммы

2.2, получим Юм (і) | < W * g *  . с ДРУГОЙ стороны ясно, что |Q y(a:)| <

и, следовательно, £  r-jWj(x) < +  է | ,  для всех М е  [ЛЬ, Л]. Отсюда и из
ism* I

(2.24) получаем справедливость утверждения 4).

3. Д оказательство  Теоремы 1.3 

Пусть е >  0. Выберем последовательность функций {/п(*)}^<| С Ъ  (см. 2.2) 
которая плотна в £(0,1). Определим числа і)„ следующим образом :

(3.1) j .  » * М А -

Нетрудно видеть, что по индукции и лемме 2.3, можем найти последовательности 

множеств {С,,}, {/?,,}, полиномы {ffn(®)} и

(3.2) Q , ( х ) .  £  « « 1 Р ..М , І „ » 1 ,  |а М |> 0 , 

которые удовлетворяют условиям:

(3.3) іі»(І І - Щ ,  է է  в . ,  |Д , | > 1 - ( .4 ֊"-« > . С ,I

(3.4) Է

М. Г. ГРИГОРЯН. С. Л. САРГСЯН

(3.5) f u .  M l* .

(3.6) ֊  > ! < ՛> ! > |Հ ; Լ |> 1Հ՝1! > о, V n> l ,  v i e г,.

Положим

(3-8) E =  Ո  F,„, a =<4՞*, для любого Jfe€ (/i„_i,/t„), 

Очевидно, что (см. (3.3)) |Ё | > 1 -  е.
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2) Если М  >  пц..41, то Q $ (ж) =  І7І, OSfW  =  0 11 TOW® J Т , г і|г / э:)| <

ЮІ/(*)l + IQm Ml < 2І7І-
3) Если же щь- <  M  < то тогда Qm (x) = 0, и из утверждения 2, Леммы

2.2, получим |<2дг(з)| <  & І 7 І t с другой стороны ясно, что |<?«(»)| < І7І

н, следовательно, | Е  գ№ք(տ) < +  І7І, для всех М  € |Аго, Щ.- Отсюда и нз

(2.24) получаем справедливость утверждения 4).

3. Д оказательство Теоремы 1.3 

Пусть € > 0. Выберем последовательность функций {/„(s)}^., с  $  (см. 2.2) 

которая плотна в £(0,1). Определим числа і/„ следующим образом :

(3.1) } .  «= і,2 .з ,-

Нетрудно видеть, что по индукции и лемме 2,3, можем найти последовательности 
множеств {С,,}, {/?„}, полиномы {<?п(*)} н

(3.2) О . м -  £  a W W .W , М - 1 ,  |«<;>|> о, 

которые ѵдовлетво])яют условиям:

(3.3) <?„(*)=/„(*). * € Е „ , \Е„\>-1-е-4-*<п+2\  |С „ |> І - Г ) „

(3-4) J  |9п(х) ֊  Q„(:c)|rfe < с4 '8'’" 2»,

(3-5) \  է  \Sn(x)\dx <  ձ  Ы * ) |&  < 3 j '\ f„ (x ) \d x ,

(3.6) ՜  >  laa”)l > las"i,I >  la{uI > o, v « > l, vfce - 1),

М. Г. ГРИГОРЯН. С. А. САРГСЯН

Положим

(3.8) E = p | / ? (1, aik =  Հ " ), для любого к € (/ւ„_ւ,/ւ„),

Очевидно, что (см. (3.3)) |£ | > 1 - 6 .
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Пусть f{x )  €  £гх(0,1). Нетрудно видеть, что можно выбрать последователь­

ность К,, п  = 1 ,2 ,3 .... такую, что

(3.9)

Jim  J  | т :  А-„(я) -  /(ж)| dx =  0, Jim  fk„(ж) =  /(ж) п. в. яа [6,1) и

(3.10)

< J  І / ь И І І І І Г * ! " * ) ,  | / W | * J ,

(3.11) * , ( » » * <  j ,  A . M -  £ « 4  

Положим

(3.12) C i= G k„ g i= fk „  Q i = / t , .

Предположим, что уже определены числа fcj =Ѵ\ < . . .  <  <

n < q ֊  1, функции /„„(ж), дп{х), 1 < ո  <  g -1 ,  множества Շշ........ G,_ і h поли­

номы

Qn(x) = Qujx) = Ё  4^<յ(տ)՛ где г« = fe -b  = ц„п -  1,
j=T*

которые для всех ո  <  q - 1  удовлетворяют условиям

5 . М - /* . ( * ) .  * € Е С Е , „

(3.13) j [ ‘ p i 6 JM + ^ I M « ) > - S M l ‘‘'< » - ,W '4 . 1 < » < ? - 1 ,

1(п) - min է  *  | l , f c )U  | u h , P , | j  U (1 (* ))Й )  J ,
(3.14) A w -m m {2֊«"+ '),i|« !;;) |} ,

(3.15) |G „ |> l ֊ i —,

max, < 7 = և յ  /  |/„,(z)|£te<2 ՜"  для всех i € G n.
j / С  I / . .  M l *  VJo

СХОДИМОСТЬ ПОЧТИ ВСЮДУ ЖАДНОГО АЛГОРИТМА ...



функция /і/,(х) из последовательности {/■(*)}йі удовлетворяла бы следук 

му услозшо

(3.16) Հ '  | /„ ( .)  ֊  j f t ,M  -  £  [ № И  + й в ^ и И )  ֊  *(»)] j  j *■ < շ - " ՜

В силу- (3.10) II (3.13) имеем

I  к м  -  Е  [ й м + л м 'Ч и М )  -  s m ] U  < 2 ՜* .

Отсюда и из (3.1С) имеем

(3.17) 2-‘r ‘ < j " l t . , M \ i x < r « .

Положим

(3.18) 5 , м  - / , , ( « )  +  М » ) ֊ Л .М 1 ,

(3.19) 4 ,(1 )  И  .  £  < • > № ,» ,  где г, -  г, -  ц . ֊  I,

(3.20) О, =  С„„

3 21) р Ь ' М и у а д !  ■

(3.22) А м - ш т ^ ' . ^ г ; 1!} .

Учитывая соотношения (3.3), (3.8) и (3.18) получаем 

(3-23) Г ф )  =  Д . » ,  * 6  2?.

В силу (3.4), (3.13), (3.16), (3.18), (3.19) и (3.22) имеем

J0 ] е  [ (ծ օ * )+ А(.-) Щ ф ) )  -  №(■'=)] I <ե -

- £ | [ Й М  +  01(f) . • % ) ( * ) )  -  f t ( ® ) J  +  Q։,(x )  +  A h )  ( : r )  -  17, ( 3: )  |  tlx
< _ ( \ w  ֊ ( / , ( , )  ֊ £ ( ( « . ( , )  + % ) % ) ( * ) ) -

(3-2<0 +Й(Т) + j f  |fl,.u(.T) ֊  Q ,(i) | dx < 2 Հ1-Հ.
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Из (3.5), (3.13)-(3.17) и (3.24J зктекает, что

Լ  \ 'Ф :) \ ,ІХ- Լ  [№ (^ + % J^ K o (x ))- .9 ;( :lO ] j! 'fe +

У J  \a^,(x)\dx + Լ  [(Qi(x) +  % )W /(o(x)) ֊  Jfi(x)] I dx <

(3.25) < 3  J  |/к,(а')| 'I ՜ 2 ՜24 <  2 ՜ , ՝է3.

Из (3.1), (3.7), (3.19) для всех х  £ G , получим

(3.26) пшх_ ! £  а „ (і)|  <  ■■ ■ } ^ |(Х)| +  і /  f  \f*,(x)\(Lr < 2֊»,
r  jj—f4 I y j J l A .W I *  V *

(3:27) \G4\ > 1 -  2 ՜ ’ ,

Ясно, что no индукции определяются последовательности функций {<уч(ж)},=і, 

множеств {(?ч},= і, числа {((<՜/)}£Լ|, и полиномов {Q,(x)}4=i, удовле­

творяющих условиям (3.31)-(3.40) для всех q >  1.

Обозначив

(3.28) В ,  =  {я € [0,1),|/„„(і)| <  2 ՜3(,հ2)} , q >  2, 

будем иметь

|[0,1) \  С,,!2":|(,/+2) <  /  (*)| da: <  ё • 2"4(,' +2). q>  2 .
J|o.i)\B„

Следовательно

(3.29) |Д ,| > 1 -  е ■ 2 -(«+2).

Далее положим

(3.30) А„ = {ж е [0,1): |5,(л)| < 2՜*},

(3.31) Г, =  | *  € [0,1): ^  [(« ,(*) +  Лці Ч м М )  ֊ Ш ]  j < Г " j  ■ 

Аналогично (3.29) из (3.24), (3.25), (3.30), (3.31) получим

(3.32) \АЧ\ > 1 -  2 ՜9, |F , I >  1 -  2~ч.

Положим

(3.33) В  =  Q  Ո  [Bj Ո Gj Ո A j  Ո Fj).
k=lj=k

СХОДИМОСТЬ ПОЧТИ ВСЮДУ ЖАДНОГО АЛГОРИТМА ...
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Отсюда п пз (3.27), (3.29) и (3.32) вытекает \В\ =  1.
Учитывая выбор чпсел {տյ}|1ւ /  ■ (К .г ,)} * ,,  {((9))^Іі получим, что по­

следовательность чисел

{0,1..... Чъ -  1 ,і ( 1 ) ,^ .-  . l ( n - l) - ,s rn /(n);sr„ fl,... }.

есть некоторая перестановка натуральных чпсел. Запишем последовательность

(3.34) *  =  {*(*)}£, =  | ( 1 > ( 2 ) , . . .  .Հ հ ) , ...} .

Определим ряд £K=o‘W o №'’i*>(1) следующим образом
(3.35)

- И՛ - . -  £  M W .0 + .% W /(,) ( * ) + £  [ £  и,.. 11՛.. И

где

(3.36)

{4 ( t)} £ o  =  - }•

Из (3.25) вытекает, что

(3.37) Լ  ls<i(®)Jrfx < oo.

Положим f{x) = £~,յ>,,(տ). Из (3.6), (3.8)- (3.9), (3.12), (3.22), (3.23), (3.36) п

(3.37) следует М  е  Լ՚[0,1], f( x )  = /(* ). s  е  В, f '  | / ( * ) - / ( * ) ( *  < е; |rfff(i)| >
Vk >  2 . т.е. множество D (f, W) содержит только один элемент. 

Учитывая выбор чисел y(fc)}*=j получим, что она является перестановкой 

натуральных чисел [к 6  U ^LiP ՛՛ +  l- tn+і]}- Следовательно для каждого нату­
рального ч существуют натуральные числа пя и .7, такие, что 

{%)}?.=, С {dk,k  6 N n u ^ =1[f„ +  l , r „ +l|} =

-  {ft, к  e  И Ո ս 5 ,լ[* , +  Լ  r„„J}  с  ( f c i ) t ,. 

отсюда и из соотношений (3.24), (3.25) для каждого q > 2 будем иметь

( / '  \ ±  [ ( ё і ( * ) + А о )» а д (* ))]  ֊  /(х ) | *=) <

-  Լ  | i l  [(& (* ) + % > % ) ( * ) )  - ? # ) j |  <** +  յ է  Լ  І9*(ж)|Лт< 2-'',V fl>2

Следовательно, 4  =  ք ' f(x)W k(x)dx = ck( f)  для любого к > 0.
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Теперь покажем, что на множестве В  (т.е. почти всюду на [0,1)) жадныіі алго­

ритм функции f i x )  сходится к ней. Пусть х  е  В, тогда существует натуральное 

число jo такое, что х  €  B j Ո Gj Ո A j Ո Fj Vj >  j 0.

Пусть далее rn > rJ։i, тогда существует натуральное число q, q > ju такое, что

(3.38) Nq < m <  N4+j, где /Ѵ? =  rj +  1 +  E l 51* ՜  т*  +  21 ^  Տ 2-

В силу (3.33)- (3.38) имеем

к м * ,  л  - / м і  -  | f ^ Mw .w w  ֊  л » )  J  <

<  | |  [ («<<*) + -  » (* )]  j +

+  £  Ы * ) | +  r  J  £  и '֊  м |  + Ьвд < 2"4-

Аналогичным образом убеждаемся в справедливости соотношения 

|5лг(.г‘, 7) -  І (х )\ -+ О, Дг - to o , V х  е  В.

Теорема 1.3 доказана.

A bstrac t. In this paper, we prove that for any e €  (0,1) there exists a measurable 

set В  e  (0,1) with measure |ZJ| > 1 — e such that for any function /  e  L*[0,1), it  is 

possible to construct a  function /  €  £*(0,1) coinciding with f  on E  and satisfying 

Jo I/(*) ~  /(*)!<& < s, such that both the Fourier series and the greedy algorithm of 
f  witli respect to a  bounded Vilenkin system arc almost everywhere convergent on 

[0, 1).
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Abstract. In this paper, та show that the nonn of the Bergman projection on 
I f -spaces in the upper half-plane is comparable to csc(*/ij). Then we extend 

this result to a more general class of domains, known as the homogeneous Siegel 
domains of typo II.
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1. Introduction

In the recent paper [15], K. Zhu has obtained sharp norm estimates for Bergman 

projection on i^-spaces in the unit ball of C". In this paper, we first extend this result 

to /'/''’-spaces in the upper half-plane, that is, П+ =  [z  =  x  +  iy, x  €  й , у  > 0}, 

and then, the obtained result we extend to a more general class of domains, known 

as the homogeneous Siegel domains of type II.

It will be convenient to introduce the mixed normed spaces for (unctions defined 

on П+. Let 0 < p,q  <  oo and v  > 0. and let f{ x  +  iy) be a  measurable function on 

П+. Then, with the usual conventions if p =  oo or q =  oo, we denote

"л»«-(і“ 0С |я' +ад№Г ,г՛*) ■
Definition 1.1. For all 0 <  p,q  <  oo, the mixed normed space 1Հ՝4 is defined lo 

be the sel of measurable functions on П+ such that | | / | |M>>. < oo. The space А™ is 

defined to be the set of holornorphic functions on Ո+ such that | | / | | M ,„ <  со.

It is worth to observe that these spaces were extensively studied in the literature 

(see [1, 2, 4] -  [8]). Fbr instance, in [2] it  was proved tha t A™  =  {0} if and only if 

V < 0, and that the orthogonal projection Pu from the Hilbert space L j’2 =  I?v  onto

°Gono.֊m was supported by Abdus Salam International Centre for Theoretical Physic s.
33

mailto:gonma.jocelyn@gmail.com


the space .4?;2 =  /4® can be extended to a bounded operator on Լ է ՛' if and only if 

1 < p. q < eo. Also, the explicit expression of P„ is given by the following formula:

p . m i  -  J " "  J ”  Ы » .  * + « о л « +

where

.1. CONESSA

The operator P„ is called the weighted Bergman projection.

Our first main result is the following theorem.

Theorem  1.1. Let 1 < p,q < oo and v  >  0. Then there exist positive constants Ci

and Շշ independent o fp  and q such that

(1.1) C,csc(7r /9) < | |P „ | |< C 2c sc ^ /9).

2. Proof of T heorem l . l  

The proof of the theorem is based on two estimates stated below. One of them is 

the refined version of the Schur lemma (see [16]). The other is an optimal pointwise 

estimate for functions from ճ £՚4 (see [8]).

Lem ma 2.1. [16) Suppose H (x .y) is a positive kernel and

T f(x )  = J  H  (x, y)J(y)dfi(y)

is the associated integral operator. L e t\ < p .q <  со with \/p +  l/q  = 1 . I f  there exists 

a positive function <p(x) and two positive constants C\ and (?2 such that

J  Н{х,у)(<р(у))Чц(у) < C,(<p(x))g, x € X

J  Щ х , у ) Ш Ш х ) < С2Ш Г ։ у  6  X , 

then the operator T  is bounded on Lp(X.d/i). Moreover, the norm of the operator T  

on LP(X, djt) does not exceed

Proposition 2.1. [8] Let 1 < p,q < oo and v  > 0. Then there exists a positive 

constant С independent o fp  and q such that |/(rc +  iy)| < for all

f  6 Л$ч and x  +  i y e  ГГ+.

In this section we prove our first main result - Theorem 1.1.
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Proof of Theorem 1.1. Denote f y{x) =  f ( x  +  iy) and

P * f(z)  = J  J  \Bv (z. u  +  ir ) |/(u  +  iv)vu~ldudv.

Tiifin we can write

V t f L * - ( j f * " l W / ) , I I W ՜ ' * )  ' '  

к і ш = *  .  ш у -'d v ,

where с  =  and gu+u(x) =  ^5± ճ ճ ճ յ  . Using Minkowski and Young 

inequalities we obtain

Moreover, simple calculations yield:

IIsk+oIUh*) =  + v)~u-

Therefore

(2.1) W K frM .u Ճ Շ - ՚ Ր Ա + * r  l A b w * ’-1* )  / " 4 ,

when С  =  ^ g f } .

Now wo introduce the ingredients for Schur’s lemma:

Th(y) = J  (y + v)~uh(v)v',~1dv 

and <f(v) =  « "« r . Then it is easy to see that

Լ  ( і /+ « ) " Ѵ '( « К " і а> =  V J / V to).

j f  (v +  w)_V ( ! / ) / ՜ 1̂  =

and consequently

Г(*)Г(£)
(2-2) l|T/i|U,(0,+oo) <  — — ||Л||ы(о,+оо)-

We easily deduce from (2.1) and (2.2) that

( « )  « з д ™ . < с т ( г ) г ( £ ) і л и , ,

ր
" « ! ¥ ) ՛
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Now the second inequality in (1.1), that is, ||P„|| < Ccsc(~/q) follows from (2.3) and 

the inequality

m

The proof of (2-4) is given in the second part of the paper. Note that in the above 

inequalities, С  is a positive constant independent of p  and q. To prove the first 

inequality in (1.1), we first apply Lemma 2.1 to get

Then taking f(x+ iy)  =  2̂ У ՝ ~ ‘'Хо(і,і)(х+'У) and D  (»»■ j )  =  {г € €  : |z - i |  < 
from the mean value property and some easy calculations, we obtain

m  - »  М м . s o ՛

for all .г + iy  e  П+.

Finally, combining (2.5) and (2.6), and taking x  =  c ՜' ՝  and |  < ; / < | ,  we obtain 

||Ри|| > C q>  Ccsc(it/q) for all q >  2. In the case 1 <  q < 2 the result follows from 

duality argument. □

3. Bergman projection and Siegel domains 

We fix a positive integer n >  3 and denote by D  a  domain in C". We use dv to 

denote the Lebesgue measure defined in C ՞ and Ր  to denote the orthogonal projection 

from the Hilbert space L2(D. dv) onto the space A2(D, dv), consisting of holomorphic 

functions on Ո. It is well-known that P  is an integral operator defined on L2(D, dv). 

The orthogonal projection P  is called Bergman projection and its kernel К  is called 

Bergman kernel. In the following, D  will be a homogeneous Siegel domain of type II. 

The goal of the second part of this paper is to extend the result obtained by K. Zhu 
115], to the Siegel domains.

The main object in this part of the paper is the Siegel domain associated with a 

homogeneous cone. So, in this section, we recall the description of an open strictly

< I e \ I {get eo s one from T-algebra, introduce the notion of a  homogeneous 

Siegel domain of type II, and state our second main result.

3.1. Homogeneous cone. We use the same notation as in [13]. We consider a (real) 

matrix algebra U of rank I; with canonical decomposition:
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such that UijU jjt С Այ,* and Ui.^U/,* =  0 for j  փ I• We assume that U has the 
structure of T-algebra fin the sense of [9]), in which an involution is given by x  я ՜ ,  

This structure implies that the subspaces Uj j  satisfy the relation It,-.* =  ?.c,, where 

ռք =  Cj and dim U ,j =  n , j  = nj,j. Also, the matrix e =  ci ’s a unit element 

for the algebra U. Let p  be the unique isomorphism from Ujj onto 1  with p(a) =  1 
for all j =  1, • • • , r. We consider the subalgebra T  С U consisting of upper triangular 

matrices, and let

H  = { t e 7 :p (ti,i)> 0, i  =  1,••• ,r} 

be the subgroup of upper triangular matrices whose diagonal element are positive.

Denote by V  the vector space of Hermitian matrices in t l  V  =  {® €  U : x ՜ =  ж}.

We set ո,- =  Լ ] ՜ !  Այ,, mi = Ej= t+ i ” v> an^ observe that

dimJ/ =  n =  r  +  ̂ m , = r  +  ̂ n i .

The vector space V  becomes an Euclidean space with the inner product: (x|j/) = 

tr(xy'), where tr ( i)  =  p{хц). Next, we define Si =  { я я ՛: я С H ).  and observe 

that, by a theorem of Vinberg (see [14], p. 384), ft is an open convex homogeneous 

cone containing no entire straight lines, եւ which the group H  acts simply transitively 

via the transformation:

t(w ) : ««* i-> 7r(w)[uu"] =  (wu)(u‘w‘ ) (t«,ii e  H).

Thus, to every element у  €  ft corresponds a unique t  €  Я  such that у  =  тг(<)[е] =  t-e.

We assume that Si is irreducible, and hence rank (ft) =  r. Note that all homogeneous 

convex cones can be constructed in this way (see [14] p. 397). As in [13], we denote 

by Qj the fundamental rational functions in SI given by Qj(y) = р(1ц)г, when 

у  =  t ■ e e  ft .

We consider the matrix algebra with involution U' which differs from U only on 

its grading, and put Uy =  Ա,+ւ_ք,ք+1_յ ( i . j  = I,-- - .r). In [14], it  was proved 

that W  is also a Г-algebra and V' = V , where V' is the subspacc of U' consisting of 

Hermitian matrices. We define the subalgebra

f -  0  “ i ,  
l<i<j<r

of U', consisting of lower triangular matrices, and the subgroup H ' of T  whose 

diagonal elements are positive. We have 71 = {է*: 1 6 T} and Я ' =  \է ' : 1 6 H ). The
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corresponding homogeneous cone coincides with the dual cone of ft, namely

!T  = { t e V ': ( x \ Q > 0 : ѴжеА\о}.

One also has (see [14], p. 390) ft* =  {է՛է. : t. e  H}. For £ =  է՛է. €  ft*, we define 

Q ՝(& ~  P(tjjh observe that the following identity holds: Q j(t‘ ■ c) =  Q j(t ■ e). 

We use the following notation: for all x  e  ft, f  e  ft’ and о  =  («ւ, • • ■, a ,)  €  IS, we

« " М = П « ? М  “ й ( в ' ) " ( в = П ( « Л " 'й .

We put r  =  (ո ,--  - ,r r ) £  Rr with t ( =  1 +  կ խ լ  +  «,) For շ/ e f t  and j  =  1, ,i՛,

we have Qj(*(t)y) = Qj(x)Qj(y). Therefore, for any s e  Я, we gel Qr{֊(s)x) = 

detir(.s)QT( i)  since (see [14], p. 388) dctir(s) =  QT(s ■ «). Note that the above 

properties are also valid if we replace Qj by Q*- and x  6  ft by £ € ft*. In the 

following we call en the element e.

3.2. Homogeneous Siegel dom ains. Let Vе — V  + iV  be the complc \  1 с t о of 

V. Then each element of Vе is identified with a vector in C". The coordinates of a 

point г e  C" are arranged in the form: г =  (гь  ■ • • ,z„), where z j =  [щ , ■ ■ ■, 

j  = 2, -■, r, and

zj} €  C, Zij = ( z § \  ■ ■ • , Հ ՞ 4)) 6  С”‘і ,  1 <  t <  j  <  r.

For all j  =  1, • - • :r  we set ey  =  z. where г;,- =  1 and the other coordinates are equal 

to zero, and denote

en =  E ew = ( 1, ° , 1, • ••- 0, 1).

Let m  6 N. For each row vector u €  Cm, we denote by u ՛ the transpose of u. Given 

m  X m  Hermitian matrices Hi, ■ • • . Hn, we define an ft-Hennitian homogeneous form 

F : C"‘ X € ՛"  -» C" as F(u, vj -  (ul'hv՛, • ■ ■ ,uH„v՛), (u,v) e  Cm x sudi that

(i) F(v,u)  6  ft;

(ii) F(u,u) =  0 if only if и  =  0;

(iii) for every t € II, there exists i  €  GL(m, C) such that t  ■ F(u, v)  =  F(tu, iu). 

The homogeneous Siegel domain of type II associated with the cone ft and with a 

К ֊Hermitian homogeneous form F : Cm x Cm -> Cn is defined by

D(ft, F) =  {(շ,ս) 6 С" X C“  : Sraz -  F(u.u) 6  ft).
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Using t.ho above decomposition of an dement in Cm, we can write

F(u, u) = (F\ 1 (u,«), Fi(u, u), Fn(u. u), • • • ,  Fr(u, v), Frr(v. u)). 

where for Հ =  1, ■ • • ,  г and j  =  2. • • • ,  r,

Fa(v, и) = ѵНій', Fj(u, v) = (F ij(u ,u). , F j- ij(u ,v ))

a n d  fo r 1 < i  < j  < r  a n d  I - 1 ,- -  - , r iy ,

Հ \ ս , ս ) . ս ս ի ' ,  г ,

We have the decomposition Cm =  C;, where Cj is the subspace of € "  on which

Fa is positive definite. In what follows, we denote by b the vector (6i, • • ■ br)  e  ГГ and 

by U the Siegel domain of second kind associated with the open convex homogeneous 

cone $2 and the Si-Hermitian homogeneous form F.

3.3. S ta tem en t o f  th e  second m ain  resu lt. For each (s,tt) €  D, we adopt the 

following notation:

dVv(z ,u )  =  Q 1/~ * ~ r ( 9 n w  -  F[v.,u))dv{z)dv[u) 

with Hie convention that if у  =  Չ ոս, then

<<v„(v,«) =  « - ! - ' ( » -  H

where dv is the Lebesgue measure on C1, and I =  n  or / =  m.

For p,q  6  (1, +oo] and v  6  Rr , let Ц ;4 denote the (Banach) space of measurable 

functions on D  such that

ll/llp .? ,-  “  ^  ) ( J v l / ( *  +  dVv[y,u ) j  <  + 00.

We define the weighted Bergman space Av„՝4 to be the subspace of 1Հ՛4, formed by its 

holomorphic functions. Observe that Qb~2r(Չուշ-  F(u,u))dv(z)dv{u) is tb.e invariant 

measure with respect to the group of automorphism of D  (see [9), p. 56). We denote 

by P„ the integral operator on L%q defined by

A/M  -  I  Bu((z,uMw,t))f(w,t)dVu(w,t),
Jd

and by we denote the weighted Bergman projection, defined by 

i? /to =  /  «), (to, t))l /(«/. 0,
Jd

where

« .« * ,« !,(» , ( —  - ? ( « ,» ) )
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is the weighted Bergman kernel, that is, the reproducing kernel of Щ (D).

Also, we denote by ||P„|| the norm of P„ on It is well known (see, e.g., [12|) 
that P j and Pv can be extended to bounded operators on Ц';'1 for some p. q €  [l,+oo] 

and и =  (Vi, • • • . i/r) 6  Rr such that щ  >  1,||+'յ՚+6յ, j  =  1, • • ■, r.
The followuig theorem is the second main result of this paper. The proof is given 

in Section 5.

T heorem  3.1. I f P* is extended to a bounded operator on then there exist 
positive co/ւտէոոե С1 and Go, depending only on v, m  and n but not on p and q, such 

that

Cicscr(n/q) < ||P„|| < C!cscr(ii/q).

Now we state two lemmas and a proposition, proved in [13] and [12], which will 

play a  key role եւ our analysis in the subsequent parts of this paper. We first adopt 

the following notation for the generalized gamma functions:

Г „ и - „է > դ ,

r„.(«). Լ  *-М'><«Т-’КЖ = «*?Пг («՛■ -у). ® > Т-
where Г is the usual gamma function.

Lem m a 3.1. [13, Lemma 4.20]. Let a  =  {»i,« շ ,. . .  ,a,.) €  Rr . The integral 

{»€ !!)

converges if  and only if  a , >  1 + iij+'■%■, j  =  l , . . . , r .  In this case, we have Jn{y) = 

caQ~a+T(v), where
[ а , ) » ; - і » і » м г „ . ( » - т )  

Դ ձ Փ )

Lem m a 3.2. [13, Lemma 4.19]. Letfi = £  Br and A =  (A,. Аг___ Ar) e
Rr For all у  6  fl, the integral

•h'\{y)= I  Ql'(y + v)Q>՝~T(v)dv 
■Խ

is finite if  and only i f  А,- > Դ ,  /ij +  А,- < ֊ Դ ,  j  = I , . . . , r .  In this case, we have 

Ji‘b(y) = A'/a*i<2,,+A(!/)’ where

, ,  Г11(А)ГІІ. ( ֊ /, ֊ А )

M>' ՜ ՛  г „ . Ы  ՛
<10



Proposition 3.1. [12, Proposition 5.2]. Let n ,t  6  Cm, у  6 9. + F (u.u )  and у  6 

£1 +  F(t, t). For A =  (A i, A j, • ■ ■, Ar j  6  R r , the integral

Ц у , « ,  У) = Լ  Q - \ y  +  У +  F ( i ,  t) -  23le F ( u ,  t))dv(t)

nonverges if  Aj -  6 , >  Ц-, j  =  1 , . . .  , r .  In this case, there is a positive constant C\ 

such that I(y, u ,  y) =  CxQ~x+b(y -  F{u, v )  +  y).

4. An optimal polntwise estimate in Siegel domains 

The proof of our second main result - Theorem 3.1, requires pointwise estimates 

in tubular (resp. Siegel) domains. So, we need more precise versions of pointwise 
estimates in the above domains.

Lem m a 4.1. Let и =  (i/i, ,vT) €  R r  be such that պ  >  j  =  ],■■■ ,r, and

let f  be a holomorphic Junction on tube domains Tn  : =  V  +  Ш  (the so-called Siegel 

domains of type I), such that

и л и .  =  Ա  Ա  І Л « < +00.

Then there is a positive constant С  independent of p  and q such that 

\f(*  + iy ) l < C Q - t - i ( y ) \ \ f \U u

for all x  + iy e  Ta .

P roof. Let tc  be an extension of t  =  ir(s) to  Vе =  V  +  iV, defined as follows: 

tc (x+ iy)  =  tx + ity  and tc [iy) =  ity  for all i + iy  6  Vе . Then using the mean value 

property, the Hiildcr inequality and formulas (2.9) -  (2.10) from [13] (p. 484), we can 

write

f ( x  + iy) =  f  о tP(t~l x  +  t e n )

\S(x + iy)\ <  /  /  \ f o t c {x + jj)\dxdy

< C \ \ f o t% ։q,v < C Q - ^ i ( y ) \ \ f \ U u,

where B(e$i, 1) is the Bergman ball of radius 1 centered a t en, and

C =  jt” sup Qr~v(y) max(l, QT~"(y)). □
Ѵ€Й(«п.1)

SHARP NORM ESTIMATES FOR WEIGHTED BERGMAN ...
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P roposition 4.1. Let V =  - ,v r) €  R r  be such that պ  > “'+">+ь՛  > j  =

. r. and let f  be a holomorphic junction on D. Then there crisis a positive 

constant С independent o fp  andq such that

lf(* + iy ,u )l < C Q - ^ r - i ( y ֊ F ( u ,u m / l l M ,„

for all (x -r  iy. u) €  D.

Proof. Consider the following functions: fi(x+ iy) = f{ x + iy ,u ) ,f2(xi) = f(x+ itj,v ), 

t(x  + iy ,u ) =  (x+ i(y+ F {u ,  tt)),u), and use the pointwise estimate in tube domains, 

to obtain

| / ( s  +  %,m)| =  |( /o t ) i(x  +  ite-.F(u,u))J

Therefore

J l t M i l ! , , ,»  -  Ա  Ա \/& + < 1 Տ + Ո

where h(v) = v + u .  Finally, using the mean value property for holomorphic function 

/2  о /i, the Minkowski and Holder inequalities, and Fubini’s theorem we conclude that

11( /» 0 ւ1Ա . < » ? 1| / | 1, , , , .  a

The next lemma play a key role to estimate the Bergman projection in the Siegel 
domains. We use the following notation:

M M ,  ( 1 0 )  =  Չ ՜՚ ՜Կ ս  +  У -  2WeF(«, 0).

Lem ma 4.2. There exists a positive constant С independent of p  such that,

\Ш )„ .,Л ь> іѵм) < c [  [  7C((y,It),(у, 0
JС» Jn+F{l,t)

where f v.u(x) = f{ x  + iy,u).

3. GONESSA

Proof. We set.

-  в - * - | ճ ճ 6 6 £ ^ Ջ տ պ
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and use Minkowski and Young inequalities, and Lemma 3.2 to obtain

Uhf)v,a\\u(v,dx) < 4,(7 I/ f Яу+й.Ы) *k.i{x)dV»{v>/}| *')
\ J v  |V c"  Jn+FV,i) I )

5 **LL,«., 1 ( X • A*»'*') "MM
=  4,4 I  I llffu+v,(u,t) * /v.lII/ . ■ ■ ( ՝ ' , 0  

JC" Jn+F«,l)

< 4 ,4  [  I  ІІЯі/+ѵ,(и,()ІІІя(1',іх)||/ѵ,«!ІХ,р(Ѵ,1Ь)'ІК.(у,І)

< С  I  [  К„Ц»,и), ( j i , m f e A u ^ ) d V u(y, t),
JC” Jn+F(l,t)

wliere the symbol * stands for convolution. □

5. P roof of Theorem 3.1 

Observe first that by Lemma 4.2 we have

l l f i . / l „ < ( 7  I  ( Ч / и Ь | ѵ л * . “ ) ) ' « Ь . » ) ՝ 1  •\ J C- Jn+F(u,u) /

where

T g ( y ,u ) = [  [  Kv((y,u), (y, t))g(y. t)dV„(y, t).
JC" Vll+F((,l)

Next, i t  is easy to see that

(5.1) /  /  ^ ( ( ւ / .ս ) ,(Տ .* ))^ (» .« )< ^ (» ,ս )< ^ ^ ( յ/ ,0
УС» Л1+*'(и,и)

and

(5.2) /  /  K „«|/,1|),(S , 1 ) 1 /  (S, ()№ .(»,
JC" Jn+F(t,l)

where >p(y, u) =  Q7(y -  F(«, u)), 7  =  (71, • • • ,  7 ,.) e  Rr . Therefore, we have

1 9 ------------ ? ----------5 ? '
and

P ( ^ ) r ( ^ )
Гп- ( | / - | )  W 1 9 9՜

So, using Schur’s lemma, we get ||P„|| <  CM.

Next, taking into account the symmetry of sine function and the conjugacy between 

զ and վ , we only need to consider the case where q is very large. In this case.
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the function Г 

relation:

is bounded from above and below, and satisfies the

Г

because хГ(:г) =  T(j: + 1) ~  1 when г  'is a small positive number. Thus, there exists 
a positive constant C\ independent ofp  and q, but depending 011 v, m , n and r, such 

that ||P„|| <  Ci cscr 2 . Now, we estimate ||P„|| from below, assuming that q > 2. In 

the case 1 < q <  2, the estimate will follow by duality argument and the symmetry 
of function sin - .  Noting that for q >  2 the constant sin(я/q) is comparable to 1 Jq, 

in view of the pointwise estimate, we obtain

where 0). 1) is the Euclidean ball of radius 1 centered at (ien- 0), we obtain

and | | / |Ա „  < C. Finally, for x  =  e "en, и =  0 and у € В(ец , 1), we get ||P„|| >  Cq'\

As an immediate consequence of Theorem 3.1, we can state the following result.

Corollary 5.1. Let v  =փ ՜ւ, • • • , i/r) €  E ' be such that պ  >  , j  =  1, • • , r. If

P* is extended to a bounded operator on 1Հ՝4-spaces of tube domains Tq , then there 

exist positive constants C\ and Շդ, depending on v, m  and n, but not on p and q, 

such that

Proof. The result follows from Theorem 3.1. It suffices to see that if F  =  0 and

llp  , , .  С |Р „ / ( д  +  и/,-«)І<3 " +4 y - F ( u ,u ) )  
m  -  ll/ I* * ,

for all (x + iy ,v ) e  D. So, taking

f ( x  + iy, u) =  d~lQ~U+i +r(y -  Р(и-.и))ХЩ<.іе„,0),1){х + ІУ,и),

IIP.il > փ - '  s ՜ '

for all ij S  (fi -  en) Ո Զ. Here

P J ( x  + iy,u) =  i r ^ Q ՜ ՛ ՛ ՜ * ~ r
f  л՛ +  i(y + c»)N

and the result follows. □

СіС.Чсг(тг/7) < <  C2cscr( '/^ )-

m  =  0, then D =  Tfj. □

R em ark  5.1. Our main results show how fast the norm of the weighted Bergman 

projection P„ on LM -spaces grows as q increases and и is fixed. Moreover, the results
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do not depend on p. In this respect, i t  would be of interest to determine how the 

norm of l ‘u grows when и increases and q is fixed.
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тральных операторов типа Фредгольма в пространстве 1վ (ո. Ь). Построены 
равномерные аппроксимации операторами с вырожденными ядрами гори­
зонтально полосатой структуры. Получена количественная оценка іюі-рсш-

MSC2010 num ber: 45А05, 45Н05, 45D05.

Клю чевые слова: компактность интегрального оператора в пространстве сум­
мируемых функций; оценка погрешности; ядро типа потенциала; уравнение сверт­
ки; уравнение переноса.

1. Введение 

Рассмотрим линейный интегральный оператор К:

(И) І І Ц г ) - ի խ ,է )ք (է թ ,  - 0 0 < 0 < 1 < 0 0 ,

где К  - измеримая функция на (а, Ь) х  (а, Ь).

Пусть К  переводит пространство Lp(a,6) в Ь,(а, (»), где p .q>  1. Регулярность К  

означает, что оператор \К\ с ядром |/ѵ(ж,f)| также переводит Lp(n.6) в L„(a.b). 

Ш  'регулярности К  следует его ограниченность (см. [1]). Имеет место следую­

щая теорема о компактности (полной непрерывности) регулярных операторов 
(см. [11).

Теорема 1.1. Линейный рсгулярі ы п ; оператор, деігп /»  {

Lp(a, b) в L4{a, b), где p > q > 1, вполне непрерывен.
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Утверждение теоремы не имеет места в случае р  — q, который представляет 

оспошюй интерес с  точки зрения теории и решения интегральных уравнении 

второго рода

(1.2) / M - s M  +  y V M / W i i i -

В математической физике, в теории случайных процессов и др., возникает во­

прос решения уравнения (1.2) в пространстве />і(о,6). Регулярность К  в L\(a,b) 

эквивалентна выполнению условия

(1.3) ц(І<) =  supess J  \K (x ,t)\dx  <  +oo.

Имеет место неравенство ЦЛГЦь, <  /*№■ В настоящей работе приводится до­

статочное условие компактности одного широкого класса интегральных опера­

торов в L\(a,b). Доказательство носит конструктивный характер. Использован 

простой и естественный, конечпомерный аппроксимирующий агрегат, структу­

ра которого согласована с определенней величины ц (К ). Получена априорная 

оценка погрешности. Специально рассмотрен оператор с ядром вида

(1.4) K (x ,t)  = X ( x , t ) T ( x - t) ,  

где Т  €  L |( - r , r ) ,  г  =  b -  а  а  функция А ограничена:

(1.5) |А(*,у)| <  Ао-

Обозначим через W  класс ядер, удовлетворяющих условию (1.3). Класс И՛՜ яв­

ляется банаховой алгеброй с ц  -  нормой ц (К ), в которой умножение определяется 

через композицию ядер.

Введем подкласс W u  С  W  ядер, обладающих свойством

(1.8) J [ K ( x , t ) - K ( x ,y ) \ d x < i r ( \ y - i \ ) ,  где «(I) -1 0, 1 -> 0  + .

Через W  и W u обозначаются алгебры операторов вида (1.1) с ядрами из W  и 

1Ѵц соответственно. W u является подалгеброй и правосторонним идеалом в W .

Отметим, что выполнение условия (1.G) не предполагает непрерывность или 

ограниченность ядра по второму аргументу.
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2. Аппроксимация оператора К  й

Ниже будет представлсп способ коііечіюмс|)іюй аппрокцимацнн оператора К  С 

Й-р. Этот способ прпмыкает к метод)՜ усреднения ядра (МУЯ) работы |2| и имеет 
некоторое сходство с методом полос (см.[3], статыо "Полос метод").

Пусть П -  («,„)",=о - некоторое разбиение отрезка (а, 6]:

о =  «о'<«| < ■■■ <s„ = b и Gm = [sm,sm+,], in  = 0,■ • • , (.1 -1 ).

Для К  с Н'Ѵ обозначим

(2.1) 5т = 5т(К) = sup [  \К{х,у) ֊  K(x,t)\dx <  +сс.
і,иест J

Определение 2.1. Разбиение И назовем 6 - рв&биещіем для ядра К е  Н’с, где 

5 > 0.. если 5т(К) < І, m =  0, ■■•.(« ֊  ՛)■

Из леммы Гейне-Боркля следует,- что для произвольного Л > 0 существует 

конечное S - разбиение для К  £ Ц'у:

(2.2) J IК(х, է) -  К{х, ,j)\dx < S при է, у  € G,„, т  =  0, • • • . (и -  1).

Пусты?! S Ь,„. »л = 0 , ( и - 1). Обозначим через Г набор {П, (>;„,)}. Набору Г
сопоставим интегральный оператор К? со следующим вырожденным ядром 

"горизонтально полосатой"структуры:

Kr(x,t) =  Л'(і,і(,„), t е G,„, т =  U,---. (п ֊  1).

Имеем::

М  * г(» .1) - Ё

где - характеристическая функция промежутка С„, Легко проперпчъ, что 

д(Л'г) </.(/<•)•
Конечномерный оператор К  г переводит Ц(а,Ь) в Подпространство линейных 

комоннацніі вида £  с,„К(х,%,).

Займемся оценкой близости /С и К т о  р. - норме. При I. € 0,„ имеем:

(2.4) J  Щ х. է) -  1<г(х, ф іх  =  j  IК{х, I) -  Щ х, ,,m)\dx < 6т{К) ,

Б. Н. ЕНПІБАРЯН. Н. Б. ЕНГИБДРЯН
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где От определяется согласно (2.1). Если П является ծ՛ - разбиением ядра К , то 

Iլք К  -  Кг)  <  6, при произвольном выборе промежуточных точек (77,,, j . Нами 

получен следующий результат.

Теорема 2.1. Оператор К  6 Wi; вполне непрерывный в L\{o.b) и  допускает 

равномерную аппроксимацию конечномерными операторами с ядрами вида (2.3). 

В случае <5 - ітбиения П имеет место оценка

(2.5) | * - £ г | < і -

3. Операторы о ядрами вида (1.4)

Рассмотрим оператор К  в случае ядра К  вида (1.4),(1.5). Из (1.5) следует, что 

К  € 'W  и имеет место неравенство

(3.1) к ) < А > / и * ) | * ,

где ц (К )  определяется согласно (1.3). Поэтому оператор К  ограниченно действу­

ет в пространстве Լյ(օ,6). Интегральное уравнение (1.2) с  таким ядром имеет 

широкие применения в математической физике. Отметим некоторые известные 

классы уравнений с ядром (1.4),(1.5).

а) Если А (я, է) =  А =  const, то (1.2) обращается в уравнение свертки на 

коночном промежутке.

б) Если Т(х)  =  |;г|-'г, 0 <  7 < 1, то (1.2) представляет собой одномерное 

уравнение с ядром типа потенциала. Если к  тому же функнпя A(s.t) 

непрерывна в квадрате [а.Ь] х  [а, Ь], то (1.4) является полярным ядром.

в) Если функция зависит только от второго аргумента і:

(3.2) А(я,() =  А(і), АбС[о,Ь],

то уравнением (1.2) описывается большой круг задач переноса излуче­

ния в неоднородном плоском слое. В этих задачах А представляет собой 

альбедо рассеяния, зависящее от глубины 1.

Уравнение (1.2) с полярным ядром достаточно подробно изучено в простран­

ствах С(а, 6] и Լշ(ռ,հ) (см. [4|). Приведем основной результат по компактности 

оператора с ядром (1.4) (см. [5]).
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Л емм а 3.1. Пусть ядро К  оператора (1.1) имеет вид (1.4). Если функция X 

непрерывна в квадрате [я, 6] х [в, 6], то оператор К  компактен в пространствах 

fti(a.b) и С[а. 6].

Применение теоремы в прикладных вопросах выглядит проблематичным. D 

случае ядер типа потенциала не предполагается выполнение условия теоремы В 

о непрерывности функции А.

Ниже будет установлена компактность оператора с ядром (1.4) при более сла­

бом ограничении на функцию А по сравнению с теоремой В. Предполагается, 

что А обладает следующим свойством равномерной непрерывности по второму 

аргумепту:

(3.3) № ,  у) -  А(ж,і)| <  и (\у  -  і | ) , где ш(і) ֊-> 0, է -» 0 +  .

Теорема 3.1. Пусть ядро К  имеет вид (1.4), где функция А удовлетворяет 

■условиям (1.5) и (3.3). Тогда К  6  W/յ к тем самым имеет место утверждение 
теоремы 2.1.

Доказательство. Можно считать, что функция Т  задана па. всей вещественной 

оси п равна 0 вне промежутка ( -г , г). Проверим, что ядро (1.4) удовлетворяет 

условию (1.6). Воспользуемся неравенством

№ » )  -  я гм і < I Հ*,է) -  Հ * , ա *  ֊  »)l + |A(®,t)||T(*- у) ֊  ц ,  _ ()|.

С учетом (3.1) и (1.5) получаем

Нам остается воспользоваться свойством абсолютной непрерывности интеграла 

Лебега, согласно которому второй интеграл в правой части (3.4) стремится к О

4. М етод усреднения ядра

Метод усреднения ядра основан на приближенной замене уравнения (1.2) 
уравнением с ядром К г  вида (2.3):

(3.4)

ի  п * )и »+ л >  I  ! № Ь ' ч Я » - ® *

при \у -  і\ -4 0. П
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И з оценки (2.5) следует, что если оператор I  - К  (где I  -  единичный оператор) 

обратим в L\ (в, 6), то при достаточно малом 5 уравнение (4.1) имеет единственное 

решение, которое сходится к решепшо уравнения (1.2) при Տ ֊* От. Имеет место 

известная оненка близости /  и /  через ||й" -  ЛГг|, ||(^  -  К )  |  п ІІ5ІІ7.,- 

Сведем уравнение (4.1) к алгебраической системе. Из (4.1) и (2.3) имеем

(4.2) f ( x )  =  д(х) +  ֆ  К{х,Пт)Іт,

где =  /  f(t)d t. Интегрируя (4.2) по х  на С ,, j  =  0, • ■ • , ( п - 1 )  приходим к 

следующей линейной алгебраической системе относительно (/,):

( « ) -  / ,  =  » + £ » * / -  

где

(4.4) ajm = J  l<(x,Thn)dx , д, = j  g(x)dx, m , j  =  0 , - - , ( ո - 1 ) .

С, Gj

Известными рассуждениями проверяется эквивалентность уравнении (3.4) и (4.3). 

Отсюда следует единственность решения уравнения (4.3). Приближенное реше­

ние уравнения (1.2) определяется по формуле (4.2).

4.1. Замечания. Применения метода усреднения ядра к уравнению (1.2) пред­

полагает выбор набора Г и вычисление интегралов (4.4) (это небольшая цена, 

которую мы должны платить за дискретизацию ураниення (1.2)). В этом отно­

шении достаточно благоприятным является ядро вида (1.4) в случае (3.2) (выбор 

равноотстоящих узлов аналогичен [2]). Как уже было отмечено, уравнение (1.2) 

с ядром, удовлетворяющим (1.4), (3.2) возникает в теории переноса. Способ дис­

кретизации, рассмотренный в настоящей работе, может быть попользован в во­

просе построения треугольной факторизации интегральных операторов второго 

рода в пространстве L\ (см. [6]).

Abstract. In this paper we obtain a sufficient condition for quite continuity of 

Fredholm type integral operators in the space L\{a,b). Uniform approximations by 

operators with degenerate kernels of horizontally striped structures are constructed. A 

quantitative error estimate is obtained. We point out the possibility of application of 

the obtained results to second kind integral equations, including convolution equations 
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on a finite interval, equations with polar kernels, one-dimensional equations With 

potential type kernels, and some transport equations in non-homogcneous layers.
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Аннотация. Рассматривается задача Коши в ыультиаштетроииых простран-

рато|Ю» (многочленов) с определенным весом.

M SC2010 num ber: 12Е10.

К лю чевые слова: гиперболический с весом оператор (многочлен): мультианн- 
зотропное пространство Жевре; вполне правильный многогранник Ньютона.

1. Введение. П остановка задачи 

Пусть Е" и R"- п-мерпые вещественные просграпства точек соотвстствегаго

а- =  (*1..... *») П ? =  Rn,+ =  {f £  Rn,( j >  0, j  =  1 ,....ո}, С" =
R" X iR", N-множество натуральных чисел, No =  N  U {0}, Nfj =  No x  ... x  Ntr 

миожество ո-мерных мультипндексов. Для Հ, t] e  Rn, a  6  Ng п и 6  R",+ положим

i5i =  y / e + . . .+ &  k r  =  І 6 Г  - K - h ,  m  =  ° .  + . . .+ <*».e  =  f f ' - e - ,
Da =  где D j = д/Օ կ  либо D , =  f d / f t t j  ( j =  1,

Для линейного дифференциального оператора с постоянныші коэффициента­

ми P(D) =  Y,~laD°, где сумма распространяется по конечному набору мультиин­

дексов (Р) =  {а € Мд,7a փ 0} , через P(Q  =  Y stn i"  обозначим характеристиче­

ский многочлен (полный символ) отвечающий этому оператору, через т = т (Р)  

обозначим его порядок, а через Рт его главную ( пі-однородную) часть я  пред­

ставим многочлен Р  в виде суммы յ -однородных многочленов ( j  =  1,

“Исследование выполнено при финансовой поддержке ГКИ МОН РА в рамках научного 
проекта N SCS 15Т - 1А 197 н тематического фонда Российски - Армянского (Славянского) 
университета министерства образования и мухи Российской Федерации.

53



Н. МАРГЛРЯН. Г. Г. КАЗАРЯН

(1.1) « а - £ рж > - Ё  ! > ! “ ■

Пѵсть N  - (Л'і..... іѴ„) £ Е"; Qy - полупространство, заданное неравенством

(л-. ’Ѵ) >  0, / -  заданная функция с носителем supp/ С й у . Задача Коши для 

оператора P(D) в !і:ѵ с однородными начальными данными состоит в нахож­

дении решения уравнения P(D)u = /  в Е" такого,что suppu с  $2у- Далее, не 
оговорнвая это каждый раз, будем полагать, что N -  единичный вектор.

Определение 1.1. Оператор P(D) (многочлен Р(£)) называется гиперболи­

ческим (  по Гардингу) относительно вектора N  €  Ев. если Р,„(/Ѵ) փ 0 и для 

некоторого веиіественного го Բ(Հ + іт/Ѵ) փ 0 для всех £ е R" и т  <  тц.

Замечание 1.1. Легко убедится, что. если многочлен Բ(Հ) и вектор N  €  Е" 

такие, что Р,„(;Ѵ) =  0, т о  существует вещественное число С такое, что 

Р(£ +  irN ) փ 0 для всех g , r )  6  R"+‘ и  |т| >  С(|?| +  I).

Ес.тпі N  =  (1,0, ...,0) часто бывает удобно рассматривать (п +  1)-мерное про­

странство Е"4՜ 1 ( или Rn+1 ) и выделить одну из переменных, которую обыч­

но обозначают через է. а группу переменных через (t,x) ֊  { t.x\,....x„ ). Чтобы 

изложить некоторые известные результаты, непосредственно евязапные с насто­

ящей работой, мы поступим следующим образом: будем временно считать, что 

А' = (1,0,...,0) € Е"+1 и вместо P(D) запишем P(D(. Д,.). а вместо Р Щ  соответ­

ственно Р(А,£)- где А € С. Հ 6 К".

Оператор

(1.2) P (n ։ ,D :c) = n \n -v Y ,

с постоянными коэффициентами называется слабо гиперболическим отно­

сительно է. или, что то же самое, относительно (п +  1)-мерного вектора N  =  

(1.0....,0). если для любой точки Հ ё  R". корни (по А) многочлена

(1.3) р , „ м - г +  £  » , , Г Ѵ

вещественны. При этом, если все эти корни простые, то оператор называется 

строго гиперболическим или гипе.рболическим по Петрочскому.

Изучение задачи Коши для общих гиперболических и в частности слабо ги­

перболических уравнений началось с работы (3) Е. Е. Лепи, где рассматривался
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двумерпый случай. В 1951 - ом году Л.Гордипгом было введено понятие обще­

го гиперболического оператора (уравнения, многочлена), обобшаюшее понятие 
гиперболичности по Петровскому (см. [4], |5] или J6. определение 12.3.3]). Было 

доказано, что условие гиперболичности ( и тем самым условие слабой гипербо­

личности) необходимо для того, чтобы нехарактеристпческая задача Коши имела 

решение в классе распределений D'(Е") Л. Шварца (см., например, (7), |8 | пли 

[6, теорема 12.3.1]).

Нахождение наиболее широких функциональных пространств, где задача Ко­

ши для гиперболического оператора поставлена корректно, привело к классам 

Жевро ( см. [9]). Эти классы являются промежуточными между классами бес­

конечно дифференцируемых и вещественно - аналитических функций. Однако, 

если условие строгой гиперболичности является достаточным для корректно­

сти постановки задачи Коши в С°°, эта задача вообще говори перестаёт быть 

корректно поставленной для слабо гиперболических уравнений, в чем легко убе­

дится даже на примере оператора теплопроводности, для которого задача Коши 

поставлена корректно в классе Жевре С  при s  < 2, но поставлена некоррект­

но в G’ при я > 2 или в С00 (см., папример, [6, пункт 4.2}). При этом С '(П )-  

это множество функций и е  С°°(Я) таких, что для каждого компакта К  С ft 

существует постоянная С  =  С (К ) >  0 такая, что

sup |2У*и(а:)| <  С'“ І+1 (о!)* для любого а  С PR.
*<= к

Для слабо гиперболических уравнений с постоянными коэффищіептами кри­

терии корректпости задачи Копти получепы в работах Леви, Гордипга, Лакса, 

Свенссоиа и других (см., например, [3], [10] - [13]).

Оператор P(Dt , Пх) называется s-гиперболическим (1 < з  <  оо) относитель­

но է, нлп, что то же самое относительно (п +  1)-мерного вектора N  =  (1.0, ...,0), 

если существует число с  >  0 такое, что Խ Ճ  > -с(1 +  |{ |) і для тех точек 

(А,£) €  С ж R" для которых Բ(Ճ,Հ) =  0. Если І т \  >  - с ,  то оператор P{D,,DX) 

называют гиперболическим (по Гордтггу) (см.[5], [15]). Д ля более подробных 

сведений см. моиографию Л. Родино [16, глава 12].

В работах [12] и [13] доказано, что для л-гиперболического оператора (1.2) 

задача Коши с начальными условиями D,fcii(0, х) =  /*(х) (х  6  Е") и начальны-

мн функциями fk  €  Go՝ (En) := G”  (Еи)ПСо°(Еп) k  =  0 ,1.....m - 1 ,  (1 <  si < s),
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имеет решение и £ CSl(E"+1). При этом оказалось, что каждый й - гиперболи­

ческий оператор является слабо гиперболическим и каждый слабо гиперболиче­

ский оператор является — -гиперболическим, где г -  максимальная кратность 

характеристик (нулей символа Р„,(А,£) по А) (см. [13] и (9|).

В работе [14| 0 .  Лиссом и Л. Родино ( для более подробных сведений см. моно­

графию [16]) для символа Р{*,£) оператора P(D։,D T) введено понятие весовой 
функции гиперболичности, зависящей только от переменных £ =  п

определены неоднородные классы Жевре, порожденные такими весами. Ими, а 
далее ո более общем случае Д. Калво в [17] изучены вопросы существования 

решения задачи Коши в этих пространствах.

Д. Калво в [17] введено также понятие (տ • SR)—гиперболического (мультиква- 

знгштерболического) относительно (п +1 )-мерного вектора /V =  ( 1,0.....0). опе­

ратора, обобщающее понятие s-гиперболичности. Это оператор P( Dt. DT) вида

(1.2), для которого существует 'іисло с >  0 такое, что символ (1.3) удовлетво­
ряет условию: если Р(А,£) =  0, то 1т \ > где 1ՀՀ) =  |£ |я -  некоторый (

вполне определённый) вес, зависящий от но не зависящий от է. В [17] дока­

зывается существование единственного решения соответствующей задачи Коши 

в С“ ([ r , r j ) n C 5|'*(EJ) для любых (T,s) : Г >  0, 1 <  яі <  я и для произ­
вольных начальных данных из G J''К(Е").

Во всех работах, посвящённых s-гиперболическим или (в-ЭД-гиперболическкм 
относительно вектора N  6  Е"+1 операторам P(Di, Dx), выделялось одно пере­

менное /, т.е. рассматривался случай N  — (1,0.....0), при этом вес гиперболич­

ности не 'зависел от է.

В настоящей работе мы выводим необходимые условия для Существования 

единственного решения нехарактеристической задачи Кошп для гиперболиче­

ских уравнений с весом, когда а) (единичный) вектор N  €  Еп+1 произвольный, 

б) вес гиперболичности зависит от всех переменных, следовательно, мультнанн- 

зотропітое пространство Жевре, где ищется решение, порождается общим весом. 

При этом, так как переменные будут играть одинаковую роль, то будем считать, 

что изучаемые операторы действуют в п -  мерном пространстве. Исследуются 

свойства символов, отвечающих рассмотренным линейным дифференциальным 
операторам.



Для набора точек К =  {а1,..., а**}, ok € R " '°  (к =  наименьший вы­

пуклый многогранник К(Н) в ! " •  °, содержащий псе точки набора N называется 

многогранником Н ы отоиа набора К (см [ 1] или |2|).

Многогранник Ж с вершинами из R " ՛+ называется полным, если Ж имеет вер­
шину в начале координат и дополнительную всршииу на каждой осп координат 

й"՛ ՞՚. Полный многогранник 'Я называется вполне правильны м  , если (еди­

ничные ) внешние нормали всех (ո -  1)-мерных некоордннантных граней Я 

(множество которых обозначим через Л(Ж)) имеют положительные координаты.
Мы намерены, используя устаповленпыо в настоящей работе свойства հ - ги­

перболических многочленов, в другой работе привести достаточные условия кор­

ректной постановки задачи Коши в соответствующих пространствах Жевре для 

уравнений, символы которых являются /і-пшерболическими.

Пусть 2  €  R " ՛+ вполне правильный многогранник и А е  Л (Ж). Через Ж" 

обозначим множество его верппіи и положим

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ СЛАБО ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

Д ля вполне правильного многогранника Ж, числа г >  1 и области Я С Е" введём 

следующие анизотропные и мультиапизстроппые классы и пространства Жевре.

Через ГГ(П) обозначим (см. [18]) множество фупкгпгй /  €  С°°(Я) таких, что 

для каждого компакта К  с с  $і существует число С = C ( f , К ) > 0 такое, что

sup \D°f(x)\ <  C|u|+'H r|n| Va 6 NJ. 
хек

Положим 3?յ  =  {і/ e  R"’°; v / j  6  %  ( յ =  1,2,...)} и обозначим через Fs ($i) 

множество функций /  €  С°°(Л) таких, что для каждого компакта К  с С  S1 

существует число С  =  С (/, К) >  0 такое, что

<2(А) =  d(А,Ж) -  шах(і/,А) -

М О - £  КГ- £  І&Г-І&.Г; в® = 1+кг-

В |18 |,

(1.4)

1/6 Ж" ѵЕ Ж"
іствовапие числа С  =  С(Я) >  0 такого, что

М«+*?)<С[М€)+э(ч)1 Ч.чее

sup |D“/ ( i ) |  <  c i+1j j  ѵа e  я*, j  = 0, 1, ....
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Теорема 2.1. Пусть 'ft вполне праошышй многогранник, для которого г,-, -  

гі/ЗІ) <  1. Пусть N  €  Еп и PID) линейный дифференциальный оператор такой, 

что для любой J  €  G *Ա կ )  уравнение P{D)u -  /  имеет единственное решение 

ո €  GjfQ,v). Тогда существует вещественное число с  такое, что

(2.1) P (f  +  irN ) փ О ՀՀ, г)  6  8 П+1, г  < с կ (Հ ) .

Замечание 2.1. Очегтдпо. любой гиперболический по Гордингу оператор удо­

влетворяет условию (2.1)

Д оказательство теоремы 2.1 Так как б'о (1!,ѵ) является замкнутым под­

пространством пространства Фреше G^fE"), отображение P(D) : СХ(Е") -* 

СЖ(Е") непрерывно и по условию теоремы задача Кошп для уравнения P{D)u =  

/  цри всех /  6  б'*(ПдО имеет единственное решение с носителем в Пдг, то из 

теоремы Банаха об обратном операторе следует, что оператор P(D ) порождает 

автоморфизм пространства Gjf (Ид՛).

Пусть у  € (In  и  сг =  к (у, N ). В силу сказанного, для точки у  6  Пдг существует 

компакт К  С П,ѵ и число к > 0 такие, что с некоторой постоянной С\ >  О

(2.2) М у)| < Сі |||P(D)U||| *. С*(П „).

Выберем функцию х  €  Г1/г'1 такую, что \(է)  =  0 при է <  0 и \(է )  =  1 при է > а. 

(Существование такой функции доказало в (21)).

Предположим обратное, что существует последовательность { (f '.T ;,)}^  С 

/Г +1 такая, что т»/йж(£‘) -» -с о  при а -> сс и P(z’) = Р(£* +  ir .N )  = О 

(я =  1,2,...). Положим

(в =  1.2,...).

Так как ( см. [18] ) խ  £  Շ*(Ո) для любых /  £  6*(Ո) я  р  С Г 'Ь (П ) , то 

но оирсдслсшно функции х имеем и , 6  Gq(Qjv) (s =  1,2.—). Поэтому, в силу
(2.2) и определения последовательности {г,}, применяя обобщенную формулу 

Лейбница, пмеем с некоторой постоянной Շշ >  0 для всех տ = 1,2,...

i H « . ( v ) l < Q l i m u J * . K . . <

(2.3) < с, £
0*«eNS

где P '“l(0  =  D“ P(?).

Отметим, что в правой части (2.3) стоит конечная сумма, гак как Р,о՝( 0  =  О 

при |а | >  т.
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В силу определена функции \  отсюда следует существование положительных 

чисел л-լ =  «і(к. х) п Сз =  С3(С2,х) таких, что 

і і й  £

где К  =  {.т S К; 0 < (х. N ) < а}-
В силу определения полунормы | | | . ||| отподіі имеем -для всех s  =  1,2....

1 < C , Y  [ |« ( І Э І  т р ? « « р ! В Ѵ 1 - » '- Ч |  4  =
I J<m j  ХбК‘

- с ,  V  |Р М (.-) | « І ш [(.•) '!] 4 .
l S „

Так как многогранник Ж полный, то существует натуральное число I такое, что 

{а е Nfi, |а | < т ) С Ж*. Тогда (см. [1), Лемма 2.1 ) существует число С\ > О

^ 2  1чр| <  օ յ կ ո )  для всех J) € С".
^6Я'

Из последних двух неравенств следует существование постоянной 6'г, > 0 такой,

Отсюда, в свою очередь имеем для «շ = Сікі и с некоторой постоянной Се > О 

1 <  Се sup /ijj(zs) е ՜" 1' ’’ (s =  1,2;...).

Отсюда и из свойства (1.4) весовой функции Ад имеем

(Ы ) I s o i . u p l ^ t t - l  +  l + h r ' f t - ' N  (» -  1,2,-.),

где С  - постоянная из (1.4).

Так как последовательностиֆ „  = С к з ^ я ^ ’) + 1 )} ^ , и у„ = {|т,| (С(.-2)І/г") 

при г =  г» <  1 и <т > 0 удовлетворяют условиям леммы 2.1, то из (2.4) следует,

что противоречит (2.4) и доказывает теорему 2.1.

Исходя ил теоремы 2.1, введем понятие весовой функции гиперболичное 

и понятие гиперболического оператора с весом. Причем введенное здесь і 

нятне весовой функции отличается от соответствующего понятия, введйнш 
GO



Л. Хфмшідером, О. Лиссом, Л. Родино и другими (см. [14] или Определение 

1.8.1 в [16]) тем, что весовая функция /і может не удовлетворять неравенству

лк+і)<см«р+ІчІ“)-

Определение 2.1. Локально ограниченную функцию It, определенную е й "  на- 

аоиш весом гиперболичности, если Іі удовлетворяет ысдуюіцѵм ус.ювиям 

1) Л(4) > с > О 1Հ 6  R", 2) ( И пг Л (0/|$ | =  О,

■?У л/ля каждого է > 0 существуют числа 0 < «ւ(է) < Օշ{է) такие, что 

a i(t) Н О  < հ(էՀ) <  oa(i) fc(Q V ?eR ".

Множество всех ассоаых функций обозначим через Я . Очевидно, что для любой 

функции h  €  Н  и числа С  > 0 C h €  Н.

О пределение 2.2. Пусть N  6  К" и /і 6  Я. Много'ыеиР назовем Іі — -гиперболичлгкіш 

относительно вектора N  если (см. представление (1.1) )  Pm(N) Ф Q и суще­

ствует вещественное число с такое, что 

(2.5) P(£ + irN )  / 0  Ѵ(£,г) 6  Rn+I, т  < с հ(Հ).

Из условия 1) на функцию հ непосредственно следует, что гиперболический по 

Гордингу (относительно вектора N  )  многочлен является հ -  гипербол ическим 

(  относительно N ) для любой весовой функции Іі е  Я.

3. С войства й- гиперволических многочленов 

Теорема 3.1. Пусть հ €  Я. Если многочлен Р  вида (1.1) հ - гиперболичен от­

носительно N  6  R", то его главная часть Рт гиперболична по Гордингу отно­

сительно N  6 R".

Доказательство. Покажем, что при условиях теоремы существует вещественное 

число 7}), для которого

(3.1) Pm( t  + irN ) փ О Щ , т) €  Rn+1, т  <  т0.

Положим для Հ е  R" и і  >  О

0{Հ, է) = {9=  0(£, է) е  С, P (t ? + 11 в  N ) =  0}.

Так как для всех { 6 R", է > 0 и в С 0(£ ,і)

О =  P{t Հ +  i  tO N ) = P(t [f -  (7m 9) /V] + 11 (ReO) N),
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то из Л-гиперболичности многочлена Р  следует существование числа С\ такого.

(3.2) է Ііе.Ѳ> С і| ( f  [? -  (ImO) N\) 4Հ e  R".< > O J  6  0(Հ,է).

Очевидно, для каждой пары (Հ,0): £ е  &",0 6 С

Pm(5 +  гМ ') =  Um է-’"Բ (վ  + i te N ) .

Так как P,„{N) փ 0, то нули ( по 0) многочлена Qi[0) :=  P[t£+itB  N) непрерывно 

зависят от I. Следовательно, в силу ( 3.2), нули ( по Ѳ) многочлена Pm(g.+ iON) 

принадлежат множеству

f ){ 0 e C ,  ІІІсѲ >С , h {t$^ Im 0)N ])) = f ){ 0 e C .  Rr.0> -A h(t\S-(Im t))N ])}. 
(>0 '>°
Отсюда непосредственно получаем, что для тех Ѳ, для которых Р,„(‘ +  і О N) =  О 

Re.0>c. ton h (t[£ -  ( /m 0) іѴ])/ 1, 

где с -  постоянная из (2.5).

Если Հ -  (Іт  0) N  = 0 для пары (Հ.0), то отсюда следует, что НсП> 0. Если 
же { -  (ІтѲ) N  5= 0. то в силу условия 2) на функцию ft имеем

Это значит, что нули ( по т  =  г (£) ) многочлена Р,„ (£ +  і 0 N )  лежат в полупро­

странстве R er  > 0 дчя всех Հ е  Я". Поэтому Р,„(‘ +  iON) փ 0 для любых

І  С Я", т  < 0, что и означает, что многочлен Р,„ гиперболичен по Гордингу 

относительно вектора N. □

Теорема 3.2. Если многочлен Р І і- гиперболичен относительно вектора N , то  
он հ - гиперболичен относительно вектора - N .

Доказательство. По теореме 3.1 многочлен Р,„ гиперболичен по Гордингу от­

носительно N. поэтому (см. [6], лемма 8.7.3 ) можно считать, что коэффициенты 

Р,„ вещественны.

Пусть Հ е  R” и {ту(£) : j  =  нули ( по т  ) многочлена Р({ +  ION).

Применяя формулу Тейлора, получим для каждого / =  0,1, ,...тп

д . - ! Й + М )  -  £ £ d >p „._ ,(і№) =

- т ”  ‘ р. . , ( > » ) + £ ՛֊  ■£  С в * я „ _ , ( . » ).



Поэтому

Р (( + ir N ) = тт Pm(iN) +  r m- 1[ ^ ( D jP m)(»W)(i +  Р,„_,(ІЛ')] + 

где не выписаны члены, содержанте т  в стелены меньше (т — 1). Следовательно

Е ы а  -  -Ё (В ій о (ііm u - р . .  ,m i / p m(w ) -  

-< | і > л ) т е + р .-  і(л’і| / p .m .

Так как Р,„ многотаен с вещественными коэффициентами п  N  е  R", то для 

*€1?"

Яе ч ю ]  -  »>[‘Р~-  іО ТІ/Рт №  .  а Ы  С,.

Тогда в силу Л-гиперболичности многочлена Р  и условия 1) на функцию h € II 

имеем с некоторыми вещественными постоянными Сշ, Сз

Rcrk = C \ ֊ Y / В сЪ < C , - C 2Y , Щ  -  Im T j^ )N )  < 
іфк іфк

< < * £ « { - / т ч ( 0 Я ) ;  ..... п.
№

Отсюда непосредственно получаем, что Р(£ + ir N )  փ 0 для произвольных (  е  

R" и г  > Сі  (ո -  1)հ(Հ), т.е. многочлен Р  հ -  гиперболичен относительно 

вектора —N. П

Из этой теоремы пепосредствеіпіо следует следующее утверждение,

Следствие 3.1. Многочлена Р  հ - гиперболичен относительно вектора N  то­

гда и только тогда, когда cywficmaye.m положительное число с. такое, что 

Բ{Հ + irN ) փ 0 для всех ( т ,0  £  Rn+1, |т | >  с հ(Հ).

Следуя Л. Хермандеру для точки Հ € R n, многочлена Р  п числа է > 0 введём 

следующие функции (Хермандера) (см. [6], формулы (10.1.7) и (10.4.2))

« ю -  J e m s p , д м = ^ > ю р < « .

Говорят, что многочлен Р  сильнее многочлена Q и записывают Q Р, если с 

некоторой постоянной С > 0

й а < с Н о  ч е к - .
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Оказывается ( см.[6], теорема 10.4.1 ), что Q < Р  тогда и только тогда, когда 

существует постоянная С\ >  0 такя, что

< З М  < C iP fc  t)  ѵ? € R", V/. >  1.

О пределение 3.1. Пусть Ь €  Я. Будем говорить, что многочлен Р  f t - сильнее 

многочлена Q и запишем Q Р. если с некоторой постоянноіі С > 0 

Q (U ) < C P ( ( ,t )  V (e ,t)€ R "+1. V/ >  հ.(Հ).

Из условия 1) на функции множества II  следует, что Q < Р влечет Q -<І։ Р, 

для любой հ €  Я. Обратное не верно, что подтверждается следующим приме­

ром

П ример 3.1. Пусть ո =  2, Р (()  =  К ? - $ ) 2, 0(5) =  ?? я А(5) =  (1+ІШ І/2 

Легко проверить, что с некоторыми положительными постоянными С),Со. мно­

гочлены Р к Q  на последовательности £* =  («,§}:■ տ =  1.2,... удовлетворяют 

следующим соотношениям

C f1 **' <  (5 ( f  ) <  С, s3; С2- '  տ2 <  P ( f ) <  С-չ а2: я =  1.2.....

т.е. P  не сильнее Q.

С другой стороны, простые подсчеты показывает, что с некоторыми поло­

жительными постоянными Сз,Сл и для всех 5 £  R2, t  > 0 многочлены Р  и Q 

удовлетворяют соотношениям

ftbO sfltef+ftfM » հ  I ‘а+<*). г  « I # -  eS)<+о
из которых непосредственно следует существование постоянной Сд >  Ո такой, 

чтоЩ і )  < С * Щ , է) для всех ({,*) 6  й 3, է > հ(Հ) т.е. Q Հ ՛՝ Р.

Л ем м а  3.1. Пусть Р  и Q многочлены от п  переменных, а функции h,l>\ 6  Я 

удовлетворяют условию

(3.3) С М )  < ІЧ (?) < С М )  4Հ €  R",

где Сі и С-> некоторые положительные постоянные. Тогда 1) Q Հ1' Р  тогда и

только тогда, когда Q -<Л| Р. 3) Q(0 ) -<՛՛ Р(0-) д м  любого 0՝> 0.

Доказательство. Ясно, что для любого многочлена R  порядка не выше m и для 

произвольных г  > 0,£ е  R ".f > О

< Հ Հ ,է) < (т ах{Ь І})п'Щ л ) .
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Следовательно Q -,к Р  тогда и только тогда, когда для любого т  >  0 существует 

число 6'і =  С'з(г) > 0 такое, что < C zP fa rt) , Հ е  R", է > հ{Հ), или, что

то же самое Q ((,0) < Շ3Բ(Հ,0), Հ Տ К”, 0 >  rfe(?).

Пусть т  =  С'і (см. неравенство (3.3 ) ) .  Тогда в силу левой часта (3.3; нера­

венство Ч > Іі\(() влечет неравенство б > г/ւ(ք). поэтому отсюда следует, что 

<3(Հ,0) < G3P((,9 ), f  €  R", 0 > Л,({), т.е. Q -<Лі Р.

Д ля доказательства того, что Q -Հ*1 Р  влечёт Q -Հ1* Р  достаточно воспользо­

ваться неравенством jy-Ai(S) <  Л(£) < ^ / i |  (?), { €  R", являющимся следствием 

неравенства (3.3).
Докажем пупкт 2) леммы. Пусть Q Հ հ Р, т.е. с некоторой постоянной С.֊, >  (1 

Q(Z.t) < C4P(? ,t), Հ е  R", f  > ft(0. или. ''то тоже самое

<3(0і», 0  <  C4P(0,h t) Ѵ*| 6  R " ,t > Л(О)і).

Применяя свойство 3) функций Л 6 Я  и доказанный пункт настоящей леммы, 

получаем доказательство пункта 2). О

Ле.мма 3.2. Йели однородный многочлен Р,„ гиперболичен относительно век­

тора N  £  R", то существует число с>  0 такое, что

(3.4) c - l Pm& t)  <  |Pm«  +  UN)I <  cP,„(f,t) V(f,t) б Rn+1, t  > 0

Доказательство. В монографии [6], формула (12.4.3) доказано, что ո условиях 

настоящей леммы, с некоторым числом С[ >  0 имеет место неравенство 

С,РЛ»/) < |P m(f) +  «W)| Vij е  Rn.

Отсюда и из однородности многочлена Р,„ следует, что

Сі<"|р.,(|) < і-р „( |+ д а) | = |«.(տ+ա»)| ч  s  к".

Так как для однородного многочлена Рт справедливо тождество

г р ,  ф - ^ Е і я Р ф и 1- -

- ^ Е і Ч І Л а і  - « . I f .  1) V K ,t)e « " M ,l> 0 ,

то из последних двух соотношений получаем

C]Pm(f,() <  |P,„(f +  ііЛг)| Ѵ(?,і) €  R"+1, t  >  О, 

что доказывает левую часть (3.4). Правая часть (3.4) получается непосредсвеи- 

ным применением формулы Тейлора. □
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Л емм а 3.3. Пусть h е  Н, Рт однородный многочлен порядка т и Q многочлен 

порядка к < т, представленный в виде суммы j  однородных многочленов

u s )  в и - Е о . и .

Если Q ■<’' Pm1 то Qj ՜ 1'1՛  Pm j  =  0 , 1 , !k.

Доказательство. Пусть t0,t\ , . . . , tk попарно различные, отлнчныеот нуля чис­

ла. Так как определитель матрицы (/'•)),=0 отличен от нуля и

<Э(«і«) = р } С Ш  і  = о, і: fc,

то существуют числа {i(.j}(‘3=o такие, что

(3.6) ..... ‘ .

Применяя лемму 3.1, в силу условий настоящей леммы и тождества ( 3.0), полу­

чим существование положительных чисел С\ . Շ՚շ таких, что для всех / =  0.1..... к

ві(Е,<) < с , £ « « , < )  < С г £ р , „((,?, 1) »{ 6 * " .І  > />({). 
j=0 ;=0

С другой стороны, из однородности многочленов { Р Іг } следует, что для любого 

числа 0 ±  0 справедливо неравенство

«.(»;. о -  ^ р й " « і ѵ “՛ -  <

<C (0)Pra(£,f) V £ € K " ,t> 0 , 

где C(9) =  ока՛{1. (?՛"}. Поэтому положив C-j =  то:і'{С(^) 0 < j  < /,՛} получим 

для всех і = 0 ,! , ..., к Q,($,t) < С:,Р„.(5.f), £ 6 й " , і >  հ(Հ). □

Теорема 3.3. Пусть հ 6  II  и  Рт—однородный многочлен порядка т гиперболи­

ческий по Гордингу относительно N . Если мнпго՝иен Q порядка onlQ — к  <  т 

f t-  слабее Р,„. то многочлен Р,„ + Q  հ -  гиперболичен относите.т<о N.

Доказательство. В силу леммы 3.3 имеем (см. (3.5)), что Q, Հ1՛ Р,„ j  = 0,1...., к. 

Применяя формулу Тейлора и лемму 3.2, получим с некоторыми положительны­

ми числами Си Ch, С» для всех j  = 0,1,..., к, f  e R "  и г е  R1, |т | > 1ՀՕ 

\Q,({. +  irN )\ < C tQ M ,T )  < C2Pm((,r )  < C3|Pmtf  +  irN)\.



ОБ ОДНОМ КЛАССЫ СЛАБО ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

Отсюда для любого ռ  >  0 и для всех j  =  0 . 1 , к  получим

|Q ,-K  +  tV//)| < С3\Рт(с£ +  irN )\ Vf e  R", r  6 R1, |r |  >  հԽՀ].

В силу однородности многочленов Рт и {Qj} отсюда получаем для всех ? 6

Я“,т € Я * ,М > * ( « 0

(3.7) IQ j((  + ւ խ  < Сз<?т~’ \Рт(£ + І֊Л Г)| j  = 0,1 к.

к
Выберем число ао >  0 так, чтобы Օշ X] Հ " ՜} <  դ- тогда в силу (3.7) имеем

Ѵ к + i f  «и  < і я .к + i f .  «и -  Y ,  ա ք + i f  ff)i <l  Օէձ On “  Oq

< ІЯ.К+ І - » )  + £  <WS+ і-Я)1 -  ІП-К+ i-i» )+■70 “  ffo <70

+ 0 ( f + і ֊ Щ \  <  І Л .К + £ * ) l  +  E  IQ itt +  i f  *01 <ffo "o *o

< 5 ІЯ .К + і-« )І * { б Г ,т б 1 ',м > Ч ч в -2 іто
В итоге получается, что при соответствующем выборе числа «то дня всех Հ £ 

R", т  6 R1, |т| > Л(«тоО справедливо соотношение

(3.8) І|Д .К  ■+ i f  JV)I < КА. +«)(£+ i f  «)| < ||« .(£  + i f  *01-I  <r0 ff0 * 00
'Гак как в силу условий теоремы (см. также доказательство теоремы 3.1) Р,„ (£+

i — N ) փ 0 при т 5^0, то (см. Определение 2.1) имеем Рт (( +  Ф 0 при

|т | > հ(օսՀ). Тогда из (3.8) непосредственно следует, что Pm(£ +  iBN) + (յ{Հ +

tfl/V) յէ 0 при всех £ € Rn,6 € R1 и Ѳ > օօհխօՀ).

Отсюда и из условия 3) на функцию հ  получаем, что многочлен Р„, +  Q

հ - гиперболичен относительно N. П

Приведем два примера многочленов, не являющимися гиперболическими по 

Гордппгу, но являющимися հ - гиперболическими для определённых функций 

հ €  II. При этом во втором примере обе координаты вектора N  отличны от 

нуля.

П ример 3.2. Пусть ո  =  2 и Р(£) =  (£? -  $ ) 2+  £? =  ԲՀՀ) + Рз(?). Легко 

убедится, что многочлен P j гиперболичен по Гордннгу отпосителміо вектора 

Лг =  (0,1). С другой стороны, так как многочлен Рз не слабее многочлена Ра (см. 

пример 3.1), то по теореме Гординга - Свенссона ( см. [11] или [6], теорема 12.4.6)
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многочлен Р  не является гиперболическим по Гордингу относительно N  = (О,1). 

Однако, так как (см. пример 3.1) Р3 <h Р-і для հ{Հ) =  ( і  +  |?|)1/2 6 Н, то 

по теореме 3-3 многочлен Р является л-гиперболическим относительно вектора 

Л '=  (0.1).
П ример 3.3. Пусть п  =  2. Рю(€) =  ?ւ£շ, Չ(5) = і І і і і І і  +  £■])+ ?і + ($■ 

1ՀՀ) =  , § Щ Ж +  |?շ|2/3՛ N  =  (~Г Легко Убедиться в том, что Pw гипер­
болический по Гордингу относительно А' многочлен, Q -<* РІ0. но Q не слабее 

Р10. Поэтому мпогочлсн Р„, +  Q не является гиперболическим по Гордингу. но 

является /і-пшерболическпм относительно N.

A bstrac t. The paper considers Cauchy problem in the Gevre type multiauisotropic 

spaces. Necessary and sufficient conditions for unique solvability of this problem are 

obtained and the properties of operators (polynomials) that are hyperbolic with a 

specified weight are investigated.
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Аішотлция. В статье дано дслиа-субгармоіпічсскоо расширение части тео­
рии факторизации М. М. Джрбашина - В. С. Захарина, относящейся к пара­
метрическим преставлениям классов /Ѵ{ы} мероморфных ո единичном круге

MSC2010 number: 31А05,31А20.

Ключевые слова: дельта-субгармоннческие функции; потенциалы Грина; за­
ряды.

1. Введение

Данная статья распространяет на дельта-субгармонические функции часть тео­
рии факторизации М. М. Джрбашяна - В. С. Захаряна |1, 2[, относящейся к 
параметрическим преставлениям классов Дг{о>} мероморфных в единичном кру­

ге функций, содержащихся в классе Р. Неванлинны N  (для аналогов результатов 

статьи в полуплоскости см. [3,4|). Применяются обозначения [1, 2] и их модифн-

Всюдѵ ниже будем говорить, что функция ш[і) принадлежит классу іі, если

(i) о;(t) > 0, непрерывна и не убывает в [0,1),

(ii) w(Q) =  1 и /„' u(t)dl <  +00,

(ііІ) w(t) удовлетворяет условию Липшица с A, G (0.1] во всех точках է €  [О, I). 

При функциональном параметре ւօ(Լ) 6  !!, будем применять следующие опера­

торы, определенные формально на функциях «(շ), заданных в единичном круге

“Работа выполнена при финансовой поддержке Coiciencias Scholarship Program No. <Й7, г. 
рамках University of Amioquia CIEN Project 2016-11126.
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Թ =  [z  € С : |г| <  ']}, следующим образом:

(1.1) /уЫі?і(г)=  J  7/(zf)dwi(t), где աւ(է) =  ̂

(1.2) Luv(z) = Հ 0 )  + Լ աւՍ(շ). где U (։)~ \z \-— \i[g)-

Отметим, что L.M является упрощенной формой оператора, использованного в 

[1, 2] (см. лемму 1.1 в [5]). Кроме того, используем ядро тппа Коши [1, 2|

(1.3) C U *)e £ j j -  д п =  1, Ь к =  к £ і Щ ) ( №  № = 1 ,2 ....) ,

которое при любом w(t) е  П является голоморфной в D функцией и в частном 

случае степенных функций ш(х) =  (1 -  а)* ( -1  <  в  <  0) совпадает со степенью 

1 +  а  обычного ядра Коти:

а д = і і ֊ а д - r b .

Также будем пользоваться аналогичным ядром типа Шварца 

+2? ~к
S ,  M : = 2 C „ W - l - l  +  2 j ] i - .  г  £ D,

для которого

s - w - а д ՛  а д - й ՛  « » •

Легко видеть, что

(1.4) L „(r* |= r*A t , г 6  [0,1], *: =  0 ,1 ,2 , . . . ,£ ыи ( г ) | ^ = і = 1 , г е О ,  

и по (1.3), (1.4), LuCu(z) =  C0(z), z  е  D.

2. Факторы типа Б ляш ке 

2.1. Как н в |2|, мы используем следующее представление обычного фактора 

Бляшке:

(2.1)- ‘  > _ 1 І *  г , ( е В !  
1 - С г С  Ѵ |< Ц 1 ֊ 7  1 - Ճ  j  է

которое верно upu всех z փ Հ, включай отрезок կ  =  {z  6  В : Arg z  =  Arg (, |.г| > 

|C|}, где интеграл понимается в смысле главного значения. При фиксированном 

(  €  D \  {0} используем фактор тппа Бляшке М. М. Джрбашяна

(2.2) з е в .
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дж. э. ркстрино

где функция

голоморфна в В  (см. [2], стр. 42-43, формулы (1.60), (1.65)). Таким образом, 
функция b.Jz. Հ) голоморфна в D. где имеет единственный, простой нуль в точке 

с = С- Отметим, что М г -С) |шн| ֊  Ь0(г .() , г,С £ Ш>. Кроме того, справедливо 

представление

(2.4) М * ,0  =  ехр{-П(г,С)}, 0 <  И  < |С! < 1,:

ռ “ ՝ 0  -  £  К  ( ? ) + ° ֊  С т )  -  ‘] ^
(см. |2], стр. 43-44, формулы (1.67), (1.6S)). Мы будем пользоваться также дру­

гими свойствами функций Ьы(г, ()  и ծօ(ձ(), которые приводим ниже:

Л ем м а 2.1. Е ещ  ա(է) 6  П, то в любой точке г = ге‘* 6 Ю>

(2.5) Լա 1օջծօ(շ,С) =  log|<| +  Լ  + & J

Խ ^ , 0 - - Լ { յ կ  + 7 ± : - ’ } Գ « .(2.6) 

(2.

Доказательство. Формулы (2.5) и (2.6) следуют нз (2.15) и первой формулы на 

стр. 50 [2], поскольку значения !ogi>0(0,C) = log|(| и logiw(0,C) =  ֊  Jjjj —  rf.r 

вещественны, Формула (2.7) та. же, что (2.12) на стр. 49 [2]. Сходимость интегра­

лов на отрезке կ  = {z €  D : Arg г =  Arg (. \z\ > |(|} обеспечена липшнцевьш 
свойством функции oj(tj. О

Доказательство следующего утверждения можно найти па стр. 52-53 моногра­
фии |2|.

Л ем м а 2.2. Eaiuw(t) 6  Q, то при любом фиксированном (  (0 < |( | < 1)

- голоморфная в Թ функция, «  Re կ>ա{&ձ) <  0, г € В>.



О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ДКЛЬТА-СУЫАРМОНИЧКСКИХ ФУНКЦИЙ ...

Л емм а 2.3. Если ա(է) €  ft, то при любом фиксированном С (0 < |С| < 1) и 
любом Հ =  r t ‘f  е  Ձ

(շ-փ н  = h j „  Sui(zc *°)Լս  log :=  j m . о .

Если 0 < do <  ІСІ <  h  при любом г €  Dp :=  {z : \z\ < p) (0 <  p <  1)

(2.9) I Ju(s, C)| <  Cp.d,,^ J  jj(x)dr < + 00,

где С , > 0 - постоянная, зависимая только р, <4і и и;.

Доказательство. Ввиду (2.2), (2.3) и (2.1) функшія log щ ц }  голоморфна в В, 

и (2.8) следует «я леммы 2.2 и теоремы 1.6 на стр. 38-39 [2], поскольку ввиду 
(2.7) t J o g |b w(e'tf,<)| =  0, і) 6  [0,2jrj, кроме iJ =  argC- Далее, используя (1.1),
(1.2) и (2.1) получаем

/,wlog|6o(e”’, 0 |  =  log |СІ +  J  ֊  log|60(re"',C)|w(r)dr

Тем самым

Jw(*,C) =  l o g | d Л/,((г) +  /2(<т) +  /з(«г) +  / 4 И ^ ,
2 Jo J\<\

где n силу шггегралі.ной формулы Коти



ЛЖ. Э. РЕСТРБИО

С I 2' Н « )  = ֊  Լ (а -О -с ^ У
_ £  [°  & ,(« ”» 

1 - J - 2 ,  (ос" '~

X /  & < ” > , ь Л ^ ( ^ ) ՛  * > № ՛
W£J\w\=i (< ™ -£r)2 I  о, Kir.

p  1 [  Հ ձ * " №
՚ շ - Jo (ո -  С,с.-,вт)- 2тгі _/|,„|=1 (я  -  (w rj2

. / * * ( ? ) ՛  '< № ■
ԼՕ; <7 > |քjr.

Следовательно, получаем

J M , a - b M - \ J a » W r J “"  ’ք Հ գ ի

-  i C * )drL  м 5* "  ( 5 )  * -  Ц  “ (r)* £  5 s :  ( т 1) *
:= log |C| +  Ki +  /<շ +  /<,.

Если ;  =  re ՛*  6 Ю>Р (и do < Id <  1), to

Далее, при |C| < cr < |C|/r

І ? 5'“ ( т ) І і І а д ’ | K , I£ ^ r X " < r>rfr

При I d /r  <  <T <  1

,  S'Jp)
w sW £"w4՝՝

Наконец, при |£| < a  < 1

^ K ( ^ ) I S ^ P '  |J՝', l £ 2 ^ ) i

Из этих оценок следует неравенство (2.9). П

3. Потенциалы типа Грина 

Как хорошо известно, обычным потенциалом Грина в В является интеграл

ел ) a h - - / /  s i f ^ f U a  « 6 в,
JJ k k i  11 — Cz I 
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садящийся при любой борелевой мере и(() > 0. подчиненной условию Бляшке

Следующая теорема относится к сходимости потенциалов тіша Грина, содержа­

щих факторы Бляшке-Джрбашяна (2.2)-(2.3).

Теорема 3.1. Пусть ա(է) е  П и v(Q  > 0 - борелева мера в В, с носителем в 

кольце {С €  D : 0 <  do <  |С| <  1} «  такая, что

сходится о D, где является субгармонической функцией с риссооской мерой ւ/(Հ).

Доказательство. В любом круге Dp (0  <  da < р  <  1) будем понимать потенциал 
типа Грина как сумму Ры(г) =  Pa{z,p) +  Uu(z,p), z  €  Dp. где

Докажем, что Pu (z) сходится в D в том смысле, что при любом р  6 (rfg, 1) потен­

циал Ро(г,р) сходится в Ш>, а функция и ш{г,р) is гармонична в ІВР.

Ввиду голоморфности функции Ьщ(г,() в D и ее единственного нуля в точке 

z  =  С, в У ы \г ,р )  подынтегральная функция log|b<j(z, 01 гармонична в 3>̂ . По­

этому, полагая, что z  =  ге,й, (  =  Ае'ѵ, где 0 <  1?.<*з <  2гг, г  < р \,  и р> е  (0, р) 

фиксировано, затем используя определение (2.4) ba(z, 0  получаем

Тогда потенциал типа Грина

Ա  1 Լ  log м . ,  о н о

- обычный потенциал Грипа, сходящийся в D, поскольку



Следовательно, получаем

!F " >(*-a B j L > |belw "  0 н “ ^ )

где Й  > 0 постоянная, зависящая только от рі, р  и do- Тем самым, модуль 

подынтегральной функции в uL'](z,p) обладает незавпеимой от г  €  Ծր, , сумми­

руемой мажорантой, и следовательно, интеграла U u \z ,p )  гармонична в 5>,,. Для 

доказательства гармоничности U „ \z , р) в Вр, заметим, что его подынтегральная 

функция гармонична в г 6 В, а интеграл равномерно сходится внутри 10>я ввиду 

опенки (2.9). П

Следующая лемма относится к обратному оператору для Լ ա.

Л емм а 3.1. Если и  6  П. то уравнение Вольгперра

(3.3) - J  *  ( ! )  <E5(f) =  1 для п. в. ж е  (0,1)

имеет имеет неубывающее решение ы(х) такое, что w(l) = 0, 0(4-0) =  1 и 

ш(х) < [Ц®))-1 для всех 0 <  х  < 1. Более того, оператор Ьш взаимооднозначно 
переводит любую гармоническую в круге |г | <  R  < +.эо функцию в функцию 

гармоническую о том же круге, и

L - l v (i)  - L z u ( z )  = - J  н(га)Щ о). z  €  D.

Доказательство. Пользуясь теоремой 1.1 из [6] с і*>і (ж) =  1, աշխ) = ш(х) полу­

чаем функцию ш(х) := 3(х) с нужными свойствами. Далее, нетрудно видеть, что 

при I  с іо оператора կ  к функции ս(.տ) гармонической в круге |г| < Ո < +со 

означает лишь умножение коэффициентов гармонического ряда и(г) на Ді- := 

A k (ы). Таким образом, Լա является взаимооднозначным соответствием между 
гармоническими функциями. С другой стороны, в силу (3.3)

а  = Լ տ ֊ > , ե  * ֊ Լ յ ֊ կ , Լ  < * (֊)  m

= j a m  J j - Վ ^  Լ է հ<ւս(է)Լ  x k-՝uj(x)dx

- k  j  tk~lw(t)dt. j  x k- l b>(x)dx.

Следовательно A*(w) = {Д*(й)}՜ а  применение կ  означает умножение коэф­

фициентов гармонического ряда на Д*(й). О

Теперь применим оператор Կ  к потенциалу типа Грина.
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Теорема 3.2. Пусть ш(х) Տ ն ւ ւ  борелсоп мера і/(С) > 0 с иосите-ісм в 0 < 
'1<> С ІСІ < 1 потенциала типа Грина Pu (z) удовлетворяет условию (3.2). Да.ісс 

пусть при любом /> £ (0,1) замыкание множества Arg {(support;/) П В,,} имеет 
и улевую лебегову меру. Тогда функция Lu Pu (s) гармонична в области

В = { 2 € В : * г  и  Л
Հ cewppi/ >

и пн утри V  представима абсолютно и равномерно сходящимся интегралом:

(3.4) L„Pu (z) = [ [  L JoK M *,C )kM O , * € D .
J J  ІС!<І

Кроме того,

(3.5) Л і - а і  \L»P»(Te<*)\lW =  °- 

Докаяательство. Отметим, что функция

(3.6) F(z) = \ \  i jo g iM ^ .O k M O
J J  іскі

гармонична п V. Действительно, любой компакт ЭС С D - на расстоянии р\ >  0 от 

d'D, и оценивая модули подынтегральных функций в (2.G) получаем мажоранту 

модуля подынтегральной функции (3.0) в любой точке z  =  rc,fl е  ЭС: при любом

t е  (о, і]

I u log|M3t,C)| =  -R e  Ա  x  +  ы(х¥ х ■= -h +  h .

и очевидно

|./1І < M'd բ [  w(x)dx, \J2\ < M'J [  u{x)dx,
J id •'id

где № ԼւԲ, , №Լ.ր, - постоянные, зависящие только от du и р\. Тем самым,

\ F ( z ) \ < [ [  iL J o g l^ I z .O lH O
JJ  Id<i

< Mdo,P1 [ [  i f  u ( t)d t\  dv{ 0  <  +00,
JJ id<i V icI /

где Ա ւ,հՐ, = max{M'dnpi, ), и іпггеграл в (3-6) абсолютно и равномерно 

сходится в X , внутри которого представляет гармоническую функцию, посколь­

ку ввиду (2.6) функция Լ ա log \bu (z, f ) | гармонична в D \  կ .
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Теперь, применив лемму 3,1. где ա{է) - невозрастающая на 0 < I < 1 функция 

такая, что w (l) =  0, w(+0) =  1 и u(t) <  (w(t)]-1 , при г 6  X  получаем

йг№ !1 £  " * *  Տ Լ  ( / t|“W 4')  Հ +0°-

Эта мажоранта подынтегральной функции в (3.6) обеспечивает гармоничность 

функции L sF {i)  во всем круге D и позволяет перенести примененный к F{z) 

оператор L-- под знак интеграла по j(| <  1. Таким образом, в силу (2.6) и равен­
ства կ .Լ սՇ ս(շ) = Cu(z) получаем, что при любом г е Х

L*F(z) = - j \ ( z < ,) d w { a )  =  Ц  [ - £ і и 1о8 ! Ц М І < в д ]  Щ

=  / /  Խ Խ  log K ( z - 0 \ М 0  =  f [  log М * .  C)kMC) =  PJ.z), 
J J k\< 1 JJ  KK.1

что верио для всех г € V  в силу единственности гармонической функции. 

Отсюда, применив оператор Լա в силу леммы 3.1 заключаем, что £уР„(г) = 
F{z), |z | < rf«, т.е. формула (3.4) верна в \z\ < do и. теме самым, во всей области 

V . Наконец, для доказательства (3.5) отметим, что

(3.7) Г  Л і Ш  к і < 1.
Jo •'Kl

где Сш.а, постоянная, зависящая лишь от ш и с/и (см. (2.14) на стр. 50 [2]), и 

очевидно

(3.8) | ” | £ . Л ( г е * ' ! | | ^ £ u ( ( ) * j * ( C ) < + ~ -

Поэтому, в силу (3.4), одной версии леммы Фату (см. [7], том I, III.9.35) и фор­

м а м  (2.7) получаем

liinsup J  \Ьи Ри(ге'*)\М  < liinsup J J  dv(Q j  |LU log\Ьи(іе '° .С)| |(М

< [ [  di/(Q f  lim sup |Լա log |ftu(rew , ()j|<W =  0. О 
J J  if lo  Jo r-*i-o

4. Весовые классы дельта-субгармонических функций 

Всюду ниже полагаем, что (/(г) - дельта-субгармоническая в Թ функция, т.е. 

является разностью U(z) = U\(z) -  U-i(z) двух субгармонических в D функций. 

Кроме того, полагаем, что риссовская ассоциированная мера функции U(z), т.е. 

ее заряд і/((), минимально разложен в смысле Жордана, т.е. v{Q  =  р+(С) -  

//_(С), где і/±(С) - положительная и отрицательная вариации меры и(£) - суть
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неотрицательные борелевы меры с не пересекающимися носителями в Э. Две 

дельта-субгармонические в В функции U(z) =  U\{x)-U ;{z) и V(z)  =  Ѵі ( շ ) - Vo (г) 

равны, т.ц. £/(г) =  V(z), если Uj(z) -f Va(z) = Ua(z) +  V](г) всюду в D.

Отметим, что если заряд ւ/(Հ) функции V (г) таков, что потенциал Ры(г) сходится, 

то функция «(г) =  U(z) -  Рш(г) гармонична в 5>, и L-JJ(z) =  Lau{z) +  І а Ра[я), 

я  € О, где /.„«(շ) и f.u P J z )  вполне определены выше. Далее, если функция U{z) 

дельта-с.убгармони'ша в круге Од (0 < Я <  1), то при любом г  € (О, Я)

- щ si - J J  յ»„ (і, £) I rfv(c)
гармонична в |z | <  г. Тем самым, ввиду леммы 3.1 и теоремы 3.2 функция

(4.1) ւ.Հ։).լյւ(ւ)-յյ
гармонична в \z\ < Г, и в силу (3.7)

sup [  \Ьии(реів)Ш  <  +00 
о </><r< Jo

при любом г7 € (0, г). Очевидно, этот супремум ограничен и  при г' = г. Следо­

вательно, по (3.5) приходим к пуассоновскому представлению

Подставляя г =  0 в разности двух представлений (4.1) в |г | <  г <  Я и в | ; |  < 

го < г, где го фиксировало, приходим к аналогу формулы Йенсена-Нсваплннны:

I I
(4.2) —  /  ЬшЩг0е*>)М = —  /  L^U{Tc՝°)dd

ЛИ ./о 27Г Jq

֊ / /  ( [ '  * Ц * Ю - / 7
ѴЛ„<К|<г \Ѵ|<|/Г ® У j j|<|<rq \J |< |/r  *  /

где г(| < г  < Я. Далее, вводим w-характеристпки неванлинновского типа: 

t>Ur, ±оо)«  ֊

ЛЦг, г .Д о ,)  ■  j T  * * М  ՜) " * 11*1"  ( ; )  *  +  /  ( £

=  J T w±(t)-n±(ra)u ^

Ты(г, ?՚ս. ±oo) =  m„(r, ±oo) +  JV„(r, го, ±oo),
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где п±(г) = Д {|< і а в+ =  т а ф .О } ,  а =  л+ -  а. Отметим, что приве­
денные величины с -гоо характеризуют близость функции L JJ{z)  к +оо, а тс, 

которые с - о о -  близость LaU(z) к -оо . Тем самым, формулу (4.2) можно на­
писать в виде равновесия между характеристиками роста и убывания функции

где интеграл справа - постоянная.

Определение 4.1. Если ա(է) 6  ft, то Лгц - класс дельта-субгармоішчсскш: в Թ 

функций U(z) таких, что:

(i) носитель асоцированного с U(z) заряда и лежит вне круга |.sj < ւ1գ < 1 

и при любом р 6 (0 ,1) замыкание множества {Aig (supp ̂ г Ц Ц  имеет 

нулевую лебегову меру.

(ii) При некотором 0 < го <  I

Отметим, что если соотношение (4.3) имеет место при каком-либо 0 <  г# < 1, то 

оно справедливо при любом г0 е  (0,1).

В следующей теореме дано параметрическое представление классов Nu .

Теорема 4.1. При любом ш £  ft класс Nu совпадает с множеством функции 

представимых в виде

где рЩ  - функция ограниченной вариации па |0,2тт], в //(() =  (С) -  "֊(С)>

где и±( 0  > 0 - борелевы меры с поемпеля-ии в каком-либо кольце іІѵ < |Cl < I ՚ 

далее, при любом р  € (0.1) за.\ткапие множества {Arg (supp і'±) Ո է>„) имеет 

пулевую лебегову меру, и

Меру р(іІ) в (4.5) мооісио найти по формуле обращения Стилыпъкса:

< г0 <> < 1,

(4.4) sup Ти{г, г0, +оо) <  + 00.



Доказательство. Если U{z) €  то ввиду (4.3) условие (4.4) обеспечивает 

ограниченность характеристик Nu{r, го, ±ос), откуда следует (3.2). Таким обра­
зом. потенциалы типа Грина с мерами і/± сходятся. Следовательно, функция

V (z) = U (z ) -  [ [  log \ b j z ,  C)|dKO 
J J  icKi

гармонична в D, что верно также для функции

кѵ {* ) - і»вд - J J  ւ .  hg |k.(«,o|*(a.
Кроме того, ясно что sup m,., (г, га. +շօ. ± Լ աՍ) <  +oo, и поэтому

гц<г<1

< sup [ т ш(г, го ,+оо ,ІшС/) +  тпи,(г,го>+ о о ,-£ иІ/)] < +ос>. 

Следовательно, ввиду (3.8)
,2*

sup J  \LuV{re'e )\(H) <  + 00. 

и воспользовавптсь теоремой 1.5 на стр. 37 [2| Тфиходим к представлению (4.5):

т - ^ J  J J m < 4 K M \ b ( o ,  = £ » .

где ц(0) - функция ограниченной вариации в [0,2irj. Далее, применив оператор 
յ.ա прпходнм к следующему пуассоновскому представлеіпно, влекущую (4.7):

L-VM- h C w ^ M<l)՛ гбВ-
Обратно, если U(z) представима в виде (4.5), то функция и{х) =  [/(г) -  Pw{z) 

гармонична в D  и принадлежит классу Սա из теоремы 1.5 на стр. 37 [2], т.е.

о<ч>і Ա  |u,„(rcIV)|<iyiJ <  +ос для ііиіг) :=  Luu(z).

Кроме того, это соотношение верно для Рш(г) в силу (3.8). Следовательно.

sup m u(r,+oo,LuU) <  + 00.

Отсюда и из (4.6) получаем

sup Гш(г,го,+оо,£„и) <  + 00, т.е. U(z) £  Nu .
П,<г<1 □
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A bstrac t. The paper gives the delta-subharmonic extension of the part of the 
factorization theory of М. M. Djrbashian - V. S. Zakaryan, which relates with t.he 

descriptive representations of the classes № ֆ }  of functions meromorphic in the unit 

disc, contained in Nevanlinna's class N  of functions of bounded type.
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Abstract. In this paper, we study ccrtain classes of analytic functions which satisfy a 
subordination condition and are associated with the crescent-shaped regions. We first 

give certain integral representations for the functions belonging to these classes and also 
present a relevant example. Making use of some known lemmas, we derive sufficient 

conditions for the functions to be in these classes. Some results on coefficient estimates 
are also obtained.

M SC2010 num bers: 30C45.
Keywords: analytic function; convex function; starlike function; subordination; k- 
uniformly convex; fc-uniformly starlike.

1. I ntroduction and preliminaries 

Let f t  (U) denote the class of functions analytic in the open unit disc U =  { r : |z | < 1} 

on the complex plane C, and for m  6  N =  {1,2,...} and a e  C, let

ՅՀ [a,m] =  { /  £ X (U ): f ( z )  = a + OmZm +  am+iz m+1 +  .. .} .

Denote 3f |1 ,1] by and let a  class of normalized analytic functions A m be defined

by

Л .  =  { /  e  Я  (И ): / М  -  « +  CW1*"+1 + . .  ■} 

with A \ = A . A sub class of Л consisting of univalent functions is denoted by S. Also, 

lot S’ and C be the subclasses of S comprising of functions /  which are, respectively, 

starlikc and convex and which map the unit disk U onto starlikc and convcx regions, 

respectively. Analytically, a  function /  belonging to the classes S* and G satisfies the 

inequalities

(1.1) «id И < {і +  ^ й } > 0  (*€ U ),

respectively.
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We say that an analytic function /  is subordinate to an analytic function g, and 

write f (z )  -Հ; g(z), if and only if there exists a function w analytic in U such that 
ш(0) =  0. |ա(շ)| <  I for г e  U and f ( z )  = j(w(s)). In particular, if g is univalent in 

U, then we have the following equivalence:

(1.2) Я * ) Ч ffW ^  /(0) =  9(0) and /(U) С <j(V).

Denote by У the class of functions p analytic in U, such that p(0) = I and Wc (р(г)) >

0 (* eU ).
In [121, Ma and Minda unified the approach to several classes by introducing a 

generalized subclass ?(©) of У. In terms of the subordination, a  function p 6 Г is 

said to be in the class if it satisfies the condition p ч  փ, where փ is analytic 

univalent with positive real part in U,<,6(U) is symmetric with respect to the real 

axis and is starlike with respect to <ծ(0) =  1 and Փ' (0) > 0. furthermore, the classes 

defined by

r m  = { f e A : z f { z ) / f { z ) e m )

m  =  { /  e  A  : 1 +  z f" ( z ) / f '( z )  e  ?(ф)} 

become, respectively, the classes S* and С when we choose <?{z) =  (I +  г)/(1 -  г). 

Recently, several results were obtained when ф(г) =  pk(z), where рь (г) is convex 

univalent in U and has the form:

sinh2 {(I  arccosfc)arc tanh -/z) , 0 < к <  1,

Pk(z) =

П А Т Е Л Я ' :

fc =  1,

4 i ՝ ’ 

where u(z) =  г  6 U and {e  (0, 1) is chosen such that

к =  cosh (тгЛ(ѵ/і ֊  Պ / Щ )  >

R(t)  is the Legendre’s  complete elliptic integral of the first kind (see |7| -  |10|). Also, 

we obtain the class S"(p*) of fc-uniformly starlike and the class G(;>k) of /г-uniformly 
convex functions defined, respectively, by

s ‘W  =  { / ^ : # ) / № ) e % ) }
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e(pfc) =  { /  6  A  : 1 +  z f" ( z ) / f '( z )  6  3>(p*)}.

Motivated by the above defined class 7  [ф) , we consider the function <j>(z) =  z +  

ւ/Г + ՜і 5 (г 6 II), and define the following classes:

(1.3) Д =  { р е :К : р ( г ) - < г + \Л + г 2 (z S U )} ,

(1.1) Д- =  { / б Л : ^ ! ^ + , / 1Т ^  ( * € « ) }

(1.5) Д '  =  | / б Л : 1  +  І ^ И ^ г +  У Г Т ?  (Г Е Е )} .

Observe tha t the function ф(г) = z +  V l + z2 (z 6  U) is analytic univalent and

I
c o st+  y/icoat |cost/2| for t e  [0, jt/2) U (37г/2,2тг), 
cost +  ~J2 |coat| sint/2  for t e  (ir/2,3jr/2),

0 for t =  iг/2,Зя-/2,

which shows that Wc {^(z)} > 0 in U. We note that ф(еи) for t  6  [0,2*) traverses 

a crexce.nl which is symmetric and convex along the real axis (see Fig.l below, and 

[16]). Also, in view of (1.2), we infer that

(1.7) Д  С ?  ,

implying that Д* С S* and Д е С 6. The subordination condition in (1.3) may 

equivalently bo given by

(1.8) | « » » ’ -i|< a|K «)l ( * e t l ) ,

and the class Д* as a subclass of S* with the equivalent condition (1.8) is the class, 

which was recently studied in [16]. Also, in view of Theorem 2.4 from [16], we observe 

that if p  G Д, then

(1.9) |р(г) + 1| >  \/2  and |p (* )- l |< % /2  ( z £ U ) .

The condition (1.9) implies that if p  G Д, then p(U) is the interior of the right-crescent 

formed by the circles (see Fig. 1):

(1.10) |ш +  1| =  Ѵ2 and | u i - l |  =  \/5,

and is starlike with respect to 1. Thus, the above defined classes Д ,Д ՛ and Д е 

are associated with the right-crescent, formed by the circles given by (1.10), and 

our attempt to define these classes are in the line of investigations of various other 

classes defined earlier and having geometric interpretations. For example, the class of 
85
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functions f  S. A  satisfying z f '( z ) /f( z )  -< \ZTTz (г € U) was considered in [17| and is 
associated with the Bernoulli lemniscate, while the class of functions /  6  A  satisfying 
z f '( z ) /f( z )  ч  \/1 +  сг was considered in [1]. It should be noted that in some recent 
papers (see, e.g., [2. 3, 4, 5]), certain function classes were considered, which were 
defined by the condition z f( z ) / f ( z )  Ч ?(г), where q(z) was not univalent, and these 
classes created difficult problems when considering their geometric properties.

The aim of this paper is to study the class Л and, in particular, the classes Д‘ 

and Де, and to obtain integral representations for functions from these classes and 

to derive sufficient conditions for functions to belong to these classes by making use 

of certain well-known results. Some results on the coefficients estimates for these 
functions are also derived.

The following two lemmas will be used in the proof of our main results.

Lemma 1.1 (see [14], Theorem 3.4h, p. 132, and [13]). Let ղ be univalent in У and 

lei 0 and <p be analytic in a domain H> containing g(U) with <p(w) փ 0. when w 6 <j(U). 
Set Q(z) = zq'(z) -ifi (g(z)], h(z) =  0[g(z)] +  Q[z), and suppose that either

(i) h is convex, or (ii) Q is starlike.

In addition, assume that

Fig. 1. ф(е“ ).

I fp  is analytic in U, with p(0) = 17(0), p(U) С D and

0 [p(z)l +  zp'(z) • ip \p(z)] Ѳ [9(2)] +  zq'(z) ■ <p (<j(z)| = h(z):

86



CERTAIN CLASSES OF ANALYTIC FUNCTIONS

then p ■* q, and q is the best dominant in the sense that p < $  => q Հ s, Vs.

If we set 0 [w] =  0 in the above Lemma 1.1, then the conditions (ii) and (iii) become 
identical and we have the following simplified version of Lemma 1.1.

Lemma 1.2 (see (14], Corollary 3.4h.l, p. 135). Let ց be univalent in U, and •? be 

analytic in a domain Թ containing q(V). I f zq'(z) • p  [ij(z)j is starlike, then 

zp'{z)-<p'\p{z))-<,zq'{z)-4>[q{z)\ => p -(q ,

and q is the best dominant.

2. Main results

We first give certain integral representations for functions belonging to the classes 
Д ' and Де, which wn use to construct a  specific example demonstrating the application 

of these classes. These integral representations follow directly from the definitions of 

Д ' and Де . Thus, we have the following assertions.

(i) A function /  e  Д’ if and only if there exists an analytic function j> € Д such 

that

/(z )  =  շ  exp ^

(ii) A function /  6 Де if and only if there exists an analytic function p  6 Д such

, ( / գ i

if there exists £

=/НЖ)
Choosing p(z) =  z +  v/l + z4 in the above representations (i) and (ii), we find that

So(*) =  j  jcxp  <+V'1 + t 2 - l dij  j du6

and obviously, we have zjft(z) =  /o(z). Further, observe that for some A  (-1  < A  < 1), 

the function p(z) =  maps the unit disc U onto the disc



and hence, if
14* Az

p(2) ՜  Г Г а~z 6 ?

then the endpoints (хщ рО ) and (|r{4 |,o )  of the diameter of the disc in (2.1), 

satisfy the inequality:

Therefore, we can assert that for some A (-1  < A <  1),

and hence, by using the representations given in (i) and (ii) for p(z) = we have 

the following example.

Example 2.1. Let 1 — л/2  < А  <  л/2 -  1, then

R. К. RAINA. P. SHARMA AND J. S0K6b

Now, by using Lemmas 1.1 and 1.2, we establish some sufficient conditions involving 

subordination for the class Д, where Д is defined by (1.3);

T heorem  2.1. Let g(z) = z + y /i+ 2 2. I fp € 0 {  satisfies

(2.2)

(2.3) V e  Д.

Proof. To prove the result, we need to show that

(2.4) p(z) Հ q(z), 2 €U .

Let

(2.5) « Н - » .  ^ H  =  -

be analytic in the domain D such that 17(H) С D. Then, it follows that

m

Now, for Z\,Z2 e  JUsuch that Q(zi) =  Q(zi), we have
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<«> *> T i X  - * ■  T T 3  > ; •  « « •

The case zj =  - 2շ is impossible because Q(z) is an odd function. So, we have only 

the ease zi =  Zj, and hence Q(z) is univalent in U. Also, Q(z) is starlike in U because 

»<?(*) 1 
Q(z) l  +  i*

Г О Д )
1 Q(z) I

Further, in view of (2.C), for function h(z) =  Ѳ [g(z)j +  Q(zj = q{z) +  Q(z) we have

« У Ц  , ՝ . * < ? ( * )
« М  , ( 1 e w  ՛

and hence, from (1.6) and (2.7). we infer that

4 w H > 0 ' ’ s u '
Thus, the conditions (ii) and (iii) of Lemma 1.1 are satisfied. By applying Lemma 1.1 

and using the substitutions given by (2.5). we observe that the subordination relation

(2.8) Ѳ [p(z)] +  zp'(z) • v  [p(z)| -< в  (?(z)l +  z</(z) ■ V  [,(*)]

becomes the subordination condition (2.2), which implies the subordination (2.4). 

This proves the desired result (2.3) of the theorem. □

Theorem  2.2. Let q{z) = z  + -v/1 + z։  (z €  U) and p 6 %. Then 

гр'(г) zg'(z) ^ 
p(z) q(z)

Proof. Let ip [t«] =  i  be analytic in the domain D such tha t q(U) С D. Then, for 

q(z) = z  + -/1 +  z2, we find from (2.6) and (2.7) that zg'(z) • y> [?(z)] is starlike in U, 

and the condition

zp'(z) ■ ip [p(z)] -< zq'(z) ■ у  [<?(z)| 

yields the subordination -< Now, by Lemma 1.2, we have p -Հ q, which 

in view of (1.3) establishes the desired result (2.9). П

In particular, choosing the substitutions: p(z) =  and p(z) =  1 +  zj , ' $ , 

respectively, in Theorems 2.1 and 2.2, wc get the Mowing results for the classes A ' 

and Ae, defined above by (1.4) and (1.5), respectively.

Corollary 2.1. I f  f  €  Л satisfies the condition:
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Corollary 2.2. I f f  €  A satisfies the condition:

г е и ,

then f  € Де-

Corollary 2.3. If  /  6 A satisfies the condition:

1 +  £Л £ ) _ ! Ш Ч :
+  / '(* ) / М  s /T + 7 ՝

г е и ,

then f  6  Д '.

Corollary 2.4. If f  Շ A satisfies the condition:

z ( z f( z ) ) "  г /" (г)  г
(г/ '(г )) ' f W  V W

г е і і ,

tten /  €  Де.

3. Certain coefficient estimates 

In this section we obtain some coefficient estimates for functions belonging to the 

classcs Д, Д ՛ and Де. To this end, wc use ccrtain inequalities stated in the following 

lemma (see [15, p. 108| and [11, p. 10[).

Lem ma 3.1. Letw(z) be a Schwarz function given by

(3.1) w (г) =  vjiz + աշz 2 + щ г3 + . . .  (г e  U ),

է/ւ«ոխւ| <  1, |աշ -  էաք I <  1 +  (|t| -  1) խւ|2 < max{l, |t|} , where t  e  C. The result

is sharp for functions w (z) = z  orw  (a) =  г2.

Theorem  3.1. Let p  Շ % be of the form:

I f p e A ,  where Д is defined by (1.3), then |р<| < 1  for i =  1, 2.

Proof. Let p  € Д be of the form (3.2), then there exists some Schwarz function 

iti(z) of the form (3.1) with |w(z)| < 1 such that

(3.2) Р(г) =  1 +  Х !р..г '‘-

(p(z))J ֊  I = 2p(z) • ю(г).

Hence, we have

i 1 +  ) - 1 = 2  [щ г + щ г 2 + щ г3 +  . . . ) .
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Comparing the coefficients of 2 and 2s on botli sides of the last equality, we get 

Pi =  u>i and 2p i + p j  =  2 (աշ + p )w ij.

Now, applying Lemma 3.1, we obtain

ІР1І =  H I  <  1 and |pj| =  |tuj +  y | < l ,  

and the result follows. □

Using Theorem 3.1, we obtain the following result that contains coefficient estimates 

for functions belonging to the class Д*.

Corollary 3.1. L e t!  Հ և ’ be defined by

(3.3) /(* ) +

(3.4) |oj| < 1 and a3 -  50? <  i .

CERTAIN CLASSES OF ANALYTIC FUNCTIONS ...

Proof. Let

/(*)
be of the form (3.2), then p € Д. Hence, using the series expansions (3.2) and (3.3), 

we obtain

1 +  =  ^1 +  ^1 +  f > 2" ֊ ’j  .

Comparing the coefficients of 2 and շ2 on both sides of the last equality, we get

(3.5) 2օշ =  pi +  օշ and Յ03 =  P2 +  pi օշ +  аз-

Now, applying Theorem 3.1, from (3.5) we obtain |pi| =  |օշ| <  1 and |рг| =

|2“3 -  Աշ| <  I- This proves the estimates in (3.4). □

We observe that if /  e  Д е, then z f  e  Д*. Hcncc, applying Corollary 3.1 to

function z f ' ,  and replacing o„ by no,, in (3.4), we obtain coefficient estimates for 

functions /  6  Де , which are given by the following corollary'.

Corollary 3.2. Let f  €  Де be 0]  the form (8.8), then

h i  < 5  and |o3 -  |« i |  <  ֊ .

The next theorem contains coefficient estimates in the case where the function g(z) 

has a  specific form.
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Theorem 3.2. Let g 6  ?  be of the form g(2) =  1 +  c„z" (|c„| < 1.n  € N), then

and observe that w(z) is analytic in U with w(0) =  0. To show that g € Д. we need 
to prove that |u(?)| < 1. By simple calculations, from (3.7) we find

provided that the condition (3.6) holds. Conversely, if g e  Д, then in view of (3.7), 
we have |w(z)| < 1, 2 £ U, which, in view of (3.8), shows that

or(|c„| -  2)2 >  2. This implies that either |c„| > 2+ \/2  or |c,,| < 2 ֊ ^ .  Since g 6 Г, 
in view of Caratheodory condition |cn| < 2 (see [6, p. 41]), we obtain the inequality
(3.6). П

Applying Theorem 3.2, we can determine certain functions belonging to the classes 
ձ ’ and Де as follows.

Corollary 3.3. Let f  6 Л be of the form:

</ e  Д if and only if

(3.6) |f t . |< 2 - v /2.

Proof. Define a function ա(շ) to satisfy

showing that

41 + l - ( 2 - ^ J  ՜ 1’

(3.9) /(շ )  =  շ exp (az) (|o| < 1. 2 € U),

then /  e Д’ if and only if |o| < 2 -  л/5.

Proof. Observe that for /  6 A  of the form (3.9), we have

Hence, by Theorem 3.2, g 6 Д or /  e  Д‘ if and only if |a| < 2 -  \/2. 

Similarly, we can prove the following result.
□
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Corollary 3.4. Let f  £ A  be such that

(3.10) f '( z ) =  exp (bz) (|b| <  1, z 6  U ).

then f  <z Де i f  and only if |i | < 2 -  \Jl.
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