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О  Е Д И Н С Т В Е Н Н О С Т И  Р Я Д О В  П О  О Б Щ Е Й  С И С Т Е М Е  
Ф Р А Н К Л И Н А

Г. Г. ГЕВОРКЯН, К. А. НАВАСАРДЯН

Е р ева н ск и й  государст вен ны /} университет  
E -m ails: ggg@ ysu .am , knavasard@ ysTi.am

А н нотац ия . Рассматривается общая система Фраи клипа, соответствующая 
парно регулярному разбиению отрезка [0;1]. Доказываются теоремы един­
ственности я  восстановления коэффициентов для рядов по таким системам, 
которые удовлетворяют некоторому необходимому условию и сходятся по 
мере.

M S C 2 0 1 0  n u m b e r :  42С 10; 42С 20.

К л ю ч е в ы е  с л о в а :  общ ая систем а Ф ранклина; теор ем а  единственности; ф ор м у­
л а  восстановления; /1-интеграл.

1. В в е д е н и е

В пастоящ ее врем я общ ая  систем а Франклитта активно иссл едуется  м ногим и ав­
торам и. Н екоторы е свойства этой  систем ы , пол ученны х в р абот ах  [1]-[4], мы у к а ­
ж е м  по м ере н еобходим ости . Н ачнем с  опр едел ен ия общ ей  систем ы  Ф ранклина. 

О п р е д е л е н и е  1 .1 .  П оследоват ел ьност ь (разб и ен и е) Т  =  {£„ : п  >  0 }  назы ва­

ет ся  доп уст и м ой  н а  [0; 1], если  to  =  0 , կ  =  1 , tn  G (0; 1 ), ո  >  2 , 0 ՜ всю ду  плот но  
в [0; 1] и  каж дая  т очк а է €  (0; 1) в ст р е ч а ет ся  в  7  н е  более ч ем  два раза .

П усть  Т  =  {£„ : п  >  0 }  доп усти м ая  последовател ьность. Д л я  п  >  2  обозначим  

=  {Կ  ■ 0  <  * <  п } . Д оп усти м  7г„ п ол учается  и з  7 п неубы ваю щ ей перестанов­
кой: 7Г„ — { г "  : т"  <  тД_х,0  <  t  <  ո  — 1} , 7Г„ =  0 ՜„ . Т огда  чер ез Տո  обозначим  про­
странство ф унк ций  определен ны х н а  [0; 1), которы е непреры вны  слева, линейны  
на и  непреры вны  в г " , есл и  т?_г  <  т "  <  тД_յ .  Я сн о, ч то  d im S n =  ո  +  1
и  Տ ռ֊ ւ  С  S n . С л едовател ьно, сущ еств ует (с  точн ость ю  д о  знака) единственная  

ф унк ция /  G S n ,  ортогональная Տռ- ւ  и  | | / | | а =  1. Э т у  ф ун к ц и ю  назы ваю т п֊ой  

функ цией  Ф ранклина, соответствую щ ей разбиению  0 ՜. И зв естно, ч то  ք(էո) փ  0 . 
П оэтом у полагается քԼէո) >  0 .

“Исследования выполнены при финансовое поддержке ГКН МОН РА в рамках научного 
проекта 15Т—1А006
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О п р е д е л е н и е  1 .2 . О бщ ая сист ем а Ф ранклина  { /» (іс )  : ո  >  0 }  соот вет ст ву­
ющ ая разбиению  7  определяет ся по п рави лу /ц (х )  =  1 , / і ( ж )  =  \/5(2:с -  1),
X е  [0 ,1 ], и  для п  >  2  ф ункци я  /„ (.т) е с т ь  ռ-вя ф унк ци я  Ф ранклина, соот вет ­

ст вую щ ая  разби ен ию  7 .

Д л я  последовательности կ  =  2Я !ѵ г , где ո  =  2fc -Ւ m , 1 <  m <  2fc, k =  0 ,1 ,2 , . . . ,  
получается классическая систем а Ф ранклина, которая эквивалентны м образом  
определен а Ф. Ф ранклином в [5[. И сследопанию  системы  Ф рапклииа посвящены  
м ного работ. С истем атическое исследование этой  системы  началось с  работ (С|, 
[7]. Зд есь  мы приведем только результаты  непосредственно связаппы е с  теоре­
м ам и, которые будут док азаны  ո настоящ ей работе.

Д л я  рядов по классической системе Ф ранклина док азан а  теорем а единствен­

ности, в условиях которой присутствует одн о необходим ое условие па  маж оранту  
частичны х сумм р я да  (см . [8], теорем а 3).

Т е о р е м а  1 .1 .  Д л я  т ого, чтобы ряд

был ряд ом  Ф урье- Ф ранклина некот орой ин т егри руем ой ф ункци и ք , необходиліо 
и  дост ат очно, чт обы  эт от  ря д  п .в . сходи лся к  /(ж )  и

lh n in f  ^А - m es е  [0; 1] : sup =  0,

где  m e s{A )  -  Л ебегова  м ера  м пооісест ва А.

А налогичная теорем а дл я  общ ей системы Ф ранклина д ок азан а  М . П . Погося- 
ном  в  [9]. В  работе [10] рассмотрены  кратны е ря ды  п о систем е Франклтпга.

П усть d  некоторое натуральное число. Р ассм отрим  кратны е ря ды  Франклішн

(1-1) Y 1  а ™Лп(х )-
mewg

где m  — (m -լ, ...,т іс )  6  No-вектор с  неотрицательны м и целочисленными коордн- . 

натам п, х  =  ( х і , . . . ,х а )  €  [0; l ] d и  / т (х )  =  / т ,( з : і )  ■ • ■ Smd {x d)- Говорят, что ряд
(1 .1) сходится по прямоугольникам в точке х , если сущ ествует предел

М Ё Ь =  Т .  « - / - М .
т < М

где т  <  М  означает m j  <  M j,  j  =  1 ,...,<1, а  М  =  ( M i , M j )  —> + о о  означает  
ішп,- M j  —> - f  оо.

Г. Г. ГЕВОРКЯН, К. А. ПАВАСАРДЯН

4



г

О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЯДОВ ПО ОБШЕЙ СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА 

В  р аботах [11] п  [13] д л я  р я да  (1 .1 ) п о  классической стгстеме Ф ранклина вве­
ден ы  обозначения

« * ( х )  =  ^  O m /m W , <r*(x) = su p |< 7 „ (x )|,
m:m*<2V v

гд« m  =  ( m i , . . . ,т а ) ,  и д ок азан а  следую щ ая тоерем а.

Т е о р е м а  1 .2 .  Д л я  т ого , чт обы  р я д  (1 .1 ) бъіл бы  ряд а м  Ф урье-Ф ран кли на  неко­
то р о й  функци и f  S  Z.([0; l ] d) , необходим о и  дост ат очно, чт обы  вы п олняли сь  бы 

следующие, услови я

( ] )  с ум м ы  сгц(х) по м е р е  сходи лись бы к  / ;
(2 ) lira in f ՛а - и -օօ (А • m es { х  е  [0; l ] d : sup„ |о-„(®)| >  А })  =  0.

13 настоящ ей работе аналогичная теорем а док азы вается д л я  ря дов  п о  общ ей  
системе Ф ранклина, порож денной  парно регулярны м разбиением  отр езк а [0 ,1 ]. 
П ри этом  вм есто  частичны х сум м  а „ (х )  и  ф унк ции ег’ (х )  п риходится рассм от­
реть всю последовательность квадратичны х частичны х сум м  и  м аж ор ап ту  этой  

последовательности.

2. Ф о р м у л и р о в к а  т е о р е м  и  н е к о т о р ы е  в с п о м о г а т е л ь н ы е  л е м м ы  

П ри исследовании свойств общ ей системы  Ф ранклина рассм атр иваю тся разл ич­
ны е условия регулярности  разбиения 0 ՜, введенны е в  р аботах  [2]-[4] и  [14]. В  н а­
стоящ ей работ е  м ы  п р едполагаем , что разби ен и е Т  пар но регулярно.

О п р е д е л е н и е  2 .1 .  Говорят , ч т о  д опуст и м ая  п оследоват ельн ост ь 7  парн о р е ­

гулярн о  с  п арам ет ром  7  >  1 ,  если  для каоісдого п > 2  и  1 < і < п  и м еем

где  пол агает ся  r " j  =  Tq =  0 ,  т ”+ 1  =  т "  =  1 .

Д а л ее  полагается, ч то  разбиение 7  парно регулярно с  пар ам етром  7  >  1 и  

{fn }% L о соответствую щ ая ей  общ ая систем а Ф ранклина. П р и  так и х  п редполо­

ж е н и я х  д л я  р я д а  (1 .1 ) введем  обозначения

(2 .1 ) S . M  =  £  « „ / „ ( * ) ,

и  S * (x )  =  su p „  |S „ ( x ) |.  В ер н а  следую щ ая теорем а.



Т е о р е м а  2 .1 .  П уст ь сум м ы  (2.1) по м ерс  сходят ся к  некот орой ф ункции f  и  
для некот орой последоват ельност и  —> оо вы полняет ся

(2 .2 ) Нште(А* • m ea fx  е  [0; l ] d : 5 * (х )  >  А *}) =  0.

Тогда для лю бого  m  €  1%' им еет  м ест о

а т  =  lim  [  [ f(x )]x t f m (x)rlx ,
./[од]-'

где
f f f x l l i  =  I  есл“  I /W I  —
1 Л ) ) л  1  0, если  | / ( х ) |  >  А.

Н апом ним, ч то  ф унк ция /  назы вается /4-интегрируемой п а  [0; 1 jd, если выпол­
няется

(2 .3) ^Игп̂ СЛ • m es{x  е  [0; l ] rf : | / ( х ) |  >  А}) =  0  

и сущ ествует

Ііш [  [ /(х )]д Л с  = :  (А ) [  f ( x ) d x .
J  |o,i]rf J[o.ij*»

П оскольку д л я  л ю бого m  е  Ng ф унк ция / т (х ) ограничена, то  при выполнении
(2.3) им еет место

Urn [  [ / ( x )] A/ m (x)rfx =  Urn Г  [ / ( x ) / m (x ))Ad x ,
А- >°° ./[o,i]< A- fo°  У[о,і]<*

если хоть один из эти х пределов существует.
П оэтом у и з теоремы  2.1 вы текает следую щ ее утверж дение.

Т е о р е м а  2 .2 .  Е сли  сум м ы  (2 .1) по м ер е  сходят ся к  некот орой ф ункции f  и  
вы п олняет ся условие

ли т_(А  ■ т е з { х  6  [0; l ] d : S * (x )  >  А }) =  0, 

т о ф ункци я J  яв л я е т ся  А -ин т егри руем ой и р я д  (1 .1 ) я в ляет ся  рядом  Фурье- 
Ф ранклина в  смы сле A -ин т егрировани я, т . е .  для лю бого  т  е  Mfj им еем

ат  =  (А )  [  / ( х ) / т (х)е£х.

О тметим, ч то  аналогичная теорем а д л я  классической системы  Франклина до ­
казан а  в  работе [12]. О днако и з  теоремы  2 .2  н е следует результат работы [12], 
так как там  вм есто S “(x )  рассматривается ст*(х).

Н ам  пригодится следую щ ая лем ма, док азанная в работ е  [13].
6
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Л е м м а  2 .1 .  П уст ь  ф ун к ц и я  G  определена н о Д  =  [с*і; /Зі] х  - • - х  [оу; թ յ\, d  G N , 
м л и ней ная  ф ункци я по каоісдой перем енн ой. Т огда если  L  =  m a x tg a  |G (t ) |,  т о

В в едем  некоторы е обозначения. П олож им  б ?  =  (r /Լ յ ,  r ^ .j )  и  { г ՞ } ,  к огда  0 <  

t  <  п . Ф ункции определ им  следую щ им  образом . Е сл и  т?1х <  т ” <  t £ . j ,  то  

Ѵ»?(т” ) =  s ‘i ՝  І  =  О Д і—і»», и  >р? линейна п а  [rJL-i, r j1], j  — 1 я , гд е  %  -  
символ К ронекера, т.е. <5у =  1, если * =  j  и  =  0, есл и  і  ^  յ .  Е сл и  ж е  т£_г =  
г" , т о  фуіпсции 9»" единственны е кусочно линейны е ф ун к ц и и  с узлам и
rj1, принимающ ие значение 0 в у зл а х , отличны х о т  дв ой н ого  у зл а  т -Լյ =  г ” , 
непреры вные слева в т£_г =  г ” , =  1, ¥>?-і (ті - і +  0 ) =  0, ¥>?(т” ) =  0,
іР і( г"  +  0) =  1.

Д л я  натурального п  п олож им  =  { 0 ,1 ,  . . . , n } d. Д л я  вектора j  =  ( j i ,  —,3 d )  G 
обозначим

Д “  =  л £  x - -  * 6 ? d , T f  =  ( r ? , . . . , r j i )

(2 .4) <$*(*) =  $ 4 * 1 ,  —»*<») =  V jx (* i)  (*<*)

ІЬ гд а

»»<*> -  £  « « / .» (* )■  
m £Ni

Н етрудно зам ети ть, что X /j=0  f ^ i x ) =  1, к огда  X G [0; 1]. С ледовательно,

0jn (x )  =  1, к огда  X G [0; l ] d, и  supp^j* =  S f .
JeM?,

О чевидно, ч то  си стем а  ф унк ций  {<6j‘}j6NJ обр азует  б а зи с  в  линейном простран­

стве

s " :=  \  X )  6“ / - ( * ) : 6 - G R
Ітегчй

П оэтом у верно следую щ ее утв ер ж ден и е.

Л е м м а  2 .2 .  Е с л и  G  G S „  и  G  փ  0 ,  m o сущ ес т в уе т  j  G N jj, т акое ч т о  

(G , Փ յ) Լ  G W } W *  3* 0-
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Обозначив

(2.5) « Г М  -

получим др угой  базис в S „ , с: условием

(2 .6) [  Л*р ( х )* с  =  1.

В ерн а следую щ ая лемма.

Л е м м а  2 .3 . Д л я  лю бы х  M j£°(x) и  п  >  п 0 сущ ест вую т  •числа օ յ  т а к и е , ч т о

Ѵ ( * >  -  Е  “ J « T W .
JGN̂

при чем

a j  = 1 ,  a j  >  0 и  a j  =  0 , если Д "  £  Д]1".
JeNrf

Д оказат ельст во . П оскольку ո  >  по , т о  е  ձ՚,„ где  j 0 =  ( j? , ■ ..,$ )■  П оэтом у  

сущ ествую т /9{ такие что

(2 .7) (&і) =  ^ 2 ^ ( р ? ( х і ) .

И з определения функций ^ ” > нетрудно зам етить, что թ[ >  0  н  /9- =  0 , если  
б? £  5Jo- Т огда, и з  (2 .4 ), (2 .5 ) и  (2 .7) получим

(2.8) М £ > (* ) -  2  Ч М ,"(*),
jeM*j

где a j  >  0 и  a j  =  0 , если  Д]* £  Д"ц° . И з (2 .8 ) и  (2 .6) следует, ч то  £ j eW* » յ  =  1. □

У бедим ся, ч то  теорем а 2.1 получается и з  следую щ ей теоремы .

Т е о р е м а  2 .3 .  П у ст ь  с ум м ы  (2 .1 ) по м ер е  сходят ся к  некот орой ф унк ци и  /  
и для некот орой последоват ельн ост и  —> оо вы п олняет ся  (2 .2 ). Тогда для  
лю бы х  m o, j °  =  ( j i ,  —,'jjj)  €  N^,0 и  ո  >  іпо и м еет  м ест о  

( S „ , M p )  -  В т  J

Д ействительно, есл и  m  =  (тщ , . . . ,m j )  е  Njf, т о  д л я  п  =  m ax, т .;  им еем, что  

fm  G Տո ■ С ледовательно, дл я  некоторы х a j  им еет место  / іп (х )  — 5Zje pjrf « j J l^ f x ) .  
Тогда, в  силу теорем ы  2 .3 , имеем

о »  =  ( s „ , / _ )  - 5 > м . , ц г > - ! > , & /
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ІІШ [  [ / ( х Ж Л п ( { х ) ) ( х ) Л о
1--+ГО 7[0,1]"

3. Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м  

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2 .3 . С начала напомним определ ен ие максимальной  

ф унк ции ЛС(<7, х )  интегрируемой ф унк ция у .  П олагаем

ж ( и ,х )  =  sup — —т г і I  I s W ! ^ ՛Q:Q3x m c s(Q )  J q

где верхняя грань рассматривается п о  веем  прямоугольникам , с граням и парал­
лельны ми координатны м граням и с центром  о толке х .  Д а л ее , говоря прямо­
угольник с центром  X, будем  подразум евать м н ож ество ви д а  x jL , խւ — i} i ,x i + t ) յ]. 
И з известной теоремы  Й енсссна-М арцинкевияагЗпгмупда следует, ч то  (см . [15], 
§2.3) если х л (х)-харак тернстическая ф унк ция м н ож ества А, т о  д л я  множ ества  

В  =  { х  : М (х ,ь  х )  >  С} вы полняется т е в(В )  <  C«j(C)~lm e s M ) , гд е  C j  - постоян­
ная , зависящ ая только о т  размерности d.

П усть tПо -  произвольное натуральное число и  j °  G . Зам ети м , ч то  если  

і  =  (*х, ...,*d) и ij/ц :=  ш ах„ і„  >  т о , т о  ( /i ,A ijJ ° )  =  0 . Д ейств итель но, поскольку  

о >  т о ,  т о  /о  / і ^  (я;^)Փ 'Ը ( х ^ )d x Uu =  0 , и п оэтом у

( А  " Г )  -  5 5 ^ 5 5  П ( Л .  « ■ ) - » •

С л едовательно, д л я  л ю бого ո  >  я іо  имеем ( 5 n , A/j"‘u) =  ( 5 mo, M J?°). П оэтом у, 

достаточн о док азать , что

(3 .1 ) յԱա^ J ( [ / (x )]a *  -  S n(x ))M y?°  (x )d x ^  =  0.

Д л я  произвольного e  >  0  найдется такое А՝о, ч то  д л я  всех  А՛ >  fco вы полнятся

(3 .2 ) С,լ  ■ А».. • m es(Е к) (127 2)<< <  e

m « . ( £ 0  <

f i s  =  { x S [ 0 .1 ] ' , : S - ( x ) > A » > .

B k -  { *  <= [0 .1J1* : М (* л .х )  >  (1 J , ' ) ՜ ' ) .

О бозначим
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Т огда

(3 .5) m e s (S fc) <  C d ( 1 2 т Ѵ  ■ и е а (Е к).

Л е м м а  3 .1 .  Е сли  Д ]‘ <£ В к, т о  |5 „ (х ) |  <  2rfAfc, к огда  х  6  Д ]‘ .

Д о к а за т ел ь ст во .  Д оп усти м  обратное, что д л я  н екоторого  х °  G Д "  им еет место
|5 „ (х ° ) |  >  2dAfc. П оскольку ф унк ция S „ (x )  линейная по  к а ж д о й  переменной
XI, I =  l , . . . , d ,  н а  x f =1[ т £ ,т ” +1], где  ւ/յ принимаю т значения  յ ւ  ֊  1  и  յ'<, для
і  =  1, . . . .d ,  то  д л я  некоторого і =  ( і і , і з ,  • • • ,*d) им еем su p  |5 „ (х ) |  =  կ  >  2d  \ k ,

xeA j՛
где  Լ , =  lin լ  |5 „ (х ) | ,  а  т,”  €  Д]*.

В  силу л ем м ы  2 .1 , имеем

(3.6) ■ »«.{*  е д м а . ( х ) | >  Л .}

П оскольку Т  парно регулярно с  параметром 7 , т о  д л я  л ю бой  точк и  х  6  Д "  
прямоугольник

Q  =  x f = 1 [a:, -  ( 7  +  1)(т„7+ ,  -  т£_г ) ,х і  +  (7 +  1 )(т£ +1  -  т £ _ ,) ]

содер ж и т  Д р . О чевидно, ч то  m es(Q ) =  2 մ(դ  +  l ) din cs(A [‘) .  П оэтом у  и з  (3 .6 ) сле­
д у е т

М (Х..,Ж) >  щ ^ .+  * € д -

С ледовательно, Д]* С  -В*.-. □

Ф иксируем некоторое к ,  д л я  к оторого вы полняю тся (3 .2 ), (3 .3 ). П усть  Ш і наи­
меньш ее натур ал ьное числ о со  свойством

(3 .7 ) { і  : r,m‘ е  Д £ °  и  Д Р 1 С  В к}  փ  0.

Зам ети м , ч то  m i  >  тп0. Д ейств итель но, есл и  бы  вы полнилось (3 .7 )  д л я  некото­
рого  ГПі <  77ІО, ТО ВЫПОЛНИЛОСЬ бы

m c s(B k ) >  т е а (Д [ Пі) >  ^ т с а ( Д ^ ° ) .

Н о , и з (3 .3 ), (3 .5 ) им еем, что tn.es(В*.) <  7 ~ dm es(A J^°). П олученное противоречие  
док азы вает, ч то  m i  >  mo- О бозначим

0m i =  { i  : т Г  е  Д ]г ° } ,  Зтпг =  О  е  Jm i : ճ ր  с  В к } ,  X „ tl =  3m, \ 3 m i.
10



О чевидно, ч то  Зт , Ո ^ т ,  =  0  и  Зт։  Ս Km , =  { і  : г ”'1 е  A jS °}. П оэтом у, применяя  
лем м у 2 .3 , найдем представление

(3 .8 ) л у -  £  о,'” 0 */,” ' +  2

О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЯДОВ ПО ОБШЕЙ СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА

где
} > 0 ,  р \т і ) > 0  и  2 3  a,(m i>+  2 D  А(т і>  =  I-

П рименяя л ем м у  2 .3 , д л я  каж дой  ф унк ции MJ"*, і  е  -Хт , , найдем  представление

(3 .9) А С 1 =  Y L  a j iW p i+ 1 , а ]  >  0.
* д ” ,+ ,с л Г '

Отметим, что дл я  м н огих і в сум м е (3 .9 ) только оди н  к оэф ф иц иент а ]  отличен  
о т  пуля и равен единице. О бозначим

Зш,+1 =  {> : ТГ“ +1 е  UJ63C™, А™11 , 3 ,т + 1 : =  { j  е  Jm i+1 : A jn,+1 С  -Sfcj ,

ЭСт,+1 =  З п іі+ і\Я т і+ 1 -  

П одставляя вы раж ения д л я  Л/,՞*1, і  е  ЗСт , , и з (3 .9 ) во  вторую  сум м у  и з (3 .8 ), и 
сгруппировав подобны е члены, получаем

(з.ю) Y1 Ріт,)мГ։ = Qi(m‘ 11)Щп,+г + X) A(mi11}і«Г,+1.
«еэст, іе з т ,+ і іеаст і + і

И з  (3 .8) и  (3.10) имеем

(3 .11) л г ,т  =  յ շ Հ 1Խ {  +  J 2  /01(m ,+1)Af1m ,+1,
i=m , le a  I t e x m i+i

где a,(,) >  0 , 1 =  m t , m t  +  1, /3,<ті+1) >  0. П о  индукции, д л я  всех  ո  >  т ,  определим

(3 .12) 3„ =  { і  : T f е  UjG3C„_, А]1՜ 1}  , 3„  -  { j  €  3„ : А]* С  S fc}  ЭС„ -  5 „ \а „ .

А налогично (3 .1 1 ), п ол учи м

" Г  =  Ё  £  <■?**/ +  £  а 1”’" " ,
і= т і іеЗі »еэс„

гд е  о ®  >  0 , 1 =  т-і, . . . ,ո ,  >  0. И з  лем мы  3 .1  и  (3 .12) следует , что

|5 п ( х ) |  <  2dA* , к огда  х  е  A ” , j  G ОС,,.

О чевидно, что д л я  л ю бого ո  им еет м есто  (см . (3 .4 ))

* > „ =  и  и д і с В *-
l=m, іеЗі
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С учетом (3 .2) и (3 .5 ), получим

(3.13) А* • m e s(D „ )  <  е.

Д ок аж ем , что д л я  л ю бого / ,  т \ <  I <  п ,  вы полняется

(3.14) |5'і(х )і Հ  2dAfc, когда х  €  Д { , і  е  Зі-

Д опустим  обратное. Д л я  некоторы х I е  і  €  й і и х  е  Д{ выполняется
|5 і(х ) |  >  2dXk- А  п з этого , как мы зам ети ли  при док азательство леммы 3.1, 
следует, что сущ ествует r j  €  Д {, такое что

т с к (Д І )
m es{x  е  A j : |5 /(х ) |  >  А*} >  ---- ^ -----

С ледовательно

(3.15) ш е .(Д ІП & ) >  — ֊ ^ .

Пусть m  такое, что Д { С Д „ 1 и  у  лю бая точк а и з Д ^ ՛ .  И з  регулярности по 

парам разбиения 7  я  Tj 6  Д { следует, что куб  Q  =  [ej .ryi] х  ... х  [е</. r/J с  центром  

у  п  ребрам и с  д л п п а м и і77„ - б т  =  ( 7 ( 7 + 1 ) + l ) ( ’’j m+ i - r j n։_ J)  <  З7 3 ( Վ , + ւ —Վ , - ւ )  
содер ж и т в  себе  Д ^ 1. Я сно, что

(3 .16) m es(Q ) <  (37 2) dm es(A j).

И з (3 .15 ), (3 .16) и у  G Д { С Q  следует, что М (^ Ё и у )  >  (Օդ2) ՜ 11.

П о определению  м н ож ества В* (см . (3 .4 )) , им еем у  е  В^. С ледовательно, 
Д ’й 1 С  Вк- С ледовательно m  0  ЭС/_і. Поэтом }' і  0  3(- П ол ученное противоре­
чие док азьш ает (3 .14).

О бозначим Н п  =  Uieac„ Д Г- Т огда и з  (3 .12) следует, что

(3 .17) |5 „ (х ) |  <  2“ ■ Afc, к огда  х  е  

О бозначим

«!”’ ( * ) -  Ё  2 > ! " " / ( * >  и eSr’ M -  2  д ' - ’м г м -
і=»щ іеЗі iesc,.

П оскольку а { °  >  0, /3,(п) >  0  и М /0"°(х ) =  е <п)(х ) +  в ^ \ х ) ,  т о  получаем

(3.18) 0  <  , f > ( « )  <  м р ы  <

(3 .19) 0  <  ffin)( x )  <  М р ( х )  <  С тоյօ .

12



О ЕДИНСТВЕННОСТИ 1-ЯЛОВ НО ОБШЕЙ СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА

П ерейдем  к оценке

(3 .20) ІЛ. J  +  Й “ >,

где

(3 .21) i t * - f  |[ Л * ) ] л , . - А > М І г 1 п>(= ф і* .

(3.22) ճ ՚՚ ՚-ք  \in*)h.-sititM"'Wdx-
J h „ c\ e „

(3.23) ճռ)= [  І[/ (х )]л , -  5 „ (x )| 4 " j (x)<Zx.
JH„ \E k

И з (3 .14) и (3 .17) ֊  (3 .19) следует, что поды нтегральны е ф унк ции  в  (3 .21) - (3.23) 
ограличены  числом С тоjo (2 rf +  1)А*. П оэтому, и з (3 .13) и (3 .2 ) следую т, что  

(3.2-1) СІ"’ <  е ■ и {5“ > <  в ■ С„,„ J.,d.

У читы вая, что / ( х )  =  [ /( х ) ] а ь д л я  х  & Е к  и последовательность 6 '„(х) п о  мерс  
сходится к / ( х ) ,  получим , что последопательпость | [ / ( х ) ] а ь - 5 ,„ ( х ) |^ й „ \ е \  ( х ) д ^ ( х )  
но м ере сходится к  нулю  и ограничена числом 0՚ՈԽյ o(2d +  1)А*. С ледовательно  

(3 .25) lim  = 0 .

И з (3.20) — (3 .25) следует, ч то  при достаточн о бол ьш их я  им еем шп <  Յտ ■ Cin„ jo ։ti. 
О тсю да следует (3 .1 ). Т еорем а 2.3 док азана.

A b s t r a c t .  T h e  pap er considers th e  general FVanklin system  corresponding t o  a  

stron gly  regular by couples partition  o f  th e  segm ent [0; 1]. For series by th is  sy stem , ive 

prove un iqueness theorem s and ob ta in  restoration form ulas for coefficients, provided  
th a t  th e  series converge in  m easu re and  sa tisfy  som e necessary  condition.
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Аннотация. В статье сначала доказаны некоторые расширения результа­
тов первого ия авторов, относящихся к гильбертовым пространствам „ 
функций голоморфных в в полуплоскости. Затем введены некоторые новые 
гильбертовы пространства А'£ типа Дирихле, содержащиеся в пространстве 
Харди Н2 в полуплоскости. В простршісвах Л* С / / 2 установлен ряд ре­
зультатов о представлениях, граничных свойствах, изомстрии, ыитерполя- 
цпи, биортогоналыіых системах н базисах.

M S C 2 0 1 0  num ber: 30Н99, 30Е05.
К л ю ч ев ы е слова: пространство Дирихле; граничные значения; биортогональ­
ность; интерполяция.

1. В ведение

Данная статья посвящена исследованию некоторых гильбертовых пространств 
А 2 типа Дирихле функций голоморфных в верхней полуплоскости G + =  { z  : 
Іш շ  >  0 } ,  которые подобны случаю р  — 2 , 7  — 0  рассмотренному в [1 , 2] более 
широких пространств Однако, новые пространства вложены в простран­
ство Н 2 Харди в G + . Сначала доказаны некоторые расширения утверждений  
теорем 4, 5 а 6  из [2], относящихся к ортогональной проекции и изометрии. З а ­
тем введены пространства А 2 с  Н 2 условием, что производная фу нкции при­
надлежит более широкому пространству А^, а, и в пространстве с  Я ՜ 2 дока­
зан ряд результатов о представлениях, граничных свойствах, изометрии с Н 2, 
интерполяции, биортогональных системах и базисах. Представляющее ядро рас­
сматриваемых пространств А І ,  которым также производятся аппроксимации, в 

'Работа выполнена в рамках исследовательского проекта CIEN Project 2016-11126 Уынвер-
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некотором смысле лучш е  ядра Коши и рациональных функций [3J, так как ого 
сингулярность на вещестпешюй оси интегрируема.

Результаты статьи являются полушшскосттлмп аналогами результатов работ 
[4, 5]. относящихся к гильбертовым пространствам ՃԼ С Н'г типа Дирихле в 
сдииншгом круге. В частности, здесь аппарат рядов Фурье-Тейлора замепеи ап­
паратом преобразований Фурье-Лшіласа.

2. Р а с ш и р е н и я  р е з у л ь т а т о в  о  п р о с т р а н с т в а х  „

В  этом параграфе даны пекоторые распгиротія утверждений теорем 4, 5 и G из 
[2|. Эти утверждения расширены на пекоторые пространства /1 £ 0, в которых 
рост функций ограничен более сильпым условием в оо, что необходимо для до­
казательства дальнейших результатов статьи. Начнем с некоторых определений  
из [1 , 2].

О п р ед ел ен и е  2 .1 . К ласс  (О <  р  <  -է-оо, —ос <  -у <  2) - мпоогс.бстпво 
голоморфных a G + функций J , удовлетворяющ их при даглпплпочно лихлнлі р  >  О 
и ft — arcsin -fa =  շ  - ■ к  условию типа Нпааплинны

(2 1 > I ( “ " W “ м  ֊
а іпакоісе условию

а д  ա տ ս , -

где rf/Uw(x 4- гу) =  dxdu>{2y) и  предполагается, чт о функция ы из класса 
(—1 <  «  <  + о о ), т .  е. задана в  [0 . +оо ) м удовлет воряет  следующ им условиями:

(і) ш не убывает  на  [0 , + о о ), іо (+0)  =  О и  сущ ест вует  строго убываю-щая 
последовательность 6k 4- 0 такая, что ш(6ь) такоісе строго убывает:

(іі) си (է) ж t l+ a  при некотором  До >  0  и любом  До <  է <  + о о  

(ք(է) X  у  (է) означает, что т у / (է) <  ց(է) <  ո ւշք  Լէ) с  некоторылш постоянными  
■mi, m -շ >  0). Лебегово пространство ԼԷ,Ղ - мноакест во т ех  функций в  С + , 
которые удовлетворяют только условию  (2 .2 ).

Отметим, что АР ^ (1 <  р  <  + о о ; - о о  <  у  <  1, ш е  Qa , а  >  - 1 )  является 
банаховым пространством с. нормой (2 .2 ) , как это доказано в предложении 1 .2  из 
fl], и превращается в гильбертово пространство при р  — 2 . В  дальнейшем б}’дем
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О ПРОСТРАНСТВАХ /»і ТИПА ДИРИХЛЕ В ПОЛУПЛОСКОСТИ

также исползовать ядро типа Коши М. М. Джрбашяна

(см. раздал 2  ո [2]). которое при любом си 6  П« ( —1 <  о  <  + о о ) является го­
ломорфной в G  v функцией и переходит в 2 +  о-степень обычного ядра Коши
при ա(է.) =  t i+a  (or >  —1). Отметим, что по лемме 3.1 из [1] при любых числах 
а  >  — 1 , в  €  ([а] — 1 , « )  и  р  >  О существует постоянная МР։Іյ >  О такая, что

(2 .3 ) * « « £ - * » = » » * > » > •

Кроме того, если ш - квадрат Волътерра функции ш, т . е. £5(0) =  0  и

(2.4) ш(х) =  J  иі(х — է)ժա{է),, 0  <  а: <  +оо,

то ш е  S2i+3a и (х) =  Ія (х)  (0 <  х  <  + со ) в  силу л ем м ы  4 из [2].

Т ео р ем а  2 .1 . Если uj е  £2а (—1 <  a  <  +оо) ті ш(0) =  0 , то

1°. Ортогональная проекция L^,o на А%։0 м ож ет  быть записана в виде

(2 .5 )  р „ / м  =  — JJ  /(* )< % •(<  -  ® ) < W « 0 .  *  6  С + .

2°. Любая функция /  е  допускает следующие представления:

(2.6) /(г) -  і  ! Լ է Я . | й ( .  -  w)dib,M

~ » / Հ »  ՜  « с

Доказат ельст во. Пусть /  е  Lt.o- Тогда, применив оценку (2-3) с թ =  се — е  и 
достаточно малом е  >  0 , а также неравенство ІЪльдера можно проверить, что 
при любом /  €  L%jt0  интеграл (2.5) абсолютно и равномерно сходится внутри G + 
и тем самым представляет там голоморфную функцию. Кроме того, пользуясь 
оценкой (2.3) и неравенством Гельдера можно доказать, что при любом фикси­
рованном р >  0 существует постоянная Мр>с >  0, зависящая только от р  и  е  
такая, что |Рш/(Л е ,й) | <  A'IP։CR $ +a~ i , тЗ е  (arcs in it — arcs in  , если R  доста­
точно велико. Тем самым, функция Рш/  удовлетворяет условию (2-1), и остается 
только доказать, что Ры является ограниченным оператором, переводящим в 

п тождественным на А * 0.  С этой целью заметим, что при любом /  £  Լ * >0
17
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и любом фиксированном z  =  х  +  і у  Շ G +

(2.7) л / м - տ Հ 4՜  '‘“ '’ ՜ ՞ ՚ ա ) ‘м '2”)

- I Г

( " ՛= “ + і “՛ ՛
где ^

/ .(է )  =  L i-n^ J  ̂ „ ֊ " » / ( »  +  iv )d u

- преобрамооаине Фурье функции /  на уровне іѵ , т. е. функции / ( и  4֊ it՛; €  
L 2(—o o ,+ o a ). Отметим, что равенства в (2.7) верны, так как по теореме Плин- 
шереля

при R  —> + 0 0 . И з (2.7) заключаем, что при любом z  (֊ G,+

(2.S)

где

ф<е> “ Т Л Я  /  =-*”/„(t)<fa(2«).y /Iu {t) Jo
Д алее, замена порядка интегрирования, преобразующая (2.7) в (2.8) справедли­
ва, так как ввиду (2.3) для фиксированного у  >  0 и достаточно малого е >  О 
существует постоянная М  >  0 такая, что

1 Г+оа г+оо -t(y+ v)  „

Ж І  ^ 2ѵ)і  У М | 14

< Հ  ”  [C s(2 i(v  +  и ))]ѵ а ІІЛ.(г)ІІ,..(о,+и, ) ^ ( 2 іО

^ с Г 5 ^ г й = Г < -
Используя неравенство Гельдера п  теорему Плангпе]>еля, из (2.8) получаем

(2-9) 11^11է*(օ,+օօ) <  ll/IU*.0,



О ПРОСТРАНСТВАХ Л* ТИПА ЛИРИХЛЕ В ПОЛУПЛОСКОСТИ 

а  п силу теоремы Пэлп-Випсра (см. [6j. стр. 130-131) ііз (2-8) следует, что

ИЯ./111; „ ճ ֊ ր  Հ +“  =  | | * | | l , m+=0).

Таким образом \\РшІ\\ь^ 0 <  ІІ/ІІь* 0> т- е- Рш переводит L *։0 в  Л^, п и \\РШ\\ <  1-

Пусть теперь /  6  А^,и- Тогда f ( z  +  ip )  е  Д э при любом р >  0 ввиду результатов 
главы 7 ո [7| (см. также раздел 1.2 ո [1]). Поэтому, ո силу теоремы Пчли-Випера

где - преобразование Фурье функции /  на уровне ір , и

П/(*+*0ІІ»(-о*+»> =  II П*+ірШ ’ = ІІ^ІІІ»(0.+оо)-

Далее, при любом ѵ >  0

h C
и поэтому

(2.10) p „ /w  -  - ֊ =  Հ +“  «-” Чо“ £(*)}*ір»>

-  p g  < « - ՚" 'ք .( է ) «  -  / ( * ) ,  » տ С +.

Таким образом, последняя формула верна во всей полуплоскости G'+ , и оператоі> 
Рш тождественнен на 0.

2°. Первая строка в (2.6) очевидна в силу доказанного утверждения I е. Д ля  
доказательства второго представления в (2.6) предположим, что /  €  Тогда,
как было показано выше, f ( z  -f- ip) €  IT2 при любом р  >  0. Поэтому, как хорошо 
известно (см., [6], гл. ѴІ(Е)),

— 1 Гп
//>(*) =  l i m. - =  /  е “ “/ ( «  +  ip )du  =  0  для п.в. է <  0 .Л—>+ос \/27Г J —lt

Тем самым для п.в. է >  0

/ ,< « -  й м  + Тл- t)  -  и ж  ֊  J  »-*“  {Не Ли +  ip)}*.,
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и как в (2.10) заключаем, что при любых і> >  0 и г б  G,\'

Іа+
{R e -  ■w)d/iUJ(w)

Остается заметить, что это представление справедливо во всей полуплоскости

З а м еч ан и е 2 .1 . В  случае степенных функций ս>(է) =  էղ+ռ (<т >  — 1) формула 
(2.6) переходит а представления, найденные в  [8 , 9] (гм . такоісе о [10J) . Д л я  
абсолютно непрерывных мер du  и пространств, определенных о несколько иной 
форме, и на многомерных трубчатых областях, первая строка формулы (2.G) 
была доказана в [11 , 12].

Следующая теорема является аналогом теоремы Пэли-Випсра для пространств

Т еор ем а  2 .2 . Если ш €  (—1 <  а  <  +оо) и  w (0) =  0, т о пространство А%х
совпадает со множ еством функций предствимых в виде

Доказательство. Пусть. /  е  Ճ Լ 0. Тогда формулы (2.11) и  (2.12) следуют из
(2 .8 ), а  из (2.9) следует, что ||Փ|Այ(օ,+օօ) <  II/IU® поскольку Рш =  I  на про-

G +. □

А І,

(2.11)

(2.12)

где -  преобразование Фурье функции ք на уровне іѵ.

странстве 0 с  L%,t0. Обратно, если функция /  представимав виде (2.11)-(2.12),
20
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ІІ/ІІ
_1_
2 тг У  d u & y) j y  \ f (x  +  iy )\2dx

J +°° dw(2y) J + X  =  ||Ф|ІІ9(о,+оо)-

Д ія  завершения доказательства остается заметить, что если функция предста­
вима в виде (2 . 11), то она ограничена в любой полуплоскости G+ (р >  0 ) , и, тем

З а м еч а н и е  2 .2 . Д ля  несколько иных пространств на т рубчат ых областях. С", 
с абсолютно непрерывными мерами dcu, аналог теоремы 2.2 доказан в [11].

Следующее утверждение справедливо в силу замечания 5 из [2].

З а м еч а н и е  2 .3 . П уст ь S  =  Тогда объединение LLe s  совпадает
со множ ест вом всех функций представимых в виде

где e~ et,P (t) е  Լ 2(0 , 4-оо) при любом е  >  0 .

Т ео р ем а  2 .3 . Если ш 6  Sln (—1 <  «  <  +оо), ш(0) = 0 ,  а и3 являет ся квадратом  
Волътерра функции и> (2.4), то пространство А~ 0 совпадает со м нож еством  
всех функций предствимых в G + в виде

являет ся единственной функцией из пространства Х арди Н 2 на G + , с которой 
справедливо представление (2.13). Кром е того. Hv’qll#* =  II/II а? 0 “ Р ՜  Vo-L-H՞3 
при любой функции <р €  Z/2(—оо, 4-оо), обеспечивающей представление  (2.13). 
Д алее, оператор Լ ա являет ся изометрией А~ 0 —> II2, а интеграл  (2.13) опре­
деляет {Լ ա) ՜ 1 «о  Н 2.

самым, справедливо (2 -1). □

(2.13) / ( г )  =  J  Сш(г  — t)ip(t)d t, где <р е  £ 2(—оо, +оо).

П ри любом ք  €  Л? ,) функция
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Доказательство. В  силу леммы 5 irj [2|

(2 і4 )  s f £ T ՝р (,)с֊ ( г - ,) ‘к = ^ Г ” ' ‘" ш Л ’ г е и І ՜ ’
где интегралы равномерно сходятся в 6 ,+ н представляют голоморфную в Сг+ 
функцию /  такую, что

(2.15) U W  -  ^  / _ Г  =  ѵ Я ?  j f ” * €  с + -
Тем самым, в силу теоремы 2.2 пространство Л? 0 совпадает с множеством функ­
ций, представимых в виде (2.13). Далее, если /  €  /1֊ 0 , то Լաք  €  / / 2, и очевид­
но, что это единственная функция из If3, для  которой верны формулы (2.13) и
(2.15). Кроме того, ЦДл/Цдо =  II/IU? 0 в силу теоремы 2 .2 , и если другая функция
գ> е  £ 2(—оо, +оо) обеспечивает представление (2-13), то  преобразование Фурье 
функции — Լաք  равняется нулю вне (0, + оо), т. е. уз — Tju f  \  ТТ2. Наконец, остан­
ется заметить, что Լա является взаимооднозначным отображением .4 ֊ 0 —► Н Л и 
интеграл (2.13) задает (1 ս) ՜ լ , поскольку операторы и (Լա)~ 1 действуют как 
умножение и деление н а Тш подынтегральных функций в (2.14) и (2.15). П

3. О п р е д е л е н и е  п р о с т р а н с т в  т и п а  Д и р и х л е  А 2 
П р е д с т а в л е н и я , и з о м е т р и я , г р а н и ч н о е  с в о й с т в о  

Теперь введем некоторые пространства А2 тппа Д ирихле, содержащиеся в про­
странстве Харди Н 2 в G +, установим представления, найдем явную форму пзо- 
метрии с II2 и установим некоторые граничные свойства функций из Д о­

о п р е д е л е н и е  3 .1 . Полагал, что функция 6  й „  (0 <  а  <  + оо) непрерыв­
но диффренцируема па (0 ,+ о о )  и такова, что о>0(а:) >  М х  (0  <  т. <  +оо) с 
некоторой постоянной М  >  0 , положим

ш(х) =  Wq(x), ші(х) =  I  wq(x  -  t)du>a(t), 0  <  x  <  +oo,
7 +0

и определим А2 как множ ество функций f  голоморфных в С + , для которых

(3.1) f  е  Л І ,Л и  w И т^ f ( x  +  iy )  =  0, —oo <  x  <  +oo.

Также, положил։ ||/||д »  =  ||/ ' ||л а -

Отметим, что это определение корректно, так как w i е  Ու+շ0 в силу леммы 4 из
[2]. Кроме того, при любом 0 <  х  <  +оо

[Л-о(®)]2 =  Qf e -* ‘du/oW) =  J + Ք ՜^ւԽ Հէ) : = l U l(x),

22



О ПРОСТРАНСТВАХ Л'і ТИПА ДИРИХЛЕ В ПОЛУПЛОСКОСТИ

и, как нетрудно убедиться,

ш [(х) =  J  иі'0(х  — է)Վ(է)ւ1է, 0  <  X <  + 00 .

Всюду ниже будем полагать, что функции ш, шп и ші таковы как сказано выше. 

Д алее, петрудпо заметить, что лемма 4.2 из [13] перла также при значении ռ  — О, 
и поэтому, если функция си =  иі'0 положительпа, не возрастает на (О, I оо) и 
такова, что

J  {էա՚օԼէ))՜1 dt. <  + 00 ,

то для любого z  =  х  +  іу  е  G +

где 7  является неубывающей функцией на (0 , +оо), такой что 7 (0 ) =  0  в 7 (4)  <  
[էւ»օ(ճ)] *, 0 <  է <  + 0 0 . Тем самым, функция Сш голоморфна вне отрицательной 
мнимой полуоси, и се сингулярность в пачале координат интегрируема.

Первое из представлений следующей теоремы является аналогом теоремы Пэли- 
Влпера (см. [14], теорему 11.9 н а стр. 186), а  второе в  явном виде задает изомет- 
риго меж ду А І  и пространством Харди II2 в полуплоскости.

Т ео р ем а  3 .1 . 1°. являет ся гильбертовым пространством, А 2 С ТІ2 и
А І  совпадает с м нож еством функций представимых в виде

где Ф(է) €  Լ 2(0 ,+ о с ) ,  и  ||Ф||ьз(о,+оо) =  II/IU*- 
2°. А2 совпадает с м нож еством всех функций представимых в G + в  виде

(3.3) / ( * )  -  ֊  Ր 2  С „ (;  ֊  t M t )М, »,(*) е  Я *,

где Ці̂ ІІн3 =  ІІ/ІІ-42 - Формула (3.3) задает изометрию Н՝2 —¥ А^, обра­
щ ением которой являет ся

(3.4) ѵ Ы ] * ~  / ' ( » +  « )«(<)'“ . « € G + .

Доказат ельст во. 1°. Начнем с доказательства ттредставления (3.2). С этой це­
лью заметим, что в силу теоремы 2 .2  класс А£,і 0 совпадает с множеством всех 
функций F  вида

Բ{տ) =  -խ =  Г ՞ 0 ем  dt, z e G + ,
Ѵ̂ 7Г Jo ѴЛѵГШ

23



լ. М. ДЖРВАШИН, Д Ж . X. 11ВХВНДИНО

где Ф(է) 6  £ 2(0 ,+ о о ), и ||^ |Ա = ,.0 =  ||Ф||ы(о.+со>- Далее, заметим, что «виду (3.1) 
для любой функции /  е  А*, п любого z  е  С ՜1՜

է(* ) - - , յ ^ ք խ + Խ ) ՚Խ ՞ ^ Խ Լ  " ՞ հ

տ Հ  ՞ " ՝ ժ° ~ հ Խ Լ  е՝“ и Л ‘) м ՝

где Փ (է).€ L 2(0 ,+ 00 ) и ||Ф||лз(о,+оо) =  ll/'IU»,.,, =  ІІ/ІЫі- Итак, формула (3.2) 
доказана. Далее, легко проверить, что t /Ml(t) >  М  >  О (О <  է <  + оо), и поэтому 
IIФ(*)/{</ыо(*)} 11̂ ( 0,+оо) ^  ЛГЧіФЦі^о.+ос) <  +00- Следовательно, получаем

II/IU * =  1|Փ|Ա»(0,+օօ) >  м\\Ф{г)/{чЫо(* )} IIf.afo.+oo).

где КФ(*)/{է1ա„(<)}||ճ.“(0,+9օ) =  ІІ/ІІЯ3 по теореме Пэли-Винера. Таким образом,

(3.5) \\JW m  <  M - 4 |/ |U *  <  + 00 , т .е . / £ с Я 2.

Обратно, если /  представима в виде (3.2), то при любом вещественном а;

U
+oo ч * /2

=  М і 1\2 у )~ 1І2\\Ф\\ь*(0,+ао) ~* 0 при у  —» +ОС.

Итак, соотношение (3.1) справедливо. Кроме того, очевидно что

/'(* )  =  ֊ 7=  Г ° °  еШ d t, z  G G + ,Հ Jo л/Т^Лі)

и поэтому f  е  A l l։0 uo теореме 2.2. Д ля завершения доказательства утвержде­
ния 1° докажем полноту пространства А2 . Действительно, если имеется после­
довательность Коши {ք ո}і°  С /I2 , то производные С А^і 0 образуют
последовательность Коши в Ճ2 1 0 и их предел Fq принадлежит Л21і0, так как 
>42 1 0 является гильбертовым пространством. Отметим, что последовательность 
/п  равномерно сходится к F0 внутри G + . С другой стороны, ввиду оценки нормы
(3.5) { /п } і°  является последовательностью Коши в И 2, и тем самьш имеет пре­
дел /о  £  Н 2 к которому /„  стремится равномерно внутри G+ , и для /о  выполнено 
соотношение (3.1). Таким образом, F0 =  /ц €  -4^  0, п Д ч  / J b  норме простран­
ства -42і 0 , т. е. ք ո -*  f о в  норме пространства Ճ2 , /о  е  А 2 и / 0 удовлетворяет
(3.1).
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2°. В силу теоремы 2.3 пространство 0 совпадает с множеством всех функций 
. F  вида

(з.б) > 6 С * .

где ¥  =  £ „ F  6  Н 1 в G +, а ІМІл* -  Если f  <= Л £ , то / '  :=  F  е
Аих,,о> и приходим к формуле (3 .4 ) и равенствам |М Ія* =  іі/'і!а £ 1і0 =  ІІ/IU »  - Д ™  
доказательства представления (3.3) заметим, что при любом у  >  О

Հ*“ +  iaO<to =  £°° j —  J*°° _  C „ M ,

где интегралы абсолютно и равномерно сходятся по г  — х +  і у  внутри G + . По­
этому, интегрируя представление (3.6) функции / '  получаем

։ս՝) ~ ՚ Խ ք ° ° ձ°  / ! Г  с “ ° 1‘ + Խ ~  t)v<-t)d t  

=  ^  յ * ՞ “  c ^ - t ) v W d t ,  г . «  +  ( , £ 5 * ,

где интегралы абсолютно и равномерно сходятся внутри С +  в силу (2.3) с любым 
/? е  ([»] — 1 ,д ). Обратно, если справедливо представление (3.3), то для любого 
z e G +

/{*) = շ ե / _  C*(z ~  = շ J  da J  ̂  C”o (a-- +  to -  t)ifi(t)dt,
и, тем самым, f  обладает преставлением (3.6), из которого следует, что / '  е  
-^ыі.о- Поэтому, используя неравенство ТЪльдера и (2.3) получаем, что при .любом 
z  =  X +  і у  е  и р >  0  имеем .

і я * + ц і ) і < м і я . / +”° { s ; / l ° ° |c '"”<-’: + i ‘T ֊ ‘)|a‘iI}  ՚  ^

^ п г ^ г -

Таким образом, справедливо соотношение (3.1) и /  е  А%. □

Itenepb покажем, что функции пространств типа Д ирихле А 2 обладаю т некаса­
тельными граничными значениями вне некоторых исключительных множеств 
нулевой омега-емкости на вещественной оси. Отметим, что отмеченная омега- 
емкость введена в [15] как обобщение рассмотренного в [7] полуплоскостного 
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аналога общеизвестой альфа-екоеги Фростмапа. Мы ж е  используем привцдшшоо 
ниже, несколько модифицированное, но эквивалентное введенному в [15], опре­
деление, а также некоторые результаты из [15].

О п р е д е л е н и е  3 .2 . П уст ь Е  С ( —оо, + о о ) -  ыя.мерилм>е 7X0  Борелю  м нож ест во. 
Тогда Е  полож ительной со-емкости (или С'Ш(Е ) >  О) ,  если для лю бого R  >  О 
сущ ест вует  конечная борелева м ера а  >  О с  носит елем Е  Ո Հ—R .R ') (а  -Հ К  Ո 
(—R, Я )) такая, что

Տո ■= sup [  \Сш(г  — ւ)\(ԽԼԼ) <  + 0 0 .
яев+J-R

Если оісе нет  т акой м ери , т. е. S r  =  + оо  при некотором R  >  0 и  любой  
конечной, неотрицательной борелевой м ере а  -Հ Е  Ո ( - R ,  Щ , т о м нож ест во Е  
обладает нулевой иі-емкостью (или СШ(Е )  =  0).

П р е д л о ж е н и е  3 .1 .  П оскольку функции  /  е  А 2 предст авим ы  я виде  (3 .3), т о в 
силу лем м ы  4-4  ил [15] эт и  ф ункции им ею т  некасательные граничны е значения  
f ( x )  во всех т очках —о о < х <  + о о , кроме м нож ест ва нулевой ш-емкости.

4 . Б и О РТ О ГО Н А Л Ь Н Ы Е  СИСТЕМ Ы , БАЗИСЫ  И ИНТЕРП ОЛЯЦ ИЯ 

Явная ф орм а (3.3) изометрии м еж ду пространством Харди Н 2 в  G +  и  проСран- 
ствами А 2 позволяет перевести любой результат аддитивного характера в про­
странстве Н 2 в подобный ж е  результат в пространствах А ^ . В  частности, при 
р  =  2 результаты [16, 17] о биортогопальпых системах и  интерполяции в Н р 
(1 <  р <  + о о ) ипдуцпруют такие ж е утверждения в  А ^. Почти все эти  утверж де­
ния даны в нижеследующ их предложениях, доказательства которых очевидны 
и поэтому не приводятся.

Д ля  простоты будем рассматривать случай, когда узлы интерполяции перво­
го порядка, т. е. всюду ниж е будем полагать, что -  последовательность
попарно различны х  точек в G + . Принято говорить, что {г*}?° €  Д , если после­
довательность {г * } |°  равномерно разделена, т. е.

Отметим, что выполнение этого у р о в н и  м е ч е т  выполнение условия Бляшке
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необходимого и  достаточного для сходимости произведения Бляшке

с нулями к функпип голоморфной всюду, кроме замыкания множества
{*fc}?°- Неравенство (3.21) из flC] переходит в неравенство следующего предло­
жения.

П р е д л о ж е н и е  4 .1 . Если  {г*:}]0  €  Д , то для любой функции  /  £  >1; справед­
ливо неравенство

£ 1т ^ - / Ы | 2 < С ||Л |1 . ,  
k— 1

яде С  >  0 - постоянная, не зааисяѵцт от / .

П реж де тем  привести ряд предложений об аппроксимации и иннтерполяции в 
Л2 , отметим, что функщга

Ы > ) =  ^ =  И П » м  =  Տ Զ - ,  к  - 1 . 2 ........Z —Zk J z  — Zk
принадлежат Н 2 в С ՜՛ ՜.  Тем самым, функции

Ц ^ Г к ія ) =  rk,u {z )  и І ^ П и іх )  =  Clk,u (z ) ,  к  =  1 , 2 , . . . ,  

принадлежат А%, и, как нетрудно гцюйерить, Гк,ш(г )  =  —гС ы{ г  — гЦ).

Ввиду теоремы D  и некоторых других результатов из [16] справедливо следую­
щ ее утверждение.

П р е д л о ж е н и е  4 .2 .  Если последовательность {za.-}J° не удовлет воряет  усло­
вию Бляшке, т. е. ряд  (4.2) расходцтсц, то системы

S ) j f  и {П Ь. „ М } “

полны в ՃԼ.

Д алее, пекоторая трансформация в условиях (1-16), (1.17) и з [16] (или (2.2), (2.3) 
из [17]) приводит к определению подмножества Ճ2 {zfc} С функций / ,  для ко­
торы х существуют некоторые g  €  Н г  такие, что для почти всех —оо <  х  <  4-оо 
некасательные граничные значения функции g {—z ) B ( z )  изнутри нижней полу­
плоскости G ՜  =  { z  : Im  z  <  0} совпадают с некасательными ж е граничными 
значениями функции Լ աք е  Н 2 изнутри G + . Ясно, что /42 { z fc} мож но рассмат­
ривать только при условии (4.2). И з теоремы 2 из [17] приходим к следующ ем у  
предложению.
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П р е д л о ж е н и е  4 .3 . Системы { - i C u ( z  -  Z k ))T  и  {^ fc.«(«)}i° биортогональны

_  Г 1 , если и — к, 
է 0 , если, и փ к.

Следующее утверждение вытекает из лемм В  и 1.1 работы [16]. 

П р е д л о ж е н и е  4 .4 .  Если  /  €  Л2 , то:

1° /  щтиадлс.оісит мипоісеству Л2 {zu } тогда и  толі.ко тогда, когда

где Լ աք  Լէ) и Tift) - граничные значения ф ункции Լաք  е  ТТ2 и  П е  ГГ2. 
2° Справедливо следующее ортогональное разлож ение:

Иа теорем 4.1 н 5.2 работы [16] приходим к следующему результату. 

П р е д л о ж е н и е  4 .5 .  Каэ/сдая иа систем

являет ся базисом в А 2 {г*} тогда и только тогда, когда  {г* } ? 0  €  Д .

Пользуясь формулами (4.29), (4.31) и формулой разложения в конце доказатель­
ства теоремы 5.2 из [16] приходим к  следующ ему результату.

П р е д л о ж е н и е  4 .8 .  Если  {г*} і°  €Е Д , т о лю бая ф ункция ք  £  Л2 {z*} предста­
вим а в G + обеими рядами

іоторые сходят ся в  норме пространства А 2 и  равномерно внут ри  G * .

В  сплу теоремы 4 .2 из [16] справедливо следующ ее утверждение. 

П р е д л о ж е н и е  4 .7 . Если  {г* } ? 0 6  Д , т о любая ф ункция  /  е  А 2 предст авила

в  А 2 , т. е.

(  -  iC „ {z  -  2*), « „ .„ (* ))„  =  ք Լ  \ -  іС ши  -  Щ)] n Z M d ^ A z )

f ( z )  =  Ո * )  +  Я (г) ( z  6  G + ),  | |/ ||շ ,ա =  ІІЛІ!.*, +  W \ l „ ,

где F  G A 2 { z k}  и  Я  =  G A 2 .

{ - * С ы( = - 2* ) } “  и  {Ո*.ա(= )} ~

/ И  -  Ё  =*(/) C„(« ֊  W) -  £  Lu,n*t)ПІЛ,(г), rfe е*(Л -  (/,

/ Ы  -  5 3  < * (/)  О Д *  -  аЭ  +  * (» ) ,
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где ряд сходится и иорліс ՃԼ и равномерно внут ри G + , а тако/се верпы следу- 
іощие вломсения:

В силу теорем 5.1 и 5.2 из [16] имеет место следующее предложение.

П р е д л о ж е п и е  4 .8 . П уст ь  {=*-}յ° - последоватлъностъ поапарно различных  
точек G + . Тогда cnjnгаедлиоы следуюѵціп утверж дения:

1°. Если  {г *}?0 €  Д  и  {го*-}5ю - последовательность комплексных чисел, для 
которой

А =  ^ 2  Іш .гъіадьі2 <  + оо , 

то сущ ест вует  единственная функция  /о  €  А ^ {г^ } такая, что 

L M z k) = w k {к  =  1 , 2 , . . . )  «  Ц/оІІ л * < С б А ,

где C t >  0 - постоянная, зависящ ая только от  6 гіз (4 .1). Эт а функция  
разлагает ся в ряд

Л 0 0  =  £  г  е  G+,
fc= 1

сходящийся в норме пространства А 2 и  равномерно внут ри G + .
2°. Обратно, если м нож ест во последовательностей  { (b n  *fc)1'/2 / , (2:fc )}~  со 

вссвозмоотпыми функциями  /  е  А2 совпадает с пространством Р. -  по­
следовательностей комплексных чисел с конечпылш сулімалш квадратов 
модулей, т о  {г*}?0 G А .

A b s tr a c t .  Some extensions of th e  results o f the first author related w ith th e  Hilbert 
spaces A 2 '0 o f functions holomorpliic in the half-plane are proved. Som e new Hilbert 
spaces A^, o f Dirichlet type are introduced, which are included in th e H ardy space H 2 
over th e  half-plane. Several results on representations, boundary properties, isomctry, 
interpolation, biorthogonal system s and bases are obtnined for th e  spaces А 2,  С  H2.
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A b s t r a c t .  We introduce two types of estim ators ot the  finite-dimensional pa ram eters in 

th e  case of observations of inhomogeneous Poisson processes. T hese are  th e  estim ators of 

(ho m ethod оГ m om ents and M ulti-step MLB. It is shown th a t the  e stim a to rs o f  the  m ethod 

o f m om ents a rc  consistent and asym ptotica lly  norm al and  tho M ulti-s tep М І.Б  are  consistent 

aud asym ptotica lly  efficient. T h e  construction of M ulti-s tep M Lli-process is done in  tw o steps.

F irs t we construct a  consistent e stim a to r by th e  observations ou some learning interval and then 

th is  estim a to r is used for construction of One-step and  Tw o-step MLEs. T h e  m a in  advantage 

of the  proposed approach is its  com putations! simplicity.

M S C 2 0 1 0  n u m b e r s :  62F10, 62F12, G2M05, 62G 20.

K e y w o r d s :  Inhom ogeneous Poisson  p rocess; m e th o d  o f m om en ts  e s tim a to r; consistency; 
a sy m p to tic  n o rm ality ; a sy m p to tic  efficiency; M ulti-stc.p  M LE.

1 . I n t r o d u c t i o n

T h is  w ork  is d evo ted  to  th e  p rob lem  o f p a ra m e te r  estim a tio n  in  th e  case  of 

co n tinuous tim e  observa tions o f inhom ogeneous P oisson  p rocesses. T h e  Poisson  

p rocess is one o f th e  m ain  m odels in  th e  descrip tion  o f th e  se ries  o f events in 

rea l ap p lied  p rob lem s in  o p tica l te lecom m unica tions, biology, physics, financial 

m a th e m a tic s  e tc . (see, e .g ., [1], [2], [3], [19], [21])- N o te th a t  th e  in ten s ity  func tion  

en tire ly  iden tifies th e  process  a n d  therefo re  th e  s ta tis tic a l inference is concerned  

th is  fu n c tio n  only. W e su p p o se  th a t  th e  in ten s ity  fun c tio n  o f  th e  observed  Poisson  

process  is a  know n function  w hich  d epends on som e u nknow n  fin ite-d im ensional 

p a ra m e te r . W e consider th e  p rob lem  o f th is  p a ra m e te r  e s tim a tio n  in  th e  a sy m p to tic  

o f  la rge  sam ples. W e have  to  n o te  t h a t  th e  es tim a tio n  th e o ry  (p a ra m e tr ic  and  

°T h is  work was done under p a rtia l financial suppo rt of th e  g ran t o f  R S F  num ber 14-49-00073.
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non param e tric ) is well developed and  th e re  ex ists a  large n u m b er o f p u b lica tions 

devo ted  to  th is  class o f p roblem s (see, e.g ., [5], [9], [22], |J0 ] a n d  th e  references 

there in ). T h e  m ethod  o f m om en ts a nd  O ne-step  e s tim ation  p ro ced u re  in  th e  case  of 

i.i.d . observations a re  well know n too . O u r g oal is t o  a p p ly  th e  m e th o d  o f m om en ts 
to  th e  estim a tio n  o f th e  p a ram e te rs  o f iuhom ogencous Po isson  processes and  to  

p resen t a  version  of O ne-step  and  M u lti-s tep  p rocedures  w ith  th e  he lp  of som e 

p re lim in ary  es tim a to rs  o b ta in  on  th e  sm all le a rn ing  in te rva l.

W e a re  given n  ind ep en d en t observations X n  =  ( X j , . . . ,  X „ )  o f th e  Poisson  

processes X j  =  (X j  (t) , t  G T ) w ith  th e  s am e  in tensity  func tion  A (i?, i) , ( 6  T . H ere 

T  is an  interval o f observations. Tt can  b e  fin ite , say, T  =  [0, T ] or  in fin ite  T  =  [0, oo),

T  =  (—00, 00). T h e  unknow n p a ra m e te r  i5 e  Ѳ , w here th e  s e t  Ѳ  is a n  open , convex 

and  b o u nded  su b se t o f TZU. R ecall th a t  th e  increm en ts o f th e  P oisson  process  ( X j  is 

a  c oun ting  process) o n  d is jo in t in te rva ls a re  ind ep en d en t a n d  fo r a n y  к  =  0, 1 , 2 , . . .  

a n d  կ  <  էշ

/  \  fՏ լ3 ^  (P>я ) <**1 f  Гіа 1
p *  { X j  (էշ) -  X i  ( կ )  =  k )  =  ------֊ -------- i -  e xp  I Լ  A (0 ,  e ) d * J .

Recall th a t

E o X j  ( t)  =  A  (-0, t )  =  J  A ( tf ,s )d s ,  t e  T.

W e have  to  e s tim a te  th e  t ru e  value o f մ  =  $0 b y  th e  o bservations X n  a n d  to  describe 

th e  asy m p to tic  (n  ֊+ 00) p ro p e rtie s  o f e s tim a to rs . I t  is k n ow n  t h a t  u n d e r  regu la rity  

conditions th e  m e th o d  o f m om en ts  e s tim a to rs  in  th e  case  o f i.i.d . observa tions of 

th e  ran d o m  variab les a re  co nsis ten t a n d  asy m p to tica lly  n o rm a l (see, e.g . f4], [17]).

O u r goal is  to  in tro d u ce  th e  m e th o d  o f m om en ts  e s tim a to rs  (M M E ) in  th e  case  of 

observations o f iu liom ogeneous P o isson  p rocesses. T h is  m e th o d  o f es tim a tio n  was 

in tro d u ced  b y  K arl P ea rso n  in  1894 in  th e  case  o f  observa tions o f th e  i.i.d . random  

variab les. T h e n  i t  w as ex ten d ed  to  m an y  o th e r  m odels o f o bserva tions a n d  w idely 

u sed  in  app lied  p rob lem s. I t  seem s t h a t  t ill now  th is  m e th o d  w as n o t y e t u sed  for 

th e  es tim a tio n  o f th e  p a ra m e te rs  o f inhom ogeneous P o isson  p rocesses.

T h e  m ax im um  likelihood e s tim a to r  (M L E ) (u n d e r re g u la r ity  conditions) is 

consisten t, a sy m p to tica lly  n o rm a l у/ ո  (i9n -  t?0)  = >  Я  (о ,  I  (tf0) * ) a n d  a sym pto tica lly
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efficient (see, e.g ., [9]). H ere I(t?o) is th e  F isher inform ation  m a trix  

I  (i?0) =  Լ  A (i?o, t)  A (t?o, t )T A (i?0, 0 ՜*  d t.

H ere a nd  in th e  sequel d o t m eans derivation w ith  respec t to  (w .r.t.) i? a n d  j4t  m eans 

th e  transpose  of th e  vector (or m a trix ) A .
Recall th a t  in  th e  regu lar case th e  following lower b ound  (called H ajek-L e Cam ) 

holds: for any  e stim ato r i9„ a n d  any  1Յ0 £  Ѳ  we have

lim  lim  su p  я.Ед 11 (’do)1** C0n  — $ ) I > d.
‘'՜*0 Ո-ЮО \0—Oo\<v I I

T h is  bound allows us to  define th e  asym pto tically  efficient e s tim a to r i?n as e s tim ato r 

satisfying th e  equality

lim  lim  su p  n E o  I lM o )1^* (^«  ~  ^ ) !  — dюо |a -d 0|< i ՜ I I

fo r all $o 6  Ѳ.
I f  we verify th a t  th e  m om ents o f th e  M LE converge uniform ly  011 1? th e n  th is  

p roves th e  asym pto tic  efficiency of th e  M L E  (see [6], (9]). In  th e  p resen t w ork we 

in troduce  two classes of estim ato rs. T h e  first oue is  th e  class of th e  m e th o d  of 

m om ents es tim ato rs  and  th e  second class is th e  M ulti-step  M LEs.
W e show th a t  th e  M M Es for m any m odels o f inhom ogeneous Poisson  processes 

a re  easy  to  calcu late , b u t these e s tim ato rs  as u sual a re  n o t asym pto tica lly  efficient. 

T h e  M LEs a re  asym pto tica lly  efficient, b u t  th e ir  calcu lation  is often  a  difficult 

problem . T h e  m ain  resu lt o f th is work is th e  in troduc tion  o f th e  M ulti-step  M LEs 

w hich a re  easy to  calcu late  a n d  w hich a re  a sym pto tica lly  efficient. T hese  M ulti-step  

M LEs a re  calcu lated  in  several steps. For exam ple, O ne-step M L E  is calcu lated  as 

follows. F irs t  we fix th e  learning observations X N  =  ( X i , . . . ,  X f? ) , w here  N  =  [n4] 

w ith  6 6  ( j ,  l ) .  H ere [a] is th e  en tie r p a r t  o f a. B y  th e  observations X N  we construc t 

th e  M M E ■d՝N  a n d  th e n  w ith  th e  he lp  o f i t  we in tro d u ce  th e  O ne-step  M L E  by  th e  

equality

71 j= N + 1 T

I t  is show n th a t  th is  estim a to r is asym pto tically  norm al

l/к  К  -  л>) —> лг (о, I (во)՜1)

a n d  is asym pto tically  efficient.
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R ecall th a t  th e  M L E  can  b e  explic itly  w ritten  fo r tin*, very  na rro w  class of 

intensities. Therefore  i t  is im p o rta n t to  h ave  o th e r  e s tim a to rs , which a re  consisten t 
a n d  a sym pto tica lly  n o rm a l a n d  th e  sam e tim e  can  b e  easily  ca lcu lated .

Let us co n s tru c t th e  m ethod  o f  m om en ts e s tim a to r  in  th e  case of observations 

o f inhom ogeneous Poisson  process. W e have  n  in d ependen t observa tions X n  =  

( X i , ..., X n ) o f th e  P oisson processes X j  =  ( X j ( t ) ,  t  G T ) w ith  th e  in ten sity  function 
( A ( f l , t ) , t e T ) .

T h e  unknow n p a ra m e te r  Ѳ G Ѳ  С  K d- H ere Ѳ  is a n  open , convex, b o u nded  set.

In  th e  con stru c tio n  o f th e  m e th o d  o f m om en ts e s tim a to r  we follow th e  sam e way 

a s  in  th e  constru c tio n  o f  M M E in  th e  case of i.i.d . ran d o m  variab les. In tro d u ce  

th e  vector-function  g ( s )  =  (g i (s) , —,g,i ( s)) , t  G T  a n d  th e  v ec to r o f in tegrals 

Id ), w here

L e t u s  d en o te  M  (i9) =  E el^rf) a n d  suppose  th a t  th e  func tion  g  (■) is such  th a t  th e  

eq u a tion  M  (i?) =  a  fo r a ll ■Q G Ѳ  has a  u n ique so lu tion  -0 =  M ՜1 ( a )  =  H  (a ). H ere 
H  (a ) is th e  inverse function  for M  (■).

T h e  m e th o d  o f m om en ts e s tim a to r  19* is defined by th e  eq u a tio n  =  H  (a n ), 
w here

2 . M e t h o d  o p  m o m e n t s  f o r  P o i s s o n  p r o c e s s e s

Л - ( ») ,  1 - 1 ......... d.

W e have

In tro d u ce  th e  Regularity  conditions H q •

•  F or a ny  V >  0 and any  G Ѳ

I J " / i >  J M  (0) -  M  (tfo)! >  ° .

•  The  vector-function  И  (•) is  continuously differentiable. 

In tro d u ce  th e  m a tr ix
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Here th e  m atrices

( ^ ) „  =  Т З Г '  C l m ‘-‘  -  L SI (*>«*<*).*№ *»■••

T h e o r e m  2 .1 . Suppose that the vector-function  g (  ) is  such, th a t the regularity 
conditions 7l(i are fulfilled. Then the M M E  i9‘  is consisten t and  asym ptotically  

norm al

(2.1) W  - 4 о ) = * - Л Г  (o, D  (l?o)) •

P r o o f .  By th e  Law o f Large N um bers

“ լ »  -  s  £  Հ »  w  w  — * J “  w л  »> 1 = 1 .......^

an d  hence by th e  well-known Continuous M apping  T heorem  H  (a ,,)  — ► H  (ao) =  

1?o- H ere we p u t ao =  M  (#o). To show asym pto tic  no rm ality  we w rite

W  ֊  Oo) =  ^  (H  (a „ )  -  H  (ao)) =  у/ ո  (H  (ao +  ЬпПп) -  H  (ao))

w here bn =  та- 1 /2 and  th e  vector

Գ . -  Ё 1 8  w  №  w  -  л  *> d "l ■

B y th e  C en tra l L im it T heorem  iյռ =>■ N  (0, G  (t?)). T h e  a sym pto tic  no rm ality  (2.1) 

now follows from  th is  convergence and  th e  p resen ta tion

v s  ( «  -  а д  -  (1 + •  <D) •

R ecall th a t  th e  vector-function H  (a) is continuously differentiable.

E x a m p le  2 .1 . Suppose th a t  th e  in tensity  function  is 
d

A (8, t ) - X > M < >  +  *0. t e T .
1=1

In troduce  th e  v ector-function g  (-) and  th e  corresponding  in teg ra ls 1 ^ .  T h e  vector 

M  (1?) =  Ai9 +  A oG, w here

A  M =  Լ  Як (է) հ լ (է) d«, G k =  Լ ց հ  (է) d t

in  obvious n o ta tions. Hence w e can  w rite

-в =  A՜1 [M  Լ-д) -  A0G] =  A ՜1 [a  -  A0G ] =  H  (a )  .
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T herefore  th e  M M E  t?* is g iven  by  th e  eq u a lity

(2.2) К  =  A ՜1 [a„ -  A0G] =  A ֊ ’ ±  f l  f  g  (t) [d X j  « )  ֊  A o ittj. 
71 j ~ \

T h is  e s tim a to r  by  th e  T heorem  2.1 is consistent, a n d  asy m p to tica lly  no rm al. To 

sim plify i ts  calcu la tion  we can tak e  such  func tions g  (-) th a t  th e  m a tr ix  A  becam e 

diagonal.
E x a m p le  2 .2 . S uppose th a t  th e  inhom ogeneous Poisson  p rocesses X  W  a rc  observed  

on  th e  tim e  in te rv a l T  =  [0, oo) and  have th e  in ten sity  func tion

i.e ., w e have  P oisson  processes w ith  th e  G am m a in ten s ity  fun c tio n . T h e  unknow n 

p a ra m e te r  is i? =  ( a ,  0 )  . W e know , th a t

Hence, if  we ta k e  g ( t )  =  (gi (է) , ցշ  ( i) )  =  ( t , t 2)  , th e n  th e  sy stem  M  (i?) =  a  has 

th e  u n ique  so lu tion

T h is  e s tim a to r  is consisten t a n d  a sy m p to tica lly  no rm al.

T h e  s im ila r ex am p le  can  b e  considered  a n d  in  th e  case  o f  o b serva tions on  T  =  

(—oo, + o o ) a n d  th e  G au ssian  in ten sity  func tion  w ith  i9 =  ( a ,  a 2) :

F u r th e r  exam ples a n d  th e  convergence o f  m o m en ts  o f  th e se  e s tim a to rs  c a n  be 
fou n d  in  [13].

Բ =

T herefo re  th e  M M E  i9* =  ( a * . /9*) is

(2.3) a*  =  -y -----------------------------— —----------------------------------

M - ( i E J . . J T  (0 )  )

(S.4)
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3. O n e - s t e p  M L E

T h e  O ne-step M LE was introduced  by  F isher (1925). T h is  O ne-step  procedure 
allows to  im proved a  consisten t e s tim ato r u p  to  asym pto tically  efficient (One- 
stop MLE) tf*. We consider th e  sim ilar construction  in  th e  case of inhom ogeneous 
Poisson processes. Suppose th a t  th e  observations X n  =  ( X \ , ..., X n ) a re  Poisson 

processes w ith  th e  intensity  function  A(t?, t ) , t  6  T.
C ondition Vo. We have a (prelim inary) estim ator  t?„, which is  consisten t and  

such that у/ ո  (0n — i?o) is bounded in  probability.

In troduce  th e  learn ing  observations X N =  ( Х \ , . . . ,Х ц ) ,  N  =  [n4] ,  6 G ( 5 , 1) 
and  th e  O ne-step  M LE

”  J-A T+1J t  A ( V N ’ t )

Here 4)N  is th e  prelim inary  estim ato r constructed  by  th e  first N  observations. 
Regularity conditions JZq:

•  The fu n c tio n  t  (-в, t )  =  In A (tf,i)  has three continuous bounded derivatives, 
w .r.t. Ѳ

•  The F isher in form ation  m a trix  I  (i?) is uniform ly on •& e  Ѳ  n o n  degenerated:

in f in f  fir I  (■&) Ц >  0.« еѳ  |fi|=i

H ere Ц €  TBtd.

T h e o r e m  3 .1 . Suppose tha t the  conditions Vo and  Co are fulfilled. Then  the One- 
step M L E  is  asym ptotically norm al

VS «  -  а д  =>■ M  (о, I ( Л ) ՜1) .

P r o o f .  W e have th e  equality

y /n  (t?* — i9o) =  л/й  (&իք — #o) +

+  J 2  f i ( S N , i ) l d x j ^ ֊ x ^ o , f ) d t ]  +
V  j= N + 1

+ 1  'w) 1 J  І  <) [A (i?o. t )  — A ( * „ ,  t) ]  d<.
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As — ► Go we can w rite

д (0N ) ~ l —  І Ь  [ * ( ? " '* )  [dA֊i  (<) ֊  A (i?o,< )d t\
V n  j=N+l

=  1 ( մ օ ) ՜ ' 4 ֊  £  / < № . * > № W - A ( * o ,4 < 4  +  o (l> -
V n  ,= N +1 -/ t  

B y th e  C entral L im it Theorem

ѵ п і=лг+і-/т
L et па consider th e  rem ainder

R n  =  > /«  (*?N — tfo)

+ 1 ( S jv ) ՜1 £ e ( S N , t ) [ \  < л ,  t)  -  Л р л , , i) ]  Й!

-  - * , ) i ( A v ) ՜ '  [ i ( S w ) - f T W n . t r l < ? N , <)■!*]

+  vs ( S , - 4 o Q t o ( ^ ( J » ֊ 4 ’ ) - » (  i ) ,

w here we used th e  equality

I  (d N ) =  Լ  \ ( 9 n , і )тІ  @ n , t )  d i

a nd  th e  Taylor expansion a t  th e  po in t -On ՜.

A(i90, t )  ֊  А (^лг,і) =  -  J  A (tfw + s ( t f j v ֊ i ? o ) , t ) r  (^лг ֊  r?o) d«

=  —A (5 iv ,t)T {&n  — i9o) +  О  ((і?лг — ^о) )  •

R em ind  t h a t  -y/nO (^(pN — #o )2)  ~  y/nO  ( n ՜5) =  о  (1). Therefore  we obta ined  the 

represen tation

O K  -  tfo) =  I  (i?o)_1 A =  ք շ  [  ё  (rfo, І) [dXy (*) -  A (t?o, *) dt] +  о  (1 ) 

which proves th e  theorem .
R e m a r k  3 .1 . I f  we suppose th a t  th e  m om ents of th e  prelim inary  e stim ato r are 

bounded, say, E 0̂ |i?n — ч9о | <  C , w here p  >  2 and  С  >  0 does n o t depend on n, 
th en  th e  presen ted  p roof allows to  verify th a t  th e  m om ents o f th e  O ne-step M LE 

are  b ounded  too  a n d  th a t  is asym ptotically  efficient.

In  all exam ples below th e  M LEs have no  explicit expression.
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E x a m p le  3 .1 . Suppose th a t th e  intensity  function is

and  ՛Օձ is th e  MME defined in (2.2). 
T he Fisher information m atrix  is

and th e  One-step MLB in th is case is

[dX j (t) -  h  ( t)T f?;d t  -  Aodt].

Here ЛГ =  [пл] and  6 e  ( 5 , l ) .  By th e  Theorem  3.1 th is estim ator is consistent and 

asym ptotically norm al. T herefore we improved th e  prelim inary estim ator up to  

asym ptotically efficient .
E x a m p le  3 .2 . Suppose th a t th e  intensity  function is

where th e  unknown param eter is 1? =  (a ,0 ) .  Once m ore we have a  situation, where 
th e  explicit calculation of th e  MLE is impossible. T h e  prelim inary estim ator can 

be  th e  M M E i9* =  « ,  /3‘ )  (see (2.3) and  (2.4)).

and  th is  estim ators is asym ptotically norm al w ith  th e  lim it covariance m atrix

4 . O n e - s t e p  M L E - p r o c e s s  

Suppose th a t  wc have th e  sam e model of observations of n  independent inhomogeneous 

Poisson processes: X n  =  ( X \ , X n) w ith  th e  in tensity  function A(i?, f), t  e  T, 
where 1? is unknown param eter. O ur goal is to  construct an  estim ator process i?* =  

(tffc.ni fc =  1 | • . ■ I ո )  I where th e  estim ator t?Jn satisfies th e  following conditions

t >  0,

T he vector І ( ti,t)  =  — t ,  In  (a t)  — and  th e  Fisher inform ation m atrix

Hence th e  One-step M LE is

i W ' 1.
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(1) The estim ator մ Լ„  is based on the f ir s t  к  observations X (k>.

(2) The calculation o f  this estim ator has to  be relatively sim ple.

(3) The estim a tor $ Լ „  is  asym ptotically efficient.

N ote th a t  th e  M L E  defined by th e  re la tions

(4.1 ) V  ([i„ ,n , X * )  -  sup  V  (« , X * ) , *  -  1.......n

satisfies th e  conditions (1) an d  (3), b u t n o t (2). is T h e  likelihood ra tio  function [18] 

V ( 4 , X k ) ,-в e  Ѳ is

V  ( Л  Л-*) =  exp I J 2  Լ  In Л (<J, <) d X , ( i)  -  * Հ  [A (« , t )  -  1] d l | .

Rem ind th a t  th e  solutions o f th e  equations (4.1) in  th e  case o f n o n  linear in tensity
functions A(i9, •) can be  com putationally  d ifficult problem s. T h is is ty p ica l s itua tion

o f "on-line"estim ation.
T h e  construction  o f such estim ator-process is very  close to  th e  given above

construction o f th e  O ne-step  M LE. In troduce  th e  sam e learn ing  observations X N  =
( X \ , ..., X iv ) , w here N  =  [n4], w ith  6 €  ( 5 , l )  a n d  suppose th a t  we have  a  prelim inary

e s tim a to r such th a t  V 77 (i9pr — t?o) is bounded in  p ro b ab ility  (condition Vo).

T h e  O ne-step  M LE-process is

_ л k г
«£,„ =  *.•/ + 1  (®jv) j

3= N + 1 JT

w here A: =  N  + 1 , . . . , n .

T h e o r e m  4 .1 .  Suppose th a t the conditions Vo and  L q are fulfilled. T hen  the One- 

step M LE-process =  ^ п , к  =  N  4 -1 ,. .. ,  is consisten t and  asym ptotically  

norm al ~ /k  {^%>n — 0)  = >  Իք (о , I  (t?o) , where we p u t  к  =  [sn]. H ere s  e  (0,1].

P r o o f .  T h ere  is n o  need  to  p resen t a  new  p roo f because i t  is a  s ligh t m odification 
o f th e  given above p ro o f o f th e  T heorem  3.1.

5. T w o - s t e p  M L E -p ro c e s s  

T h e  one s tep  M LE-process presen ted  in  th e  preced ing  section  allows u s  to  calcu late  

th e  values 0% n  fo r к  =  N  +  1 ,.. .,  n ,  w here N  =  [n4] w ith  S e  (§ ,  1]. T herefore  we 
have no  estim ato rs  fo r к  =  1 , . . . ,N .

Л. S. DABYE, A. A. GOUNOUNG, YU. Л. KUTOYANTS
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I t  is in teresting  to  rcduce th e  learning interval and  to  s ta r t  th e  estim ation  process 
earlier. Let us see how it c an  be d one w ith th e  learning interval X N  =  (.Y j, . . . .  X j? )  

w ith  N  =  [«*] and  S e  ^ . i j .
Wo suppose th a t  a  prelim inary  e stim ato r tf.v is g iven. T h en  we define th e  second 

prelim inary  estim ato r

+ 1 ( * * )  ՜ 1 1  ք շ  [  i  Ծ N , t )  [d X j  (f) - A  թ „ , է )  dt] ,
K }= N + 1 J t

an d  th e  Tw o-step M LE-process is defined by  th e  rela tion  

1 k Г
e t ;„  -  + i  № » ) t  J 2  /  '  № » ՛ *) №  M  -  A *) d tI •

K J = N + lj T

w here /г =  N  +  1 ,.. .,  n . L e t us show  t h a t  i t  is asym pto tically  norm al 

' Л  (в£*„ -  во) —*■ я  (о,I (в о ) ՜1)  .

Неге к  =  [sn] and  s  e  (0 ,1]. W e have 

V k  (i9"n — i?o) =  (?* ,„  — i?o) +

+ 1 P j v ) ՜1 t  £  f  i  t)  Id X j  (t) -  А (в„ , i)  dt]
K j - N + 1  J r

4 -1 (^лг)՜1 ^  j f  І  (^ Jv .t)  [A (*<>,i)  ֊  A f)] dt.

W e can  w rite  fo r some -y >  0, w hich we chose la te r 

rC  («л-,» -  «о) -  ո ”  ( в к  -  во)

+  і ( ! » Г ‘ ¥  i t  / * № » ,( ) .№ ( * ) —Ч*о, О di]
J - W + l  J r

+ I ( S n ) ՜1 " ՜'  ( і ~ Հ <  (вл-,і) [А (во,է) -  А (Лѵ, t)] di 

- ^ ( в .ѵ - в о )  [ j -  ( ւ - ^ ) ւ ( Տ „ ) ՜* Հ < |( 7 „ , է ^ ( 3 ,է ^ է |  . 

t  k  г
+ 1 @ N ) ~ l —  У '  e ( 0 N , t )  [ dXj  (t) — A (i?o, t)  dt]

A j= N +

- o ( " ’ p » ֊ e o | a)  +  o ( f )

+  1 թ » ) - ւ Ք  У ՝  / ՝ < ( 5 * . t ) l d * . , M - A ( e o , t ) d i ] .
*• І=ЛГ+1 J *
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I f  we take  7  < 6  th en  we have

ո ՚ ո ՜11 — t9o)I — ► 0.

F arth er, as 7  <  5 <  j  we have

* J-JVI-I-7»

-  — i  S  Հ < թ „ , է ) [ 1Ս ք , « ) - * ( մ „ , 1)է1է] =  < ,(ո - > - 4 ) - 1 0. 

Hence for 7  < 6, п ՜1 (&ь,п — 0o) — ► 0- Therefore 

л/fc (г?І'„ — 190) =  О  (Ѵ к  թ * ,ո ~ і?о| |Ллг ֊  i?o|)

+  I (9*.») ՜ 1 -J= £  [  I  & N ,  t)  [AX , (է) -  A (« 0, t)  d t ] . 
,= N  И  J r

W e see th a t  if  we take  5 — r ~  f  <  0 then

- d o |  l^/v - i 9 o | =  n i n - ^ n - i  ( ո * | 7 ձ » - 4 օ | ) ո է թ * - 6 0| - Ю

Therefore if S  e  (g , 5) ,  th en  we can take  such 7 , th a t  7  <  Ճ a n d  7  >  ^ 5^ . Finally 

we obtain

£  / і ( в о , » ) № ( * ) - і ( Ч о , 1 ) < И ] + < . ( 1 )
J= Jtf+ l •/T

- ♦ л - ^ ц л ь г 1) .

Therefore we p roved th e  following sta tem en t.

T h e o r e m  5 .1 . L e t conditions Vo and Ca be fulfilled. T hen  the Two-step M LE- 
process (&%*n , к  =  N  +  1 , .. .,  n )  is  asym ptotically norm al

■& т е »  ֊  *>) —► f t  (о, I (««г1) .
Here к  =  [an].

E x a m p le  5 .1 . Suppose th a t  th e  in tensity  function of th e  observed inhoznogeneous 

Poisson process is A Լ6 . t)  =  A  sin  (2-rrt +  մ)  -  Ao, 0 <  t  <  1, w here t? e  Ѳ  =  (a ,  0 ),
0 <  a  <  /9 <  27Г a n d  A  <  A0. Let us take  g  (t) =  cos (27rt) a n d  n o te  th a t

M  W  =  £  s  if)  A (0 , <) d t  -  J  с о ,  И , =  « toco . ■
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T h e  M M E is

t?* =  arccos 

T lie  F isher in form ation

-  J  cos (27rt) d X j  •

i=£
А 2 сов2 (2п і)

A  sin  (2irt) -I- Ao

docs n o t depend oil i?. L e t us tak e  N  — [**"] an d  in troduce  th e  Tw o-step M LE- 

process as follows

+ ■“> « ■ * = " +1... -(27rt  + 19J,) 4 

1 A  cos (27rt 4-т?дг)
-і-л.+.Л •**■(>«* +  *&) + Л. <иГЛ<>

_ к  — N  ր  \A  cos (2тг* +  fr)] [A sin  (2irt +  ?«■•,») +  A0] ^
I  к  J0 A  sin (2ir t 4- і?дг) 4- Ao

because

J  A  cos (27rt +  {դ ,)  d t  =  0.

B y  th e  T heorem  5.1 - / k  -A/՜ ( 0 ,I —1) .

6 . D is c u s s io n s

I t  is c lear th a t  w e can  continue th e  process a n d  to  reduce th e  tim e  o f learn ing  

using th ree  and  m ore-step  M LE (see [13], w here th e  construc tion  o f th e  T hree-step  

M LE-process is d iscussed). T h e  space T  can  b e  o f m ore general n a tu re . F or exam ple, 

i t  can b e  R m. T h e  sim ilar construc tion  o f one, tw o and  T hree-s tep  M L E-processes 

in  th e  case of nonlinear tim e-scries w ere realized in  th e  w ork [15]. T h e  num erical 

sim u lation  o f th e  Tw o-step M LE-process presen ted  there  show  th e  good convergence 

o f th e  estim ation  process to  th e  tru e  value. T h e  sam e construc tion  was u sed  in  [8] 

in  th e  problem  o f param e te r estim ation  for partia lly  observed  system . N o te  th a t  

th e  M ulti-step  M LE-processes were used  in  th e  problem s of app rox im ation  o f the 

so lution of th e  B ackw ard Stochastic. D ifferential E q u ation  (see, e.g. [11], [14]).

A c k n o w le d g e m e n t .  We sire gratefu l to  th e  R eferee for th e  careful read ing  of 

th is  m anuscrip t an d  th e  useful com m ents.
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А н н о т а ц и я . В робота с  помощью специальных интегральных нродстншю- 
ппй функций через рогуляриый оператор доказывается однозначная разре­
шимость регулярных гнпоэллнптячоских уравнений и ыультиашгкл роішых 
весовых функциональных пространствах. Причем существование решений 
доказывается через построения приближенных решений с помощью мульти- 
аиизотропных интегральных операторов.

M S C 2 0 1 0  n u m b er: 32Q40.
К л ю ч ев ы е  слов а: мультианігаотропное постраггство; гипоэлллптическое р а в ­
нение; интегральное представление; фундаментальное семейство операторов.

1. В в е д е н и е

В  данной работе изучается разрешимость одного класса гипоэллиптичеоких 
уравнений в Л” . Она является обобщением результатов работ Г.В. Демидепко 
[1]-[3], где с помощью специального интегрального представлеішя, полученно­
го С.В. Успепским в работе [4], построены приближенные решения для квази- 
эллнптических уравнений во всем пространстве. Трудность изучения регуляр­
ных гипоэллпптігческих уравнений заключается в том, что если старшие части 
эллиптических и  квазпэллиптических операторов соответственно однородны и 
обобщенно однородны, то старшая часть регулярного оператора — мультине- 
однородная. Регулярные операторы введены С.М. Никольским (см. [5]) и  В.П. 
Михайловым (см. [6]) (см. также [7]). При получении настоящих результатов, 
по существу, были использованы специальное интегральное представление через 
мультианизотропиыс ядра и оценки для мультианизотропных ядер, полученных 
в работах [8]-[11]. Отметим, что первые такие приближения изучались в работе 
[12] С.Л. Соболева, где получены итегральное представление функций через саму

°Ра<5ота нмполнена я рамках тематического фкнансігропания РАУ из средств МОН РФ  и 
при поддержке тематического финансирования комитета науки цри министерстве образования 
и  пауки РА (код проекта SCS #  15Т-1А197).
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функцию и ее  производные. В  дальпейшем эти результаты были обобщены для  
функций^ принадлежащ их обобщеппо одпородиым пространствам (см. [13]-[15]). 
В работе доказывается разрешимость регулярных уравнений в специальных ве­
совых пространствах. Подобны е пространства в случае а  =  1 д ля  эллиптических 
операторов изучались в работах [16]-[17], а  д ля  квазиэллиптичсских операторов
— в работе [18]. В  случае ж е  произвольных а  е  (0 ,1 ) подобные пространства 
были введены в работах Г. В. Демиденко (см. [1]).

2 . П р и б л и ж е н н ы е  р е ш е н и я  д л я  р е г у л я р н ы х  у р а в н е н и й  и  и х  с в о й с т в а

Пусть К ’* есть ո -мерное евклидовое пространство, a Z" — множество мз'льтп- 
индексов из R “ . Д л я  г/ е= R", а  €  Z ” и  է >  0 введем следующ ие обозначения:

м  =  » і  +  =  f f ՛  ■■■ г г - ,  -  (< * .........<»•). л ..........» ),
D a  =  D " ‘ . . .  D “" есть обобщенная производная по С.Л . Соболеву порядка л.

Д л я  данного набора мультииндексов обозначим через 91 наименьший выпук­
лый многогранник, содержащ ий все точки этого набора. М ногогранник 91 назы­
вается вполне правильным, если имеет вершину в начале координат и на всех  
координатных осях, а  внешние нормали всех (то — 1)-мерных некоординатньтх 
граней имеют положительные координаты. Ч ерез 91" 1 ( і  =  1 , . . .  , I n  і , І„  ւ >  
то) обозначим (ո  — 1)-мерные некоординатные грани многогранника 91, через 
O'УХ — м ножество всех т ех  мультииндексов, которые п ринадлеж ат хотя бы  рдной 
(то — 1 )-мериой некоординатной грани многогранника 91, через 9 1 ^  =  91 \  Ց'91, а  
{ а 1, а 2, . . . ,  а м } — множество всех вершин многогранника 91, отличных от нуля.

Пусть /и* (г =  1 , . . . ,  Іп —і )  есть такая внешняя нормаль грани 91?_1 , при кото­
рой уравнение гиперплоскости, содерж ащ ей данную  грань, задастся  формулой  
(а ,  /**) =  1 ( і  =  1 , . . . ,  7ո_ ւ ) . Д ал ее будем считать, что многогранник 91 имеет 
(п  — 1)-мерные грани, содерж ащ ие точки { а 1, . . . .  а ” } \  {а 1} ( і  =  1 , . . .  ,п ) ,  где  
аг* =  ( 0 , . . . ,  0 , Կ, 0 , . . . ,  0 ). Внешнюю нормаль данной гранп обозначим через թ1 
(г — 1 , . . . ,  то). Обозначим такж е через At- =  ц- (* =  1 , . . . ,  то), А =  (Aj, . . . ,  А„).

Пусть 7  =  (*уі, . . . ,  7п) есть точка пересечения гиперплоскостей, содерж ащ их  
ո-мерные грани с  внешними нормалями f j1, . . .  ,/лп , и  д ля  определенности пред­
полож им, что 7 і  <  та <  • • • <  7ո- г  <  7п—г+1 <  • - - <  7 „ , где г  =  0 , 1 , . . . ,  то — 1.

Рассмотрим дифференциальны й оператор

(2.1) P ( D ) =  J 2  a„ D *
ае& т  
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с действительными коэффициентами а,,. Предположим, что оператор P (D ) есть 
регулярный оператор, то есть существует постоянное число х  >  О такое, что для  
любого Հ е  R" имеет место неравенство

(2.2) Ш О І -  £  0 -5 “  2 *  5 3  І«“ І-
I  « е Я ' О Т  I  « € в ' * П

Д л я  положительного параметра і/ и натурального /г положим С о(£, //} =
С і(£ , ь») =  а  <5Го(І»*')і С I (է, и)  есть преобразование Фу­
рье для данны х функций. Известны (см. |10]) следующ ие оценки для функций  
G i( t ,v ) ,  (I =  0 ,1 ).

Лемма 2.1. П уст ь  7 і < 72 < • • • < 7„-г < 7«-r+j < • • ■ < 7» (г = 0,1........71 -1).
Тогда д ля  лю бого м ульт иинд екса  т  = (ուլ. »ոշ,... ,п іп )  и  лю бого чет ного  числа  
Аг (7Ѵ > ІѴо) сущ ест вую т  пост оянны е С і  (і  = 0,1,...,»՜— 1), т акие, чт о для  
лю бого V : 0 < ѵ  < 1 им ею т  м ест а  неравенст ва

,«* (И* (•»,„'))
I D m6 i  ( t,  v ) I <

, դ ՂՀ __________________С п -г\1п  И " ՜1 +  ■ • • +  C i I In И  +  Со___________________
՝  ՚ } (1 +  u ~ N ՀէՒք'է +  t NP л—  +  гЫа) ) . . . ( 1  +  v - N ( tN֊ t -ь i ” s +  ■■■ +  t KT) ) ՝
где ({7 , /9 ,. . . .  а } , . . . ,  {7 . 6 , . . . ,  т } )  ест ь некот оры й к о м п лек т  п  вект оров, а I =  
0 ,1 .

Лемма 2.2. П уст ь вект ор 7  удовлет воряет  условию  лем м ы  2.1. Тогда сущ е­
ст вую т  т акие ч исла  С і (t = 0,1,..., I) и  т акое н ат уральное До, ч т о  д ля  любого 
числа  N  : N  >  N 0 и  лю бого ѵ  : 0 < ѵ < 1 и м еет  м ест о  неравенст во
[ ° °  [ ° ° _____________________________(Ա-լճէշ . . .  d tn_____________________________

Jo " J o  (1 + U -N {tNf  + t N?  4-----+ t Na)) . . . (1 + V ֊ N ( tNr1 +*гѴЛ Գ -------h -

(2.4) (c ,|ta > -|‘ +  - - - + O i | b H  +  C b ),

где i — количест во р авен ст в м еж д у координат ам и вект ора 7 — (ті» • • - ,7п)-

Лемма 2.3. С ущ ест вует  пост оянная  С > 0, чтпо йая лю бого ѵ >  1 им ею т  
м ест а  неравенст ва

где |і|А = (if1 н--------Ւ а I = 0,1.



Д ля функции /  е  £р(R'*) обозначим (см. [8])

(2.6) № .(* )=  — Լ ք  [ '  dv  Г  ք(է) է  е - « , - О С , ( е . ^ ) « Л .
(2я-)5 J/. J к» -/а՞

С помотцыо вершин а* : օ ՛ փ 0 (г =  1 , . . . ,  М )  многогранника 9է введем мультиа- 
/  м  Л 1̂ 2

лизотропное расстояние рчх{х) =  ( 5D х ^а  ) и весовые пространства VV^.fR'*), 
которые являются пополнением пространства C7£°(R” ) по норме

(2.7) W , „ .  2  | |( i  +  « . ( * ) ) _' ci“ ” f “0‘',“))o ; a ( x ) l |
с е т  и ііір(*")

где 0 <  а  <  1.
Обозначим также через tp l7(R”) пространство суммируемых функций, имею­

щ их конечную норму =  ||(1 +  p < y\(x))~^U (x)^
Череч £ ГЛО,лг(К") обозначим подпространство функций /  е  Z^(R") Ո  ii,-y(R"), 

7  =  —(er +  ІѴ|А|), таких, что JR„ x & f(x )d x  = 0 ,  |/3| =  0 , 1 , . . . ,  TV՜ — 1.

Л е м м а  2 .4 . П уст ь թ  G Օ՛ՀՈ. Тогда сущ ест вует  пост оянная С  >  0 т акая, что 
д ля  лю бой ф ункции f  е  L p(Rn) D -kifR") при  h  : 0 <  h  <  1

( 2 8 )  І К и - І І і , » . !  S  с і і / I I l , » - )

ы при 0 <  Л] <  7ւշ <  1

(2.9) ||с» !7 ,., ֊  W ’o i . l l i . , » . ,  <  »(<■.,ЬОІІ/ІІад*.).
где е(Л ], Лэ) —► 0 пры հ ւ , հ շ —է 0.

Д оказат ельст во. Пусть թ €  Э'ЭТ. то есть существует հհ*0, что (/9,/**°) =  1. Из 
представления для Uh(x) имеем, что

-  ^ т £  « ֊ Հ .  / т  t.

Отсюда, применяя теорему Фубини, имеем

=  Հ  д -  Հ _  / ( օ ^ « * ՚ օ օ , ( ք ,  v )d t.

В  последней формуле, еще раз применяя теорему Фубини, получаем

£>‘ и Л( і )  -  / ({М » е « - 0 (2 * )  £  (к Р Й ))” ՜ 1» - '" ™ » ” * - ^  =

(2.10) [  Г"  '’СЯ(=‘ - ‘ « - ‘І , й м е _ ( 2 ^ » д ' ( о Л о ,
-/R" w t f )

О РАЗРЕШИМОСТИ РЕГУЛЯРНЫХ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ...
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п т - т

I JhPi

где /  есть обратное преобразование Фурье, а
еР r h - 'P (V  , ,ЗДі— /  4з*=-іе - г  ^

'/*Р(0
Из представления (2.10) следует, что для некоторой постоянной С  >  0 будет 
иметь место неравенство (2.8), если докажем, что функция Րհ (Հ) есть [LP,L P) 
мультипликатор (см. [19]), который равномерно ограничен по Л.

Имеем
|F a(0I <  <? 1 ^ ) 1  • Հ  < М ,

потому что при /9 е  <9՜01, как показано в работе |20|, Р (€) является мульти­
пликатором, следовательно, для некоторой постояігаой М \  >  0 |f^ /P (£ ) | Ճ 
при лтобом f  €  Rn- Так как произподсиис двух мультипликаторов опять муль­
типликатор, то достаточно показать, что 42*-1 eTta*di является мульти­
пликатором. Д ля этого оценим

7fcp(e)

| ս * ՜14 , ( 0 ( * ՜1Ո 0 ) “ ՜ , » ՜ {* ՜ , ,4 0 ) “ | +  |« tW ? ,© (A P tO )” ֊ , e - l w e ) “ | =

1 ( r ' p i f D V f * - 1™ ) "  +  | « ^ | е и т о г ^ 1 и « -  <  с ,  

где С, не зависящее от ft, постоянное число, а  * =  1 , . . . , « .
Аналогичным образом можно доказать, что - • ■ Հո" Ffe(^)| <  M ,

где k i (* =  1 , . . .  , п )  равны 0 или 1. То есть выполняются условия теоремы П.И. 
Лизоркина (см. [19]), откуда следует, что F h(Q  есть (L p, L p) мультипликатор, и, 
следовательно, для некоторой постоянной С  >  0 имеет место неравенство (2.8). 

Докажем оценку (2-9). Так как

L  ռ " ճ Հ է ՝ L  • - а д в с - в ” о - « .  ■ * * “  =

i S ՜  L  Ա .  *  -

( - i ) l " | ( 2 * ) s c f ( ( _ e ) " ‘ G , ( « , « ) ) i £ _ 0 ,

то к  можно выбрать так, чтобы

[  D?<Si(t,v)tadt =
J  R"

( 2 . U )  ( ֊ 1 ) Ы ( 2 » ) * в -  ( ( ֊ £ ) m c - ' " 4 « > “ ( 2 Ч ( - Р ( г ) ) “ - ‘ )  | £ , о  -  о



О РАЗРЕШИМОСТИ РЕГУЛЯРНЫХ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ

д ля  любого а  : |а | <  I, где f — наперед заданное число.
Пусть е  >  0 произвольное число. Выберем функцию /  е  Со0(Н” ) такую, чтобы

Ik  ֊  ' ՜ Լ , . ,  <  * "  I M L . - , s  0 , ' и ‘ . и  для любого а  : |а | <  I.
Допустим, что Л-1 <  /»շ <  1. Тогда имеем

| Հ -  *■ Հ ^ ^ Ժ ւ է է - . - д а - m J  ̂ + | Հ * ՞  Л ' ^ в » о 1( і - . , » ) [ / ֊ л л | |

+  11/* *  d«/ [  D B6 i { t - - , u ) f d i {  Վ Ր * , [  =
IK*»"* •/*" ILpJR") IK * •/R” ILp(R-)

1І +  -fil +  / 3 ՛+  І4-

Оцепим каж дое слагаемое по отдельности. С помощью у ж е доказанного нера- 
понстпа (2.8) д ля  / і  и  /շ  имеем оценку / і , /շ  <  с ||/  / | լ  Оценим 7з. Так

как 1 <  /ւ.շ 1 <  ftj ՜' ,  то, применяя неравенство Ю нга и  оценку (2.5) для  G \ (է, и) 
при и >  1 (см. лемму 2.3), имеем

с  Г  „֊w-<«.+« |  1^11 * / . || / 1|կ(„ , £
•'Ля II 1 +  1*ІА MrЧА Hz.„(R")

при հ շ  —* 0, так как (А .# ) >  1. 
Оценим 1հ .

կ  =  ո ք  2 du f  D?Gi [ t ,v )f(x +  t)dA =
IK *  lk (R " )

է ր  л ,  J  _ D ( a , % v )  / ( 1 + 0 - X )  д Л )  J
L i° | s '  J  llx>p(R” )

где в квадратной скобке п о свойству (2.11) при интегрировании все члены при­
равниваются к нулю, кроме / ( х  +  է).. Так как по формуле Iteftnopa квадратная 
скобка равна ^ 2  +  Oa (t)x ) , то при ѵ  <  1, из (2-3) и (2.4) следует, что

|« |= і+ і
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C„_ 1  |ln И " ՜1 H------- Ւ C i | In i/| +  Со
՜  (1  +  u ~ N { t ^  + 1” » +  ■ • - +  t w " ) )  . . .  (1 +  « F 37 +  ( i " '1' +  +  ■ • ■ +  t ' VT) )  ’

и, следовательно, применяя неравенство Юнга, для /,і имеем

sc£ j °  1<"օքժւ<1’")Լ <,..>“"■ I H U ,s|«|=f+l

1+09,/і' ) - («./**))+,„ ^ ,  I//1

l« M +

(Cn+,-i I lu ив+<-1 + ■ ■ • + c, I In И + c„)di/ • Оо^И/Вл,»-, ^
  , -  xofxUit'i+lfttii*)—(Q./*,))+J_lmln 4 |/**|+1
2 _ ,  h a 

lorM+1

(oo,n+<-il 1пЛ2І”+'֊1  H------- Ւ a«,i I In հշ\  +  a«»,oj|l/llbPCR»)

для некоторых постоянных aa ,o. a« ,i, - • • , Oa.n+i-i* Так как I — произвольное чис­
ло, то I можно выбрать так, чтобы функция по հ շ  в  последней формуле стре­
милась к нулю при հշ —у 0. ТЬгда имеем, что Կ  —> 0 при հշ  —> 0, и тем самым 
лемма 2.4 доказана. □

Предположим, что для многогранника 9? выполняется условие max (խ*| +

Л е м м а  2 .5 . П уст ь  /  G Х.Р(ЖП), (1 +  р*п(х))аf  G £ ] (Rn), |А| >  1, >  сг >  1 — i£l
(p  +  p ՛ =  • Тогда для любого f)  G при  h  : 0 <  h  <  1

| | ( i  I I  <
I I

(2.12) օ ( |1 / 1 № )  +  | ( ւ  +  « , ( . » ' ՞ - ,» ^ » / { » ) | լ

и  при  0 <  fti <  հ շ  <  1

11(1 +  я . ( * ) Г " ' " ” “ м 'Л ) ( л » ! / , „ м  ֊  ւ

где e ( h i , հ շ )  -Ւ  0 при h i ,  հ շ  -> О.



О РАЗРЕШИМОСТИ РЕГУЛЯРНЫХ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ..

Доказат ельст ва. В с и лу  я

I I  I I ^ p C R " )

| |( і+ р ?п (зО ) at> - r *” ” Հ  >Խ Լյ{է)ռՀՇՀէ-*,ս)ժ.էԼ ^  +

(1 +  / ^ ( а О ) ՜^ 1՜ ”’̂ ՛ ' ' * ”  Г  du  [  քԼէ)ռ£<ՅՓ  -  X , */)<* = հ  +  Խ
II J r " llbp(R")

Оценим каждое слагаемое по отдельности. Применяя оценки (2.3) и (2.4) для  
Շ \ (է, г/) при 0 <  і/ <  1 и неравенство Юнга, для І \  получим

г ,  <  о £ փ ,\ \ռ « մ Հ է .» > 1 ^ ^ ,  ■ і і / і і і . о , . ,  <  Հ 1 * .

( c „ _ i |  I m f ՛" 1 +  • • • + С і 11пк| +  С о) •
f  _______________________ մէւ . . ■ dt„,________________________ _ .I , | |  <

7 r  ո (1 +  1 +  • • ■ +  է " ՞ ) )  . . .  (1 +  ս - ” [է” -ւ +  • - - +  t ” T)) »Jll£p(R-) -
y 1 j -  т ах (|^ + (^ д'))+ у_ l/**l

( c „ - , _ , |  l D - r +‘~ ‘ +  ■ +  C ,| In и  +  С о) Л - М а д * . ,  <  С Ц /Ц ^да.,. 

Оценим /շ. Учитывая, что р<л{х — у )(1  +  /*ո(®))֊1  <  а ( 1 +  р«п(|/)) и, применяя 
неравенство Ю нга, имеем

I2< c f  du

C d ^ | | p OT( x ) - ,(1- m?x(/3''‘<)) Լ ռ e* ( - .0 ^ G l(e ,i /)d f լ

(2.14) Ь + Р ш ^ ) ) ^ 1՜ ^ ’" ^ / ^ ) !
I I  І 1і і ( в " )

Используя неравенство (2.5) при «/ >  1, первая норма будет
V -<7(l-max(/S,^)) ѵ-(|А|+(0А))

< \ Լ Ք ւ

В  полученной оценке, делая замену переменных х  =  і/Л»7 и, учитывая, что N  > 
N 0, имеем, что первый множитель неравенства (2-14) оценивается через интеграл



Так как <тр <  |А|, 1 - $  <  а, |А| >  m ax|И ,  о  <  1 ,то ty + o + {P ,  А )-стт а х ( 0 ,^ )  >  
1 , данный интеграл сходится, и для /շ  имеем оценку

/а <  6 -||(l +  « , W ) ' ‘l -" ,“ ",-',' U/ w | |II llz,,(R")
"Тем самым неравенство (2.12) доказано. Неравенство (2.13) доказывается так же, 
как и в лемме 2.4. □

П р ед л о ж ен и е  2 .1 . П уст ь  0 (f) =  — многочлен с постоянными ко­
эффициентами и  9Т(0) =  { а  €  Z” ,7с  փ  О}. Д ля  того  чтобы существовала  
постоянная С  >  0 такая, чтобы имело место неравенство 

|0(ОІ <  С р п (О

Л*л лю бых Հ G К ”, при которых ԲհոԼՀ) >  1, необходимо и  достаточно, чтобы 

т (в)  с  аг.

Доказательство см. в [7].

Обозначим через со =  ^тіп թյ  и  назовем показателем регулярности

оператора P (D ).

Л ем м а  2 .6 . Д л я  того чтобы для лю бы х Հ €  Rn, п ри  которых |Я(4)І >  1, с неко­
торыми полож ит ельными постоянными с >  0 и  А  выполнялось неравенство

(215) £  <  А і

необходимо и  достаточно, чтобы  с  <  со-

Доказательство. Если |Р (0 1  >  1, то для любого с  >  О, ос е  Z" с некоторой 
постоянной С  >  1 имеет место неравенство

<  с £  |£- f

Следовательно, в силу предположения 2.1 оценка (2.15) эквивалентна следую­
щему вложению:

(2.16) и ( р < “))  ( О , л )

для любого a  G Z J.
Поэтому для доказательства леммы достаточно показать, что вложение (2.16) 

выполняется тогда и только тогда, когда с  <  со- 
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□  ' u Z  Э »  o jo g o o r  виѴ  ( կ ո ՝ ո )  х е ш  о  -  x)}fi э  ( (0)<j)Ui o x  < {»  <  & Հ յ )  э ^ о
' “ “/> »>  т .

I х е ш  а -  і ) ю  нвм >шх
■(сГ) Э £( и  э  х> хэая  исГи

՜ “/  >  1 >  I  '• J oaogour Birtf 

(,rf ‘о )  х е ш  о -  X >  ( fT/ ‘» )  x m n  Oo -  X >  ( ?r/ ‘w -  g )

ч х ээ  ox

‘( ,г / ‘о ) ‘ зстзш> 1 <Ъ -  X >  կ Ո ՝ո ) oo -  X >  ( —  оэ _  I  =  ( ,r / ‘o  -  £ )

і —՚“յ  >  »*7 >  X : t  ‘7 хм доиг Birtf ‘ончігэхваоѴ эігд 
°э

’ T7
т—“յ  >  г >  х : t  lj  xragoiir кцѴ о-j етгэиь кинаігэѴэсІыо Л п ю  g  

• ( ^  •*>) (to -  X =  ( ,r /‘o )  -  I  >  (jT/1» )  -  ( յէ / ՝# )  =  (,тУ‘»  ֊  ĝ )
1 KOOK II

l ~ “J  > 1 >  1 - 1  oaogour Kirtf o x  * {»  <  g ‘{ w d )  Э  £ /‘x> — £ /} ы  Э  ( (0)с/ ) і й  явм н и х  
• ՜£ շ  э  о  чхоХ ц -(э х -г ) эи н эж оігя  охээет х э эи и  <Ъ >  о  n d u  о х ь  ‘іч эж в м оц  -эо н х в й д о

о э = 1

‘ончітэх«аоіПаіго 'и  >  Բ >  I  <1՜ ”/  >  ; >  [ оходонг Kirtf

’У -  > э
rs

війСххо

frl х е ш 1 о  -  I  >  ( ,г / ' » ) ’ х£ш >Т э  -  I >  ֊  бО =  *») -  ( ,^  ՝£/) =  ֊  է

ч хээ  ох  ‘і - “/  >  I >  * : * олодоиг вин՛
/  , ' ֊ “/>»> т _  . ,,( ,//•» )  хеш  օ - ւ > կ ^ ՝ ռ - ( յ )

т1‘п )  х т п >Хо  -  х )  IG Э  ((»jcT)lG ( 9 f Z )  оіииоігаЛ o n  o x  ‘( („)сГ) 10 Э г » - £ /  =  « - 01 » w  *ԳԼ

‘X <  t g  и  X =  охь ‘квугех т_,;Хй S' 'енитсіэя хэ/ГяхоэТп/Сэ он^ияѳьо

и  >  С >  X *т-“/  >  ; >  X : . f хічдопг вь- tf  -(о  ‘ ' • • ‘0 ‘ ’ ' '  ‘0 )  =  г» =  »  ч х э л ц
•оо  > э  о х  ‘(9T'Z) эинаж оігв о х э эк  хээгси шгоэ о хк  ‘к э ж в и о п  я ігн і.вн з

— хияоаьихииь-ь'-ьоиил хічпсікі/л лім  и х о о к и ш а аеѵ а о
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П у с т ь  д Ы  -  j j  °  ՜  I  -  1 - х е  0 ” (Щ ) .

Л ем м а  2 .7 . Еслы выполняются условия лем м ы  Я.О, т о д ля  лю бых հ  и  դ  (0 < 
հ  < 1 ,0  <  а  <  2с0) и  для любого мульт ииндекса ft е  01 пріі р —* оо им еет  место  
соотношение

I  ( і + и ,  м ) ՜ " ՞ ՜ " ' " ' ՞ ՛ ' ՜ ' ”  ( - ° г  ( “ ‘ W  ֊  а д *  ( ^ ) ) )  fl - +  <>•

Доказат ельст во. Пусть /9 =  0- Тогда из определения функции x (s )  имеем

| ( і + я , < . » ~  ( « / . « - « . с ) *  ( ^ ) ) | լ „ . ,  *

при /7 —*■ оо, так как из леммы 2.5 f/л е  Ь р.а ІШп).
Пусть теперь թ ф  Q. Тогда по формуле Лейбница имеем

х>| (іW*) -  о»Мх ( ^ ^ ) )  “  лг»*М ( і  -X  ( ^ г 2) )  -

И.ИВІх -  £  C..,D-JJh(x)D%x = « լ ,  + *а.» + *.,»•
|5է|«1>օ

Оценим каждое слагаемое в отдельности. Учитывая леммы 2.Վ и 2.5, как и в 
работе [1], для Փ յ,ր имеем

I I  (1 +  Л і  ( * ) ) ՜ ' 11՜ ա “ “ ' , " ' ” » ւ , , ( * ) | |  <
I I  l i £ , ( R " )

||(1  +  P » W ) _ ' ( , ֊ ” “ W ' ' ' U D » № . ( I )  I  - ►  о
I I  Н і р ( р - п С * ) > р )

при р —> оо, так как D pJJh €  /-р,ст для любого /9 €  91. Аналогичные оценкп 
докажем для Фа.р и Фз,р. По формуле Франкела (см. [21]) о производной сложной 
функции имеем, что

101
( 2 . 18 )  П » Х ( Ѵ ( и , - . , * » ) ) - £ х ! ‘ І ( » ) І * в « , < ( * > ) ,

где Qp,i(<p) есть однородный многочлен порядка і  и имеет вид

< Э » ,.М -  Y .  **■<*>) ■■•'*■&»>.
Пн----hr*—/9
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где г — 1 , . . . ,  |/3|. Причем прп . - - - ,х„ )  — (іщ (х)/р*  каждый пз (1 —
і ___, |0 |)  имеет вид

где Я(г*) =  {&; =  ,,А; І®1 =  О» а ° ,ւ> • • ■ >а< — векторы, для которых О <
а 1 <  г* (* =  1 ,-----0-

По лемме 2.6 для любого і  =  1-----,1 при рт (х) >  1

( в „. ( ® ) ) % С ( ® ) " И И ) - ^ Ѵ )

Так как
^ ^ 0 jm a x (a ‘,p J) >  max չւյ ) =  т а х (гк ,ц* ),

то имеем, что

где в силу определения функции x (s )  переменные Х і , . . . ,  х„  меняются в компакте 
К р  =  {э: 6  Rn; р  <  р~з\ (х) <  - /2 р}. Следовательно, из леммы 2.6 следует, что 
для любого /3 G ОТ существует некоторая постоянная С  >  0, что имеет место 
неравенство

-2С0 m*x(/J,M*)

О РАЗРЕШИМОСТИ РЕГУЛЯРНЫХ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ...

и  p : p >  1.
Исходя из псравепства (2.19), оценим Փշ,  ̂и Фз./j- Так как функция 

отлична от нуля только в компакте А'р, и все производные функции х(®) огра­
ничены, то для Фа,р имеем

11(1+ к <
I I  I I

l | ( i + M , w r ! , - ” f * w ' ‘ ' ” ^ w ^ x  ( ^ ) Լ  (

Cp֊ s “ ”“ ‘"'"‘)(1 +  +  » М ) - ' № Ы Ц ІрОВД-
Так как по лемме 2.5 С/* €  £ Pl<T(R"), то при ст <  2со имеем, что

Н а + ֊ ►  о

■ЛКо'։
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>. Для Фз,р(х ) имеем

,— Сі—
||(1  + /* л ( * ) )

с  j p  | | ( і + т < * ) Г " с'" " “ и ,',' ’>« д а . м ° г х ( г ^ 2 ) | | і  ( j t j :

.-քէճտ « И « « а

lid  + Л і ( « »  " “ ‘■''■‘“ и гИ ѵ М І
I I  П ь , < * , )

так как т ах(з  +  զ, ц ')  <  max (в, /х*) +  maxfa, /х*).
По лемме 2.4 и 2.5 отсюда имеем, что при a  <  2со

|( і+ р в і ( * ) )  ( ‘ ՚  յ>փ3,„(*)|| —> О
II llz.„(R“)

при р  —V оо. □

О п р ед ел ен и е 2 .1 . (см. [1]) П уст ь V  и  W  есть нормированные пространства. 
Семейство лин ейны х операторов Ph (ft- G (0 ,1)) фундамент ально Ь паре {V, W }  
при h  —► 0, если для любого  Л €  (0 ,1) оператор Բի : V  —► W  ограничен, при этом

(2.20) sup Ц-Р/іЦ < С  <  оо,

и  им еет  м ест о сходимость

(2-21) ІМЪ, - f t j - ю

при հ ւ ,հ շ  —► 0.

Для любой функции /  е  Ьр(Кп) Ո  •£i,-<r(Rn) обозначим Uh =  P h f-  Исходя из 
лемм 2.4, 2.5 и  2.7, докажем следующую теорему:

Т еор ем а  2 .1 . П уст ь  |А| >  1, >  <т >  1—^  =  Тогда семейст во опе­
раторов Рп фундаментально в  паре пространств { Լ ր (^ )Ո ^ ւ ,֊օ (է է " ), И ^ г(К п)} 
при հ  —> 0.



О РАЗРЕШИМОСТИ РЕГУЛЯРНЫХ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ

Доказат ельст ва. И з  лемм 2.4, 2.5 и 2.7 следует, что для любой функции f  €  
L p(R n) Ո  -Ьі.-»(Е”) функция Uk =  P / ./  принадлежит пространству И ^ .(К " ) (см. 
лемму 2.7), причем (см. леммы 2.4, 2.5)

ІІВ Д ияѵи-) s  с  ( l l / l l , +  11(1+ и . М ) Ѵ ( * ) І І £ , | . . ))  .
где постоянная Cl не зависит от /  и /і, հ  6  (0 ,1), следовательно, выполняется 
условие (2.20), и

(1 +  рт (х))

" /( * )
Ьг(Л"))

где տ (հւ,հշ)  —>• 0 при հ յ , հ շ  —¥ 0, то есть выполняется условие (2.21), следова­
тельно, теорема 2.1 доказана. □

Д ля |А| <  1 имеем следующие аналоги лемм 2.5 и  2.7.

Л е м м а  2 .8 . П уст ь  1 >  |А| >  1 — N X m\n, ծ  <  min{co, a  >  1 — |А| +  ̂ —ЛГАга|М. 
Тогда для лю бой ф ункции  /  €  £pier,jv(Rn) и  для лю бы х թ  е  ‘Л  при  հ  : 0 <  Л <  1

(2.22) +  +  , 

где пост оянная С  > 0 не зависит  от  հ  и  ք , и  при  0 <  h i  <  հ շ <  1

| ( i + « i W ) _ " ( , _ ” “ M' '‘ >,( ^ y * , w  - і >і у і . , ( * ) ) |!  <II Иь,(и»)

(2.23) Վ հ է , հ ,)  ( l / l w ,  +  | ( i  +  № ( * » '0 ~" ք՚ ՛и ' ‘№мпл|/ ( » ) | і  ^  J  , 

где e ( h j , հ շ)  —>• 0  при հ \ ,հ շ ֊ *  0.

Д оказат ельст во. Докажем неравенство (2.22). Рассмотрим случай /3 =  0 (осталь­
ные случаи аналогичны). Как и в лемме 2.5, имеем

I ( i  +  « ( * ) ) - ^ w | | w > s

11(1 + » ( * ) ) - *  [ ' d v t  / ( « ) /  «-*<■— +
II Jh JR" JR" ll ip(R")
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1(1 + и.(*»~"Г ^  f  /К) [  «-*—ПС,М,»ЖЛ -/,+/=.
; Vz Vr<‘ JR” 11/.,№")

h  оценивается так же, как и в лемме 2.5. Оценим / а. Так как /  е  £* ,,,* (& "). то 
есть J'K„ x 0 f{ x )d x  =  О при |/9| =  0 ,1 ,.  ■ •, ЛГ-1, то преобразование Фурье функции 
/  можно записать в виде (см. [1])

т  -  ( S j T  /  ՜ ■  ■ £  ( / . -  ՛

А^ 1 . . .  A ^.jA jv-idA i . . .  dXpi.

Учитывая данную формулу, для /շ  имеем

1շ <  С  J  du  J  — J  А^ 1 —  Адг_2А,ѵ—ւ՛

||(1 +  Р«п(*)Г' f  [  е<Ж~Хл- Awu’e)G i ( ? , 0 ” / Ы « | |  d X t . . .d * M <II Л »  Л »  ll£,,(R-)

£  C , £  ' л | | ( и і М ) - ' ^ = , м , С і ( £ ,ѵ ) £ ^ | լ  +

-  Y L  CP f  v - M - ^ d v  | |^ (1  +  рот(х/))а/Ы Ил,(вп)- 
|p|=w 71

0 А Г -  +  - + ’ * - ) ՜
— ( , / * ?  + • - + * ? - )

5 Ը  c . j f ' ՝  і/ - |« - <х-',+ “ - ' Л | | » ' ( і  +  я п (»))‘'Л іі) ііі. ,(« .) -

о + լ . ;
В последнем интеграле сделали замену переменных х  =  и ху .  Так как ^  >  а, 
то при достаточно больших К  интеграл по Ь р сходится. Интеграл но ѵ тоже 
сходится, так как по условию |А| +  (А,р) — +  а  >  |А| +  iVAnljn — +  а  >  1. В
итоге имеем, что

Կ  <  с | | ( ]

Аналогично доказывается неравенство (2.23).
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Л е м м а  2 .9 . П уст ь вы полняю т ся условия лем м ы  2.8, а ф ункция հ (տ) определена 
как выше. Тогда для любого հ  е  (0 ,1) и  & е  ՀՈ им еет  м ест о соотношение (2.17).

Д ля доказательства пужио повторить те ж е шаги, что it при доказательстве 
леммы 2.7 с применением лемм 2.4 и 2.8.

Т еор ем а  2 .2 . П уст ь выполняю т ся условия  лем м ы  2.8. Тогда семейст во опера­
торов Р/, ф ундамент ально в  паре пространств {■CPl.x,Ar(R” ).W ’£ ,a (R"} при հ  —► 
О.

Доказательство не отличается от доказательства теоремы 2.1 (с применением 
лемм 2.8 и 2.9).

Для невесовых пространств (при ծ  =  0) имеем следующую теорему.

Т ео р ем а  2 .3 . П уст ь  |А| ( і  — ֊ )  >  1. Тогда семейство операторов Рн Фіріда- 
м ент ильпо в  паре пространств  { £ P(R” ) f"l£i(R n), W ^ R ”)}  при  հ  —* 0 . Е сли  
|A| ( l  — j )  <  1 ti |A| ( l  -  i )  4- N \ mSn >  1 >  |A| ( l  -  i )  4- (Af -  1)Amin, mo семей­
ство операторов Рн фундаментально в  паре пространств  {£ Р.о,n  (R’1). W jp  (Rn) }.

3 . Р е г у л я р н ы е  у р а в н е н и я  в  Ж”

Исходя из результатов §2, докажем следующие теоремы о существовании и 
единственности решения следующего уравнения

где P (D ) есть оператор (2.1), удовлетворяющий условию регулярности (2.2).

Т ео р ем а  3 .1 . П уст ь  |А| >  1, ^  >  а  >  1 — |А| +  Тогда д ля  лю бой ф унк­
ц и и  I  е  LP(R“ ) Ո  уравнение (S. I )  им еет  единст венное р еш ение U и з
класса  №'рэт0 (Нп), которое являет ся  пределом в классе \Y™a (R n ) приближ енны х  
реш ений Uh, определенных формулой (2.6), при հ  —> 0. и  сущ ест вует  посто­
ян н а я  С  >  0 , ч т о  для  любой функции  /  G LP(R” ) |~lZ/i,_a (R71) им еет  м ест о  
оценка

Доказат ельст во. Пусть /  е  i p(R”) Ո  L i.-a iW ՜') -  Рассмотрим семейство опера<- 
торов Рп  и построим последовательность функций Uk(x) по формуле

(3.1) P {D )U  =  f ,

(3.2) <  с  ( | | / | | Ьр(Кп) +  НУІІІ,__ (К-))

(3.3) Uk(x )  =  P h J ( x ) ,
61
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где Л*. —» О при к  —» оо.
Если |А| >  1, то, примепяя теорему 2.1, имеом, что семейство операторов Р/, 

фундаментально в паре пространств {Z.P(RT‘) Ո  L i.  «(R” ), W**,(Rn)} при հ  -+ 0. 
А если |A| <  1, то по теореме 2.2 семейство операторов Р/, фундаментально в 
паре {і!р,„,дг(1К” ). W m (R ")} при Л —> 0. То есть при любом |А| >  0, последова­
тельность {17* (ж)} фундаментальна в пространстве WjJ^(Rn)  по норме (2.7). А в 
силу полноты пространтсва R") существует функция t /  е  W ”ff(Rn), такая,

11% -  u \\w „a(Rn) ֊> 0

при Л: —> оо. При этом при |А| >  1 имеет место неравенство (2.12), а при |А| <  1 
имеет место неравенство (2.22).

Из представления (2.1) работы [8] и пз свойств усреднения քո имеем, что почти 
для всех э>ов из R"

(3.4) Л . )  =  t o  ^  Լ  / М А ( *  «,

С другой стороны, применяя формулу (2.6) и представление (3.3), имеем, что

п в . №  =  Հ ' ՛*  ,խ Լ _  m  Հ .  ո օ յ »  «*- « о ,  (ք, .

" i 5 F £ "  d u L m

— J  (Խ՜§ ձ  ք  ք(է)Շօ(է — x ,u )d t.

Переходя к пределу при к  —t оо и применяя интегральное представление (3.4), 
можем утверждать, что С/ является решением уравнения (3.1). Учитывая лемму 
2.4, имеем, что для любого 0  е  Ց՜Հքէ имеет место неравенство

C3SJ

Докажем едпнствепность. Вначале предположим, что U (x) есть финитное реше­
ние уравнения (3.1). Тогда после преобразования Фурье имеем, что Բ(ւՀ)Ս{Հ) = 
0, V£ G Rn. А так как Р(і£) ^  0 при f  £  R” \  {0 } , то по свойству преобразования 
Фурье имеем, что Ս{Հ) - 0 почти всюду в  R”. Но так как ՍԼՀ) есть непрерывная 
функция, то ՍԼՀ) =  0 в R ”, следовательно, Ս(Հ) =  0 в R” . То есть единствен­
ность решения уравнения (3.1) для финитных функций из (R” ) доказана. 
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Учитывая оценку (3.5), .можно сказать, что для любой гладкой фннптной функ­
ции V 6  W j^ ( R " )  и для любого 0  е  сУУІ имеет место неравенство

-  СИп Р М ь ѵ г

Рассмотрим общий случай. Пусть U  €  И ^ Д К ” ) является решением однородного 
уравнения P (D )U  =  0. Докажем, что для любой ограниченной области G

ІІ^ Ік (с) =  0.

Так как U  €  \Ѵ ^а (Р "), то из-за плотности финитных функций в W£la (Rr‘) сле­
дует существование І/е е  И ^ (Е " ), такой, что

(3.6) («“> < * •

и по (3.5) для любого /9 е  Ց'97 имеет место неравенство

1№ 1և , „ . )  Տ  с и ч л Ж І а д . , -

Учитывая, что Ս  является решением однородного уравнения P (U )U  =  0, имеем,

І І ^ І І з д м  -  -  U-> L ,IR .։ +  с ц р р і і м і і , * . , .
Так как для оператора P (D ) отличны от нуля только те коэффициенты а„, для 
которых а  е  Ց՜Օ!, то, применяя оценку (3.6), получим

1 1 ^ |և „ (« . , < օ  £  1“» 1 | 1 ® № ֊ ^ > 1 և , ( . . , + « տ « ՚ օ  Е  М + « -
/зев'от вев'сп

В силу произвольности е имеем, что ]|-D£t/||t  =  0 для любого Р  G Ց՚ՀՈ.
Следовательно, для любой ограниченной области G  \\Ս\\Լ  ^  =  0, и U (x)  =  0 
почти всюду на G. Так как G  — произвольная область, то U (x)  =  О почти всюду 
в Г .  □

Аналогично для случая |А| <  1 имеем следующую теорему.

Т еор ем а  3 .2 . П уст ь  1 >  |А| >  1 — JVA„,in, а  <  min {со, 1 — |А| +  ^  — (N  — 

1)^шіп >  ст >  1 — |А| +  ^ — N  Аг„іп - Тогда д ля  лю бой ф ункции f  G £ր ւ0.^ (® ո) 
сущ ест вует  единственное решение Ս  G (Rn) уравнения (3.1), и  сущ ест ву­
ет  пост оянная С  > 0, что д ля  любой ф ункции  /  е  £р1<г,лг(К” ) им еет  место  
неравенство

( 3 . 7 )  д а ч  <  с  ( | | / | և , օ - )  +  | |(1  + я і М Г * " | Л | / М | | і і ( І І , ) )  .
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Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.1 с  применением тео­

ремы 2.2.
Наконец, применяя теорему 2.3, для обычного мультианпзотропного проетран- 

ства имеем следующую теорему.

Т ео р ем а  3 .3 . Е сли  |А| -  ^  >  1, т о д ля  лю бой ф ун к ц и и  /  е  Т,р(Я п) Ո  Լ յ  (1Rre) 
уравнение (3 .1) им еет  единст венное реш ение Մ  €  №**(К ” ), фиі которого спра­
ведливо  неравенст во (3.2) при  а  =  0. Е сли  |А| — ^  <  1, |А| — ^  +  ЛГА,„|П >  1 >  
| А | - ^  +  (/Ѵ — 1)A,„in, т о п р и  f  е  £р,о./ѵ(К” ) уравнение (3 .1) и м еет  единст венное  
реш ение в  И/р, (Кга), д ля  которого им еет  м ест о неравенст во (3 .7) п р и  ծ  =  0.

Доказательство не отличается от доказательства теоремы 3.1 (с применением 
теоремы 2.3).

A b s tr a c t .  In th is paper the unique solvability o f regular hypoelliptic equations in 
multianisotropic weighted functional spaces is proved by m eans o f special integral 
representation of functions through a  regular operator. T he existence o f the solutions 
is proved by constructing approximate solutions using multianisotropic integral operators.
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F IR S T  PASSAG E) T IM E  D IS T R IB U T IO N  F O R  L IN E A R  

F U N C T IO N S  O F A  R A N D O M  W A L K
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A b s tr a c t .  In  this paper, theoroms about asymptotic behavior of the tocal probabilities 
of crossing the  Hnear boundaries by a  perturbed random walk are proved.

M S C 2 0 1 0  num bers: 60Fxx, GOHxx
K eyw ord s: First passage time; local limit theorem; perturbed random walk.

1. I n t r o d u c t i o n

The paper investigates the asymptotic behavior o f local probabilities of crossing 
the linear boundaries by a perturbed random walk. This problem was studied by 
M. Woodroofe in [1]. T he goal is to  extend some results from [1].

Let {e„ n  =  1 ,2 , . . . }  be a  sequence of independent identically distributed 
random variables defined on some probability space (Ո, F, P )  with E\ei\ <  oo and 
cr2 =  Varei <  oo. Let A(a;) be a  strictly convex and continuously differentiable in 
R  function, and let V  =  E et <  oo. In [1], M. Woodroofe described the asymptotic 
distribution of the first passage time in the case where the function Д(ж) satisfies 
the condition Д'(ѵ) >  0. In this paper, we examine the case Д'(и) <  0. Denote

S n =  Y l e n , S ^ =  - S n, Tn =  пД(ЗІГ), n =  1 ,2 . . .
*=i n  

Also, define the stopping times:

ra =  in f{n  >  1 : T„ >  a }, Ra =  TTm — a, a >  0.

Note that the family o f the first passage times was investigated in the papers [2]-[5].

2 . A s s u m p t io n s  a n d  f o r m u l a t io n  o f  t h e  m a in  r e s u l t s  

We assume that A (x) is a  strictly convex and continuously differentiable function 
in R  with V  =  Е еւ,թ  =  Д(ѵ) and 8 =  A '(v). For sequence {£„, n  =  1 , 2 , . . . }  we 
assume that f  ^  |® (i)|mdt <  oo for some m , where Ф is the characteristic function 
of en.  W ith this assumption, for n  big enough, by a  local limit theorem, the sum



FIRST PASSAGE TIME DISTRIBUTION FOR ..

S n has a  continuous probability density function ps„  («)> such that 

Г2 .1) р , М = ( - ± , ) ѵ [ ! ^ ] + 0 ф  „

Here, and in what follows. <p denotes th e  density function of standard normal 
distribution. According to  the definition o f Tn, it can always be represented as 
T n =  ո ձ (Տ „ ) =  Zn  +  en, where

= X „ -  Д(ѵ) +  Д '(» )(« » -ѵ ),
fc=l

e,L =  n r ( s n), r (x )  =  A (x )  -  A (u) -  A '(v ) (x  -  v ).

T he following two lemmas from [1] will be used in th e  proofs o f the m ain results 
o f th is paper.

L e m m a  A  (see [1]). The following relations hold:

1) P (ra <  oo) =  1 fo r  all a  >  oq,
2) Ta *-$՛ oo аз а  —У oo,
3) oo.

L e m m a  В  (see [lj) . U nder the above stated conditions, the random  variable 1Լ, has 
a lim it distribution w ith density function given by

h(r)  =  յ լ  P ( S k > r , k > l ) ,  r  >  0.

T he main results o f th is paper are the following theorems.

T h e o r e m  2 .1 .  Let {en , n  =  1 , 2 , . . . }  be a sequence of independent and identically  
distributed random  variables satisfying the condition (2.1), and le t the function  A  
be s tr ic tly  convex and continuous differentiable in  a vic in ity  o f the po in t v  =  E e\ .  
I f  there is

n  =  n„ =  — +  Z a . l —, where Z a —► z  e  R  as a  —> oo,
H V 4

then the following asym ptotic relation holds:

~  "  “ ՜ * 00՛ 

where S =  A '(v )  փ 0 and ga(n ,r )  =  =  ո , 1 կ  <  r ) .

T h e o r e m  2 .2 . L et S [A (e i)+ ] <  oo, then under the conditions o f Theorem 2.1 the  
following asym ptotic relation holds:
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C orollary  2 .1 . Let {7,,, л =  1 ,2 , . . . }  be a sequence of independent identically 
distributed and positive random variables. Then the conditions of Theorem 2.2 arc 
satisfied for the sequence e„ =  In 7„ and  p„ =  71-72 • -7«, Կ  =  in f{«  : p„. >  c“},
and therefore, the following asymptotic relation holds:

where щ  =  E]n(^n)and  o f  =  Var(ln7„).

Proof o f Theorem 2.1. For the case S =  A '(v ) >  0, the theorem is proved in [1].
So, we prove the theorem in the case 5 =  A '(v)  <  0. Defining Mn =  M n(a, r )  =  

{ у  : a <  7іД (у ) <  a  +  r } , and observing that the function Д  in a  vicinity of the 
point X =  V has a decreasing inverse A - 1 , we can write

P(r„ = n ,R , t < r )  =  P (r„ =  7i,0 <  TTa — a  <  r )  =  P (ra = '« , a  <  n A (S r„) < a  +  r)

If n A (y)  =  a +  r is the root of equation, given that A  is a strictly convex function 
and A '(v) <  0, then there is a unique root yo with the condition j/0 v  as a  —» oo, 
such that

According to  Taylor formula for function A  in a  vicinity o f point x  =  v , we have

=  p ( Ta =  n , s Ta e  м п) =  Р(та >  n , s Ta e  Mn)

(2.2)

n A (i/o )  =  n A (v )  +  n A '(v )(y o  - v )  +  (y0 -  v ) 0 (n ),

a  +  r  =  (I ( j l  +  Za\ [ ^ )  +  ՜  w)(n A /(u) +  rlo(1))>

implying that r  =  /j.Za

(2.3) as
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According to  tho Theorem 2.7 and Corollary 5.1 from [1], we have 

(2-4) *a(n,y0) ->  |Л (г ) as a  - »  oo.

Therefore, from (2.2) -  (2.4) we obtain  

« . ( - . » >  ֊  -  д ^ у  ■ M W  ( j i j )  „  

и > ~  ■ M M  ( - L . )  „

~ZWT Ш  - ( ֊ a - )  ֊ - Л * -  № )  *«■
Thus, we have proved that for 6 =  A'(w) ф  0 the following asymptotic relation 
holds:

~  л ( г ) -
Theorem 2.1 is proved.

Proof of Theorem 2.2. We have

P<’ i  =  n ) ~ i 5 i £ / S * , ( £ ' )  “  ° ^ + “ ՛

For eacli с >  0, we can write

ѴпР{та =  n )  =  V n  J  զռ (n , r )d r  =  v /n  J  ga ( n , r ) d r )

+  V n J  9a(n, r)dr =  9a, 1 (n, c) -1- <7a,2(n, c).

From Theorem 2.1, we have

d ...(n ,c )  -  , /տ Հ  g„(~,r)dr -  а д *

where fT(c) -+ 1 as с ->  oo. I f c —> o o  and a —* oo, then we have д0д (п , с) =
• Thus, to  complete the proof, it is enough to  show th at ց0,շ(ո, с) —» Q

a s c - »  oo.

Since Д  is a convex function, we can write

T„ -  пЛ  -  пД (5 ^ = ! +  5 = ) -  „ Л  3 „_ ! +  i e „ )

<  "  [ !— +  і  Д (е „)] =  T „_ j +  Д (е„ ).
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j(n,c) -  1.(".>-)dr =■ i/sf"  — -P(r. -  n, Я. <  r)di

= VnJ°° J;[-P(Ta = n) -  P(r„ = n, Ra > r)]dr = -/пР(т„ = Ո, Я* > c)

=  л/пРІХа =  Ո, T„ —a  >  с) =  ѴпР{та =  n , T„ >  a  +  c)

<  y/nP (T n—i < a , a  +  c < T n <  Tn-1  +  Д (еп)) =  %ЛІР(а +  с  -  Д (е„ ) <  Т„_, <  a) 

=  Я [в +  с  -  Д (е„ ) <  Т „_і <  а  | Д (е„) =  в] dQ(s)

=  ^ Ր  Р {а  +  с - а <  Т „_ , <  a)dQ(s), 

where <Э(а) =  Р (А (е п)  <  $)■

(2.5)

where Ф is the standard normal distribution function. According to  (2.5), we have

(2.6) P (a  +  c — s  <  T,, <  a) — P (a  +  c - « < S „ < a ) - > 0  as n  oo. 

According to  the local lim it theorem and (2-1), there is К  >  0  such that

(2.7) P (a  +  c - s < S n < a )  < K ( s - c ) .

From (2.6) and (2.7), we conclude that there is a  constant M  >  0 such that

Qa,г(п ,с) <  у /п М  I  (s  — c)dQ(s) <  y /n M  J  sdQ (s).

Since by assumption -Б[Д (еі)+] <  oo, the last term of th e  above relation tends to 
0 as с —► oo, and the result follows. Theorem 2.2 is proved.

Proof o f Corollary 2.1. Given that the sequence {en =  In 7„ } satisfies the condition 
o f Theorem 2.2, with Sn =  In p„ =  In 71 H-1- In 7„ and A (x )  =  x , we have

t a =  in f {71: S„ >  a }  =  in f{n  : In 71 H-------------------1- ІП7„ >  a}

=  in f{n  : ІП71 ■ • ■ 7„ >  a } =  in f{71: 71 ----yn >  ea} =  in f{n  : pn >  ea} ,

and the result easily follows from Theorem 2.2.
Corollary 2.1 is proved.

E x a m p le . Let { en, n  =  1 , 2 , . . . }  be asequenceof independent identically distributed 
random variables having exponential distribution with parameter Л =  1. In t-.Ьія
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case, the sum S„  =  У. e t  has a Gamma distribution with parameters (ո, 1). Then 
fc=i

for Д(а:) =  X >  0, we have
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/X =  A(w) =  1, V =  E en =  1, 

6  =  A '(v)  =  - 1 .it2 =  Var c i =  1.

So, by Theorem 2.2, we obtain

Р(та =  n) ~  ֊^=<p{z) as а  —* oo. 
V "
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А н н отац и я . Исследована система нелинейных интегральных уравнений 
с оператором типа свертки, имеющая применение в р-адической теории 
струны для скалярного ноля тахионов. Доказано существование однопа­
раметрического семейства монотонных непрерывных и ограниченных ре­
шений для данной системы. Вычислены пределы построенных решений ո 
±оо.

M S C 20X 0 n u m b e r :  45GXX, 45G05.
К л ю ч е в ы е  с л о в а : монотонность; итерации; ограниченное решение; ядро; гр­
афическая теория; предел решения.

1 . В в е д е н и е

Работа посвящ ена изучению и решению следующей системы интегральных 
уравнений с кубической нелинейностью:

(1 .1 )  О +  (1 -  * ) / , ( * )  -  £ / * „ ( *  -  е д м * .  *  е к , .  І -  1 , շ ......... Ո
3=1 R

относительно искомой непрерывной и  ограниченной вектор-ф ункции / ( * )  =  
(Д  (.-с), / շ (ж ),. . . ,  / » ( * ) ) ,  где Т  — знак  транспонирования.

В системе (1.1) а< G (0 ,1] (і =  1 , 2 , . . . ,  ո ) — числовые параметры , a  K ij(x )  — 
определенные н а  R  четны е ф ункции, удовлетворяю щие следующим условиям:

(1.2) К і з ( - х )  =  K iS(x ) , х > 0 ,  K i j ( t )  >  0 , і е ж ,  i , j =  1 , 2 , . . . , ո ,

( 1 3 )  K “  e t i ( K) n c " ( R ) , “ о  ■  J k u W o ,  a - ( « « ) J } r „

r (A ) =  1, K ij( x )  4- по а: н а  R + . =  1 ,2 ........ ...
где г(Л ) — спектральны й радиус м атрицы  Ճ, а  С м  (R) — пространство непре­
рывны х й  ограниченных функций н а  R.

^Работа выполнена при финансовой поддержке МОН РА  в  рамках научного проекта SCS



ОДНОІІАРАМЕТРИЧЕСКОЕ СЕМЕЙСТВО ОГРАНИЧЕННЫХ РЕШЕНИЙ

С истема (1.1) имеет непосредственное применение в  р —адической теории от­
кры ты х, зам кнуты х и откры то-замкнуты х струп д л я  скалярного поля тахионов 
(см. [1Ц 6]).

В частном  случае, когда п  =  1 соответствующее скалярпое уравпепис с яд­
ром

К „{х)  =  - ^ с - х1' Ла, і € і

и  с граничны ми условиями /(± о о )  =  ± 1  описы вает движ ение (роллинг) тахи­
онов по времени д л я  откры то-зам кнуты х струи (см. [1], [2]).

В настоящ ей работе при условиях (1.2) и  (1.3) докаж ем  сущ ествование од- 
попараметрического семейства монотонных непреры вны х и ограниченных ре­
шений системы  (1.1). Вычислим предел построенных реш ений в  ±оо .

2. О б о з н а ч е н и я  и  в с п о м о г а т е л ь н ы е  ф а к т ы  

У читы вая условпя (1.2), (1.3), н а  основании теоремы  П еррона (см. [7]) можно 
утверж дать , ч то  существует вектор 7? =  (»7і ,դ չ ,  ■ ■. ,ijn )T  с  полож ительными 
координатами: գ- > О, і  =  1 , 2 , . . . ,  п  такой, что

(2.1)  ^ 2 aijV j= V i>  * = 1, 2, . . . , п . 
і= і

Обозначим через

(2 .2) ^ ---------- > 1 , * =  1 , 2 , . . . ,и .
д а . *

Рассмотрим следующие 4>упкдии:

р .3 )  х і(р ) =  £  ч ;  J К ф у - ’ 'd t  -  < - 1 , 2 .........П,
І =1  О

определенны е н а  множестве [0, + оо). И з  (1.2)-(2.2) сразу  следует, что

х .« Ч  -  ~ ± ч г , ;  -  -  օ ւ բ  >  о,

Х і(+оо) =  ֊ ^ ֊ — ѵէ ,

Х і(р ) 4- п о р  н а [0 ,+ о о ) .  i  =  l , 2 , . . . , n .
С ледовательно, согласно теоремы  Б ольцано-К ош и (см. [8]) д л я  любого * е  
{1 , 2 , . . . ,  п }  сущ ествует единственное число р і>  0 такое, что

(2.4) Хі (Рі )  =  0.

Обозначим через

(2.5) р ,  = т іп { р і ,р 2 , . . . , р „ }  >  0.



Следующая лемма нам понадобится в дальнейших рассуждениях.

Л е м м а  2 .1 . При условиях  (1.2) и  (1.3) для ядер {/ѵ,^(.х))"^1‘1 имею т  место 
следующие неравенства:

(2.6) ( I ֊  f ) v ! ,

X е  К + , г =  1 , 2 , . . . , п.

Доказательство. Рассмотрим функции

л і М - Х > ;  J +

г =  1 , 2 , . . . ,  п , a:G R + . Согласно (1.2)֊(2.4) будем иметь

H<m = p v; J  каю<?-<+ J к„те~-‘м -(ւ_Տ),; = 

“ 2 | > յ ՜  ] к Ш с - г - ‘ ^ - ( } ֊ ֊ ) ч ։ >

> շ շ է  զ- J  К « т . - " ‘ < в - ( l  -  ^ )  , ;  =  0 ,i - 1 , 2 .......

■H*(®) =  ] C  »7j^ y (® )e p*x+ 2p .e 2p-1 ^  jj* f  К ц{І)еГ рЛ d t-e*» -*  V ՝ (*)«-**•* =  
i= i  i= i £ i= i

=  2p .e 2p' x ̂  77T f  ICi:i(t)e~p՜ 1 d t >  0, x  €  R + - 
i “ i  £

Следовательно, Ih (x )  >  U i(0) >  0, x  e  R + , * =  1 , 2 , . . . ,» .  □

У читы вая неравенство (2.6), легко можно убедиться в  справедливости сле­
дующего неравенства:
(2-7)

՝ f Z r>i J (К *Л* - t )  -  К у ( х  + է))( 1 -  e -P֊‘)rf« >  (1 -  а .)  (1  -  e -p**)j

t  =  1 , 2, . . . , ո , ® e R + .
Действительно, рассмотрим функции

в*(*) ■  J (Лиц(* -  <) ֊  Л Го(а:+ і) )(1  -  -  Հ  ( і  -  (1 -  е ՜" -* ) ,

< =  1 ,2 , . . . , п ,  ж е  R + . И з условия (1.2) сразу следует, что Q<(0) = 0 ,  і  =
1 ,2 , . . . , ո.

X. А. ХАЧЛТРЯН, U. Э. ТКРДЖЯН, м . о . а в ь т и с я н
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У чи ты вая (1 .2 )-(2 .2 ), ф ун кц и и  {*2і(а0}2=і представим ы  в  следую щ ем виде:

« 1  ( * ) - £ ■ £  ^ « « - 2  / * « < « ) « )  -  J Z п - е ՜* - '  ]

+ ±  •։;<?■* JК ц  (О е -” -* Л  -  » ;  ( і  -  f )  (1  ֊  « -" • ” ) =

- ч ?  ֊ շ ք > ;  / * • « ( « ) *  ֊ £ > ? ; « - " - •  J  K iS( t ) c '- ‘ л +

+ f l  < S * * -  J K e M » ՜* - *  * - * ( ։ - f ) ( l - •-*•*)■

Т ак  к а к  ЛГу e  і і ( К ) П С м ( К ) ,  * , յ  =  1 , 2 , . . .  , n ,  то  с  учетом  л ем м ы  2.1 п олучаем

QiOc) = 2 յ շ Ո] ճ է յխ )  +  Y , V j P * e - p՝ x  [  Л Г « (* )в "* Л +  
յ =1 І = 1  ֊Հօ

+  ' ^ Z r1jP-eP' x  f  K i j ( t ) e - p‘* d t  - 2 y ^ ^ K j j ( x )  -  17Г ( l  -  y )  P*c~p՝ x =  
j - i  {  i - 1

=  p ,e ~ v ՝ x  ^ յ է 77;  j JC y(i)e*-‘ d i +  e2p*x X ]  t,r  J ^ ( і ) е - Р - ‘ tft - 17? ( l  -  ֊

t  =  1, 2 , . . .  ,n , a: G R +.

С ледовательн о, Q i(x )  >  Qi(0) =  0, x  €  R + , t  =  1 ,2 , . . . , » .  И , тем  сам ы м , 
неравен ство  (2.7) доказан о .

Л е м м а  2 .2 .  .Если вект ор-ф ун кция  у>(х) =  (у>і(*). Ѵ з(*). • • ■ «Ѵ»(®))Г « ® е  R + 
я в л я е т с я  н епреры вны м  и  ограниченны м  решением, следую щ ей сист ем ы  нели­
н ей н ы х  и н т егр а льн ы х  уравн ений  на  полуоси:

,  , а ц р і{х )  +  (1 — ռ֊լ)տքխ )  =  X) /  (.К *ЛХ — *) ~  ^* j(®  +  *)) <Рі(*) d<>(2 .8J յ= ւ  о
* =  1 , 2 , . . .  ,п ,  i e R + ,

тпо нечет н ое  продолж ение эт ого р еш ени я  на  (—оо, 0 )

(2-9) Л ( . ) - (  “ " “ ' ֊ ՞ '  (І =  1 .2 ........... » )1 — X), если  X <  0

я в л я е т с я  непреры вны м  и  ограниченны м  р еш ением  сист ем ы  ( 1 .1 ). 

Д о казат ельст во ,  п роводи тся  прям ой проверкой. □



X. Л. ХАЧАТРЯН, д. э . ТВРДЖ ЯН, М. О. АВКТИСЯН

3. О  РАЗРЕШ ИМОСТИ СИСТЕМЫ (2.8)

В  этом  п ар агр аф е займемся построением ограниченного непреры вного ре­
ш ения системы (2 .8 ) с  помоіцы о специально вы бранны х п оследовательны х при­
ближений.

Д л я  системы (2.8) рассм атривая следующие итерации:

(3.1) 3
о і (ѵ»?"+ Ч (*>) +  (1 ֊  а і)ѵ \т +і\ х )  =  t  J  (K i j ( x  -  t)  -  K iS( x  +  է))  <ք<ր\է) dt, 

<p[0)(x )  =  T)f, m  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  a .-e K + , i  =  1 , 2, . . . , n ,  
д окаж ем , что

(3.2) <Pim)(x )  4- по  to , * =  1 , 2 , . . . , » ,  X  6  R + .

С начала зам етим , что  условия (1.2) и (1.3) обеспечиваю т вы полнение следую­
щ их неравенств:

(3.3) К ц ( х  - t ) >  K fj ( x  +  t ) ,  i , j  =  1 ,2 ........ я ,  x , t  e  R + .

У читы вая (2.1), (2.2) и (3.3), из (3.1) будем иметь

а ій Р р Ч * ))8 +  (1 -  «і)ѵ><(1)(*) <  ІЬ 7* *  <® -  d t < J 2 v j  J K ij( t )d t  =
о -Հօ

=  ՜Հ շ  O ijif i =  77* <  M V i ) 3 +  (1 -  Oi)»7i . ® €  R +, * =  1 , 2 , . . . , » .

Т ак  как  ф ункци и  F((t) =  arf3 +  (1 -  a i) t, * =  1 , 2 , . . . , » ,  t  G R  являю тся 
непреры вны ми и  монотонно возрастаю щ ими н а  R , из получеппого н еравенства 
непосредственно следует, что

<Рі1}(х )  <  ѴГ =  <р[°\х), * =  1 , 2 , . . .  , я ,  а; е  R + .

П редполагая, ч то  <Ріт \ х )  <  ^ т ֊ 1 ^(®), * =  1 , 2 , . . . , »  п ри  некотором  н атураль­
ном то и  у»пггывая м онотонность ф ункци й  F i(t) , і  =  1 , 2 , . . . ,  ո , < е  R , и з  (3.1) 
получим

¥>im+1) (* ) <  y^m)(®)> * =  1 , 2, . - ,  п , x e R +.
С ледовательно, монотонность последовательности вектор-ф ункций  tp^m^(x)  =  
(Ѵ’і"*4а:)> Ѵ32П)(а:), • • • , V’n '^ a : ) ) 7'  по то доказана.

Т еперь индукцией д окаж ем , что

(3.4) <Pim \ x )  > e r r j i ( l -  е.~ѵ~:х), т  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  * =  1 , 2 , . . . , » ,  х €  R + . 

где

(3.5) е  =  ֊ т і п ( і і .........і ) .
ѵ 2  Լ *71 »7շ ^  j
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В случае т  =  0 неравенства (3.4) вы полняю тся автоматически. П усть (3.4) 
имеет место при некотором т  е  N . Тогда, испсхльзуя (2.7), (3.3) и определение 
числа е , из (3.1) будем иметь

о,- ( d " "  LJ( r ) )  +(1-а,)<р$т + 1)(х ) > е ^ Г г і ‘  f  (К ц ( х  ֊ է )  -  K fJ(x  +  t) )  ( l - e - p*‘)cft >
J= i n

>  e v t  ( l  - | ) ( 1 - e ՜" * * )  >  a ie3« ) 3( l  ֊  e ֊* -* )3 +  (1 ֊  « і)еѵГ (1  ֊  « -*•*). 

Следовательно,

V<(m+1)(* ) >  е»/Г(1  ֊  в ՜" - * ) ,  i  =  1 ,2 ........ ...  a: 6  R + .

З ап и сы вая  итерации (3.1) в  следующем виде:

(¥»'”*+1)(®)) +0-сн)< Ріт+1)(х )  =  У :  f  f<ij(t)tp{̂ { x - t )  d t - Y .  f  K ij(x +t)'Pj,n) (t) dt,
j= l֊  oo i= i  о

¥><n)(x) =% *, m  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  x  G R + , i  =  1 . 2 , . . .  .a  

при этом  и м ея ввиду условие (1.3) и монотонность ф ункци й  f i ( i ) ,  і  =  1 , 2 , . . . .  ո , 
индукцией по т  легко  можно убедиться, что

(3.6) 4>іт )(х )  է  по X на, R + , m  =  0 ,1 ,2 .........* =  1 ,2 ...........ո.

И з  непреры вности функций (х)}??!?^ и { ^ ( і ) ^ ^  следует, что

(3.7) V»im) е  C (R + ), т  =  0 ,1 , 2........ * =  1, 2 , . . . .  п.

Таким образом , в  силу вы ш еизлож енного можем утверж дать , что последова­
тельность вектор-ф ункций  {yjf"*)(x)}“ =n имеет поточечны й предел при тп —+ 
оо :

»,Шйо ̂ ( т ) (ж) =  ¥>(х ) =  (Ѵ>і(*). ■Ы *), • • • , Ѵ°п(х))т , 
причем  п редельная вектор-ф ункция согласно теоремы  Б .  Л еви  (см. [9]) удовле­
творяет системе (2.8). И з  (3.2) и  (3.4) следует, что

(3.8) er/U  1 -  е~р’х ) <  <pt (x ) < i g ,  і  =  1 , 2 , . . . ,  n ,  х  е  R + , 

а  из (3.6) заклю чаем , что

(3.9) <Рі(х) է  по X, на, R + , і  =  1 ,2 , . . .  ,п .

В  силу н епреры вности ф ункций {АТ(,-(х)}"£Гг и  { ^ ( t ) } ^ - , , а  т ак ж е  н еравенства
(3.8) следует, что

(3.10) <рі е  C (R + ), Հ =  1 , 2 , . . . ,  ո .
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Следовательпо, на основании (3.7), (3.10) и теоремы Д и ии  (см. [8]) можно 
утверж дать, что сходимость последовательности о к  ѵО») является
равномерігой в  каж дом  компакте из R + .

ТЬким образом, мы д оказали  следующий результат.

Т е о р е м а  3 .1 . П уст ь  { ify (a ;)} " * ^  — определенные п а  R  -четные ф ункции, удо­
влет воряю щ ие условиям  (1.2) и  (1-3). Тогда для всех  а,- 6  (0,1] ( і  =  1 ,2 ,. .. ,та) 
сист ема  (2.8) им еет  неот рицат ельное (нет ривиальное)  непрерывное м оно­
тонно неубывающее и  ограниченное р еш ение <р(х) =  (у>і (х ), ф-і(х) , . . . ,  <рп (х))Т , 
причем  справедливы двусторонние оценки  (3.8).

4 . П р е д е л  р е ш е н и я  с и с т е м ы  (2 .8 )

И з (3.8) (3.10) следует, что существует

(4.1) ^ lim ^^jjfa :) =  А* < -boo, * =  1 ,2 , . . . , п .

Используя непрерьтиость функций и известное предельное соотно­
шение д л я  операции свертки (см. [10]):

J K ij(x  — t)<pj(t)dt = ճյ J  Kij(t)dt = UijXj,

из (2.8) будем иметь:

(4 .2 )  ЯіА? +  (1  — a-i)Xi =  o y A j ,  * = 1 , 2 ......... ո .

Теперь перейдем к  численному реш ению системы нелинейных алгебраиче­
ских уравнений (4.2). С  этой целью  рассмотрим следующ ие последовательные 
приближения:

(1.3) ~  ( л і“ + ,0 ’ +  <* ֊
А¥3)= Ѵ і, т  =  0 ,1 ,2 , . . . ,  * =  1 ,2 , . . . ,п.

И ндукцией нетрудно убедиться в  справедливости следую щ их ф актов :

(4.4) Aj'n , 4- но то, і  =  1 ,2 , . . .  ,та,

(4-5) A то =  0 , 1 ,2 , . . . ,  * =  1 , 2 , . ...та ,

где

... Л}-[Ѵ і Ѵз ѴІ J
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Следовательно, последовательность {A m̂^}” _ 0 имеет предел при  т  —*■

ш П т теА<т > =  А =  (Ах, А2..........А „ )Т , (А<т > =  (A<m>, А т̂ ) , . . . ,  А',т ) )2

причем предельны й вектор удовлетворяет системе (4.2) и двусторонни

(4.6) dr]՜ < >і  <  77*, і  =  1 , 2 , . . . ,  ո .

Н иж е д окаж ем  единственность реш ения системы (4.2) в  следующем 
векторов:

(4.7) Л  =  {А =  (А ,, А г,. . . ,  Хп)Т  : & £  <  А* <  Ѵ", * =  1 ,2 , ■ - • ,« }  

при дополнительном ограничении н а  м атрицу А:

(4.8)

О ткуда из (2.1) н  (2.2) следует, 

(4.9)
m il l  77J  ,5v l?„  ^ з Ѵ ]  m il l  (ч<!<<<« * _  — 11 J—1 >  !<>,j<rt J 1
m u x  т/і A  ,  ~  m a x  а «  л /3* " ’ах  Oijrfi l£ i j< n  0----  1<<<п

П редполож им , что  система (4.2) в классе Л имеет д в а  реш ения А, ц. 
у ч и ты в ая  (2.1) и (2.2), и з  (4.2) будем иметь

Оі (А і -  д 4)(А? +  Ai//j +  /л?) +  (1 -  a t)(A i ~ Д і)  =  a « (A j  ~  Հքյ)-
յ= ւ

И з последнего р авен ства  сразу  следует, что

1 ձ ւ :(о<А| Н- a tX if t i  +  а ,ц 1  +  1 -  о і)|А і -  щ \  <  ^  O ii lA j  -  M il <  »7* ■ Հ £ թ ո  ( ՜ „
յ ՜= ւ ~  \

У ч и т ь т а я  т о т  ф ак т , ч то  А ,/і е  Л и  ф орм улы  (2.1), (2-2), будем иметь

(4.10) |А,- -  Д і|(3а<̂ 2(7?*)2 -Ւ 1 -  էկ) <  m ax  ( 1- 4----f o i ) ■ * =  1 ,2 ,.
^  Vj J

Согласно (4.7) из (4.10) получаем

( 3-  (  J§£) +1 -  “ • )  5  >33?» (г1̂ ) ■ *
(4.11) 

|А 1 ֊

■),
м нера- 

классе

ТЬгда,
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П олож іш

(412) Й = ,3 $ ?„ ‘Ч > 0 -

Тогда в  силу (4.9) из (4.11) будем иметь 

Ия последпего неравенства следует, что

(413) *(*(»г)
Т ак пак (  ' - ‘- п - |  >  І ,  то  из (4.12) и (4.13) получаем, что А( =  ц і , і  =

v s ® . * ;  3
1 , 2 , . . . , ո.

И так, д оказана следующая

Л е м м а  4 .1 .  П уст ь все элемент ы  м ат рицы  А  полож ит ельны : ciij >  0, i , j  =  
1 ,2  г  (А )  =  1 и  им еет  м ест о неравенство  (4.8). Тогда сист ема  (4.2)
при лю бы х (ц €  (0, 1] (* =  1 , 2 , . . . ,  п ) им еет  в классе Л  единст венное решение, 
являю щ ееся пределом последовательных приблиокений  (4.3).

5 . ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ 

С  учетом леммы 2.2 и  теоремы 3.1 можем утверж дать, что  система (1.1) 
обладает нетривиальны м монотонно неубывающим непрерывным и  ограничен­
ным решением f ( x )  =  ( / і  (*), f i { x ) , / „ (  х))Т , причем

Л ( 0 ) = 0 ,  - r j t  < M x ) < Vt ,  ® €  R , t  = 1 , 2 , . . . , ո.

Рассмотрим одпопараметрическое семейство вектор-ф уикцпй вида:

M x ) = f ( x  +  c), с €  R , х б Е .

Проверим, что д л я  любого с е  R  вектор-ф ункция

/с (» ) =  ( / і ( *  +  с), М х + с ) , . . . ,  / „ (  X  +  с))г , 

удовлетворяет системе (1.1). Д ействительно, имеем

5Z J  K t j ( x - t ) f c j(t)d t =  jr J  K ij{ x —t) fj{ t+ c )d t — J  K tj(x+ C —r ) / j ( r ) d T  =
J=1 R J=1 K j= l R

-  « , /? (*  + » )  +  ( ! -  a,)f,1 .x  +  с) =  « / £ ( > )  +  (1  -  a t ) U ( i ) ,
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где
/Сі(х )  =  / і ( ж  +  с), І =  1, 2, . . . , П.

И так , н а  основе вы ш еизложенны х ф актов можем сф ормулировать основной 
результат настоящ ей работы :

Т е о р е м а  5 .1 . П уст ь вы полняю т ся все условия  т еоремы Տ.1. Тогда, если  для  
м ат рицы  А  =  вы полняю т ся условия лем м ы  4-1, т о д ля  всех  Оі 6

( 0 ,1], г =  1 , 2 , . . .  , 7і  сист ема  (1.1) обладает однопарам ет рическим семейст вом  
непрерывны х м онот онно неубы ваю щ их и  ограниченны х р еш ений  {/с(*)}сеи- 

І с ( х )  =  (/с і(а :)і/с 2(я :) , .- - ,/сп (ж ))т . при-челі^Цш ^/сД х) =  А*, * =  1 , 2 , . . . , ո , 

где числа  {Aj}JL., определяю т ся и з  сист емы алгебраических уравнений  (4.2) 
единст венны м  образом.

6 . О  ПОСТРОЕНИИ Д Л Я  СИСТЕМЫ (1 .1 )  ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКОГО 

СЕМЕЙСТВА ОГРАНИЧЕННЫХ РЕШ ЕНИЙ НА ВСЕЙ ОСИ, НА КОНЦАХ 
КОТОРОЙ О ТЛИЧАЮ ТСЯ ОТ СВОЕГО ПРЕДЕЛА СУММИРУЕМОЙ ФУНКЦИЕЙ 

В этом  п ар агр аф е при дополнительном условии н а  ядсриы е ф ункци и { .Ку (*)}2Ji3i 
построим д л я  нелинейной системы ( 1 .1) однопараметрическое семейство огра­
ниченных реш ений { /г (*)}с€д со свойствами

А ± / в е  i f  ” (RT ), с е  R, 

где А =  (А і, А а,. . . ,  А„)т  — реш ение нелинейной системы алгебраических урав­
нений (4.2), fc (x )  =  ( /с і(х ) , /к 2(ж ),. . . ,  f Cn (x ))T  — искомое реш ение системы
(1.1). а

£ f " ( R * )  в £!(К=Р)х Х і (» т ) х . . .  x b x( R ^ ) .

С  этой целью  оп я ть  рассмотрим вспомогательную  систему (2.8) и  д л я  нее сле­
дую щ ие последовательны е приближения:

(б-1)
<Н (ѵ>іт+1\ х ) У  +  (1 -  «<)¥><(т + Ц (аО =  £  7 (* < ,-(*  - t ) ֊  K t j {x  +  t ) )  ̂ m)( t)  dt, 

¥>J0)(aO m  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  * =  1 ,2 , . . . , n ,  X G R + .
И спользуя (4.2), (3.3), (1.2) и  (1.3), легко м ож но убедиться в  достоверности 
следую щ их у тверж дений:

A) y>(m)(a;) J. п о т ,  * =  1 , 2 , . . .  , n ,  х  G R + ,

B )  ѵ>іт )  6  C (R + ), i  =  1 ,2 ........ ...  m  =  0 , 1 ,2 , . . . ,

C ) (* ) է  п о г  н а  R + , * =  1 , 2 , . . . , n ,  т  =  0 ,1 ,2 , ----
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С праведливы  т ак ж е  следую щ ие оценки снизу:

D ) < р Г \х )  >  еѴі(. 1 ֊  е - р*‘е), m  =  0 ,1 ,2 ,  . . . , *  =  1 , 2 , . . .  , п ,  я  €  R+ 

Н еравенства О ) доказы ваю тся аналогично к ак  в  теореме 3.1. С ледует лиш ь 
отметить, ч то  D )  сразу  следует и з  принадлеж ности вектора А множ еству Л и 
из  определения ч и сл а  е  (см. ф орм улу (3.5)).

И ндукцией по т  д окаж ем , что 

(0.2) А* -  գ ձ ի  G Z-i(R+ ), m  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  * =  1 ,2 , . .  . , n .

Д ей ствительно, в  случае m  =  0 вклю чения (6.2) очевидны м образом  верны. 
П редполож им , что  А, — <р$т  ̂ G L t  (R + ), < =  1 , 2 , . . . .  ո  при некотором  т  6  N. 
ТЬгда, у ч и ты в ая  ф орм улу (4.2) и  итерации (6.1). м ож но зап и сать  в  следующем 
виде:

(А< -  Ч^Г+1\ х ) ) ( а ^  +  «< А ^(т+ 1 )(*) +  <ь{ч><Г+г\ х ) ) * )  =  ք շ  a ijX j —

-  J  K t j {x -  t)<pjjm )( t)d t +  (си — 1)(A* -  +  J  K i j ( x +  (t)d t,

<p$0)(x )  =  A*, m  =  0 ,1 ,2 ........ t  =  1 , 2 , . . .  ,n ,  i e R +

или н а  о сновании (1.3) будем иметь
(6.3)

(А, -  у { " +,>(*))(о ,Л | +  +  а ,(ѵ !“ + ,,(*)):‘  +  1 -  « )• =

-  £  Т Ъ Л *  ֊  -  r p ' W d t  +  £  X , “  + ± 7  * « ( *  +
3=1 0 J=1 a: j=  1 0

V>l0) ( i ) s A i ,  m  =  0 , 1 , 2 , . . . , t  =  1 , 2 , . . .  , n ,  a: G R + .

В  силу (6.1) и  утверж дений  А )  и  D )  и з  (6.3) следует, что  ,

(А , -  M ) ( a ,A J  +  a.A« .Sm + 4 (*) +  W ) *  +  1 -  щ ) <

(6.4) s f ; /  / f „ ( * ֊ t ) ( A j  -ѵ>5” ) (*))Л  +  2 ^ Л (  t  K ,A t)d t ,
0 *= 1  z

t  =  1 ,2 ,__ , n ,  i e R + .
Доп олн ительно предполож им , что

(6.5) m ( K i j )  =  J x K i j ( x ) d x  <  + 00 , t ,  j  =  1 , 2 , . . .  ,n .

Т огда, используя теорем у Ф убш ш  (см. [9]), нетрудно проверить, что

(6 .6) J K i j { t ) d t  G £ i ( R + ), i , j  - 1 , 2 , . . . .ո .
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У чи ты вая вклю чение (6 .6), и ндукционное предполож ение, у словие (1.3) и  н ера­
вен ства D ), и з  (6.4) получаем , что  А* — ѵ4”’+1) £  Z<i(R+ ), =  1 , 2 , . . . , п . И з
(6.4) в  силу  Z?) и Л ) следует т ак ж е , что
(6.7)

(Аі -  у£т + 1 ) (*))(віА ? +  1 ֊  « і  +  a tb e r f i(1 ֊  e - ^ J )  +  « ,е2(tj?)2(1 -  e ֊ " -* )2) <

-Y l J  Ki*(x *  4)(AJ -  v4m+1)(*))<& +  2 A2 J  K ,j( t)d t.

И нтегри руя обе части  (6.7) по ж в пределах  о т  0 д о  + о о  и им ея ввиду (1.2),
(1 .3), (4 .2), будем иметь

J i K -  v>S” +1> (* ))(“ <•»? +  1 -  “ < +  <хА,стгГ (1 -  е~ р'* ) +
о

-  е - г -’ П<Ь> z f l J J  -  * )« »  -  (* ))* * > +
յ =1 О о

+ 2  J  К а ( у ) Л у М + г ^ \ , г , ^ К и ) <
І = 1 i - 1 0 ֊00  3=1

+ 2  AjT n (K ij)  <  ^ a x ^ l ֊ --------------------------------------------------------------- ^ ------------ j  J  K ij( .v )d y+

f  7 ( ^ j  ֊  ^ m + ,)( t) )d i 1 n 

+  S ' ? n { i ------------Л7-------------- } > > Л  - * > > , „ (K „ ! <

£  . § & { - ---------- ^ ------------}  ( | > Л  ՜ Ж Е ; 3»  f  )  +

+  -----------Л7------------ }  +  2 §  Лі” (АГм)՛
И з получеіш ого  н еравен ства, в  частности, следует, что

Л  А, -  ^ ” +‘ >(*))<te I֊
(о,Л? +  (1 -  <ч)Л,) • 2-------------j ֊ -------------- +  щ Л? +  (1 -  а ,) Х ,+
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1 Д Л ,
-  с ՜ " ՜)  +  а.А<е2(т7?)и(1 -  е  • '-------- —---------------------  <

/ .  -  7  \
£ ----------- /  ՛ ( 5 ° иЛ'  ~ ‘ 5 ё » § л'  J  к,1<-у)Лу]  -
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г і  ------------------------- > - ^ 2  <HjXj + 2 тш с4- m ax < ------------г--------------------> • >ւ< յ< ո է  ճ յ  j  j - լ

О ткуда с учетом (4.2) получаем,

№ < -  ѵ !'"*и («»Л: / (А , -  *><“ «><*)),&

5--------------Հ --------------- + J ----------------^ --------------- a „+ ^ f

J  ^  +  (1  — «i)Ai

С 7 (A j ֊  *>5” + ,’(*))<fa ^ 2 g i g ,  ( S  A jr a ( j r« ) )

+ !£*<*{ ^  J +  <цА$ +  (1 -  Q,)^, '
где

(в  q> -v, =  *i>$eViO- -  e  p’ ) +  flfAjga(>?*)a ( l  -  e~p֊)a(69; 7i~ ОіА̂ + (1 — а,')Л{ ’ г-
7  =  m in 7 i >  0.!<<<n

О бозначим через

2 1“ ^ >  (  ? i  
С » =  (о,Л }+  ( ! -< « )* ,)■  t C > > 0 ) '1 <i<rt

l i ^ n  Ա յյ-յ A* {  K v b / ) d y \

Ca ~ (“*■** + ~ °*)-̂ ) ’ շ̂շ >
Т огда и з  неравенства (6 .8) следует, что

/(А і -  ¥>im+1) (x ))d x  f ( X i  -  iPim+X) (x ) )d x



г ք< *յ ֊  -  “ (Aj -  Ѵ< " ~ » (* » Л =  1
5  ® r ..{  2--------- ^ -----------}  ■ ս  — СУ + ա Հ ±------- ֊ յ ֊ -----------}  +С,.
И спользуя следую щ ее л егко  проверяем ое тож дество  
(С. 10)

т « с  ^  (а,- +  А )  : а*, Д  >  0 , і  =  1 , 2 , . . . ,  =

՜  : “ * г  і - 1 ’ 2 ..........п |  +  : f t  > ° .

и з последнего неравопства получим

Г խ յ  ֊  v T + l \ * ) ) d x  լ  ,  7 (Л , -  v T * » l x ) ) d x  ■,

ОДНОГІАРАМЕТРИЧЕСКОЕ СЕМЕЙСТВО ОГРАНИЧЕННЫХ РЕШ ЕНИЙ ...

“ Г --------- Щ---------- }  {ձ----------* ՜-----------է
В новь  и сп ользуя (6.10), приходим к  неравенству:

, (т + 1) , .

С ледовательн о,

Г 7 (< ^  ֊  d m+14 t ) ) d t

6̂ ' 11  ̂ АІ J ՜  m in { C 2 ,7 } ‘

И з  (6.11) и  A ) - D )  (а  т а к ж е  согласно теорем ы  Б .  Л еви ) следует п оточ ечн ая схо­
д и м о сть  последовательн ы х  приближ епи й  (6 .1) , т.е. сущ ествует ^ і іт ^  tp'm ^(а:) =  
tp (x) =  ( tp i(x ) ,ip 2 ( x ) , . . .  ,tpn (x ) )T , причем  X — tp e  Ь * ” (К + ), п р ед ел ьн ая  вектор- 
ф у н к д и я  у д овлетв оряет  системе (2.8) и  им еет место неравенство:

пах < 
У < п \

/  (А3 -  Փ յ(է))ժէ  •,
С х

іп {С з,7 } ՜

И сп ользуя ф орм у л у  (2.9), заклю ч аем

(6 .12 ) А ±  /  е  ւ ր օ տ * ) .

О тм етим , ч т о  и  здесь  всевозм ож ны е сдвиги вектор-ф ун кц и и  /  удовлетворяю т 
систем е (1.1). И з  (6.12) следует, ч то

А ±  Л  е  L f n ( R * ), где  f e{x ) =  f ( x  +  c), х  е  R .

И т а к , сп р ав ед л и в а

Т е о р е м а  6 .1 .  П р и  у с ло ви я х  т еоремы  5.1, если  дополнит ельно  m ( K i j )  <  + о о ,
i , j  =  1 , 2 , . . . ,  ո , т о  сист ем а  (1 .1 )  обладает  о д нопарам ет рическим  сем ейст вом  
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X. А. ХАЧЛП'ИН, Ц. Э. ТКРДЖ ЯН, м . о .  л ы к т и с я н

непрерывных монот онно неубываю щ их и  ограниченны х реш ений  { /с (з )} геи, 
причем  Л ±  /с  С £ * П(КТ ), где А =  (Аі, ճ շ , . . . ,  Хп)Т  единст венное рт иснис  
системы  (4.2).

A b s t r a c t .  A system  of nonlinear in tegral equations w ith a  convolution type  operator 
arising in  th e  p-arlic string  theory for th e  scalar tachyons field is studied. The 
existence o f a  o ne-param eter fam ily o f m onotone-continuous and  b ounded solutions 
for th is  system  is proved. T he lim its o f th e  constructed  solutions a t  ± 0 0  are  
calculated.
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