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А н н о т а ц и я . Найдены формулы представления коэффициентов рядов Ха- 
ара, сходящихся к нулю всюду, кроме быть может некоторого конечного 
множества.
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1. В в е д е н и е

В математической литературе встречаются разные определения системы Ха
ара. Они между собой отличаются определением функций Хаара в точках раз
рыва. Здесь мы приведем определение системы Хаара, совпадающее с определе
ниям, дяннвм самим А. Хааром в [1 ].

Для ո =  2fc + m, k =  0 ,1 ,2 ,..., m =  1 ,2...., 2k, положим

a _  Г,п ~  * w  
՜  [ 2 * ’ 2 *

Система Хаара {^ „ (a .՝)}^  определяется следующим образом: X i(z) =  1 , когда
х  € [0 . 1 ], а для ո =  2k +  m, k =  0 , 1 , 2 , rn =  1 , 2 , 2k, полагается

{
2 $, когда X e  Д+,
- 2 $ ,  когда X  e  Д ~,

0, когда X  Հ Д п.
В остальных точках ո-ая функщія Хаара Хп(х ) равна арифметическому сред
нему односторонных пределов в этой точке. Если ո =  2* +  ш Д  =  0 ,1 ,2 , 

m =  1 , 2 , 2 * ՛ ,  то к назовем рангом числа ո и отрезка Д Т1.

В работах [2]-[4] доказана теорема единственности типа Кантора для системы 

Хаара, т.е. если ряд по системе Хаара всюду сходится к нулю, то все коэффи
циенты этого ряда равны нулю. А в работе [5] установлено, что одноточечное 

множество { 5 } не является множеством единственности для системы Хаара, т.е.

д + ( m  — 1  2т  — 1 \  /  2т  — 1  т  \
■ п ՜Լ ~ շ * ~ ’ շ*+ւ ) ’ " ՜  ч շ * + 1  ’ ¥ ) ■

'Исследования выполнены при финансовой поддержке ГКН МОН РА в рамках паучного 
проекта 16Т 1AUU6
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I'. Г. ГЕВОРКЯН

существует нетривиальный ряд по системе Хаара. который всюду, за исключе
нием точки 5 , сходится к нулю. В работе [6 ] показано, что любое одноточечное 
множество не является множеством единственности для системы Хаара. В [6 ] 
также установлена следующая теорема.

Теорема 1.1. (Ф. Г. Арурюнян, А. А. Талалян) Пусть ряд Хаара
ос

(1 .1 ) ^ а іс Х к М
к = 1

всюду, кроме, быть может некоторого счетного множества, сходится к всюду 
конечной интегрируемой функции {  и выполняется

akXk(x) =  ох(к), для всех х  е  [0 , 1 ].

Тогда ряд (1.1) является рядом Фурье-Хаара функции / .

Введем обозначения. Ряд (1.1) формально обозначим через S, а его частичные 
суммы обозначим через &„■ Для Д € {Д„ }^L0  через (Տ, Д) обозначим

(1.2) (8 ,Д ) =  | >
fc=l

Заметим, что на самом деле выражение в правой части (1.2) является конечной 
суммой и

71 —  1

(1.3) (S, Д„) =  (Sm, Д„) =  (§„_і,Д „) =  у :  а«;
k=l

Если (S, Д) рассмотреть как функцию от Д, при фиксированном ряде (1.1), то 
получим некоторую квазимеру соответствующую ряду (1.1). Рассмотрение таких 

квазимер имеет многочисленные применения в теории рядов Хаара. Об этом 
можно узнать из работы [7|, [8 ] и из других работ цитированных в [7], [8 ].

Здесь н далее Д° =  (а,/3), если Д„ =  [а ,/?]. Отметим, что еслп конечное число 
интервалов Д° не пересекаются и Д =  [J Д ,, то

і ы )  (§ ,д )  =  ; £ > д . - ) .
<

2 . О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы

В настоящей работе мы вьшсним, каким может быть ряд по системе Хаара, 
который всюду, за исключением некоторого конечного множества, сходится к 
нулю. С этой целью сначала докажем следующую теорему.

4
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О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЯДОВ ПО СИСТЕМЕ ХААРА

Т еорема 2.1. Пусть для некоторого А„ выполняется

(2.1) ( Տ , ձ „ ) Հ 0

и ряд (1.1) на Д„ по мере сходится к нулю. Тогда существует хо €  Д„ такая, 

что

к
(2 .2 ) sup

А'
=  ос.

* = 1

Сначала докажем следующую лемму.

Л ем ма 2.1. Пусть Д„ =  [а,/3] и для него выполняется (2.1). Тогда одно из 
следующих утверждений верно: существует Д п< С (а, /3) такое, что (S. Д„<) փ

О,

(2.3) max(sup |S„ (а) |, sup |Տ„ (0) |) =  ос.
Ո п

Д оказательство. Допустим для всех ո՛, с условием Д„< С (а, /9), выполняет

ся (Տ, Д П') =  0. Пусть ко больше ранга п  на два. Тогда для j  =  or2fc° будем иметь 

A J+i и поэтому (см. (1.4))

(8 ,Д „) =  ^ ( 5 , Д І+,).
і = 1

В силу нашего допущения, хотя бы одно из (S, Д7+1), (S, Aj+-i) не равно нулю. 
Допустим (S, Д ;+ і) փ 0 (случай (Տ, Д_,+.і) փ 0 рассматривается аналогично). 
Тогда будем иметь

2 *-к0

(2.4) 0 ^ d : =  (S ,A J+i ) =  (Տ,Д д^-ц) =  (Տ,Д Д2 *+і) =  (§շ*. А«2 <=+і).
1 =  1

Через Wk обозначим то постоянное значение частичной суммы S2*. которое она 

принимает внутри Д„ 2 *+1. Из (2.4) аіедует, что d =  2~kWk, или Wk =  2kd. Через 

Uk обозначим значспис функции па A*2 * -i+1- Отмстим, что

Да2 *-і+ і совпадает с Д ° 2 к+1. Поэтому u* =  W k-Wk-i =  d-2k՜ 1. Из определения 

системы Хаара следует, что аа2 <—і+іХа2 *-ч-і(а ) ~ ^ շ =  d - 2 k՜ 2. Следовательно, 
supn |onXn(o:)| =  oo и доказано выполнение (2.3). Лемма 2.1 доказана.
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Г. Г. ГЕВОРКЯН

3. Д о к а з а т е л ь с т в о  Т е о р е м ы  2.1 и е е  п р и м е н е н и я

Пусть выполнено (2.1) и Д„ =  [а0 )/Зо]. С учетом леммы 2.1 можем утверждать, 

что либо

(3 .1 ) max(sup|S„(ao)|,sup|S„(/3o)|) =  <х>,
ո ո

либо

(3.2) существует А»; =  С (ռ0 ,/Յօ), такой что (S ,A „> )^ 0 .

Если вьпіолпястся (3.1), то теорема доказана. Если же выполнено (3.2), то най
дется Д„, С Д п; , ранга к, такое что

(3.3) т а х { |5 2 «,(Д+)|, |8 2 *(Д “ )|} >  1.

Действительно, если бы не выполнялось бы (3.3). то это означало, что суммы 
8п(х) ограничены на Д„< и поскольку &(х) на Д„ по мере сходится к нулю, то 

имели бы

(S, Д„<) =  lim f Sn(x)dx =  0. ո-»<»
" I

Последнее противоречит (3.2). Через Д„, =  [ад,ft]  обозначим замыкание отрез
ка Д+ или Д ~ , на котором роализируется максимум в левой часта (3.3).

Итак, либо теорема доказана, либо найдется отрезок (ад, ft] С (г*0, /Эи) такое, 
что |(S, Д „,)| =  |Տ„, (շ)| >  1, где z  G ( a i , f t ) .  Продолжая процесс, либо на каком 

то шаге завершим доказательство, либо получим последовательности »*, Д„к =  
(ait, f t ]  такие, что

(3.4) Д«* С (® щ .|іА іі_ і)і к =  1 , 2 ,...,

и |ՏՈ(.(յ) | > к для г G (а*, f t ) .  Из (3.4) следует, что существует единственная 

точка х0, принадлежащая всем интервалам (a * ,ft) . Поэтому |Տռ1ւ(տօ)| > к, для 

всех натуральных к. Теорема 2.1 доказана. Из доказанной теоремы немедленно 
следует

С ледствие 3.1. (Теорема типа Кантора) Если ряд (1.1) сходится по мери к 
нулю и в любой точке х выполняется

(3.3) sup|Sn(:c)| <  оо,
Ո

тс осе. коэффициенты этого ряда равны нулю.
6



О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЯДОВ ПО СИСТЕМЕ ХААРЛ

Известно, что если ряд ( 1 .1 ) есть ряд Фурье-Хаара ограниченной функции / ,  

то sup„ |S„(x)| < li/iloo- Поэтому из следствия 3.1 вытекает

С ледстиие 3.2. Если ряд (1.1) сходится по мере к ограниченной функции /  и 

в любой точке х выполняется (3.5), то ряд (1.1) является рядом Фурье-Хаара 
этой функции.

Отметим, что следствие 3.2 не содержится в теореме 1 .1 , поскольку ряд Фурье- 
Хаара ограниченной функции не объязан сходится всюду, кроме некоторого счет
ного множестьа.

Применяя теорему 2.1, докажем следующую теорему.

Теорема 3.1. Пусть ряд (1.1) всюду, кроме точки Хо £ [0.1] сходится к нулю. 

Тогда

если э'о двоично-рацнональня точка из (0,1), и о„ =  С х„(хо), в остальных слу

чаях, где С, С \, Շշ некоторые постоянные.

Д оказательство теоремы  3.1. Для фиксированного ряда (1.1) и отрезка 
Д„ обозначим

Заметим, что A„(S) совпадает со значением Sn_i(x ) во внутренних точках от
резка Д„. Очевидно также, что если Д„ =  Д„, U  Д п,+і, то

Сначала рассмотрим случай, когда ага-двоично-иррациональная или xq 6  {0,1}. 
Тогда для каждого к существует единственное =  2к +  гд., 1  < կ  <  2 *, со 

СВОЙСТВОМ Д„> Э X q .  ПуСТЬ

В силу теоремы 3.2 и обозначения (3.6), если ո =  2к +  *, і  =  1 ,... ,2к, и п  /  тц, то 
Д„(£) =  0. Поэтому из (3.7) и (3.8) имеем

ап =  СчХп^о -  0 ) +  С2 Хп(хо +  0 ), ո =  0 , 1 , 2 ,...

(3.6)

(3.7) Д„(5) =  І Д П1 (5) +  ^ А ПІ+1 (8 ).

(3.8) Лк := Д„*(8 ).

(3.9) Ак =  2j4fc_i =  . . .  =  2fcAo и Aq =  оо„
7



когда 7i փ ոլ 
когда ո = ո/;.

Г. Г. ГЕВОРКЯН 

Следовательно, для п =  2к +  і, і  =  Լ 2fc, имеем 
շէ_1

(3 1 °) Լ ո йтХ т(‘)Л  =  A,‘(S) =  {  2*+1ao,

Отметим, что сумма 2 j m_i OmXm(a:) принимает постоянные значении на интер
валах (^йт, 2 *тт)> * =  1 > —і 2 * 11, а значения в точках равны среднему ариф
метическому односторонных пределов в этих точках. Система {Хт(я)}?п~і об
разует базис в таком конечномерном пространстве (см. [9]). Учитывая, что (см. 

ffll)

i s : ! » /
из (3 .1 0 ) получим , что для любого к имеет место

շ1'+1 2 *+ *

Е  О т Х т ( х )  =  <*о Е  Х т ( х 0) Х т ( х ) .
m = 1 m = l

В рассматриваемом случае теорема доказана.
В случае когда x q  6 (0,1) и двоично-рациональная, начиная с некоторого к ()

существует единственное п*, Пк =  2fc 4- ік, 0 < tfc <  2* -  2, такое что Д„к э  хп и

Д„*+і Э хо■ Обозначим Ак =  A n»(S) и Вк =  An<t+i(S). Тогда, аналогично (3.9),
получим Ак — 2к~коАк0 и Вк =  2к~к°Вк„.

Поэтому, для п =  2к +  і, і =  1 , 2к, имеем

!
0 , когда п / п ц и п ^ п к  +  і,
2к~к°Ако, когда п =  пк,

2*-fcoj5fco, к о г д а  п  =  п к + 1.

Пусть хк и ук некоторые внутренние точки отрезков Д Пк и Д Пк+ і, соотпетствен- 
но. Тогда из (3.12) и (3.11) получаем

2 *+*
Е  “"•*<"(*) = 2к- к0АкоЗь„к(х) + 2к- к°Вко0Лпк+і(х) =
т= 1

շ Լ + 1  2 fc+l

2  °^ко У , W  +  2  °Вко ^  ̂Хт(Ут)Хт(я) ==m = 1 т = 1

2~к0Ако Е  Хт(х0 ֊  О)Хт(х) +  2~*°В* 0  Е  Хт^О +  0)Хт(®) =
т = 1  т = *1

2

Е  ֊  0) +  2 - fc“BfcoXm(X0  +  0))Хт(х).
т = 1

8



О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЯДОВ ПО СИСТЕМЕ ХААРА

Теорема 3.1 доказана.
Аналогично теореме 3.1 можно доказать следующее утверждение.

Теорема 3.2. Пусть ряд (1.1) по мере сходится к пулю и всюду, кроме, быть 
может, точек ж,-, г =  1,2,..,  Лг, выполняется (3.5). Тогда

к
(3.13) ап =  ] > > .* , . ( * ,  -  0) + ВіХп (я.՜ +  0)),

1 =  1

где Лг, Ві некоторые постоянные. И наоборот любой ряд (1.1) с коэффициен
тами (3.13), всюду, кроме, быть может, точек Х { ,  і =  1,2,..,/; сходится к 

нулю.

П редлож ение 3.1. Если частичные суммы ряда (1.1), с коэффициентами (3.13), 

а некоторой точке .т, 0 , і0 £ { 1 , 2 , —к}, ограничены, то А і0 =  В,0 =  0  и поэтому 

ряд (1.1) в точке £ ; 0 сходится к нулю.

Действительно, если коэффициенты ряда (1.1) имеют вид (3.13), то

оо к оо к

anXn(z) =  Y l  ^ 2 (Л іХп(хі -  0) +  В іХ пЫ  +  0))х„(х) =: ^ S (,)(x).
гг=1 г= 1  n = l  i = l

Поскольку каждый ряд S(^{x) сходится к нулю, когда х փ ц ,  то ограничен

ность частичных сумм ряда (1.1) в точке хіо влечет ячрп |Хп(яи)(А0 Хп(х <о — 0 ) +
В І0Хі,(хі +  0))| <  оо. А это возможно только, если А і0 =  В іо =  0.

В заключении отметим, что легко проверить справедливость следующего утвер
ждения.

П редлож ен и е 3.2. Пусть хо двоично-рациональная точка из (0,1). Тогда ряд
է ' 1

„ оо

5 1  (Хп(хо +  0) -  Xn(zo -  0))хп(х)
п=0

нетривиальный, всюду, кроме точки xq сходится к нулю и выполняется 

2к

Іііп У^(хп(хо +  о) -  ХпЫ -  0))хп(^о) =  0.
к —юс լ —' п=О

A b stract. In this paper we obtain representation formulas for coefficients of Haar 

series that converge to zero everywhere except possibly some finite set.
9
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A b s tr a c t .  The paper considers the following problem of hypotheses testing: based on a  finite 
realization {-Y(t)i 0 <  t <  7'} of a  zero mean real-valued mean square continuous stationary 

Gaussian process X( t) ,  t €  R, construct goodness-of-fit tests for testing a  hypothesis Ho that 
the hypothetical spectral density of the process X( t )  has the specified form. We show th a t in 

case where the hypothetical spectral density of X (i) does not depend on unknown param eters 
(the hypothesis I f  о is simple), then the suggested test statistic  has a  chi-square distribution. In 

the case where the hypothesis Ho is composite, th a t is, the hypothetical spectral density of A'(t) 
depends on an unknown ^-dimensional vector param eter, we choose an appropriate estim ator 

for unknown param eter and dcscribc the limiting distribution of the test sta tistic , which is 
similar to th a t of obtained by Chernov and Lehman in the case of independent observations. 

The testing procedure works both for short- and long-memory m odels.1

M S C 2 0 1 0  num bers: G2F03, GOG 10, G2G05, G2G20.
K eyw ord s: Goodncss-of-fit test; chi-square distribution; continuous-time stationary 
process; periodogram; spectral density.

1. I n t r o d u c t io n

Suppose we observe a finite realization X r  :=  (X (t ) ,  0 <  i  <  T }  of a zero 

mean real-valued mean square continuous stationary Gaussian process X ( t) ,  t  €  R, 

possessing a spectral density function.
In this paper, we consider the following problem of hypotheses testing: based 

on a sample X r  construct goodness-of-fit tests for testing a hypothesis Ho that 

the spectral density function of the process X ( t)  has the specified fonn. We will 

distinguish the following two cases:

a) The hypothesis Ho is simple, that is, the hypothetical spcctral density /(A ) 

of X (t ) does not depend on unknown parameters.

b) The hypothesis Ha is composite, that is, the hypothetical spectral density 

/(A ) of X (£) depends on an unknown p-dimensional vector parameter Ѳ =

‘This research was partialiv supported by National Science Foundation Grant #DMS-1309009 
at Boston University.
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( 0 i , . . . ,  вРУ е  S, that is, ДА) =  /(А , Ѳ), А е  К, 0 е  Ճ, where .S is an open 

set of Euclidean space Rp.

We first consider the relatively easy case a) of simple hypothesis Hn. Denote by 

7r(A) the continuous periodogram (the empirical spectral density) of the process 

X (t):
rT 2

(1.1) It ( A) =  ֊

To test the hypothesis Ho, it is natural to introduce a measure of divergence 

(disparity) of the hypothetical and empirical spectral densities, and construct a 

goodness-of-fit test based on the distribution of the chosen measure. There are 

different type of such measures of divcrgcncc.
In this paper, as a measure of divergence of the hypothetical spectral density 

/(A ) and empirical spectral density Jr(A), we consider the m-dimensional random 

vector

( 1.2) Фг =  (Фіг> ••• I Ф тг)

with elements
y/T  Ր  I7T(A) -  1 <Pj(X)dX, j  = 1,2, . . .  ,m,(1.3) ^ Т : = Ф М Х Т) = ^ Ц - ПХ) 

where { (A), j  =  1 ,2 , . . .  ,rn} is some orthonormal system on R:

/ +po
<PkW<PiWdX =  6k j.

•oc

We show that under wide conditions on /(A ) and <pj(A), the random vector Фу 

has asymptotically АА(0,/,„)-погта1 distribution1 as T  -+ oo, where Im is m  x m  

identity matrix, and the components Ф*7- and Фj r  are asymptotically uncorrelated 

for к փ j .  Therefore in the case of simple hypothesis H0, we can use the statistics

(1.5) ST =  St (X t ) :=  Ф'Т (Х Т)ФТ (Х Т) =  յ է  Ф]Т (Х Т ),
3=1

which for T  - ю с  will have a x 2 distribution with m  degrees of freedom.

Thus, fixing an asymptotic level of significance a  we can consider the class of 
goodness-of-fit tests for testing the simple hypothesis H0 about the form of the 

spectral density /  with asymptotic level of significance a  determined by critical 
regions of the form {x 7- : ST{xT) >  da }, where S7-(xr ) is given by (1.5), and 

dn is the Q-quantile of ^ -d istribution  with m  degrees of freedom, that is, d„ is 
determined from the condition

(1-6) P (x 2 > d n) =  Г  k ,n ix )dx  =  a ,
J*.
12
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where hm (x) is the density of ^ -d istribution  with in  degrees of freedom.
In the case bj of composite hypothesis # 0, that is, when the hypothetical spectral 

density function /('A, Ѳ) of the underlying process X ( t ) depends on an unknown p -  

dimensional parameter Ѳ =  ifi\, . . . ,  Ѳѵ)', the problem of construction of goodness- 

of-fit tests becomes՝ more complex, because first the unknown parameter has to be 

estimated. It is important to remark that in this case the limiting distribution of 

the test statistic will change in accordance with properties of an estimator of Ѳ, and 

generally will not be a x 2~distribution.

For testing a composite hypothesis Hq, we again can use statistics of type
(1.5), but with a statistical estimator Ѳт instead of unknown Ѳ. The corresponding 

statistics can be written as follows:
m

(1.7) ST (0T ) =  S r (X r A )  :=  Ф'т(Х т,Ѳт)*т(Хт,Ѳт) =  ^ Ф ^ г ( ^ ) ,
3=1

where now

( 1.8) Фт(Хт,0т) '■= (Фіт(Х-т,Ѳт), • ■ •, Ф т т (Х т ,# т ))  

with elements

(1.9) Фіт(Хт,От) JѴТ Г  Г It(A) _ x ip jW dX , j  =■ 1 , 2 , . . .  ,m .
L/(A ,er )

So, we must dioose an appropriate statistical estimator Ѳ-բ for unknown Ѳ, and 

determine the limiting distribution of statistic (1.7). Then, having the limiting 

distribution of statistic (1.7), for given level of significance a  we can consider the 

class of goodness-of-fit tests for testing the composite hypothesis Щ  about the 

form of the spectral density /  with asymptotic level of significance a  determined 

by critical regions of the form

( 1 .10) { x t  : St (x t ,0 t ) >  da },

where rfu is the a-quantile of the limiting distribution of the statistic (1.7), that is. 

d„ is determined from the condition

(1 .11) Լ  k,n(x) dx — oc,

where kTn(x) is the density of the limiting distribution of St {&t ) defined by (1.7).

The limiting distribution of statistic (1.5) for discrete-time Gaussian stationary 

processes was considered by Hannan [9]. For independent observations the limiting 

distributions of statistics of type (1.7) with various statistical estimators От have 

been considered by many authors (see, e.g., Chernov and Lehman [2], Chibisov [3], 

Cramer [4], Kendall and Stuart [10], Dzhaparidze and Nikulin [14], and references
13
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therein). For observations generated by discrete-time short-memory Gaussian stationary 

processes the limiting distribution of statistics (J .7) for different statistical estimators 

Ѳт of unknown parameter Ѳ has been studied by Dzhaparidze [5] and Osidze [11], 
[12]. (Recall that, a stationary processes X (t)  is of short-memory if the spectral 
density /(A ) of X (t)  is bounded away from zero and infinity, that is, there are 

constants Ci and Օշ such that 0 <  C\ <  /(A ) < С-չ <  oo.) Li the case where the 

spectral density ДА ) has zeros and/or poles, the limiting distribution of statistics
(1.7) for discrete-time processes has been described in Ginovyan [8].

The present paper extends some results of the above cited references to  the 

continuous-time case and for a broader class of spectral densities possibly possessing 

zeros and poles.
The rest of the paper is organized as follows: In Section 2 we state the main 

results of the paper Theorems 2.1 and 2.2. In Section 3 we present some auxiliary 

results. Section 4 contains proofs of Theorems 2.1 and 2.2.

2 . T h e  m a in  r r s u l t s

We first introduce some notation, definitions and assumptions.

Given numbers p  >  1, 0 <  a  <  1, r  €  No := N U {0}, where N is the set. of
natural numbers, we set /3 =  о  + r  and denote by Hp(0) the ZAHolder class, that
is, the class of those functions y)(A) €  Z /(R ), which have r-th derivatives in fSCR) 

and with some positive constant С  satisfy

||V'(r)(- + h ) -  V'(r)(-)llp < C\h\°.

D efin itio n  2 .1 . We say that a pair՛ of inler/rable functions (/(A ), g(A)), A G R, 
satisfies condition (9C), und write (/,</) €  (ОС), tf  /(A ) 6  # p(/?i) fo r  f t  >  0, p >  1

and A) 6  IJq(th) for fh  >  0 , q >  1 with'L/p +  1 /q  =  1, and one of the гмпіІШппя

a) -  d) is fulfilled:

a) S\ >  l /p ,  Յշ >  l /q ,

b) f t  <  1ІР, f t  <  l / q  and f t  +  f t  >  1/ 2 ,

c) f t  >  I Ip , l / q  - 1 /2  <  f t  <  1/ 0,

d) f t  >  l /q ,  l / p  -  1 /2  <  f t  <  l /p .

The next theorem contains sufficient conditions for statistic S t ,  given by (1.5), to 

have a limiting (as T  -> oo) x 2-distribution with in  degrees of freedom, extending 
the result stated in Hannan [9] (p. 94).

T h eo rem  2 .1 . Let the spectral density /(A ) and the orthonormal functions {y>j(A), j  =  

1. 2 , . . . ,m }  be such that (f , g j ) 6  (0Հ) for all j  =  1, 2 , . . . , m ,  where Oj =  <fij/f.
14
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Then the limiting (us T  —» ~&) distribution of statistics S t  =  S r (X 7-) given by

(1.5) is и х г -distribution with m  degrees of freedom.

Now we consider the case of composite hypothesis # 0 , and assume that the 

hypothetical spcctral density /  =  /(A , Ѳ) is known with the exception of a vector 

parameter Ѳ =  ( f li , . . . ,  0P) 6  Ѳ С Rp. I11 order to construct the corresponding test, 

we first have to choose an appropriate statistical estimator От for the unknown 

parameter Ѳ, constructed on the basis of a sample =  { X { t ) % 0 <  t <  'I'}.

Let us introduce the following set of assumptions:

Л I) The true value Ѳ0 of the parameter Ѳ belongs to a bounded closed set Ѳ 

contained in an open set S  in the p-dimensional Euclidean space Rp.

A2) If 0i and Օշ are two distinct points of Ѳ, then /(A , 0{) փ / ( A,fl2) almost 

everywhere in К with respect to the Lebesgue measure.

A3) For 0 e  Ѳ, (f . g j ) €  (IK) for all j  =  1 , 2 , where /  =  /(A ,0 )  and

lԿ =  V>i(A)//( А, в).
A4) For Ѳ 6  Ѳ, ( f ,h kj)  e  (ՅՀ) for all fc =  1,2, . . . , p and j  =  1 , 2 , where

A5) The (p X p)-m atrix Г(Ѳ0) =  |I'Yfci(^0) 11*■ wit  ̂ elements

а д
0=0O

d \
0=00

is nonsingular.

AG) There exists a v/T-consistent estimator От for the parameter Ѳ such that the 

following asymptotic relation holds:

(2.2) ѴТ(От - Ѳ 0) -  Г ՜1 (Ѳ0)Ат(Ѳо) =  °я ( 1),

where Г ՜ 1 (Ѳо) is the inverse of the matrix Г(0о) defined in A5), &т(Ѳ) =  (Д іг (0 ) ........
ձր-շՀՕ)) is a p-dimensional random vector with components

(2.3) А „.(Ѳ ) =  I I # ^ r - 1
Д А ,Ѳ)

— - In /(A , Ѳ) d \ .  k =  l ,p ,

and the term o p (l)  tends to zero in probability as T  —> со. (Recall that an estimator 

Ѳт for 0 is said to be v/T-consistent if ѴТ(§т — Ѳ) is bounded in probability).

Let B(0) =  I |6jk (0) 11 j=TTm, Jt=T71 be a (m x p)-m atrix with elements

(2.4) bJk(0) =  —  / % і ( А ) ֊  ln /(A ,0)dA ,

where V’j(A) ( j  =  1 ,m ) are the functions from (1.3).

15
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T h eorem  2 .2 . Under the assumptions A l)֊A 0 )  the limiting distribution (as T  

■x) of the statistics St (X t , Ѳт ) given by (1.7), coincides with the distribution of 

the random variable
m - ր  p

(2.5) У ', Հ] ~  У ui  £m -p+j՛
}=1 j = l

where կ , j  =  1, m, arc iid N (0 ,1) random variables, while the numbers Uk (0 <  

vk <  1), к =  T~p, are the roots relative to и of equation

(2 .6) dot [(1 -  и)Т(Ѳ0) ֊  B'(0o) В(Ѳп)\ =  0.

R em ark  2 .1 . For independent observations the result of Theorem 2.2 was first 

obtained by Chernov and Lehman [2] (see, also, Chibisov [3]). For observations 

generated by discrete-time short-memory Gaussian stationary processes the result
was stated by Osidze f i l l ,  [12| (sce: also, Dzhaparidze [5]). In the case where the
spectral density has zeros and/or poles, the result for discrete-time processes was 

proved by Ginovyan [8]. Note also that for continuous-time processes with rational 
spectral densities Theorem 2.2 under more restrictive assumptions was stated by 

Osidze |l l j ,  [12].

3. L e m m a s

Given a number T  >  0 and an integrable real symmetric function 1ՎA) defined 

on R, the T-truncated Toeplitz operator generated by /(.(A), denoted by Wr (/i), is 

defined by the following equation (see, e.g., [6]):
rT

(3.1) [WT(/i)u ](t)=  /  h{t -  s)u(.4)ds, u(s) € L2[0,T].
Jo

where Л () is the Fourier transform of /»(•):
Г+ оо

euxli{X)dX.
- ч Г h{t) =

J  —о

For the proof of the next two lemmas we refer to [6], [7].

L em m a 3 .1 . Let Іц(А), г =  1 ,2 , be integrable real sym m etric Junctions 

defined on R such that Л, e  Լ ' (» )  Ո LP‘(R), Pi >  1, * =  l , 2 , . . . , m ,  with l / p t +  

. . .  +  l /p m <  ! . Then the following limiting relation holds:

(3.2) lim ֊  tr
1 ->oo 1 /00 

.
•oo

nwT(/t<)
Ltel t

where tr[/l] stands fo r  the trace of an operator A.

1G

П ^ ( А )
1=1

d \ ,
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L em m a 3 .2 . Let f(X ) be the spectral density of the process X ( t)  and g(X) be an 

inteyixible real sym m etric function defined on R such that ( / .  g) €  (0Հ). Let It W  

be the periodogram of X { t)  given by (1.1). Then the random variable

(3.3) V t  =  T 1' 2 J  f/T(A) - /(A )] g(X)dX
— OC

has asymptotically (as T  —> oc) normal distribution with 0 mean and variance a 1 :
OC

(3.4) о՝1 =  47Г J  Բ (ճ )  g2( \ ) d \ .
— OO

Below we will use the following well-known result, which is known as the Сгашёг- 

Wold device (or theorem) (see fl], Theorem 29.4).

L em m a 3 .3  (Cramer-Wold device). For random vectors X „ =  (A '„ i,. . . , X„k) 

and X =  (A 'i,. . . ,  Xic) a necessary and sufficient condition fo r  X „ - 4  X  is that 

Y ij= i t j X nj Д  Հ2յ=լ t jX j  for each է =  (էլ, . . . .  էլ.) e  R k, where -4  stands for  

convergence in distribution.

Consider the (m-l-p)-dimcnsional random vector column Фг(^) =  (Фт(9). Л (0)). 

where Ф7 (в) is defined by (1.2), (1.3), while Д (0) is as in assumption A6).

Using Cramer-Wold device, as an immediate consequence of Lemma 3.2 we can 

state the following result.

L em m a 3 .4 . Under the assumptions of Theorem 2.2, the random vector Փշ՚(0) =  

(<I>7'(ft), Д (0)) has asymptotically N (0 ,G (0 q)) - normal distribution аз T  —> oc with

(  Im B(flo) \
& № ) - ^ b ,№ )  г(вь) у

when; Jm is 111 x m  identity matrix, and В(Ѳ) is the (m  x p)-m a trix  with elements 

given by (2.Հ).

L em m a 3 .5 . Let От be а л/Т-consistent estim ator for unknown param eter 0. Then 

under the assumptions of Theorem 2.2, f o r T  —> 00  the following asym ptotic relation 

holds:

(3.5) Фт(&т) =  Фт(^и) ~  ѴТВ(Ѳо) (Ѳт — #u) +  օյ>(1),

where В  is defined by (2.4), and term op (  1) tends to zero in probability as T  -*  oc.

P ro o f. Using the mean value theorem we can write

VT* V T  Ր
Фі т (Ѳт ) -  Ф>т(^о) =  J

fO O 1 1
/ ЛТ\Ъ) 

J—00 ./(£ , 0т ) / M o ) .
<pj(t)dt

17
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(3.6) = ֊ ^ В ^ - а д / _ ^ / т ( о in f i t , в) tp jit) d t,

where Ѳ, €  (flu, At)- Since Ѳт is a \/T -consistent estimator for 0 to complete- the 

proof of (3.5), it is enough to show that as T  -*  oo we have

(3 -7) 7 ^ L j T { t ) . 7 Ш Ш
where bjk are as in (2.4).

Denote g,  =  ցՀէ)  =

In Ж » ) <£,•(/) dt. =  bjk(0o) +  o p (l) ,

l n / M ) tpjit) anti fn =  f { t ,0 o). Using
[f(t,0) двк

Lemma 3.1 with tn  =  2, /»і =  /о  and /ւշ =  g .,  for the expectation of the random 

variable on the left-hand side of (3.7), we obtain as T  -» oo 

1 3
IE

'  1 ր
. \/4jr ./_o

/ r (t) In f i t ,  в)
e= J jiL] "  V^jr 4жТ

(3.8)

լ f i t ,e)  дѳк

~  J ~  Ѵ і М щ Ъ і / ( А .в ) dA =  M * o ) .

tr[Wr (/n)W T(fl.)]

•IS’ext, using Lemma 3.1 with m  =  4, hi =  հշ =  /о  and /13 =  /ц  =  ցփ, for the 

variance of the random variable on the left-hand side of (3.7), we obtain as T  -+ 00

1 d
(3.9)

(3.10)

_ L  r
.•y/iff У-0

h- i t ) [Ці,ѳ)дѳк 
1

եւ f i t , Ѳ) 4>iit)dt

tr[(W r (/o)W T(fl. ) ) 2] — * 0.Ібтг-чТ2
Now (3.7) follows from (3.8), (3.9) and Chebyshev inequality. Lemma 3.5 is proved. 

The result that follows is well-known (see [2], [3]).

L em m a 3 .6 . Assume that a random vector ryr =  (»?ir, • • -1 »?нг) has limiting 

N {0 ,A ) normal distribution (as T  —► 00). Then the limiting distribution of the 

random variable і]'тт)т =  £ ”=1 VjT coincides with the distribution  o / £ ”=1 Ajf2, 
where Հ]։ j  =  1. n, are iid N (0 ,1) random variables, while the numbers ( j =  l ,n )  

are the eigenvalues of matrix A. In particular, if  A  is an idempotent matrix, that is, 

A? =  A, then ѴІтѴт has limiting ,\2-distribution with к =  tr[/l] degrees of freedom, 

w hen  tr[v4] stands fo r the trace of m atrix A.

4. P roofs

Proof of Theorem 2.1. The result immediately follo\vs from Lemma 3.2 and the 

definition of ^-distribution. Indeed, applying Lemma 3.2 with gj =  f/<Pj, where 

<Pj, j  =  1, 2 , . . . m,  satisfy (1.4), and using Сгатёг-Wold device (Lemma 3.3), we 

conclude that the random vector Фt , given by (1.2) and (1.3), has asymptotically 

Л'(0 , / т )-погта1 distribution as T  - t  00 , where 7m is m  x m identity matrix, and
18
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the components ՓkT and Ф3r  are asymptotically uncorrelated for к փ j .  Therefore, 
the result follows from (1.5) and the definition of ^ -distribution. □

Proof of Theorem 2.2. By (2.2) and Lemma 3.5, for T  -+ oc we have the asymptotic 

relation

Фт(Фг) — Фт(^о) — В(Ѳо) у/т(Ѳт — 9q) +  0р(1)

(4.1) =  Фт(0ц) ~  В(Ѳі)) Г-1 (Ѳо)Ат(Ѳо) +  f/> (l).

The last relation can be written in the form

(4.2) Ф r (0 r )  =  Ut (0 о) +  [Vr(0о) — ІѴт(^о)] +  o p (l) .

where

(4.3) U t ( O u) =  А(Ѳ0)ФТ (Ѳ0), А(Ѳ„) =  Im -  В{Ѳп){В ‘{Ѳ^В{Ѳи) ) ՜ ' 1 В '

(4.4) Ѵт{Ѳ о) =  В (бо)(В '(»о)В (0о))" 15 , (Оо)Фт(0о),

(4.5) I Ѵт(Ѳи) =  Я Ш Г -Ч ^ Д Н О а ) -  

It is easy to see that

(4.G) А(Ѳ0)В(Ѳ0) =  0.

Hence £/r(0n)Vr(0o) =  ՍՀ(0օ) \ѴТ (.Ѳ0) =  0. Therefore, by (4.2)

(4.7) Ф'т{Ѳт)$т(Ѳт) — Ut №o)Ut (9o)+

+ [V T (6lo) -  И Ѵ (б о )П Ѵ г(6 і0 ) -  WTtfo)] +  oP ( 1 ) .

It follows from Lemma 3.4 and (4.6) that

IE[UT(0o)(VT(0o) ֊  W T(«0))'] — > 0 as T  -> oo.

Hence the terms on the right-hand side of (4.7) are asymptotically independent 

random variables. Next, it is easy to check that the matrix А{Ѳо) in (4.3) is 

idempotent А 2(Ѳ0) =  А(Ѳ0) and tr[/i(0o)] =  m - p .  Applying Lemmas 3.4 and 3.6 

we conclude that the random variable U^[6o)Ut{So) has limiting ^ -d istrib u tion  

with m —p  degrees of freedom.

l b  describe the limiting distribution of the second term on the right-hand side 

of (4.7), we first observe that by Lemma 3.4

(4.8)
E [(V t (0 o )-W t (0o))(V t(0o)—W t^ o ))']  — ► В(0о)[(В'(Ѳ о)В(Ѳ о))՜1—Г ֊ 1(0о)]В'(бо)

as T  —f oo. Therefore, by Lemma 3.6 the limiting distribution of the random  

variable

[VHflo) -  WKflo)] [V t(0 o )  ֊  WT(0o)]'
19
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P

coincides with the distribution of the sum ^  vj t l , w h e r e  Հ,, j  =  I. m, are
j֊i __

iid ;V(0.1) random variables, while the numbers i'/: (к =  l .p )  are the non-zero 

eigenvalues of the matrix on the right-hand side of (4.8). By Lemma 1.3 from [3] 
the numbers ՚դ  (к =  TTp) coincide with the nonzero eigenvalues of the matrix 

B'(Oo)B(Oo)i{B'(Oo)B(Oo))՜1 -  Г_ 1(0о)], that is, i/k. are the roots relative to v  of 

equation

(4.9) det [ J J ' l ^ B W K f l ' ^ J B W ) ՜ 1 ֊  Г - ! (вЬ)] ֊  »//„] -  0.

Since the matrix Г((?0) is non-suigular (4.9) is equivalent lo  (2 .6 ).
To show that 0 <  щ  <  ] for к ֊  TTp, first observe that by Lemma 3.4

(4.10)
ІЕ[(Дт (0о) ֊  В'(0о)Фт(0о)] [Дт(0п) -  В'(АЬ)Фт(во)]' — * Г(0„) ֊  B'(flo)B (0Q)

as Г  —> ос. Hence the matrix Г(Ѳо)—В'(Ѳо)В(Ѳо) is nonnegative definite. Therefore 

(1 -  и)Г(Ѳ0) — В'Юо)В(Ѳо) >  0 for // <  0 . On the other hand, since Г(0П) >  0 

and В'(й0)В (00) >  0 we have (1 -  і/)Г(0о) -  В'(Ѳо)П(0о) <  0 for и >  1. Thus, 

0 <  i/fe <  1. □
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А н н о тац и я . Заменой в определении оператора свертки преобразования Фу
рье, спектральным преобразованием самосопряженного оператора Штѵрма- 
Лиувнлля на осп С, введены понятия оператора -С-свертки и оператора -С- 
Винера-Хопфа. Рассматривается случай безотражательного потенциала с 
одним собственным значением. Выявлена связь с интегральным операто
ром Вннера-Хопфа. В случае кусочно-непрерывного символа исследованы 
свойства фредгольмовогтн и обратимости оператора І-Винера-Х опфа.

MSC2010 numbers: 47G10, 47В35.
Ключевые слопа: оператор -С-свертки; безотражательный потенциал; оператор 
£-Ьинера-Хопфа.

1 . О п е р а т о р ы  -С-с в е р т к и  и  £ - В и н е р а -Х о п ф а

Пусть -С -  максимальный симметрический оператор порожденный дифферен
циальным выражением (Су)(х) =  -у"  +  q(x)y(x) с вещественным потенциалом ղ 
удовлетворяющим условию (1 +  |x|)|</(i)| е  Li(R), а и~(х, А), и+ (х, Ճ) (х, А € К) 
решения уравнения £у =  А2у, являющиеся собственными функциями левой и 
правой задач рассеяния и представляющие собой полный ортонормированный 
набор собегвенных функций непрерывного спектра (см. [1], [2]).

Условимся далее через m(a) (а € Loo(R)) и т обозначать операторы действу
ющие в пространствах LP(R) (1 ^ р < оо) по формулам m[a)y =  ay, (t j /)(.t ) =  
у(—х), X  € R, а через I  будем обозначать тождественный оператор, каждый раз 
указывая пространство, где он действует.

1 Исследование выполнено прн поддержке ГКН МОН РА в рамках совместного паучного 
проекта YSU-SFU-16/1 финансируемого в результате международного конкурса РА-ЕГУ-Ю ФУ 
РФ-2016
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Определим операторы £/т , U : Լշ(R) -+ Z.2(R), по формулам

ОС

( а д і л ) - ^
— ОС

и  =  m(x+)U- +  vi(x-)rU +,

где х± характеристическая функция множества R± (R+ = (0, oo), R_ =  R \  
R+), а интегралы понимаются в смысле сходимости по норме Операторы
Սգ, Ս огранпчены и кроме того оператор Ս является частичной изометрией и 
удовлетворяет равенствам

(1.1) и * и  =  і - р ,  UU'  =  I,

где Р  -  проектор в I^(R) на собственное подпространство Н соответствующее 
дискретному спектру оператора £  (см. [1], [3], [4]).

Обозначим через МPtc, 1 Հ р Հ оо, множество всех функций а е  Ln0(R) 
обладающих следующим свойством: если у  6 L2(R)nZ-p(R), то U'm{a)Uy € LP(R) 
и ||{7*m(a)[/j/|| ^ Ср ||у||р, где постоянная գ  не зависит от у. Для а € MPt.c, 
оператор W%(u) определенный по формуле W£(a) =  U‘m{a)JJ ограничен в £г(М) 
и может быть непрерывным образом продолжен с £-2(R)nLp(R) до ограниченного 
оператора действующего в Լշ(®), который также будем обозначать через W£(a). 
Этот оператор мы будем называть оператором .С-свертки, с -С символом а.

Определим операторы 7Г± : Lp(R) -+ LP(R±), : LP(R± ) —»• LP(R), (1 <
p ^ ос) по формулам (ir±y){x) =  y(x), a: 6 R±, Сл±і/)(а:) =  y(x) при x € R± и 
(я±у)(:с) =  0 при т. G RT. Оператор Wc(u) =  7г+И^(а)7г5. : LP(R) -4 LP(R) будем 
называть интегральным оператором £-Винера-Хопфа. Заметим, что в случае 
<} =  0, оператор U совпадает с преобразованием F:

ОО

(Fy){А) =  ֊  J е*Ллу(в) ds: А € R, у €  L2(R).
— ОО

По этой причине, в случае q =  О, операторы W%{a) и ѴУ£ (а) совпадают соот
ветственно с оператором свертки ІѴ(о) и с оператором Винера-Хопфа (см. [5]). 
Условимся также в случае <7 =  0 множество Мр,£ обозначать через Жр. Как из
вестно (см. [5]) Мр является банаховой алгеброй с нормой ||а||М)
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2. Б езотр аж атііл ь н ь іе  п отен ци алы

В .чанной работе мы исследуем свойства фредічхиьмовосіи и обратимости опе
ратора Wc(n) 11 пространстве Lp(P.+), 1 < р < ос, в случае оператора Լ соответ
ствующему безотражательному потенциалу с дискретным спектром состояишм 
из одного собственного значения (іц)2 и с правым нормировочным коэффициен
том е+ . Коэффициент прохождения f(A) в у казаном случае определяется равен
ством t(А) =  (А + г/*)(А — i f i ) ՜1 (см. [2], теорема 3.5.1).

Как известно (см. [1],[2]) операторы преобразования действующие по форму
лам

ОС X

(Х+у)(х) =  у{х) +  J  K+(x , t)y ( t )dt ,  (Х -у)(х) =  у(х) +  J  K- {x , t ) y { t )d t ,
т. —оо

ограничены соответственно в іфостранствах Lp(7 , оо). Lp{—оо, 7 ), 1 < р Հ оо, при 
всех 7  € К. Ядра К±  определяются из уравнений Гельфанда-Левитана-Марчеико 
и в нашем случае (см., например, [6|) справедливы равенства

K±{x , t )  =  -¥>(® M t(0.

где <р(х) = Ѵ д а Ь " Ѵ (*  -  О» Ѵ>±(«) =  Ք - а f  =  р՜1 In [с+(2р ) -1/2]. 
Заметим также, что (см. [6]) потенциал определяется равенством

q{x) =  "chЗм ( * ֊ € ) ’
а у(*) является нормированной собственной функцией соответствующей соб
ственному значению (»/і )2. Кроме того, имеем

(2.1) и“ (а:,А) =  t(A) f l ------ ^ г ! і+ (а:)ѵ>(х)  ̂ е,Лх, u+ (x ,А) =  t(X)u~(x,-А).
\  р  -  мг /

Рассмотрим операторы Ѵ±,Г± : LP(R±) —► LP(R±), Г : LP(R) —v jDp(R), 1 < p <
00, определенные по формулам:

X о
(V+»)(®) =  J  v(t)dt ,  (7_շ/)(*) =  J  y ( t )d t ,

О X

Г± = / — ТП(^±)У±т(^ ), Г  = 7Г+Г+7Г+ + 7Г° Г_7Г_.

Заметим, что Г± =  ЗС5..

Лемма 2.1. Операторы Г±, Г об]>агітмы. Обратные операторы определяются 
равенствами

(2.2) Гі 1 =  /  +  m(v>)Ѵ±т{і>±), Г՜1 =  тг° Г ; 1̂  +  іг!Г_тг_ .
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Д о к а за т е л ь с т в о .  Пусть операторы Г^1 определены формулами (2.2). Пользуясь 
равенствами (2/х)"Ѵ^’± =  ՜  Ч> и (2/0 ՜ ‘(Ѵі)' =  с помоіцыо интегриро
вания по частям несложно убедиться, что

т(<р)Ѵ±ѵі(ф±)Ѵ±т(<р) -  ֊тп{Ф±)Ѵ±т(<р)Ѵ±т(і/>±).

Последнее означает, что Г ^ Г і =  I.
Обозначим через ֆ первообразную фуніщии кр1. Меняя местами интегралы ո 
выражении Ѵ±т(ір2)Ѵ±т(ф±)у, где у, определенная наИ±, непрерывная финит
ная функция, несложно убедиться, что V±m(<p2)V±m(iJj±) =  ±т(ф)Ѵ±т(ф± ) գ  
Ѵ±т{ф±ф). Следовательно, Г±Г±Х =  І+т  (<ք գ- ф±ф) Ѵ±т(ф±)-т (ф ±)m (ip ^  ֆ±Փ). 
Легко видеть, что {՝ք'Փ±1 — ф) = 0 , т.е. <рТФІ>± =  й±ф±, где (կ  -  числа и потому 
Г±Г±Х =  I. Вторая формула (2.2) очевидным образом следует из определения 
Г. □

Обозначим через Տ оператор сингулярного интегрирования, определенный ра
венством

X  €  1

где интеграл понимается в смысле главного значения. Как известно (см. [7]), 
оператор Տ ограничен в пространстве LP(K), 1 < р < оо. Пусть Р± =  (I ±  S )/2. 
Из результатов [4] следует справедливость равенств

(2.3) U- =  (m(«)P+ +  P-)FT, U+ = г(Р+ +  m (t)P- )FT,

(2.4) U =  (т(<х+ + Х-)Р+ +  "і(х+ +  *Х-)Р-) FT.

В частности операторы U±, U связаны соотношениями U =  т(х+ +  է \-)Ս  
Ս =  г(х+ 4- կ -)Ս +  и потому

(2.5) W'g(o) =  Ulm (a)U - =  U+m(a)U+, 

а с учетом (1.1) и очевидного равенства г* =  г, получаем

(2.6) ULV- =  ՍՀՍ+ =  /  -  Р, U-U1 = U+UX =  1.

Пользуясь формулами (2.1), (2.3)-(2.6), несложно убедиться, что в случае, когда 
а =  1 +  Fk, где к € Li(K), имеем

00 оо
(ІГ£ (а)у) (х) =  у (і)  -  ѵ(х) J  <p(s)y(s) d s +  J  K[x ,  s)y(s) ds, i 6 K ,

—OO —oo
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где
»

К {ху я) — к(х -  з) -f J  sgn(a: ֊ 8  — з')е'“ Կ(տ') ds'p(x)tp(8).
-00

Аналогично,
ОС ОС

OKcHz/) ( * ) = ! / ( ւ ) - փ )  J  <p{s)y(s)ds + J  K(x,a)y{s )da .
о о

3. О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы

В следующей теореме получена связь между операторами ТѴ.с(а) и И'(о). 

Теорема 3.1. Для а € №р,л, 1 ^ р < оо, сп]швеОлиао равенстоо

(3.1) Wc (a) =  X +W{a)T+.

Доказательство. Пусть у  € Lr№+) Ո Lo(R+). Пользуясь тождествами P±F  =  
Fm(x±) (см. [5|) из формул (2.3)-(2.5) получим

Ѵ/С{а)у =  іг+и:.т{а)ж°+у =  тг+Г*(т(х+)И^°(а)т(х+) +  m (x -W ° (nl)m (\+ )+  

т [х±)\Ѵ °{іа)т (х֊) +  т (х -)И /0(а)т(х֊))Г тг^

=  ЭС+7г+(т (х+ ) +  т ( х - ) )  Լ W°(a) )  7Г+Г+У

= 'Х+іг+ ѴК°(а)7г+Г+і/ =  ЭС+И^(а)Г+у.

Таким образом, оператор И'(а) одновременно с Wc(a.) допускает непрсрывітое 
продолжение в L,,(R). □

Следствие 3.1. Мнооісество Жр։с ,  1 < р < оо, совпадает с Мр.

Как известно (см. [5]) любая, имеющая конечное число разрывов кусочно
постоянная функция на R принадлежит Мр, 1 < р < оо. Замыкание алгебры 
кусочно-постоянных функций в алгебре обозначим через РСѴ. Имеет место 
следующее включение РСр С ՐՇշ =  PC  (см. [5]), і՝де PC  юіасс функций a, 
имеющих предельные значения о(х ±  0) в каждой точке .г е  R, в том числе 
и на бесконечности а(оо ±  0) =  Нш а(х). В свою очередь Сѵ С РС„, где С„x—̂գօօ г г է
замыкание алгебры Винера Ti'(R) =  {с -I- Fk\с e C ,k  £ Li(R)} в М^. Кроме того 
РС„ содержит функции ограниченной вариации (см. [5]).
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Сопоставим каждой функции п 6 РСр (см. [5]) функцию : R х К -+ С 
(R = Л  U {оо}, R ֊  й и {± о о }) -  соответственно одноточечная и двухточечная 
ко.мпактнфикацин К) определенную по формуле:

Ор(* .0  =  {̂<*(* ֊  0) +  «(* +  0)) + 5 (®(* ֊  0) -  «(х +  0))сЬЬтг Q  +  Հյ .

Функция а может иметь не более чем счетное число точек разрывов а(ж*. — 0) ф 
п(Хк +  0) (д/ь € R, к 6 N). Функция ар(х,() непрерывна в следующем смысле 
(см. [5]): точки а{Хк -  0) и а (:£<.■ + 0) соединяются дугой окружности, из которой 
отрезок соединяющий точки а(хк - 0) н а(хк +  0) виден под углом 2л-/шах{р, р'}, 
(р1 =  р/р  -  1) расположенная справа (слева) от отрезка при р >  2 (при р > 2), а 
при р =  2 дуга совпадает с отрезком соединяющим эти точки. В случае ар(х, Հ) ф 
0 индекс iiida,, определяется как приращение аргумента (2ir)~largOp(*,£), когда 
X  пробегает R и в точках разрыва х* € R параметр Հ пробегает от -оо  до оо.

Под обобщенной р-факторизацией функции а 6 Lqo(R) будем понимать пред
ставление о(А) =  а_(А)(А — <)Ж(А +  *)~х«+(^)і гДе (А — і)~2/ра_ е  P_(Z,,,(R)), 
(А -  i y W a Z 1 € P _(V (R )). (А +  і ) - Ѵр'а+ € P +(V (R )), (А +  i y ^ a ֊ 1 е
P+(£p(R)), a x -  целое число называемое p-индексом функции а.

Из теоремы 3.1 и результатов [5J § 4 следуют следующие утверждения.

Теорема 3.2. Пусть а 6 РСР, 1 < р < оо. Для того, чтобы оператор H'sfa) 
был нормально разрешимым в пространстве Lp(R+), необходимо и достато՝чю 
чтобы inf |ар(А,ОІ Ф 0 (А 6 R, Հ € R). При выполнении этого условия опера
тор Wc(a) обратим, обратим слева, обратим справа о зависимости от того 
является ли число indftp равным нулю, положительным или ompuv,amejibHUM 
соответственно. Причем Ind Wcifi) = —ind ар.

Теорема 3.3. Пусть а 6 РСр, 1 < р < оо « inf |ар(А,£)| Ф 0 (А € R, Հ е R). 
Тогда а допускает обобщенную р՛-факторизацию (р։ =  р/(р — 1)), о =  a_7-„a+. 
Гх(А) =  (А -  t)x (A +  і)~м, х  =  ind а,,, и обратный слева (справа) к Wc(a) на 
плотном множестве в Lp(R+) при х  ^ 0 (при х  Վ 0) записывается в виде

(И В Д )Г 1 =  T ? W (t- m)W  (a ;1) W  (a :1) DC; 1 

((W i(e))7 l =  r ; 1^  (a ;1) w  (a :1) Щ г .* )* :;1) .

Если x  < 0, то korl-V^e) =  span {r+ V + F -1^ ;k  =  1 , . . . , - * } .  где gk(A) = (1 -  
i \)~ k. Если X > 0, то уравнение Wc(a)ip =  f  имеет решение в I P(R4 ) тогда и
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только тогда, когда
ОС

J  (ЗС+1/ )  (t)hk(t)d t & =  ] , . . . , х ,  гЖг /і* = 7r + F “ 1 ( a l l </+*). 
о

Заметим, что Mi =  W(R) (см. [5]) и по этой причине требование а 6 ТѴ(К) яв
ляется естественным, при исследовании оператора W& (а) в прострпнстпе L\ (R). 
Ha основе работы [8] и формулы (3.1) результаты аналогичного характера могут 
быть сформулированы н в этом случае.

Abstract. By replacement in the definition of the convolution operator of Fourier 
transform by a spectral transform of a selfadjoint Sturm-Liouville operator on the axis 
£ , the concepts of ^-convolution and -G-Wiener-Hopf operators are introduced. The 
case of t.he reflectorless potentials with a single eigenvalue is considered. A relationship 
between the Wiener-Hopf and ;C-Wiener-Hopf operators is established. In the case of 
piecewisc continuous symbol the Fredholm property and invertibility of the L- Wiener- 
Hopf operator are investigated.
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Аннотаішя. В работе получен аналог формулы Плана, которая имеет су
щественное значение при нахождении 4>ункционального соотношения дли 
классической дзета-функции Г’иыана. Приведены примеры рациональных 
функций, удовлетворяющих некоторому условию симметричности и разло
жению в рад Маіспорена г. единичными и нулевыми коэффициентами.

M S C 2010  num bers: 14G10, ЗОЕЮ.

К л ю чев ы е слова: формула Плана; целая функция; интегральное представле
ние.

Целью данной работы является получение аналога формулы Плана (см. 

[1], главу 7, пример 7), которая имеет существенное значение при нахождении 

функционального соотношения (см. [2], главу 2, п. 9) для классической дзета- 

функции Римана.
Классическая формула Плана выражает сумму значений в целых точках го

ломорфной и ограниченной (для всех значений г, для которых х \  <  Re г <  x-չ, 

Хі ,Х2 -  целые числа) функции іp( z )  через некоторые интегралы. А именно,

'Авторы поддержаны грантом Правительства РФ для проведения исследований под руко
водством ведущих ученых в Сибирском федеральном университете (договор #14.Y26.31.0006), 
Российским фондом фундаментальных исследований (коды проектов 15-01-00277, 16-31-00173) 
и грантом Президента РФ длн поддержки ведущих научных школ #  НШ-9149.2016.1.

1. ВвЬДКНИЕ

<1у.
а-i О

Применяя формулу Плана к ряду
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здесь Г это Г-функция Эіілера и вещественная часть z  положительна, полу
чено (с.ч. [J], главу 12. и. 12.32) интегральное представление Бине дли Ір;Г (г):

X

| i e r M - - ֊  +  i g < - 2 / Гг
td l

2 -і-12) (е-п‘ -  1)'

Г' (.г)
Используя представление Биие для . , получено следующее иитегралыюе

Г (X)
представление для вещественных х:

Г  (1 + * )  _  Г ( х )  1 . 1 n °f td t
Г (1 +  S.) *  ~  Г (х) +  .г 11 Х ~  2:с J (і2 +  :г2) (с2"' -  1) ՛"

О
ос

 ̂ /  է'2 +  I 2 ( с 2*1 — 1 2тгі) 
о

Подставляя найденное соотношение в интегральное представление для дзета- 

функции Римана С (*՝) и меняя порядок интегрирования, можно получить функ
циональное соотношение (см. [2], главу 2, п. 9) для классической дзета-фуігкш т  

Римана.
Напомним (см. [2], главу 2, п. 9), что интегральное представление для дзета- 

функции Римана Հ (я) в полосе 0 <  Re s  <  1 имеет вид:

о

Если говорить об обобщениях дзета-функции, то И. М. Гельфанд, Б. М. Левитан 

и Л. А. Дикий изучали (см., например, работы [3] -  [5] дзета^эуикцпю, ассоции

рованную с собственными значениями оператора Штурма-Лиувилля в 50-х годах 

прошлого века. Ее значение оказалось связанным со следом данного оператора. 

Их подход был развит [G] далее В. Б. Лидским и В. А. Садовничим (60 годы), 

которые рассмотрели класс целых функций одного переменного, определили дня 

них дзета-функцию корней и исследовали ее область аналитического продолже

ния. В работе [7] С. А. С маги н и М. А. Шубин строят дзета-функцию эллип

тических операторов и операторов более общего вида, доказывают возможность 

мероморфиого продолжения дзета-функции и дают некоторую информацию о 

полюсах.
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Многомерные результаты получены А.М. Кытмаловым п С.Г. Мыслѵшец и 

рабоіе [8]. Данными aivjopa.Mii было введено понятие дзета-функции, ассоции
рованной с системой мероморфных функций /  =  ( Д ........ /„ )  в С". С использо
ванием теории вычетов этими авторами было дано интегральное представление 

для дзета-функции, однако в работе были наложены жесткие условия на систе

му функций / і , . . . , / п -  В работе [91 В. И. Кузоватовым и А. А. Кытмаловым с 

использованием теории вычетов получены два интегральных представления для 

дзета-функции, построенной по пулям целой функции конечного порядка роста 

на комплексной плоскости. С помощью этих представлений описана область, в 

которую эта дзета-функция продолжается.

2. П р е д в а р и т е л ь н ы е  р е зу л ь т а т ы

Сформулируем результаты из работы [9]. Пусть /  (г) -  целая функция поряд

ка р в С. Рассмотрим уравнение

Обозначим через N j  =  / ֊1 (0) множество всех корней уравнения (2.1) (каждый 

корень считается столько раз, какова его кратность). Число корней не более чем 

счетно.
Дзета-функция Հ/ (я) корней уравнения (2.1) определяется следующим обра

зом:

где я £  С. Знак минус в определении дзета-функции взят для удобства записи 

интегральных формул.

Приведем интегральное представление для дзета-фупкцни Հյ (я) нулей г п функ
ции / .  которые имеют вид

(2 .1) / М - 0 .

и елг/

2п =  ՜Ղ ո +  i s n, qn >  0.

Обозначим
ОС

и предположим, что Re s  =  а  >  1 и выполнены следующие условия:

(2.3) Ііш — > О,
л —¥00 И
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01 (  1 Ѵ ՜ 1
(2.4) ряд У~ ( — J сходится.

Т еор ем а 2.1 ([9]). Пусть выполнены условия (2.3), (2.4) и R es >  1. Тогда
ОС

С{ {s) =  — J x ^ F U , x ) d x ,
о

где F[ J , x )  определяется формулой (2.2).

В данной статье будем предполагать, что нули гп имеют шід

гт* ~~ Գոհ Qn ^  О? 

где 7„ образуют некоторую последовательность натуральных чисел.

Рассмотрим функцию
3 0  ОС

/г(*)  -  F ( f , 2 n i z )  =  Y , e M  =
n = l n= l

oe
При помощи замены e ՜ 3՞*2 =  w  последний ряд приводится к виду и,Ч։і или

71 =  1

оо
(2.3) G ( w )  =  ^  f i,w n,

П=1
где коэффициенты /„  определяются следующим образом:

/п  =  (  ,!’ ”  Z 4* поэтому П т ч/І7Л =  1-Լ Ս, Ռ 71 Qky п—too

Заметим, что в ряде (2.5) бесконечное число коэффициентов /„  отлично от нуля.

При |«;| —> 1 —0 функция G{w)  становится неограниченной, но является го

ломорфной в единичном круге. Таким образом, G(u՛) не продолжается в точку 

1. Теорема Фабри о лакунах (см. [10], §2.3) показывает, что можно подобрать 

коэффициенты ряда так, что у  полученной функции G (w ) вся окружность будет 

являться естественной границей.

3. Основной РЕЗУЛЬТАТ

В дальнейшем ограничимся рассмотрением классов рациональных функций 

G [ш),  для которых справедливо представление (2.5). Относительно этого сфор

мулируем (см. [10], §6.1) следующий результат.

Т ео р ем а  3 .1  (Сеге, [10]). Степенной ряд  

(3.1) С И  =  £ ) / „ » “ ,
О
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коэффициенты которого /„  могут принимать лишь конечное число различных 

значений, или представляет собой рациональную функцию, или непродоликаем 

յ а пределы единичного круга. В случае рациональности сулшы ряда (3.])

где Р  (и՛) — много'мен, а N  — некоторое цы ос неотрицательное, число.

Это означает, что особыми точками (в данном случае полюсами первого по
рядка) для функции G ( w )  могут бьпь только точки

w k =  ci2S k, А- =  0 , 1 , . . . .  Л7 -  1, N  €  N.

В переменных z  для функции F  (з) особыми точками будут точки

Пусть для ч„ выиолиеио соотношение (2.3). Предположим дополнительно, что 
выполнено следующее условие:

или что то же самое

Zk,i =  l ~ - y ,  і =  0, ± 1 , ± 2 , . . . ,  к. =  0 , 1 , . . .  , N  -  1.

(3.2) ] +  F ( / ,  2тгіг) — —F  ( / ,  —2тсі.г)

и вытекающее из него

(3.3) -  О +  ^  ( / .  -2тгу)) =  F  ( / ,  2тгу).

Обсуждение условий (3.2) и (3.3) будет приведено ниже.
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Т еор ем а 3.2.  Пусть х \ и x -շ — целые числа, а տ (z) — функция, голоморфная и 

ограниченная на множ естве {з:і <  Re z  <  х?}.  Тогда

(3.4)

Р Հ ’"1 ( l<p(z i)  +<р(х 1 +  1) +  (̂а?! + 2 )  +  . . .  +'-р{х2 -  1 ) +  ^ р ( х  2) j  +

+ — յ յր -  ( ѵ ( * і  +  і -  ֊ )  +  ^(.г1 +  2 ֊ 1 )  +  . . .  +  ѵ (Ха- г - 1 )  +  ¥, (*а - 1 ) ^  +

+  Р (Ѵ (х і +  1 -  + ^ ( * 1 + 2 -  jy )  +  ■ ■ ■ +  <p(xi -  1 -  — ) +¥>(a:2 -  — +

+  . . . +

+  P f w w - i )  ^  +  x _  J V - l ^  +  ^  +  շ  _  Л - _ 1 } +  +  ^  г  _  ճ ^ 1 )  +

+ *(®а ֊  ֊ 7 7 ՜ ՜ ) )  =
Ха ЭО

= J ip ( z ) d z  + ^ J [ i p  (.т-շ +  iy) -  tp (x2 -  iy) +  ip (x i -  iy) -  ip (x j +  iy )]F  ( / ,  2ny) dy.
.Ti 0

ЗОесь F ( f . 2 n y ) =  £  e -''“2ir“.
T7 =  l

Д о к а за т ел ь ст в о . Заметим, что функция F{ f ,  2ггу)  имеет простой полюс в точке 

у  =  0. Других особых точек иет у функции F( f , 2 n y )  при շ/ >  0. У функции 

F( f .  - 2 п у )  в силу тождества (3.3) при у >  0 тоже нет особенностей. Выражение 

¥>(хշ +  іу) — գ> (.г՛շ — г?/) +  <р (,ті — і у)  — գ> (а;լ +  іу)  в формуле (3.4) обращается 

в 0 в точке у  =  0, поэтому подынтегральное выражение в формуле (3.4) не 

имеет особенностей. В дальнейшем мы проводим рассуждения, как будто бы 

функция F ( f ,  —2тгу) особенностей не имеет, но это не приводит к противоречию, 

поскольку интегралы можно рассматривать по дополнению к отрезку [0,е]. а в 

результирующей формуле перейти к пределу при £ —> + 0 . Рассмотрим интеграл

(3.5) J  < p ( z ) F[ z ) d z

7  Ո

по границе прямоугольника 7 д , имеющим вершины в точках x -շ ±  iR,  x i  ±  iR,

R  >  0.

Заметим, что ввиду наличия особых точек Жі и х? (для подынтегрального 

выражения ѵ? (z) F  (г)) на контуре интегрирования 7 д , интеграл (3.5) следует
33



В И. КУЗОВАТОВ, А М. КЫТМАІЮВ

рассматривать в смысле главного значения но Коши, то есть

ѵ- Р■ J  'P(Z) F {Z) d=-
1 ռ

Вместо контура ~т будем рассматривать контур 777, который получается из кон
тура 7л удалением отрезков խշ  -  г<5; і г +  і<5] и [хі +  іб; ц  — іб] и заменой их ду
гой окружности радиз'са S с центром ո точке (x-շ,0) и (жі,0) соответственно. 

Согласно теореме Коши

[ 4>{z)F {z) d z = J 2  [  f { z ) F ( z ) d z ,
J ւ. I ■'

7 Я  f k , l

где 7 к,i — окружность достаточно малого радиуса с центром ո точке Zk.i, ориен
тированная против часовой стрелки. В свою очередь (по определению вычета)

/
Հթ (г) F  (г) dz =  2жі res ( i p ( z ) F( z ) ) .

Z=Zk,l
7к,і

Поскольку zjfc,/ являются полюсами первого порядка, то

■ я ,  w * > F  <*» -  д ,  (« ՚  <*> 1 - ^ » - » )  -  -
_  <f(zk։t)P(wic)  _  ■■pjzk^Pjwk)

2iriNw% 2iriN

Таким образом,

J  V ( z ) F { z ) d z = 'f>(xk',)]f {֊Wk\  J lp { z ) F ( z ) d z  =  J 2 V, ( z k<t) ^ l ,

Ik.t 7Л k'1

где суммирование берется no всем точкам Zk,i, лежащих в отрезке [ащ іг].

Перейдя к пределу при 5 -»  + 0 , получим левую часть формулы (3 .4). При 

этом вычет в граничных точках і і  и տշ согласно теории вычетов берется с ко
эффициентом 1 /2  по формулам Привалова -  Племеля.

С другой стороны, выбирая направление обхода против часовой стрелки, ис

ходный контурный интеграл (3.5) можно представить в виде суммы четырех 

интегралов по сторонам прямоугольника. А именно,
t j + і  R  і і + і Л  х і - і Н

j  < p ( z ) F( z ) d z  =  J  < p ( z ) F ( z ) d z +  J  < p ( z ) F ( z ) d z +  j  < p ( z ) F ( z ) d z +
Т Я  Т 2 - І І І  Х 3 + І І І  X i + i H

X 2 — t R

+  J  <p (z) F  (2) dz I i  4- 1շ -I- /3 +  / 4,
xj - iR
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перейдя к дальнейшем к пределу при R  —> +оо. 
Найдем значение интеграла І\ .  Будем иметь

1շ4-է/1 1շ Х2+ІЛ
/ і  =  J  t p ( z ) F ( z ) d z  =  I  tp (z) F  (z) dz  +  J  t p ( z ) F ( z ) d z .

xu III ո շ -iR X2
T .2 0

/  Հ (z) F  (z ) dz  =  i  <p (,r2 +  iy) F  [x-i +  iy) dy  =
* , - i H  - R

о R

=  - j  j  tp (rr2 -  іт) F  (.r2 — ir )  d r  =  i  J  tp (X2 -  ir )  F  ( i 2 — іт) d r  =  

it b
n  n  OG

=  7 / ^ 2 ՜  i y ^ F  ~ іуУ> dy =  ~i j ( ՜ *  ՜  *y ^  S  e -<i«a,r,(*>-,w) rfy =
о о n=il

« о с  я

J  ( _v> ^ 2 ՜  <г/)) E  £~Чп2ку dy =  ֊  J  {-tp (a-a -  г j/)) F  ( / ,  2тту) dj/.
O n=1 0

Далее имеем 

-с շ+է/է Я

J  t p ( z ) F ( z )  dz  =  i  J  tp (.r2 +  ij/) F  ( յշ  +  iy) dy  =
«а О

ft R

=  ֊  J  tp (a:2 +  *1/) ( - F  ( / ,  -2 * 2 /))  d y = ֊ J t p  (x2 + i y ) ( l - l - F  ( / ,  -21TJ/)) dy =

о 0
Ո R

=  J J  tp(x2 +  iy) dy -  J  J (1 +  F  ( / .  -2i ry)) tp (x2 +  iy)  dy.
о о

Равенство F  (x2 -Ւ iy)  =  F  ( / ,  —2ny)  выполняется, поскольку e2*t։  =  е~п՝(хі+ іѵ) =  

e~'2irv, j  =  1,2. Таким образом, при выполнении (3.3) значение интеграла h  равно

xi  + i R

h  =  [  t p { z ) F ( z ) d z  =
х ч —i R

R R

=  J J  v(x2 + iy) dy+ յ  J {<Ք (®2 +  iy) -  4> (տշ -  iy)) F  ( / .  2*v) dy-
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Аналогично, получим значение для интеграла І-у. 

т -і- іЯ  * 1 + ІЛ

1՚ձ =  J  V (֊) F  (շ) dz  =  -  J  v { z ) F { z ) d z
x i+ iR  X I—iR

R  И

=  ~ 7  J  *  (Xl + iy^dy +  7 J  ̂  " iy  ̂~  9  '̂Cl +  i y ^  F  2яу^dy'

Покажем, что интеграл կ  —»■ 0 при R  —> +со, Имеем 

т.2 —iR

J4 == I  <p(z)F (г) dz =  J  ip (x -  iR)  F  (x ֊  iR)  dr. =
xi—iR

У  ос у  зс
=  /  հ  (х ֊  iR)  J 2  e - q*2iri{x- iR) dx =  h p { x -  iR)  £  е- * - я,'*,е-*-*’ д  dx.

I  »=1 »=1

\ h \  = f  <P (x -  ІД) ] T  e - i - M i g - t . ™  dx  <  f  \v  (* _  ІЛ)| £  e - b ^ d x  <

Լ  Հ  ”=i

<  (x’2 — x i)  С ^ 2  e ГІ"2дК -»■ 0, когда R  -*  +oc.
n= l

поскольку е~Ѵп2'!!,г —s- 0 при R  —> +oo. Константа C >  0 выбирается из условия 

ограниченности функции <ք на данном множестве интегрирования.

Для обоснования перемены порядка суммирования и перехода к пределу (при
0°

R  —> +оо) необходимо доказать равномерную сходимость ряда ]Г е -в»**я п0 ր
п=1

на множестве [1;+оо). Имеем

^ 1 ^ 1  —  „ Г Г  —  1 1 1
-  едп2п -  ея„ ՝ , } ^ ,  V eqn Л ™ , հ Գ  ]Іш -  Ііш г  <

—  g»i—юо
է?*?1, 2 7 Г / 1

ввиду условия (2.3). Таким образом, ряд £  ^  сходится по признаку Коши и
п=1

ОС

исходный ряд Y , e~4n2nR сходится абсолютно и равномерно по признаку Вейер-
ті=1

штрасса но R  на множестве [1;+оо). Поскольку <ք (z) — голоморфная функция 

на рассматриваемом прямоугольнике, то из теоремы Коши получаем 

a-՛շ *а+iR Xi+iR xj

j t p ( z ) dz  =  -  J tp (z ) dz -  J  t p ( z ) d z — j  <ք (г) dz.
T i x - i+ iR  X i+ iR

36



ОБ ОДНОМ АНАЛОГЕ ФОРМУЛЫ ПЛАНА

Рассмотрим интегралы

R Ft х і+ іП

J I  г  + iy) d y - ֊  J  <p (Xi + i y )  dy +  J  tp (г) F  (z ) dz  =
0 0 X2+1R

R  0  r .i+ iR

=  - i  J  <p [x2 +  iy)  dy - i  J  tp (xi  +  iy) dy +  J  tp (z) F  (2) dz =
0 R X2+1R

X2 x \ —iR

=  f p ( z ) d z +  J  p ( z )  [1 +  F ( z ) \ d z .
X3+1R

Завершающим этапом в доказательстве теоремы является обоснование того фак

та, что интеграл

*і+іЛ
1 =  J  ч> (г) [1 +  F  (г)] dz

х з + t ' f t

стремится к нулю при R  -4 +оо. Используя условие (3.2), проведем следующие 

преобразования.

xi+iR xi+iR.

1 =  J  tp (z) [1 +  F  ( / ,  2iriz)] d z =  — ^  tp (г) F  ( / ,  —27riz) d z  =
x-2+iR X2+iR

?  xr  °°
=  -  <p(x +  i R ) Y ,  е, "2’Г<(і+іЯ)гі.т =  <p(x +  i R ) J 2  e ^ ^ e - ^ ^ d x .

Լ "=1 Լ ”=1

Аналогично для случая ннтеграпа կ  нетрудно показать, что интеграл /  —>• О 

при R  -+ + 00.

Переходя к пределу при R  -» + ос в выражении для контурного интегра

ла (3.5), получим утверждение теоремы. □

В случае, если q„ — ո, то G ( w )  =  —- — , Р { 1 )  =  1,
1 — и՛

F  Մ . 2 -id  -  £  о ՜" ' "  +  = - * -  +  • • ■ -  ֊ Տ  =  ^ Г Т г
71=1

и мы получаем классическую формулу Плана, приведенную в начале данной 

статьи. При этом нетрудно видеть, что условия (3.2) ы (3.3), безусловно, выпол
няются для функции F  ( / ,  2жу).
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Доказанное обобщение формулы Плана в дальнейшем может быть использо
вано при получении аналога интегральною представления Бинс. Тем самым бу
дет осуществлен переход к получению функционального соотношения для дзета- 
функцин корней некоторого класса целых функций.

4. П ре о бр а зо в а н и е  у с л о в и я  с и м м е т р и ч н о с т и

Вернемся к обсуждению условия (3.2). Относительно этого сформулируем 

утверждение.

Л е м м а  4 .1 . Условие (3.2) эквивалентно следующему условию на функцию G  (и>): 

(4.1) 1 +  G ( iw) =  ֊ g ( ^ ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим условие (3.2). Отметим, что функция G (w)  полу
чается из функции F  ( / ,  2-niz) заменой е~27Г12 =  w. При этом функция F  ( / ,  ~2жіг) 

переходит в функцию G  ( i t ; ՜1). □

Л е м м а  4 .2 . Если
„  , , Р (и>) ао +  fti w  +  օշ w2 +  . . .  +  aN w N 
6  H  =  = ------------------- Г ^ і ѵ ------------— ,

то выполнение условия (4.1) эквивалентно следующим условіілм на коэффици

енты полинома Բ կա): 1 +  «о =  «лт> «і =  «jv- ւ ,  «շ =  я,ѵ-շ . - - ,  ар =  «л-р,  
где р  е  [1; jV/2] о случав четного N  u p £  [l; — ^ ] о случае нечетного N .

Д ок азат ел ьств о . Рассмотрим условно (4.1). Подставляя выражение для функ
ции G (и՛), получим:

, , Р М  Р ( Ь)  1 - W N +  P ( W ) _ P { ± )  Л,
1 — w N _ J _ '  \ ֊ W N ՜  l ֊ w N '

w N

1 - w N + P ( w )  =  P ^ w N .

Подставляя в последнее соотношение выражение для Р  (w), будем иметь

(1 +  «и) +  яіи ՛ +  ո շ и;2 -і-. . .  +  (aw -  1) u>N =  (ац +  —  +  —  +  . . .  +  — Л  и;л',
V w w 2 w‘ /

(1 -I- «о) +  u iw  +  օշԱ»2 +  . . .  +  (адr — 1) w N =  ao՝wN +  а\іѵм~л +  а2ги'ѵ՜"2 +  . . .  +

+  fl/v- շ1«2 +  Ял/-iw +  я,ѵ.

Приводя подобные члены при одинаковых степенях, получим утверждение лем
мы. □
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Условие (3.2) можно понимать как некоторое условие симметричности (усло

вие нечетности) по переменной г. для функции ՛ՓԱ) =  -  +  F ( f , 2 a i z ) .

5. П р и м еры

П р и м ер  5.1.  Приведем пример рациональной функции G  (го), удовлетворяющей 

разложению (2.5). Пусть
w

=  ( 1 - » ) ( щ Ч 1 ) '

Раскладывая функцию G (w)  в сумму простейших дробей, можно получить, что
. . .  . (  1 /2  1/2го +  1/2Հ
G  (гг») =  ш .

1 V 1 -  w w + 1 J
Далее разложим каждую из дробей в сумму геометрической прогрессии. Пред

ставляя одну из сумм в виде суммы слагаемых четных и нечетных степеней и 

приводя подобные, получим

/ ~  U,» ~  ( -1 )" « ,2՞+ ւ  ^  ( - 1 ) % ,2Л
с м - »  Е т  +  ^  շ— + £ — і —  =

\ п = 0  п = 0  п = 0  /

/  ж 2к °° 2А-+1 \

оо
=  w  ( і  +  w  +  w4 +  w 5 4- vis +  w° +  w 12 +  w 13 +  . . . )  =  w4" ,

71=1
где qn =  { 1 , 2 , 5 ,6 ,9 ,1 0 , 1 3 ,1 4 , . . . } .  Заметим, что в данном примере G  (w ) можно 

записать в виде
. V) _  11) (1 +  w)  _  и> +  w 2
U (1 — w) (w2 +  1) 1 ֊  го4 1 — w4 '

П р и м ер  5 .2.  Приведем пример рациональной функции G  (го), удовлетворяющей 

условию (4.1) и представлению (2.5). Рассмотрим 

w. ш w  w

С(го) =  Г ^ ~ Г ^  + W4
оо

=  w  + w 3 + w 4 + w 5 +  w 7 +  w 8 +  ш9 4- ш п  +  и;12 +  . . .  =  ^  и)Чп.
п=1

Вычислим левую часть соотношения (4.1). Получим

1 + с и  =  r h  -  +  rht-
Вычислим правую часть соотношения (4.1). Получим

_ G ( լ )  =  _ յ ______ լ _  +  1
\и> J  1 — го 1 — w 2 1 — w 4
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Здесь qn =  { 1 ,3 , 4 ,5 ,7 ,8 ,9 ,1 1 ,1 2 , . . . } .

A b s t r a c t .  In this paper we obtain an analog of the Plan’s formula, which plays an
essential role in obtaining a functional relation for classical Rieinann zota-function.
Wc provide examples of rational functions that satisfy a certain symmetry condition
and admit a Maclaurin series expansion with coefficients equal to zero or one.
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А н н о т а ц и я .  Д л я  однородных многочленов двух п е р е м е н н ы х  находятся необ
ходимые и достаточны е условия сравнения силы с весом этих многочленов.
Условия ф орм улирую тся в терм инах порядков и кратностей  нулей сравни
мых многочленов.

M SC2010 num bers: 12Е10, 26С05.

К лю чевы е слова: Многогранник Ньютона; сравнение силы (мощности) много
членов.

1. В в е д е н и е

Будем пользоваться следующими стандартными обозначениями: N множество 
всех натуральных чисел, No =  N U О, NJ =  No х ... х N o- множество п— мерных 
мультииндексов, R ՞ и Сп— я —мерные евклидовы пространства вещественных 
точек (векторов) Հ =  (£ і,•••>£»») и х  =  (х і , ...,х„), соответственно комплексных 
точек (векторов) С = (Ci.-.Cn), Ru,° = {£ € Rn : fi • ... ■ Հո Հ 0} и Rn-+ = {£ € 
К’1 : կ  >  0 Ս  =  1.....ո)}.

Для V е  R'*,+, Հ € Rn и ռ  € Ng положим խ| =  v\ +  ... +  |£| =

\/чс? + -  +  £ ,  П  =  І € і Г - І € .Г ,  Г  =  «ք-ՀՏ ». В *  =  D V ..... Дп". где

d j =  щ  либ°  Di ՜ І֊1 Щ  Ս =
Пусть А  С Rn,+ конечный набор. М ногогранником Н ью тона набора А  

называют наименьший выпуклый многогранник Я(.А) С Rn,+, содержащий мно
жество A U0- Многогранник Зі С R” + называется полны м, если 9ft имеет верши
ну в начале координат и отличные от начала координат вершину на каждой оси 
координат. Полный многогранник 3? С Rn'+ называется вполне правильны м  
(в.п.), если все координаты внешних (относительно К ) единичных нормалей

'И сследование вы полнено при ф инансовой поддерж ке Г К Н  М О Н  РА  в рам ках  научного про
екта N SCS 15Т - 1А 197 и в рам ках  тем атііческоео ф и н ан сирования РАУ из средств М О Б Н Р Ф .
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(7) _  1)—мерных покоординатных граней 'J? ( множество которых обозначим че
рез Л(8і) ) положительны.

Очевидно. что между множеством Л(3?) и множеством D cex (л -  1)—мерных 
некоордпнатных граней Я? существует однозначное соответствие, при зтом каж
дой такой грани Г, или, что то же самое, каждому вектору А(Г) однозначно 
соответствует число

d{ А) =  шах(А,ѵ). і/€&
Пусть 5? в.п. многогранник, обозначим через К0 множество его вершин и поло
жим

МО = £  ІП, Հ € Rn.
Для дифференциального оператора i?(Z3) = Л(£>і,.... D„) через 1էՀՀ) =  ,..., £„)
обозначим его символ (характеристический многочлен), а через /?(£, է) обозначим 
функцию (Л. Хсрмандсра):

Л (£ ,է)  =  / £  |£>«Л (0Р«а1"1; Л ( 0  =  Л(£, 1).
У aeNg

Определение 1.1. /cju. [1], определение 10.3-4 ս I1&D- Многочлен Բ(Հ) сильнее 
(мощнее) много՝ілена Q{£), будем обозначать Q < Р, (соответственно Q < Р) 
если с некоторой постоянной С > 0 для любого Հ € R" будем иметь Չ{Հ) < 
СГ(£) (соответственно |Q(f)l ^  ^[1 +  |Р({)|]Л

Определеіш е 1.2. Пусть О? с  Rn,+ в.п. многогранник. Многочлен Р  Ш—сильнее 
много'мена Q и будем обозначать Q<mPy если с некоторой постоянной С > О 
и для любого Հ € R" будем иметь <§(£, հյյ(Հ)) < Բ(Հ, հ^(Հ)).

Представим многочлен Р  порядка т > 0 в виде
m

( i d  р ю =
3 = 0

где Pj однородный многочлен порядка j ,  j  =  0, l,...,m .

Определение 1.3. (см. [1], определение 12.3.3 и теорему 12.4-1). Много՝шен 
Р вида (1.1) гиперболичен (по Гордингу) относительно вектора т/ е R ՞, если 
Р,„(Ѵ) Ф 0 и длл некоторого г0 > О Բ(Հ +  trrj) ф 0 при всех Հ € R" и |т| > т{).

О пределение 1.4. (см. f3j). Пусть s > 1 и г) е R". Многочлен Р вида (1.1) 
S - гиперболичен относительно вектора т/, если Рт(т]) фО и для некоторого с > О 
Р(£ +  irrj) ф 0 при всех і  € R" и |г| > с(1 +  |£|)1/4.
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Определение 1.5. (см.[4], [5], или ք(յ)) Пусть 'Л С R"՛4՜  в.п. многогранник. 
Многочлен Р вида (1.1) Ищ—гиперболичен оптоситыъно вектора // 6 К" (Р 
гиперболичен относительно вектора г) с весом Ли ), если P,n(rj) ф 0 и Оля не>:о- 
торояо с > О Ր(Հ 4- іті)) փ 0 при всех Հ € К" и |т| > с հ»(£)•

Дли числа տ > 0, вектора А £ Е", области П С R" и в.п. многогранника 
ft С Еп,+ введем следующие (изотропный, анизотроішый и мультиизотропньгй) 
классы Жепре:

Г8(П) := { /  6 С°°(П), для любого компакта К  с  П (далее d обозначениях:
К  С С Q ) существует число с =  с(К ,}) > 0 такое, что sup |Z3°/(x)| < c,a,+1 |a|*

хек
VaGNg},

ГА(Гі) := { / 6 для любого К  СС Г2 существует число с =  c{K ,f)  > О
такое, что sup \Daf(x )\ < cl“ l+1 |a |(A,a) Va € Nj}},

*6 к
ГЮ(П) := { /  € C°°(Si), для любого К  СС ft существует число с =  с(К, / )  > О

такое, что sup \D °f(x)\ < c?+l j ’ Va e  j  SR (j =  1,2,...)}, где j  3? многогранник 
хек

Ньютона набора точек [j а  : а  € SR}. Очевидно, для любого j  € N многогран
ники R и j  ՏԷ подобны с центром подобия в начале координат и коэффициентом 
подобия j .  Известно (см. [7]), что

1) если % =  { и  6 RU,+,(A, ѵ )  <  1}, то ГЯ(П) =  ГА(П), при этом, если А =

(*..... *). то Г*(П) =  Г '(П ),
2) если 8іі и Յէշ в.п. многогранники, такие, что 9?і С Տ?շ, то Г*3(ft) с  Г®' (ft),
3) Г*1 (Гі) ж r K,(£i) =  Г,<1 (ft) тогда и только тогда, когда 9?շ Э 3RJ.
Пусть О Ф г] 6 R" и Н  := [л Е  R” ,(a:,77) > 0}. В монографии [1] (теоремы 

12.3.1, 12.5.1 и лемма 12.3.2) доказано, что задача Коши в С°°(Н) для оператора 
P{D) имеет, притом единственное решение тогда и только тогда, когда P(D) 
гиперболичен по Гордпнгу относительно вектора т).

D [8| доказано, что если m  -  однородный многочлен Рт гиперболичен относи
тельно вектора г) е  R71, a Q многочлен порядка меньше т, то многочлен P,„ + Q
гиперболичен относительпо вектора т) тогда п только тогда, когда Q -Հ Рт. Прн

к
этом (см. [1], теоремы 12.4.6), если Q = £  Q3, то Q -Հ Рт тогда и только тогда,

і=о
когда Qj -Հ Р,„ j  = 0,1,..., к.

В [9] доказано, что если задача Коши для оператора P{D) имеет в Г"(II) 
единственное решение, то многочлен Р s—гиперболичен относительно вектора 
г]. В работе [4] Д. Калво в одном частном случае (когда т) =  ( 0 , 0 ,1)) и в
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[9] в более общем случае доказано, что если оператор Р(П) / і я - гиперболичен 
относительно век гора //, го решение задачи Коши при надлежащих начальных 
условиях принадлежит мультиаиизотропному классу Жепре r w.

В [б] доказано, что если задача Коши для оператора P (D ) имеет в ГЯ(П) 
едпнствешіое решение, то многочлен Р  -гиперболичен относительно вектора 
г]. Там же доказано, что если m-однородный многочлен Рт /і»-гиперболичен 
относительно вектора т/ 6 R", a Q многочлен порядка меньше т  /ія - слабее Р,„, 
то многочлен Р,п + Q Лд—гиперболичен относительно вектора і]. Прн этом, если

Q =  Ё  Q j՛ 10 Q-<Hpm тогда и только тогда, коіда Qj-<*Pm j  =  0 ,1,..., к.
7=о

Поэтому возникает естественный вопрос описания (для данного m -  однородного 
многочлен Рт, и вполне правильного многогранника 3?) множества однородных 
многочленов {Q} SR-слабых Рт. Этому вопросу посвящена эта статья. При этом 
мы будем рассматривать лишь многочлены двух переменных. Отметим, что ана
логичный вопрос для одного класса вполне правильных многогранников специ
ального вида рассмотрен в работе [15]. В работах [10] - [И] в терминах порядков 
и кратности нулей многочленов Q и Р  найдены алгебраические условия при ко
торых Q < Р  или Q -< Р.

2. П р е д в а р и т е л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы

Пусть 5R С К2,+ в.п. многоугольник, при этом 3R° =  {eJ}_̂ ֊ո, где точки {е5} 
пронумерованы в следующем порядке

(2.1) е} > е4 >  ... >  e \ j =  0; 0 =  <4 <  <  ... <  .

Из (1.1) следует, что

(2.2) р\ := тах{і/Л  =  max е{ =е? ,  թշ := max{i^} =  max el = .
1/6Я 1 <j<M 1 у€Я 1 1 <j<M  2 2

Обозначим через AJ единичную внешнюю нормаль стороны [eJ,eJ+1] многогран
ника SR и dj := ш ( Ѵ ,  I/) (j =  1,..., M  -  1). Тогда уравнение прямой, прохо

дящей через сторону [eJ,e-/+1] будет (AJ,v) =  dj (j = 1,..., А/ -  1). Как выше 
положим Л(9і) =  { А ^ .- .А ^ ՜1}.

Всюду ниже будем считать, что p(5R) := mox{|j/|} =  ^ | }  < 1. Отсюда 
и из определения чисел р\ и րշ следует, что

(2.3) d i / \ \  = рх < 1, сід/_ ւ / ճ ղ ՜1 =  րշ < 1.
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Пусть 31 С  Р.и,+ в.п. многоугольник и S € (—тс, 1], положим

(2.4) /(<5) =  /«(<*) := шах{і/і 4-<5і/2} =  max

(2.5) */(£) =  jr.n(<5) := m ax{^i +  =  max: {Jej -Ւ 4 ) .

Из определения введенных функций и того, что р(К) <  1 и ч\ — с*1 = 0 непо
средственно следует утверждение.

Л ем м а 2.1. Пусть 9? С К2' ՜  о.п. многоугольник, для которого ր(ՀԷ) < 1. Тогда 
числа

t? Ժ(2.G) Si := max ----1 . < 1 и Տշ := шах ----- -— ր՜ < 1
i<J<u ( l - վ )  і< і<м  (1 _  ej)

являются единственныліи решениями уравнений f{8) =  Տ и g(S) =  S соответ
ственно.

Зам ечание 2.1. 13 условиях леммы 2.1 функции S — /(<5) и S — rj(6) строго 
моногпонно возрастающие в (—оо. 1] функции. При этом 

1) <5і € [/»і, 1), Տշ 6 խշ,1),
5  ̂ функция Տ — ք(Տ)(6 — ց(Տ)) строго монотонно возрастает и ք(Տ) > р\ при 

S е (-оо, 1] (д(і5) > pi при 6 € (-оо, 1])
3) f(S) > <5 при S 6 (—оо, <5і), f(S \)  = <5յ u /(«5) < 5 при S e (Si, 1] (g(5) > S при 

S € (-оо, Տշ), ց(Տշ) = Տշ и ց(Տ) < 6 при Տ 6 (Տշ, 1]).

Л ем м а 2.2. В условиях леммы 2.1 ք(Տ) =  р\ при Տ < Aj/Aj и ց(Տ) =  թշ при 
5 < А ^ -У А ^ -1 .

Д оказательство . В силу монотонности /  и соотношений (2.3) при 6 < Aj/A} 
имеем

f(S)  < /(А |/А і) =  Ax)/Aj =  d i / A} =  px.

С другой стороны, так как =  0, то f(S) > е{ +  6 е% =  е{ =  рі для всех 5 е 
(—оо, 1] Это доказывает первую часть леммы. Аналогично доказывается вторая 
часть. ‘ □

Ниже, в доказательстве основной теоремы 2.1 мы будем пользоваться следу- 
ющими утверждениями.

Л ем м а 2.3. (см.[11] или [12]). Пусть R  однородный многочлен двух перемен
ных. Т. ч _ , г I = |ѵ| =  1, т е  £(Я), (т,г}) =  0, {¥>,}“  і> О Ы £ і  последова
тельности вещественных чисел таких, что <ра —► оо, гр,/ч>, —► 0 при я —> оо
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и ез — фяТ +  — 1,2, ...)• Если кратность корня г  многочлена Н : 1ц(т) > I,
пю существует число со > 0 такое, чти

При этом, если lrt{T) = Կ ТП0 существует число с > О такое, что Оля вахт
достаточм больших s

с ՜1 < ІЖ Г)І < с Ы т- 1Ш>.

Л ем м а  2.4. Пусть Ж С R2,+ в.п. многоугольник, Оля которого р{Щ  < 1, 
г .7) е Ж2,0, |т| = |т/| =  1, (г ,//) =  0. последовательно
сти вещественных чисел такие, что <ра —» оо, Фі/^з —> 0 при a —» ос и 
£* =  <рат  4- 1р,т) (я =  1,2,...). Тогда существует число с >  0 такое, что для всех 
достаточно больших s с ՜1 < /ію(£*) < c\(p„\ptn\

Д оказательство. Так как в условиях леммы, очевидно, с некоторой посто
янной Сі > 0 и для достаточно больших s справедливы неравенства ej ՜11 |  < 
|£jl < сі |ѵг,| (j  = 1,2) и, следовательно неравенство

с і l lv»-l < \С\ < 2̂ Ы

с некоторой постоянной շշ > 0. то требуемое неравенство непосредственно сле
дует из определения числа р(3?) и функции Ііц. □

Пусть для данною 6 6 (—оо, 1] максимум в правой части (2.-1) досгигается для
индексов jk  =  յ՚է(ծ) (k =  l,...,M i =  Мі(6)) : f(6)  =  e f  + Տէշ k =  1 A/,.
Обозначим

(2.7) a i ( J ) =  max <4\ n2(J) =  rain c£ .

Л емм а 2.5. Пусть К С R2,+ в.п. многоугольник, для которого р(Щ < 1, т =
(1,0), »7 =  (0,1), 0 6 (—оо, 1], последовательности веществен
ных чисел таких, что -» оо, t j p e -> 0 при а -> оо, и £“ =  +  t„q =
(9я, V5, <») (« =  1,2, •••)• Пусть также для любого £ > О Հ  і4 -Ю о, -> О
при а —f оз. Тогда существует число с > 0 такое, что для всех достаточно 
больших я имеем

(2.8) с ՜1 Ы /(в) |i,|n(e> < hv ( 0  < с |է,|“<Ղ

где (см. обозначения (2.1)) а(Ѳ) =  а\(Ѳ), для тех з для которых |/.„| > 1 и а(0) =
ո շ ( 0 ) ,  для тех տ для которых |է„| < 1.
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Д оказательство. Пусть 6 6 (—оо. 1], обозначим Ъ(6) — Т)(6. / )  := {j  : 1 < 
j  < М.  г.] -Ւ 0е2 =  І[Ѳ)}. Из определения чисел аі(6). а2(б) (см. (2.7)) и после
довательности {Հ* := (у>„, Հ  է,)} имеем a ^ J )  =  шах { վ } ,  а2(6) =  min {е{}

і  G 'Х> (<5) j€2>(4)
И ^

м о  := Е  і к т і  = 1 + Е  к п ^ і  =  1 + Е  ̂ +ве* &
ѵел° j=i j=i

(2.9) = 1 +  Е  Ѵ>{(в)^ +  Е
je-D(i) >«?»(«)

Так как /(0) > р\ > 0 (см. доказательство леммы 2.2) и Հ  + Ѳг^ < f (0 )  при 
j  € Ѵ(6), то из условия леммы на последовательность {у?.,; £,} при « -+ оо имеем

£  ^ ժ  = օ{ յ շ  v l (e)r f ) .
ІІЪ(І) je v w

Н силу этого из (2.9) имеем с некоторыми положительными постоянными С], с2

1 +  ( C <fl) +  Հ շ(0)) < 1 +  Հ {0) Е  ^  1 +  Е ^ +ве* Ճ* =  М О

=  1 +

+ С і

Л
< с2 [і +  ^ (в) (4“,(в) +  t js(e))] .

Так как для достаточно больших s р { (0) (t"lfe) +  tSa(9)) > 1, то это доказывает 
соотношение (2.8). □

Зам ечание 2.2. В силу леммы. 2.2 / ( Ѳ) =  pj =  ej при 0 < А2/А{ и, так как 
1 € Т>(6) (е2 =  0), то а2(0) =  0 при Ѳ < A2/Aj.

3 . О С Н О В Н О Й  РЕ ЗУ Л Ь Т А Т

Д зя m-однородного многочлена Д,„ положим £(Я ,П) =  {£ 6 R2, |£| =  1, R m(£) = 
0}, а  через /(г/) =  ^„.(rj) обозначим кратность нуля і] 6 Д Я ,,,).

Т еорема 3.1. Пусть Р  =  Рт и Q = Qk однородные многп՝теиы двух пе
ременных, порядков соответственно т и к ,  SR с  R2,+ в.п. многоугольник, 
построенный на наборе {с7}у£0 для которого p(!ft) < 1. Тогда Q -i^P  в том и 
только в том случае, когда
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1) к < т
2) Ір(т) -  lQ(r) < ( m -  к)/(  1 ֊  p(9?)) Ѵт е £(Р,„) Ո R2-0
3) Ір{т) -  Iq (т ) < (ш -  к)/ (\  -  pi), если т =  ±(1,0) € Е(Р)
4) М 1՜) -  Iq (~) < (m -  к)/(1 -  рз). если т  ±(0,1) G £ (Р).

Д оказательство необходимости проводится аналогично доказательству пеоб- 
ходимостн георемы 3.1 работы [15] с применением лемм ‘2.3 - 2.5 настоящей ра
боты.
Достаточность. Предположим обратное, что при выполнении условий 1) - -1) 

теоремы, существует- последовательность {£"} такая, что |£я| -* ос- при л -> оо и

(3.1) Q (? , Л я(е*))/Р(^, М О )  -> оо.

Положим г* =  f*/l€*l- Так как Іг<1 =  1 Л™ всех 8 — 1.2..... то, за счет выбо
ра подпоследовательности, можно считать, что последовательность г* = 
сходится к некоторой точке т. |т| =  1. Пусть ?/ € R2, խ| =  1 и (т). т) = 0. Так 
как пара (г, /?) является базисом в R2, то точки можно представить в виде 
Հ* =  <р„ т + էի где V»* = (С ,т ) , =  (С ,п )  « =  1,2,...* Из условий т „ -¥ т  и
|£"| —► ос следует, что > 0 для достаточно больших տ ( не умаляя общности, 
будем считать, что для всех տ ). При этом, очевидно, что с некоторой постоянной 
Сю > 0 пмеем

сГо Ч>. < І£'| < <Կօ տ =  1,2, ...- 

За счет выбора вектора г? и подпоследовательности последовательности {£*} 
можно ячитать, что фв > 0 для всех я ֊  1,2...., при этом —> 0 при я -4  оо.

Проводя аналогичные рассуждепня как при доказательстве достаточности 
теоремы 3.1 работы [15] с применением лемм 2.1 - 2.4 н соотношения (3.1) на
стоящей работы получим, что лігбо т = ±(1,0) либо г =  ±(0,1). При этом 
последовательность {£"} представляется в виде т +  <р% էտ і/ (տ = 1,2,...),
где 19 =  при т =  ±(1.0), 19 = Տշ при г  =  ±(0,1), и для любого £ > 0 -> +оо,
t»ip~e -+ 0, при տ -» оо.

Так как оба случая рассматриваются аналогично, то рассмотрим только слу
чай г =  ±(1,0). Вследствии тоі-о, что f(6y) =  Si (см. лемму 2.1), то в силу 
лемм 2.3 и 2.5 при достаточно больших տ имеем с некоторыми положительными 
постоянными Сі,...,С4, получаем

£ |р"р(пі Հ“՚(ո > ір(о і + £  Р“*чт Հ“'(օ
о |о|=/л(т)
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> сі [ р ? ՜1՞  ( Հ ՝  «о)1' ’ +  ̂ " ՜ ' ' ,<1՜ /(<ւ)) Ip (1 +  0(1))] 

(3.2j >  c2 (Հր +  t«^i) ‘դ

X ; ib “0 ( o i  '* * ՛« •) < P ' w W f c * )

<  Շհ

(3.3)

E  +  E
.|o|</q |e|X(j_

<  c;,[ ^  ^*-І«»І-(<д-вч)(ѵ*і4я)‘«-в*(^/№ )^№ ))ІвІ 
|a|<Ig

+  £  r f - W f o W * ) ) ! - ! ]
< Q < |a |< fc

^ f c - | a | ( l - / № ) ) - ( l Q- c , 2) ( l - / ( J i ) ) - ( l Q - o » ) ( / № ) - i i )  j J q - a , + o ( i , ) |q |

>l<<0
+  ^  ^ - | о | ( 1 - / ( « , ) )  ^ (« О Іа І  +  ^  ^ - | о і ( 1 - / ( « і ) ) 4а (б ,) |а |]

= մ ~ կ{1~Տւ)(է1Հ + t“( »̂)*0)(l + o(l)).

Тпк как Si e  \p\, 1) (см. замечание 2.1), то в случае когда т >  к. или т  -  lP( 1 -  
Рі) > к - Iq ( 1 ֊ p \) имеем т - І р ( І - б і )  > к - 1 ц ( 1 - 6 і ) .  В силу этого оценки (3.2) 
и (3.3) противоречат соотношению (2.2). Если же т  =  к и m — lp( 1 — рі) =  к — 
I q ( 1  — p i ) ,  то в следствии того, что р і  <  1 (см. (2.3)) получим, что I p  — l q  и  опять 
оценки (2.3) и (2.4) противоречат соотношению (2.2). Полученные противоречия 
доказывают часть теоремы, относящейся к достаточности. □

Из доказанной теоремы и леммы 3.3 работы [6] непосредственно следует 
С ледствие 2.1. Пусть Рт и 9t те же, что в теореме 2.1, Q = Q\ + ... + Qm , где 
Qk к—однородный многочлен ( к =  1 ,...,М. ) Тогда Q-<KPm в том и только в 
том случае, когда

1) М  < т  и для всех А: =  0,1,..., М
2) ІА.(т) ֊  lQ k ( T )  < (m -  fc)/(l -  „(Я)) Ѵт 6 Е(Р,„) Ո R2՛0

3) Ір„ЛТ) ~ ІоЛТ) ^  (™ -*0 /(1  ~Pih если т =  ±(1.0) € £(Р,„)
4) ірт (і՜) -  *Q*(T) <  (™ -  *0/(1 -  Р2)г если т =  ±(0,1) 6 £ (P m).

A b strac t. In this paper, for homogeneous polynomials of two variables we find 
necessary and sufficient conditions for comparison of the weighted strengths of these 
polynomials. The conditions are stated in terms of orders and multiplicities of the 
zeros of the considered polynomials.
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А н н о т а ц и я . В в о д я т с я  обобщенные характеристики для мероморфных в 
полуплоскости функций, обобщаются формула Левина и первая основная 
теорема дли характеристик Цудзн.

MSC2U10 num ber: 30D30.
К лю чевы е слова: мероморфная функция; преобразование Фурье; характери
стика; первая основная теорема.

1. Введение

При изучении мероморфных в комплексной плоскости функций часто приме
няются характеристики Неванлинны и их разные обобщения. Однако эти харак
теристики не учитывают аргументы о-точек функций. Поэтому в теории распре
делении значений мероморфных функций применяют другие характеристики, 
учитывающие угловые распределения a-точек (см. [1]). В [2] для мероморфных 
в полуплоскости функций к таким характеристикам авторы относят характери
стики Цудзи, порождаемые формулой Левина.

Мы обобщаем формулу Левина, как и в [3] перефразируя результаты для ниж
ней полуплоскости, после чего формула Левина и характеристики Цудзи приоб
ретают наиболее естественный вид. Затем рассматриваем формулу Левина как 
значение преобразования Фурье в точке і  =  0 и  вводим обобщенные характери
стики д л я  мероморфных в і іи ж ііс й  полуплоскости функций и обобщаем первую 
основную теорему Цудзи.

Пусть /  отличная от постоянной мероморфная функция в области

0 = Ц г - і -  < ^ } и { | г | < Д о } ,  0 < Я о < Я .

Справедлива формула Левина (см. [2], [4]).
ѵ ՝  / sinգ>յո 1Հ ѵ ^ /я іп ^ т  1 \
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7Г—arc? in ( /?о /?” 1)

= 1 ֊  I  іо8 |/ (я « іп (в г 4в) ) | й ^  +  д ( я ,л ь І/ ) ,
urc-»in(/lo^~l )

где гте'у>"'-нули, p,te'v'“ -полюсы функции /  лежащие в области { \z -  i~  | < }tl 
{|z| > J?0}, Q (R ,R n J )  = 0 (1 ) при R֊+  oo.

Введем теперь характеристики Цудзи для отличной от постоянной мероморф- 
ной в области {Іт  (г) > 0} U {|г| < /?о} функции / .  Полагая, что Л > Лу через 
п (R, / )  обозначим число полюсов функции / ,  лежащих в множестве {\z -  t |f  | < ք֊ } j  
{|z| > ІІо}, и положим

п
N  (R, / )  =  J  Լ  (R. f )  =  т  (R. f )  + N  (R, f ) ,

Пи
п—агсні ո ( Па R ~ 1)

» № / > - £  /  to g + l/fflm O c» )! .

П Г С Н Іі^ Л о Л - 1 )

С этими характеристиками Цудзи [5] (см.также [2], гл. 1, теорема 5.3) установил 
следующий аналог первой основной теоремы Неванлшшы.

Теорема 1.1. Пусть f  отличная от постоянной мероморфпая п области {հ ո  (з) > 
и{ |г | < Яи) функция. Тогда для любого комплексного числа а справедливо соот
ношение

Լ  (R , f ) = L j ~ ~a j  + О (1), при R  —> oo.

2. О бобщ ени е  формулы  Л евина

Преобразуем формулу (1.1) заменой переменной w =  При этом отобра
жении перхняи полуплоскость переходит и шіжшою полуплоскость, окружность 
|с -  t ֊ |  =  ՛֊ в горизонтальную прямую линию Ітіи =  — круг \z — i- j | < յ  
и полуплоскость Irnw < -j-( , круг |z| < Ra u область |w| > . Таким образом
область D отображается ո область О. =  {Ітиі < — ̂ }  Ս j|»«| > — |(см . рис. 1).

Функция / ( w) мероморфна в области П, которая получается удалением нз 
комплексной плоскости сегмента содержащего точки w =  0.

Из формулы (1.1) следует, что
іг—arcsin ( /Հօ Л~1)

J  log|(.R8iufle‘g)Aj = 0 ( 1 ) ,  при R  —► oo,
Н Г С в ІІ» (і?о Л “*1 )
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где А действительное число. Следовательно, если точка г =  0 является нулем 
порядка А или полюсом порядка (—А), то рассмотрен функцию /  (г) г~х, мы 
можем считать /(0 )  =  1. Таким образом после отображения ѵ> =  ֊ имеем, что 
функция /  аналитична в окрестности бесконечно удаленной точкл и /  (оо) =  1. В 
этом случае в окрестности бесконечно удаленной точки справедливо разложение

/(i« ) =  i +  f ; ^ .
Л-1

Отсюда следует, что

(2.1) log/(t«) =  — где <р(и՛) =  О (1), при го - ю о

Пусть /і„, =  -i-e-'v-n) „п — А-е-*Ѵ>.. . образы соответственно нулей rrne"fim н 

полгосоь (функции / ( г ) .  Они лежат в области j/mu> < ~Л> Н  < 7^}
(см.рис.2).

Рис. 2

Так как /  (оо) =  1, то можно считать, что нули и полюсы функции /  (ш) лежат 
в полуплоскости {Im w  <  — ̂ } .
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Поскольку
-----—ТЕ = — cot Ѳ — і —sin Ѳе,в R  R

то обозначения u =  ji cot 6, v = приводят интеграл в формуле (1.1) в инте
грал

\Ло-«3
^  J  bg  | /  (и + tt/)| du,

- А 1-" 1
где щ = —fc .

Л ем м а 2.1. При любых щ  6 (-оо,0),А  6 (-оо ,+оо),ѵ  е  (ио,0)

+00 >/»?-«*

I e_au log ^  + *V̂ du =  v l*  /  log ^  + d u + K  Vo’A’ ̂ '
-°° -ѵ Я Г ^

где a^lim ЛГ (v,vn,0 ,f )  =  0 t i  б)К  (v,vo, A,/ )  =  О (1) при v -* 0.v—*0

Д оказательство. Сначала рассмотрим случай А = 0. При а > 0 имеем
оо —а оо

J  log | /  (u +  іѵ)| du + J  log | /  (и +  iu)| du = J  log\f  (u + iv) f  ( - u  +  j'v)| du
a —oo a

Пусть ip = <fi 1 +  iip'j, тогда в силу (2.1)
log | /  (и + iv) f  (~u +  *г»)| =  log \ f  (u +  tv)| +  log\ f  ( - u  +  iv)| =

(2-2) +itf>2 іД с У і+ *У2 =  2vV2
u + iv - U  + iv U2 + V2

Следовательно при u -> 0
oo oo

J  log I / (u +  iv) f  (-U  +  t'v)| du < 0 ( 1 )  J  ^2 ̂ adu =  0 (1 ) -  arctg ^  .
a a

Полагая a = \/ѵ% ֊  ѵ2 при v -> 0 будем иметь

*  -ѴЯГ"5 .

J  lo g |/(u  +  « i)|du+  J  log I / (Ц +  i«)| du =  О (1) \ arctg \v \ " ]
՜ ° °  \ v J

Теперь докяжем лемму в случае А փ 0. Обозначим lim </>(w) = ս?ս. Тогда приW-fOU
w ~+ oo имеем <p (w) — tpo = При a > 0 справедливо равенство

ос —a

J  e - Au log I/ (и +  iv)| du+ J  շ ~iXu log \ f  (u + »v)| du =
a —oo
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= J  cos An log I/(и  4- tv) /  (—«4- й ’)| du + i J  sin An log
a a

В силу (2.2) кяк и в случае А =  0 справедлива оценка

/  (» +  »'ц)
/  (—и  +  іѵ)

J  соя Aw log | /  (tt 4- tt>) /  (—it 4- iv)\du < О (1) ^  — urctg .

du

Из равенства

log /  (w 4  tv)
/ ( - u  +  tv) 

следует, что при ո —»■ О

_  7.ս<ք\ _  2цДеу?р 2ս (pi — Repo) 
и2 + v2 u2 4- v2 + u2 4- V2

А/

(2.3) / sin An log /  (« + *v)
/  ( - «  +  tt;) dn =  2Reipo f  Ugiu ^ dti +  0 (1 ) Г ------- ---- jd u

J  u* +  v 2 J  (U2 +  V3)§

Так как

то

(2.4)

Поскольку

Г мміпАи l a  1 /՜ t)2 — u2
/  о ;— т “м =  т  ~5՜ :—о 008 Ао +  -г / cos Ап— -----—уапJ ո2 4- V2 А а2 4  п2 А У (м2 +  ѵ2)2

а а

Г ѵ2 -  ц2
J  ( и 2 +  V 2 ) 2
Л

эо

/
usin Аи

jdu  =  —
а2 4  ո2

|А| а2 + ѵ2 '

ОО

1 — -  J  (и2 +  и2
-du =

(и2 4-п2)* Ѵо.2 4  V2 ’

то полагая а = \Л о -  1,2. из (2.3) и (2.4) получаем доказательство леммы в 
случае А փ 0. Лемма 2.1 доказана.

Таким образом в силу пункта а) леммы мы пришли к следующей формули
ровке теоремы Левина.

Теорема 2.1. Пусть отличная от постоянной функция f  мероморфна в обла
сти Я, аполитична в окрестности бесконечно удаленной точки и f  (оо) =  1. 
Тогда при ѵ -4 0 справедлива формула 

+00

(2.3) —  J  log | /  (и 4- iv )I du =  5 3  (и -  ”fc) ֊  (ѵ -  Як) + О ( ! ) ,  ѵ < О
Ѵк<ѵ Чк<ѵ
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где і՝к и <]к мшімые части соответственно нулей и полюсов функции /  (инте
грал следует понимать в смысле главного значения).

В работе [6] (см. также [7]) доказана следующая теорема.

Т еорем а 2.2. Пусть отличная от постоянной функция /  ме.ромо}к/։ни и ниж
ней полуплоскости G =  {«•՛: Ігти < 0}, аполитична в окрестности бесконпно 
удаленной точки и /  (оо) =  1. Пусть

ОО

_ е _  Г e-fau f  (U ՜*՜ tV°) du = li (x) , r 0 < im avk, v0 < min qk, x փ 0. 
i\J2nx J J (u + lyoJ fc

— ОС

Тогда h (x) не зависит от vq, равен пулю при х  > 0 и при любом ѵ < 0 справед
лива формула

+00

/  е_'Хи 1о61/ (Ա +  іѵ)\ d u = \  ( e~TVh (*) +  еІѴ/ і( -х ) )  -
— ОС

(2.6) -  'Щ - ] г  e~ixuk sh (* (yfc - ѵ) ) + XI  e~“ W sh (®fc - « ) ) .

где =  {t*fc +  ™հ}%Լլ последовательность нулей а {դ}^=1 =  {րԼ. + % } £ !,
последовательность полюсов функции / .

Из (2.6) в силу леммы 2.1 предельным переходом при х  -► 0 получается форму
ла (2.5). Таким образом формула (2.5) справедлива, если функция /  мероморфпа 
в нижней полуплоскости.

3. Обобщ ени е  характеристики  

Формулу (2.6) можно записать в виде
4-ос

֊  J  е֊,х“ log I / (« +  iv)| du =  ֊ =  ( շ ՜ ^ հ  (x) +  exvh (-ас)) ֊
—ОО

՜ շ ՜  5 2  (e~xve~’xw* -  ^  ,
I'Jr < է՛ <7fc <v

Пусть {c,„} произвольная последовательность комплексных чисел, а {Аш} про
извольная последовательность действительных чисел. Рассмотрим эксноиенцн-

Ո

альную функцию Е  (ш) =  ^  r.,ne~iXmW, w € С и при ѵ < 0 пведем следующие
т = —п
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обозначения
V

nE ( v . f ) =  \չ  Y  ( E( ri c - i v )  + E(rk + iv)),  N E (v , f )  = J n E {t , f )dU
Пк"ѵ

Я]; ( * , / ) = ֊  Y  cme ֊x^ h ( Am),  Я І К / ) ֊  շ  с,„еАт”Л(—Am),
2>/2іг m=_ n 272тг m=_ n

H E (v. f )  = H՝E (v , f )  + H l ( v J ) .

В случае £  =  1 имеем пЕ ( « , / ) =  £  1 и n e («, / )  =  £  (,; ՜  (ft)-
<7fc <ѵ «* <v

В условиях теоремы 2.2 имеем
4-ос

֊  I  я  (u) log+ | /  (и + tv)| rfu =  НЕ (ѵ, / )  +  Я |  (в, / )  +  ІѴ£ (v , j j - N e  (V. f ) .
—ос

Введем следующие функции
+ЭО

піе  (V, / )  =  ֊ չ  J  E  (и) log+ I /  (u +  iv)| du. L E (f, / )  =  m E (t>, / )  +  N E («, f ) .
— OO

Таким образом имеем

(3.1) LE {v, f )  = L E ( v , j ^ + H E (v , f ) ,

где

Обозначим

1 Ո
ton H e  («, / )  =  — f =  Y ,  Cm ( h  (A">) +  M 11^ ) )

V

nE (v,v0, f )  = -  Y  {E(rk - i v )  + E ( f k  + iv)),  Ne  ( v , Vo , f )  =  j  n E (t, i>0, f )  dt,
Vo«J*<U Հ

m g ( « ,% / )  = ֊  J  E{u)\og+ \ f {u + iv)\du, L E {v, voJ)

-\Z va -vi 
=mE (v, v0, f )  + N E (v, wo- / )  ■

В силу пункта б) леммы 2.1 формулу (3.1) можно записать в виде

(3.2) L e {.v , v0J )  = L e  + 0 ( 1 ) ,  при w —f 0.

Мы пришли к следующему обобщению и усилению первой основной теоремы 
Цудзи.
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Т еорем а 3.1. П уст ь  о т ли ч н а я  от  пост оянной  ф ун к ц и я  /  мероморфпш в н и ж 

ней  полуплоскост и  G =  {«;: Ігт и  <  0}, а п о ли т и ч н а  в  окрест ност и бесконечно  

удаленной т очки . Тогда для  лю бого ком плексного  чи сла  а справедливо соот но

ш ение  ^
L e ( v , v 0J )  = L e  ( v >vo<y— J  + ° ( 1) .  п р и ѵ - > 0 .  

Д о казател ьств о . При ѵ -> 0 справедлива оценка

\mE (v,v0, f )  - m E (v,v0J - а ) \  < (log+ a +  log2) —  J  |£ (u )|du  =  0 (1 )
-y/vZ-v*

Доказательство получается применением формулы (3.2) к функции /  — а.

A b s tra c t. In this paper we introduce generalized characteristics for meromorphic in 
the half-plane functions, and generalize the Levin’s formula and the first fundamental 
theorem for Tsuji’s characteristics.
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А н н о т а ц и и . Диапазон выборки, а то разность между максимальным и ми
нимальным значениями выборки. Диапазон, это размер наименьшего интер
вала, которыП содержит все данные и обеспечивает индикацию статистиче
ской дисперсии. Обычно на фьючерсном рынке ежедневно даются макси
мальные, минимальные цены и цены открытия и закрытия фьючерсов. D 
этой статье мы рассмотрим максимальные и минимальные цены я выясним, 
какое распределение будет их лучше описывать.
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К лю чевы е слова: максимум выборки; минимум выборки; диапазон выборки; 
распределение диапазона.

1. Р а с п р е д е л е н и е  д и а п а з о н а  в ы б о р к и

Диапазон выборки, это разность между максимальным и минимальным зна
чениями выборки. Диапазон, это размер наименьшего интервала, который содер
жит все данные и обеспечивает индикацию статистической дисперсии (см. [1] и
[2]). Обычно на фьючерсном рынке ежедневно даются максимальные, минималь
ные пены и цены открытия и закрытия фьючерсов. В этой статье мы рассмотрим 

максимальные и минимальные цены и выясним, какое распределение будет их 
лучше описывать.

Пусть (Х і, Хъ, выборка из п  независимых и одинаково распределен
ных случайных величип с общей функцией плотности /  п функцией распреде
ления F. Пусть U  =  ш а х р С ь -Х г ,.....^ ), V =  min(-Xi,.Xa,.. . , Х п) и R  =  U -  V.

Р асп ределен и е максимума выборки связано с распределением Л՜,- по 
следующей формуле

P(U ^ х )  =  Р[(Лгі ^  х)П .. ,П(Х„ ^  X)] =  Р ( Х і Հ  х) • • • Р ( Х п ^ х )  =  Р (Х , ^ х)п.

здесь мы использовали как независимость, так и одинаковую распределенность. 
Таким образом, функция распределения Gv (х) случайной величины U является
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п-Я степенью функции распределения Хц

(1.1) Cv{x) =  F{x)\
Тогда функция плотности вероитиостн максимума дѵ (х) будет иметь вид:

9и (*) =  nF(x)"- l f(x).

Распределение минимума иыборки

Р(Ѵ >х )  = >  а;) Ո . . .  Ո (Х„ > *)] =  J \ X i  > х) ■ ■ ■ Р{Хп > х)

1 ֊  Р(Ѵ Հ X) =  (1 -  Р (Х , < і ) ) м.

Таким образом, функция распределения G v (x) случайной величішы V  равна:

(1.2) Gv (x) =  1 — (1 — F(x))n, 

поэтому плотность вероятности минимума дѵ (*) имеет вид:

flv (T) =  n ( l - n C))n- ' / ( x ) .

Легко убедиться, что

ԲԱՍ < и) Ո (V > г»)] =  Р[(і՛ < Хі  < и) Ո . . .  Ո (« < A'n < u)J

=  P (r  <  X i  < « ) • • •  P(v < X „ <  ո) =  կ  f ( t )  rf* j  =  (F(m) ֊  F (r))n,

Поэтому совместное распределение U и V,  когда и ^ ѵ, имеет следѵюіций вид: 

F„ v (w, ѵ) =  P(U Հ и Ո V  Հ v) =  P(U Վ и) -  P(U Հ ո Ո V > v)= Fv(u)-(F(u)-F(v))n,
а если и <  v,  то имеем

Р„,„(« .«) =  P(U Հ и Ո V Հ v) =  P(U Հ  ս) =  (F„(u))n.

Отсюда следует, что совместная плотность имеет вид:

„ы ѵ) -  _  /  Վ ո  -  l)(P (u ) -  F ( v ) r ֊ * f { u ) f ( v ) ,  если ս > v,
Я  ՚ ; du d v  է 0, если и < V.

Следовательно, функция распределения диапазона при з: >  0, равна
+ г» IJ+J?

*'”(Х)~ JJ 3(v-v)dudv = п J  f(v)dv J  /(«)(P(w) -  P(u)]n-2(/u
»<U -с »  и

+ ■» и+х +0 0= n J f(v)dv j d[[F(u)-F(v))n-1] = n Jf(v)[F(v + z)-F(v)]n-1dv.
- o c  V —oo
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ МАКСИМУМА. .МИНИМУМА И ДИАПАЗОНА ВЫ БО РКИ

Ич/ІК'

Р (х) = , п  J f ( y) \F(z  + y ) - F ( y ) ] n ldy, еслиесли X > О

О, если
а плотность равна

если х Վ 0.

յ (т) = , n(n-l) J f(y)[F(x  + у) -  F{y)]n՜ 2J(x  +  у ) dy, если .с >  0

0. если а: $  0.

И случая, когда ныборка имеет экспоненциальное распределение с параметром 
г >  0. функция распределения диапазона выборки имеет вид (см. [3]):

Рассмотрим максимальные и минимальные цены газовых фьючерсов на десяти
летний период (Приложение 1) и подберем некоторые семейства распределений 
на я:шке программирования Я (Приложение 2). Затем посмотрим, какая из них 
лучше аппроксимирует данную случайную величину.

Дня максимальных цен на фьючерсы график Каллена и Фрея имеет вид 

(см. рис. 2).
На Рисунке 1 показана эмпирическая плотность и функции распределения 

максимальных цен. а на Рисунке 2 график Каллена и Фрея показывает, что на
блюдение попадает ո бета распределение из нормальных, равномерных, экспо
ненциальных, логистических, бета, логнормальных и гамма распределений. Диа
грамма говорит, что асимметрия и эксцесс согласуются с бета-распределением, 
так как наше наблюдение попадает в бета-распределение. Для более практиче
ского результата мы делаем то же самое с бутстапными значениями, эти значения 
заполняются плотно, это означает, что наш результат хорош. Давайте посмот
рим, что показывают графики зависимости Q-Q и Р-Р.

Здесь мы использовали бета, гамма, Вейбул, логнормальное, лог-логистнческое 

и экспоненциальное распределения. На Рисунке 3 показано, что экспоненциаль
ное распределение отлігчается от других, и оно не соответствует нашим данным. 
Здесь у нас больше распределений, чем в графе Каллена Фрея.

z > 0 
г ^ О.

2. Ч и с л е н н ы е  р е з у л ь т а т ы
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Рис. 2

В статистике есть много способов выяснить, какое распределение подхо
дит для наших данных лучше, например, тест Колмогорова-Смирнова. Возьмем 
некоторые из них и используем их.
Таблица 1.
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Goodnoss-of-iit statistics
Beta Gamma Weibull Lognoraal Loglogistics Exp 

Koliogorov-Smirrov st. 0.1798 0.1558 0.1693 0.1487 0.1191) 0.4951
Craraor-von Mises st. 23.1175 19.0298 21.5541 17.2426 14.0474 144.0261
Anderson-Darling st. 127.5552 106.2417 121.5746 96.8110 91.0866 683.5985

В Таблице 1 мы взяли:
(1) Расстояние Колмогорова-Смирнова: sup |F„(a:) — F (x)|.

*€Я
(2) Расстояние Крамера-фон Мизеса: f(F„(x) — F(x))2dF(x).
(3) Расстояние Андерсона-Дарлинга: /

где F„(x) -  эмпирическая функция распределения. Пусть ( Х і , ճ շ , . . .  ,Х„)  будет 
выборкой из п независимых и одинаково распределенных случайных величин 
с функцией распределения F(x).  Тогда эмпирическая функция распределения 
определяется как (см. [4]):

„ , . количество элементов в выборке ^ х  1
* ■ ( * ) ■ ------------------------- --------------------------

где 1л -  индикатор события А.
Поскольку вышеупомянутые критерии основаны на различиях теорстичс՝- 

скіпс и эмпирических распределений, в Таблице 1 минимальные значения пока
зывают нам, какое распределение лучше подходит. Результатом является лог- 
логистическое распределение всеми тремя способами. Это лучше, чем бета рас
пределение, которое показал нам граф Каллен и Фрей. Второй является логнор
мальное, что очень близко к лог-логистическому распределению.

Картина та же для минимальных цен. В Таблице 2 показаны результаты 
для минимальных значений по статистике Колмогорова-Смирнова, Крамера-фон
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Мизсса и А н дер сон а-Дарлинга, и снова лог-логистическое распределение лучше 
Dcr-x подходят к наишм данным.
Таблица 2-
Goodness-of-հէ statistics

Beta Gamma Wcihull Lognomal Loglngistics Exp 
Kolmogorov-Smirnov St. 0 .1 /С5 0.1644 0.1G73 0.1582 0.128/ 0*1021

CramiT-von Mises at. 23.0733 10.1864 21.7812 17.4005 14.1937 144.3591
Anderson-Darling St. 127.7583 107.1684 123.0546 97.3811 91.7193 684.8924

Итак допустим, что максимальные и минимальные цены фьючерсов имеют 
лог-логистическое распределение. Лог-логистическое распределсппе представля
ет собой непрерывное распределение вероятностей для неотрицательной случай
ной величины. Он используется в анализе выживаемости как параметрическая 
модель для событий, чья скорость сначала увеличивается а затем уменьшается. 

Функция распределения лог-логнстического распределения имеет вид:

{ 0. X Վ 0

— -— 3. * > о .

1 +  « ) " *
где а > 0, И > 0.

Параметр о  >  0 является масштабным параметром и также является медиа
ной распределении. Параметр ,1 >  0 является параметром формы. Распределение 
является упимодальиым, когда р  >  1 и его дисперсия уменьшается с ростом fi 
(см. [5]).

Плотность лог-логнстического распределения имеет вид:

( 0, х  <  0
(0/ct)(x/q)*-*

(1 +  (х/а)'1)2 ՝

В нашем случае мы имеем функции распределения для максимума выбор
ки и минимума выборки: уравнения (1.1) и (1.2). Поскольку они не совпадают, 
и оба они имеют одинаковое лог-логистическое распределение, логично, что они 
имеют разные параметры масштаба и формы. Найдем параметры г* и в.  Мы мо
жем рассчитать параметры распределения с помощью языка программирования 
11 методом максимального правдоподобия, это метал оценки параметров стати
стической модели, данных наблюдений, путем нахождения значений параметров, 
которые максимизируют вероятность проведения наблюдений с учетом парамет
ров. Результат для максимума выборки показан в Таблице 3, а для минимума ֊ 
в Таблице 4.
Таблица 3.
Fitting of the distribution ' llogis ’ by maximum likelihood 
Parameters:

estimate Std. Error 
shape G.7978763 0.109397359 
scale 0.4673385 0.002423145

Таблица 4.
Fitting of the distribution ’ llogis ’ by maximum likelihood
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Parameters:
estimate Strl. Error 

shape С.3233459 0.109891183 
м.иіе 04558791 0.002354103

Мы видим, что параметры формы и масштаба близки друг к другу, ио не 
равны.

3. Д в е  т е о р е м ы

Мы взяли такой образец, который не содержит резкого увеличения или сни
жения иен на рынке фьючерсов, и мы проделали эти шаги для некоторых других 
выборок, таких как наши, и видели, что результаты очень близки друг к другу.

Т еорем а 3 .1 . Если { Х \ , X ? , -----Х„)  представляет собой иыГюрку и.і п независи
мей: и одинаково распределенных случипюлх величин и U  =  niRxfA'i. X . , . . . ,  А'„), 
V =  էոս Հ ճւ ,ճ շ , . . . , Х„),  тогда наилучшим предположени&м и ]кісиределении 
Ս и V является лох-логистпческос распределение с параметрами: а с, =  0.47, 
п ѵ =  0.46, <і„ =  6.8, Ну =  0.82.

Теперь рассмотрим диапазон выборки. Результат показан в Таблицей. Здесь 
логнормальное распределение лучше подходит дли всех трех статистических 
данных, но теперь лог-лопістическос распределение находится на втором месте 
и очень близко к логнормальному распределению.

ТѴишца 5.
Goodness-of-fit statistics

Beta Gamma Wcibull Lognoraal Loglogistics Exp 
Kolinogorov-Smirnov st. 0.01883 0.04807 0.0G677 0.01569 0.02946 0.2312
Cramer-von Mises st. 2.05374 1.96358 4.19960 0.12950 0.55041 40.5811
Amlersoii-Darling st. 12.19328 11.69045 27.87877 0.93553 3.87484 224.0618

Логнормальное распределение -  это непрерывное распределение вероятно
стей случайной величины, логарифм которой имеет нормальное распределение. 
Логнормальное распределение имеет также два параметра, которые являются 
соответственно средним и стандартным отклонением натурального логарифма 
случайной величины.

Плотность распределения логнормального распределения имеет вид (см. [6]):

Г о .  і ^ 0
/(х )  =  < 1 _ i1»'.;/*).2 _ rt

v ՛  I ----- 7 = c Ղ° > x >  0J'<Jy/2lT
В Таблице 6 показаны параметры логнормального распределения: /і =  —4.5, а  =  
0.59.

Таблица 6.
Fitting of the distribution ’ llogis ’ by maximum likelihood 
Parameters:

estimate Std. Error 
shape -4.5883944 0.011707233 
scale 0.5936156 0.008278158
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Следовательно, приходим к следующему утверждению
Т е о р е м а  3 .2 . Если { Х \ , Х з ....... Х„) выборки из п независимых и одинаково ]тс-
пределенных случайных. величин, U =  m ax(X i,X 2---- , A n), V' =  шііі(Лі,Х 3, . . . ,  А',,)
и R — U — V -  диапазон выборки, тогда наилучшим предположением о ;«с- 
пределении R  является логнормальное распределение с параметрами р. — - 4 .5 ,

Сейчас рассмотрим что будет с выборкой, имея распределение максимума 
выборки и параметры распределения. Используя уравнения (1.1) и (1.2), получим 
такой вид функции распределения выборки:

где X >  0, а  >  0, 0 >  0.
В этом случае, рассмотрим наиболее близкое распределение к лог-логистнческому 
распределению: распределение Дагума. Распределение Дагума представляет со
бой непрерывное распределение вероятностей, определенное для положительных 
вещественных чисел. Он назван в честь Камило Дагума, он имеет три парамет
ра, и если один из шіх равен 1, то это точно такое же распределение, что и 
лог-логистическое. Функция распределения Дагума имеет вид:

где о  > 0, 8  >  0, р >  0.
Следовательно, ո-й корень функции распределения является одним и тем 

же распределением, но с другим параметром:

Итак, максимум выборки имеет функцию распределения Дагума а  =  0.47, /3 = 
6.8, р  =  1 параметрами, соответственно, выборка будет иметь ту же функцию 
распределения Дагума, но уже а  =  0.47, /9 =  6.8, р =  1/п  параметрами:

ծ =  0.59.

\ /F( x;a ,P ,p )  =  ^І +  ( ֊ )  =  F(x\a ,f l ,p /n) .

F(x) =  Հ/Ծս(ւ-, a, 0,p) =  Gu(x\ a,@,p/n)  =

(3.1)

А в случае минимума, используя уравнения (1.2) и (1.2), получим что

Имея что а  =  0.46, 0  =  6.82, получим:

(3.2)
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Чтобы понять, насколько хороша наша оценка, нам нужно сравнить результа
ты (3.1) и (3.2), поэтому давайте нарисуем их графики и посмотрим, какова их 
разница.

Рисунок 4 показываят, что их разница небольшая, то есть наши оценки до
вольно хорошие.

X

РИС. 4

4. Вы вод

Проблема заключалась в том, чтобы выяснить, какое распределение будет 
лучше соответствовать максимальным и минимальным ценам и диапазону цен. 
Мы взялн максимальные и минимальные цены на газовых фьючерсах и диапазон 
этих максимальных и минимальных цен на десятилетнем горизонте, и приспо
собили их к некоторому семейству распределений, в результате мы увидели, что 
лог-логистическое распределение лучше приспособлено к максимальным и мини
мальным ценам, а логнормальное распределение лучше приспособлено к диапа
зону нашей выборки. Таким образом, при создании моделей газовых фьючерспых 
рынков важно знать, что наилучший результат можно получить, исходя из пред
положения, что распределение максимумов и минимумов их цен является лог- 
логистнческим, а распределение диапазона этих цен является логнормальным. 
В случае максимума выборки, если предположим, что распределение максиму
мов является лог-логистическим, то какое распределение имеет сама выборка? 
В этом случае, мы пришли к выводу что она имеет распределение Дагума.

A b stract. The range of a sample is the difference between the maximum and 
minimum values. The range is the size of the smallest interval which contains all the 
data and provides an indication of statistical dispersion. In futures market commonly 
it is given daily high, low, open and close prices data In this paper we take high and 
low prices and find distribution will fit them better.
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HIGH i LOW OPEN CLOSE OPEN INT VOLUME
03/ОС 2017 375.51 372 373.75 373 641907 196484

102, 0G.2017 374.75 369.5 370.5 372.751 665083 131232
01/00/2017 373.75 367.5 371.5 370.5 675785 177074
31/05/2017 376.5 369 370.25 372 684554 263402
30/05/2017 373.75 366.25 373.5 367 699581 208777
29/05/2017
26/05/2017

0
374.75

0
368.75՝

0 0
369.25 374.25 696337 130179

25/05/2017 
24/05/2017

373
371.5

368.75 371 369.25 716797 110606
368.75 370 371.25 716807 108549

23/05/2017' 375.75 369 371.75 369.5 719678 178136
22/05/2017 377.5 371.75 372.75 375 718167 170819
10/05 2017 373 366 366 372.5 722361 201665
18/05/2017
17/05/2017
16/05/2017

371.5
372.25
368.75

364.25
366.25
365.25

371.5
367

366 738161 194694
371.5 725209 140847

367.25 367.75 735987 115028
15/05/2017 371.75 367.25 370.5 367.75 731454 116961
12/05/2017 371.5 368 369.25 371 733856 92519
11/05/2017 373.75 368.75 373 369.25 732645 132707
10/05/2017 374 366 366.5 373.75 730382 251580
09/05/2017 369.5 365.75 366 366.5 734400 139423
08/05/2017 371.25 365 369.25 366 736221 156532
05/05/2017 373.75 366.75 367.5 370.75 723242 185809
04/05/2017 376 366 374.25 366.5 737554 223621
03/05/2017 375.75 370 372 374.75 726524 160950
02/05/2017 378.25 370.25 376.75 372.25 732658 213540
01/05/2017 379 369.5 371.5 377.5 73!288 315785
28/04/2017 369 363.5 367.75 366.5 746911 197958
27/04/2017 371.25 366 366.5 369.25 741373 239075
26/04/2017 374.5 366 371.75 366.75 742047 292659
25/04/2017 374.75 362.5 365.5 371.75 732994 343896
24/04/2017 367 362.5 364 365.5 723336 206756

И т.д.
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Приложение 2.

НЬгагуСгемМ")
lib ra ry f 'f ltd is trp lu s")
lib ra ry ("ac tu ar")

FD  < - read_excel("C :/T Jeer» /T Igraii.P iiipoey& n/D esk top /Fu tures_D ata.x l8x")
FD  _h igh  <-FD SH IG H /1000
F D _h igh< ’-FD _high[FD _high!=O J
F D _low < -FD $L O W /1000
FD _ low <  -FD  _  low[FD _  low!=0)
F D _ran g e< -F D $ ran g e /1 0 0 0
F D _ ra n g e < ֊F D _ ra n g e [F D _ ra n g e !-0 ]
h ig li_ cm p < -p lo td ist(F D _ liig h , histo  =  T R U E , dcm p =  T R U E ) 
Iow _em p < -p lo td is t(F D _ lo w , h isto  =  T R U E , dem p =  T R U E ) 
ran g e_ em p < -p lo td is t(F D _ ran g e , h isto  =  T R U E , dem p =  T R U E )

C u lF rey l< -d e scd is t(F D _ h fg h , boo t =  1000)
C u lF rey2< -descd ist(F D _low , bo o t =  1000)
C u lF rey3< -deecd ist(F D _range, boo t =  1000)

fb l < - fitd is t(F D _ h ig h , "b e ta")  
fb2 < -  fitd is t(F D _ lo w , "b e ta" )  
fb3 Հ - fitd is t(F D _ ran g e , "b e ta") 
fg l < -  fitd is t(F D _ liig li, "gam ina") 
fg2 < -  f itd is t(F D _ lo w , "gam m a") 
fg3 < - fitd ia t(K D _range, "gam m a") 
fw l < -  fitd is t(F D _ h ig h , "w eibull") 
fw2 < -  f itd ls t(F D _ lo w , "w eibull") 
fw3 < -  fitd is t{F D _ ran g e , "w eibull") 
flnl < - f itd is t(F D _ liig h , "lnorm ") 
fln2 < - fitd is t(F D _ lo w , "lnorm ") 
fln3 < - f itd is t(F D _ ran g e , "lnorm ") 
fllg l < -  f itd is t(F D _ h ig h , "llogis") 
fllg2 < -  fitd is t(F D _ lo w , "llogis") 
fllg3 < - fitd is t(F D _ ran g c , "llogis") 
f e l< -f itd ie t(F D _ h ig h , "exp") 
fe2 < -fltd ie t(F D _low , "exp") 
fc3 < -fitd is t(F D _ ran g e , "oxp")

par(m frow  =  c(2 , 2))
plot.legend < - c ("B e ta  "G am m a "W eibull "Lognorm al "Loglogistics "E xp")

denscom p(M st(fbl, fg l, fw l,fln l,f llg l,fe l) , legendtext =  plot.legend) 
qq co m p (lis t(fb l, fg l. fw l,fln l,f llg l,fe l) , legendtext =  plot.legend) 
cd fcom p(lis t(fb l, fg l, fw l,fln l,f llg l,fe l) , legendtext =  plot.legend) 
p p co m p (lis t(fb l, fg l, fw l,ttn l,f llg l,fe l) , legendtext =  plot.legend)

denscom p(list(fb2 , fg2, fw2,fln2,fllg2,fe2), legendtex t =  plot.legend) 
qqcom p(li8t(fb2, fg2, fw2,fln2,fllg2,fe2), legendtext =  plot.legend) 
cdfcoinp(!ist(fb2, fg2, fw2,flii2,fllg2,fe2), legendtext =  plot.legend) 
ppcom p(list(fb2 , fg2, fw2,fln2,fllg2,fe2), legendtext =  plot.legend)

denscom p(list(fb3, fg3, fw3,fln3,fllg3,fe3), legendtext =  plot.legend) 
qqcom p(list(fb3 , fg3, fw3,fln3,fllg3,fe3), legendtext =  plot.legend)
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cdfcoriip(li8t(fb3, fg3, fv/3Jiii3,fl!g3,fe3), legendtoxt s  plot .legend) 
ppcom pflist(fb3 , fg3, fw3,fln3,fllg3,fe3), legendtext =  plot.legend)

go fsta tflis tffb l ,fgl ,fwl ,flnl ,fllg1 ,fe l),fitnam es ֊  c("H eta "G am m a "W elbull "T.ognormal "T.oglogislirs "E xp"))
bfllgl < •  boo td ia tffllg l, n ite r =  1001)
plotfbSlgl)
bfhl hootdist(fbl, niter — 1001) 
plot(bfbl)

gofstat(lisl(fb2,fg2,fw 2,fln2,fllg2,fe2),fitnam es =  c ("B e ta  "G am m a "W eibull "Lognorm al "Loglogistics "E xp"))
bfllg2 < -  bootdist(fllg2 , n ite r  =  1001)
piot(bfllg2)
bfb2 < ■  b oo td ist((b2 , n ite r  =  1001)
plo t(b fb2) ~

K ofstat(list(fb3, fg3, fw3,fln3,fllK3.ffi3),fitnamc5 =  cC 'D eta "G am m a "W eibull "Lognorm al "Loglogistics "E xp"))
b(llg3 < - bootdist(fllg3 , n ite r  =  1001)
plot(bfllg3)
b(b3 < -  boo td ist(fb3 , n ite r  -  1001) 
p lot(bfb3)
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нометрическоЛ системе и изучается cnoflcrua при разных (формах сходн- 
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нечетных функций, по сравнению с класснческоП интерполяцией.
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К л ю ч ев ы е слова: модифицированная тригонометрическая система, интерпо
ляция, улучшение сходимости.

1. В в е д е н и е

Рассматривается интерполяция по модифицорованной тригонометрической 

системе

(1.1) Н  =  { c o s im x : ո  €  Z + } U {sin7r(n -  ±):r : n e  N},

который был предложен Крейном [2] без рассмотрения его свойств. Множество 

0Հ является ортогональным базисом в Լ շ [ - 1,1], так как состоит и՛} собственных 

функции оператора Штурма-Лиувилля £  =  - (Ր /d x 2 с граничными условиями 

u '(l) =  u'(—1) =  0. Ортогональность и плотность в Լ շ [ - 1,1] следует из класси

ческой спектральной теории ([1]).

Разложения по модифицированной тригонометрической системе исследова

ны в ряде работ [3] -  [12]. Обозначим через М лг(/,х) отрезок ряда но модифи

цированной системе Фурье

1 N
(1.2) М д' ( f ,x )  =  - / о  +  ^ [ /* c o s 7 r r u :  +  /*sin7 r(n  -  §)*],

п=1
где

(1.3) /® =  J  f (x )c o s im x d x , f*  =  J  /(х)в іпя-(п  -  \)x d x .

1 И сследования второю  автора прифинаненронаны грантом  SCS 16Л-1а40.
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Легко проверять, что модифицированную тригонометрическую систему можно 

записать и комплексной форме : п €  2 + } , іде

(1.4) *о(*) =  ^ = , ¥>»(*) =  \  ( ( ֊ І Г ^  +  е ՜* * * * )  , и  €  N.

Тогда, отрезок ряда но модифицированной системе Фурье можно написать более 

компактно
2.Ѵ

(1.5) Л Ы / ,* )  =  £ / ' " * - . ( * ) •
»i—О

где

(1.6) £ *  =  Լ

Из (1.2) и (1.3) следует, что дня четных функmiff, разложения по модифициро- 

иаиной системе совпадают с разложениями по классической системе

(1.7) ЗСе/пл» =  {coa-xitx : п  О. Z +} U {ьіпттж : п  €  N}. ж е  [ -1 .1 ) .

Далее, модифицированная система можно получить из другого классического 

базиса 3(* он [0.1]

(1.8) 'К" =  {сов7гп:с : п g  Z -.}, т €  [0.1]

посредством замены переменной.

Разложения по модифицированной системе имеют лучшую сходимость для 

нечетных функций по сравнению с классической интерполяцией, так как коэф

фициенты /*  стремятся к нулю быстрее (0 (п ~ 2), п —ѵ оо), чем классические 

коэффициенты соответствующие функциям sin ітпх.

Т еор ем а  1 .1 . [С, 7] Пусть /  €  С2ѵ+2(—1,1), ք № +2՝ g  В Ѵ [—1,1], q >  0 и для 

f  иыіиілнг.ны. условия для n q w u x  q нечетных произаодных ք^՚՚+1՚{± Լ )  — 0, г  — 

0 , . . . ,  ց — 1. Тогда, если |х| <  1,

f (x )  -  М „ ( / , * )  -  0 ( А '- 2" -2), N  -4  оо,

или,

Д ± 1) -  М дг(/, ±1) =  0 ( N - 2" -1), N - >  оо.

Т ео р ем а  1 .2 . [6, 11] П усть /  6 Ծ*',+Հ(—1 ,1 ), у<2''+1) £  В Ѵ [—1Л ], ղ >  0 и 

для }  выполнены условия для первых q нечетных производных / |2г+1)(± 1 ) =  0, 

г =  0, 1. Тогда,

| | / ( * )  ֊  M w (/,a :) ||La =  N -> оо.
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Мы видим, что условия для производных

(1.9) /<2г+1> ( ± 1 ) = 0 ,г  =  0 , . . . , 9 - 1

являются ключевыми для сходимости разложений по модифицированной систе
ме. Если да я функции не выполнены условия для производных, то применение 

хорошо известного метода полиномиальной коррекции (см. [13 -  1C]) поправит 

условия производных на концах отрезка х  =  ± 1 . Точное, пусть /  €  1],

и обозначим,

(1.10) В а ь - і ( / ) =  ( / (2^ 1>(1) +  / {2^ ,>( ֊ 1 ) )  ( ֊ l ) fc, fc =  0 , . . . , ? ֊ l ,

( M i)  i W i ( / ) -  ( / (2*+1)( i ) ֊ / <2fc+I)( - D ) ( ֊ l ) fc, k =  0 ........ 9 - 1 .

Пусть четные полиномы Я* (я) и нечетные Qfc(x), к =  0 , . . . ,  զ -  1 удовлетворяют 
следующим условиям (см. [16])

(1.12) A jt+ i(F j(x ))  =  6 itj, B2k+i(Q j(x ))  =  6 k j, 0 <  k , j  <  զ -  1. 

Несколько первых полиномов имеют следующий вид

■Po(z) =  ^ 2. P iW  =  -^ 3 ? (ւ2 - 2 ) ,  Q o(i) =  ^x, Q i( i )  =  — х(.т'і - 3 ) .

Пусть F  определен следующим образом
7-1 ч - і

(1.13) F (x) =  f {x )  -  Y  ^ 2t + i (f)P k (x ) -  Y  Jhk+1 ս ա * ) .
k=0 k=0

Тогда, для функции F  выполпены условия для первых <у нечетных производных. 
Рассмотрим аппроксимацию

9-1 4-1
(1.14) М * . , ( / ,* )  -  М n ( F ,x ) +  Y  A2 M (f)P k (x ) +  Y ,  B u + ,(f)Q k (x ).

к = 0 Jt=0

Тогда, Теоремы 1.1 и 1.2 справедливы для интерполяции М,%՛,,,(/, х) без условия 

для первых q нечетных производных. Если точные значения производных неиз

вестны, то их аппроксимация возможна решением системы линейных уравнений 

(см. [16]). В зтой работе, рассматривается интерполяция по модифицированной 

тригонометрической системе и изучается сходимость в разных формах. Получе

ны точные константы для асимптотических ошибок в Լ շ-норме, при точечной 

сходимости при |х[ <  1 и на концах отрезка .с =  ± 1 . Сравнение с классической 

интерполяцией показывает лучшую сходимость модифицированных интерполя
ций дня нечетных функций во всех случаях.
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2. М о д и ф и ц и р о в а н н а я  и н т е р п о л я ц и я

Собственные функции (1-4) имеют важные свойства дискретной ортогональ

ности. Пусть Хк =  ■ №1 < Л' равномерная сетка на отрезке [—1,1]. Легко

проверить, что

2
(2.1) 2^  լ ^  . Ѵп(хк)Ѵп{хш) =  ճէ.,. |A:|, |տ| <  .ЛГ,

ոտՕ

И

շ  *
(2.2) 2Af —  Տ5,,(ւէ)^ա(շ;է) =  (S„.m, 0 <  m ,n  <  2.V.

n ——Л’

Поэтому, сумма
շ л՛

(2.3) Ы / ,  *) =  5 Z  / > » ( * ) •
» і= 0

где

(2-4) =  2 Т ^ -т  /(* * )W (* * )
fc=-.V

точная для базисных функций из ՅՀ и интерполирует /  €  С[—1,1) на сетке хк,

1*1 <  N .
Назопем 3n (J ,x ) интерполяцией по модифицированной системе, или просто 

как модифицированная интерполяция. Если функция /  вещественнозначная, то 

модифицированную интерноляцшо можно переписать в следующей форме
1 N N

(2.3) М / »  =  շ /օ  +  ^ 2 f e c o s im x + '% 2 f * s i n n ( n -  А)я,
ո sal Ո =  1

где
ղ N  շ  N

(2-6) fS  =  W T \  Z  /(* * )•  Л “ адГ +Т  £  / Ы с о а т т х ь
ksa—N k=—N

И

2 *
(2-7) /n  =  2 >r , , 5 Z  /(* fc )e in » (« -J )* fc .

fc=-W

Эта форма более удобна, когда функция /  является четной или нечетной на 

отрезке [—1,1]. Вспомним, что модифицированная интерполяция для четных 

функций совпадает с классической интерполяцией. Поэтому свойства модифи

цированной интерполяции достаточно изучить для нечетных функций на [-1 ,1 ].
75



Л. ПОГОСЯН. ’I ВАКАРЯИ

Далее, метод полиномиальной коррекции можно применить тпкже для модифи

цированной шпернолишш. Тома,

■V .V

З.ѵ.ѵі/- »-) =  Y  <;087Г,,:Г +  5 1  siu7r(«  -  з)-т  
п — О іі=1
'I-1 *-1

-I- У'. A2k+Af  )Pk[x) + fink+l(J)Qk(x),
k֊tl k~n

где
»֊1 9-1

?t. =  h  -  £  л » + і ( / ) / * ( * ) .  ^  =  л  -  E  ( / ) # . ( * ) •  
k=0 fc=()

Здесь, / ’‘ (А) и - модифицированные дискретныекоэ4>фнциенты полшюмои

Рл (а:) и Qk(x )՝ соответственно. Пусть

(2.8) П,ѵ.ч( / ’х ) =  / ( * )  -  Э w,, ( / .* ) •

Основная задача этой работы - изучение свойств Rn ^IJ. я ) ո разных формах 

сходимости. Раздел 3 рассматривает сходимость в Լշ-иорме и Раздел *1 изучает 

точечную сходимость на [—1,1]- В каждом случая, результаты для модифици

рованной интерполяции сравниваются с соответствующими результатами для 

классической интерполяции

N
(2.9) Э К '" е(І.:ѵ) =  Е

»i=s — Af

где /., =  2ДГ+Т H k = ֊N  / Ш е - Іжпх- .

3. С х о д и м о ст ь  В 1,2-НОРМЕ

Здесь, рассматривается сходимость модифицированной интерполяции в Լշ- 

нормс. Следующая лемма выявляет связь между модифицированными дискрет
ными и непрерывными коэффициентами.

Л ем м а  3 .1 . Пусть /  6  С2[—1,1] и }"  £  В Ѵ \— 1,1]. ТогОа, имеет место следу

ющая формула

•Х> ОС

(3 1 ) /,'Г =  Г," +  Y  Ли-(ЗЛГ+1)2і +  (_ 1 )" 5 Z  ^-"i+(2N+l)2J> «  =  1. • • • 2іѴ.
J=1 J=1
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/]іп:пліаиклг.стші Согласно точечной сходимости разложений по модифициро
ванной системе (Теорема 1.1 при rj =  II). имеем

ос. X  ІЛ'4-1

(3.2) f ( x )  =  У ՛  / ,  >?>(*) =  /j+arfa.v+ij^j-aHa.v+ijC*).
у=0 r=0 j=0

Согласно ^ + 2rf2A-+lj(;cfc) =  Տ*յ(*!•)• получим
•>. <ІѴ+1 2 vV

(3.3) / : = ! !  Մ ^ 2 Տ * ւ,ա + \  £
r-=0 j —0 *

Лоі ко проверить, что для j  — 2Ar -f 1........ l/V +  1

2 Д  , . f o .  «  =  0
Г3 4) 2 N  +  1 ^  -  { ( _ ! )» * « „  a H i  . 1 <  n  <  2.Y

Эта оценка, имеете с (2.2) ո (3.3). іапершпет доказательство. □

Мы можем переписать Лемму ՚3.1 для коэф<[піциентоіі и упрошенном (|юрме.

З а м еч а н и е  3 .1 . Пусть /  6 С2[—1,1] и /"  €  В Ѵ [—1,1]. Тогда, tu t сет мссто 

следующее тождество

(3.5) /п =  /п ՜*՜ )  j f  n-t֊(2Ar̂ *l ) j» r> ~  1) • •• . A •
j* u

Следующая теорема описьшает сходимость ո Լ շ-норме.

Т еор ем а  3 .1 . Пусть /  нечетная функция на отрезке [—1,1]. Пусть ք  €  С ъ'~ 1 [֊-1,1] 

и / ( 2ч+ *І €  П Ѵ [֊1 ,1], q >  0. Тогда, имеет мссто следующая оценка

(3.6) J im  ^ + І Ц Д ^ Ц і ,  =  |* շ ,+1( / ) | ^ .  

где

1 /  ^  2  

< " >  +  * •

Доказательство. Перепишем ж) для нечетішіх /
N оо

(3.8) RA,,9(/,.n ) =  ^ ( F ^ - F ’ ) .4 in 7 r ( n - i ) i+  F *sin w (n  -  \ ) х .
п=1 ті=.Ѵ + 1

Согласно ортогональности функций системы 9Հ, имеем

(3.9) ЦЯлгЛ ,  =  J2 {F,‘ ֊  Fnf + £  (F*)2 .
ТІВЗІ n=N+l
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А. ПОГОСДИ. T  БЛКАНЯЫ

Так как для функции F  ш.иіолнет.і условия для первых q нечетных производных
(1.9), получим следующую асимптотическую оценку для моді^иіцироиаіпіых ко
эффициентов Фурье посредством ннтегририрования по частям соотсетствуюіних 

интегралов

(3.10) Р'п =  ^ + І(Л  _  і^ 2 Ч+2 "*՜ °(ո  ՚ )•

Тогда, применение Замечания 3.1 приводит к следующей оценке для ո =  1 , . . . ,  N

(3.11) Fn -  J՛,, =  і*2ч+і(/) X /  (շj  +  ^  j2«7+2 +  4 ")•

Опенки (3.10) и (3.11), вместе с (3.9), завершают доказательство. □

Когда <7 =  0, Теорема 3.1 показывает скорость сходимости порядка 0 (Л '~ $ ) 
ո Լշ-норме. Классическая интерполяция имеет порядок сходимости 0(Л '~ і )  и 

Լշ-иорме для нечетных функций на [-1 ,1 ]  (см. [17]). Тогда, улучшение имеет 

порядок O (N ).

4 . Т о ч е ч н а я  с х о д и м о с т ь

В этом разделе рассматривается точечная сходимость модифицированных 

интерполяций па |z | <  1 и на концах отрезка х  =  ± 1 . Сначала докажем несколько 

вспомогательных лемм. Мы часто будем пользоваться свойствами следующих 

чисел

(4.1) " Р. « . = Е М ( - 1 ) Ѵ " ,
л=0

которые связаны с числами Стирлинга второго рода ([18]). В (15] показано, что

(-1.2) и р.т =  0, 0 <  т  <  р, шр,р =  (—1 )Яр!. шР։Р+1 =  ( - 1 ) ^ .

Пусть с ֊  {с„} последовательность комплексных чисел. Через Af,(n) обозначим 

следующие копечиыс разности

(4.3) Д £(с) =  £  Р ^ ° -

Пусть

< « )  « . . ( - о  -  « < » >  =  ( « •  ( ■ » ) } & •

Из (1.13) и асимптотического разложения (3.10) следует, что числа Q„(m) яв

ляются модифицированными коэффициентами Фурье полиномов Q ,„(r). Далее,
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обозначим Q(m) — {Q,s,(m)}j7= i. где ՉԼ(ու) дискретные модифицированные х о  

іффиииеіпьі функция Q m(x).

Л ем м а  4 .1 . Д лл любого р  >  0 и т  >  0 имеет место следующая оценка 

<4 ‘> +  •  - « •  

Доказательство. Согласно определению Д£ (Q (m )), имеем

(4.6)

2р ՜ ' 1- '  ( - І ) " * » * 1 ^  ( ? ) ( ֊ ! ) *

ОЬ ИНТКРПОЛЯЦНИ ПО МОДИФИЦИРОВАННОЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ

, 2 т —2« « м >  -  г  ( 2; ) < w . « =

=  ( - I ) W I  «  / ,  +  2 т +  ! \  ( - 1 Г  А  М  Л ,
(յք(ո_ ւ ))2ա+շ 2 ^ Լ  2 т + ]  ; { п _ і  1 ) р

где определены формулой (4.1). Это завершает доказательство согласно

(4.2). □

Л ем м а  4 .2 . Д л я  любого р  >  0 и т  >  0 имеет место следующая оценка

л р , п ,  ч ги  и _ ( - ^ ) п+р+Ч ^ п  +  2 р + 1 ) \ ^  (֊1)>
(4.7) Չ (ա ^  (тг/Ѵ)2т +2^ Р ( 2 т  + 1 )!  ^  (2 j +  # ) 2 ”>+2/Н-2

+  0 ( N - 2m- 2p- 3), ո  =  1 , . . . ,  JV, N  -4 օօ.

Доказательства. Согласно Замечанию 3.1, имеем

Д 5 < 0 (т )  ֊  Q M )  =  Е л п+ (2уѵ+ ш  ^ ( т ))

( - 1 )  W i  ^ / 2р\  ( _ 1)Д

(1Г̂ ) 2тн 2 t A k ;  ' ե ,  & + тг)2^ 2 л  . а 2т+2

_  (—1)п+|> ^  (-1 )*  Հ 2 ա + 1  +  Л  Հ-  ̂ (~ 1 )J(P +  3 -  շ)'
( ^ ) 2m +2^  V 2 m + l  J ձ օ  (շյ  +  77)2,,,+2 ’

где W2P.4 определены согласно (4.1). Это завершает доказательство теоремы со

гласно (4.2). □

Л ем м а  4 .3 . Д л я  любого т  >  0 имеет место следующая оценка

± * t f i i n W  ( - і ) іѴ+р(2 ^  +  2р +  2)! V
(4.8) і*УЧ\т »  (7rAr)2m+2^2p+i(2m  +  !)! (2յ- +  ^гт+гр+з

+  0 ( N - 2,n- 2'’- 4), N  -¥  օօ.
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Д оказат ельст во . Согласно замечанию 3.1, имеем
ОС

Д £ « 3 ( т ) )  =  Е  Д ^ +(2Л-Ы),^^Ш)) =
յ — — օօ

( յ շ
(яг.

+ і  +  -  \ -  M V ( P  +  j -  ! ) ' -
я--ѵ )2,,,+2 ձ  V 2ш +  І / £ г ,  w  J"'A (2І +  1)2՞* -2

где u/j;,.,. определены но (4.1). Эго заиершает докачательстпо согласно (4.2) и

( ֊ і ) л 
(2j  + 1)2"*-2(^•9) /о ,  . i \ 2m+2 та — 0 ,1 ,—

J = ~ O C

Следующая теорема демонстріфует точечную сходимость модифицированной 

интерполяции внутри интервала (—1.1).

Т еорем а 4 .1 . Пусть f  чечеѵтіія функция пи отрепке [—1,1]. Пусть /  е  С2'/+:,[—1, ]] 
а ք(*ւ+Ո €  Я Г [ - 1 ,1], <і >  0. Тогда, имеет место следующая оценки на |յ յ  <  1

7? I f r \ ֊  П. т (~ і)Л ff|£ շ"՚Ւշ! Տ " 'Հ Ո  + Կ)* . / Ѵ_а,_аѵ VB'iq+AI) Д Г 2 Ч + 3  շ24- 5(շք/ +  COS2 —

г</е ZJ* - числа Эііле]>а.

Доказательство. Пусть f i n =  /* _ „  =  - / * + լ  и перепіпнем ошибку ин
терполяции в более удобной форме

1 ,Ѵ 1 30
« * . , ( / , * )  =  ֊  ^  F -  -  / > ՛ ' ՛ ” - * > ' +  £  £  Fry « ( » ֊ i ) r

пт— ЛГ-М * П=/Ѵ+]

4- — /Л»с» ( п-І )х
~ /ігг-ОС

Далее, применяя иреобразоваіше Абеля, получим

(4.10)

Я л \ , ( У »  =  2ц  Ը0Տ7ք |.) ( ^ + і  sin ,r(W -  £ )х  ֊  F/J, sinir(iY +  ±)a:)

+  4(1 -Ւcosttx )2 ֊  կ )  ֊  b № ) * m * ( N  +  I ) )

+  8 0 ^ Տ ? ( £ ճ "<յ՞ - ^ » ' " “ +  t' v»“ l n*-JV+l /

՜ + ՜ ^7ւ-.(:)2 (  І  A" (F '  -  ^ )с""“  + I T  .\n=^—N Ո——00 /+  8(1
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Согласно следующей асимптотической оценке

(4.11) F,’ =  £  Z W ,( / ) Q „ ( m )  +  о{п~~ч~'‘), п - ю о .
ТТ։— г/

получим
7+1

W )  =  Е  +  ո - ю с .
1Ո  — Դ

Теперь, согласно лемме 4.1, имеем Д 2 (.РЛ) =  o(n~2lJ՜ 4), и бесконечные суммы в 

правом части (4.10) имеют порядок 0 (Л Г~ 2 ,~3). Применяя снова (4.11), напишем

ч+ 1
(4.12) A 2 (F* -  F ’ ) =  £  232in+i( / ) A 2 (Q (,n) -  Q (m )) +  о(Л '֊2* ֊ 1),

m=q

и согласно лемме 4.2. получим

(4.13) A “ (F* - / " )  =  о(Л Г 2« -4), ո =  ± 1 ,± 2 , . . . , ± jV.

Поэтому, конечные суммы в правой части (4.10) имеют порядок о(;Ѵ֊2 ч ՜3).

Из леммы 4.3 глсдуег, что

(4.14) A 1W(F S) =  0 (Л Г 2’ ՜ 3), A ^ +1(F J) =  0 ( N ՜24՜ 3).

Все что прпподит к следующей оценке

(4.15)

Л /ѵ .,(/,* ) =  ֊ Ш  -  І )*  ֊  ^  5штг(ІѴ +  I )x )  +  0 ( ^ - 2"֊3).* COS շ

Согласно Лемме 4.3, получаем

іл 1<Ո Ւ - ռ  f f / ~ ljW(2g +  2) V ՝  ~  ?) . О Г Л '՜2" ՜3)(4.16) /,ѵ  V24+ n f )  Լոիք^դ+շյվ ճ Լ  (2յ +  1)2"ւ+3  ̂ ' ՜

С другой стороны

2 "
(4.17) ^ . Ւ1 =  0 N  . £  /(a-fc)sinrrAr =  0.

Z/V +  1 * = - *

Тогда,

I tN .q U ’X) -  В 2ч+ Л І) շ ^ 24+-Հքքձզ+Յ CO*2!f

, _________( 2 j '  +  D w

что завершает доказательство. □
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Когда <7 =  0, Теорема 4.1 показывает скорость сходимости порядка 0 ( N ՜3) 

при N  -*■ эс для нечегной функции. Классическая интерполяция (см. [17]) имеет 

порядок сходимости 0 ( N ~ } ) для сетки ж* =  2 k /(2 N  +  1) и сходимость порядка 
0 ( N ~ 2) для оптимальной сетки ж* =  (2А:±1)/(2ІѴ+1). Поэтому, имеем улучшение 

сходимости порядка О(.Ѵ) при N  -*  ос.

Следующая теорема изучает сходимость модифицированной интерполяции 

на концах отрезка ж =  ± 1 .

Т еор ем а 4 .2 . Пусть ք нечетном функция на отрезке [ -1 ,1 ]. Пусть ք  6  С2,+2[-1 ,  
u £  5 Ѵ [—1,1],  ̂ >  0. Тогда, имеет место следующая оценка

( _ i\W + i I;? I
W / . ±  1) =  2 ^ 1 ^ + 1 ) !  + ^ ՜ 2 ,՜ ! ). *  ֊► с».

где Ek - k-oe число Эйлера.

Доказательство. Согласно (3.8), получим
/V оо

(4.18) R n M , ±  1) =  £ ( ^ - ^ ) ( - 1 ) ո+1+  £  F * ( - l ) n+1.
п=1 n = N + l

Используя следующую асимптотическую оценку для модифицированных коэ()>- 
фициентов Фурье

(4.19) ՐՀ =  5 շ ,+ ւ (f)Q n(q) +  օ ( ո ՜2</"2), ո ^  оо.

и применяя замечание 3.1 для ո  =  1 , . . . ,  N  и N  -> оо, получаем

ք4 20\ -  F °  = ^ ч + Л Ж ՜1) +1 y V j y _____ 1_______f  /ի ք -շ , - շ ч
(4.20) -Դ. г я (n-jV)a«+2 '  ( 2 յ + ո ) շ , + շ )■

Формула (4.18), вместо с (4.19) и (4.20), приводит к следующей оценке

Я,ѵ.?( / ,± 1 )  =  ± B 2, + i ( / ) 7rJ +a^ +1

х { շ ^ ՜ ւ ՜ Լ  £  (2j +  * )2*+2da;)  + ° (лг"2"_1)>

что завершает доказательство. □

Когда 9 =  0, Теорема 4.2 показывает сходимость порядка 0(7V֊1 ). D этом 

случае, так как /(1 )  փ / ( —1), классическая интерполяция расходится на кон

цах отрезка. Поэтому, модифицированная интерполяция имеет более хорошую 

сходимость и улучшение имеет порядок O (N ).
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ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИИ ПО МОДИФИЦИРОВАННОЙ т р и г о н о м е т р и ч е с к о й  с и с т е м е

A b strac t. Wр consider interpolations by the modified trigonometric system and
explore convergence in different frameworks. We prove better convergence of such
interpolations for odd functions compared to the interpolations with the classical
trigonometric system.
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Abstract. The present paper is devoted to the estimation of param eters of the so-called 
Discrete Analog o f the Generalized Exponential Distribution (DGED, in short), introduced 

by Nekoukhou el al. (Commnn. Statist. Tli. Mclh., 2012). We derive conditions under winch a 
solution Гог the system of likelihood equations exists and coincides with the maximum likelihood 
(ML) estim ators of the DGED. An approach for approximate computation of the ML estimations 
of the unknown parameters, based on Fisher’s accumulation m ethod, is presented. A simulation 

study is also illustrated. Some statistical properties for two special cases of the DGED are provided. 
We also propose a linear regression-type model for estimation of the parameters. Finally, we fit the 
DGED to a real da ta  set and the results wc compare with those of two other discrete distributions.

M SC2010 num bers: 62F10, G2F12, 62J05, 62P10.
Keywords: Asymptotic properties; DGED, Fisher’s accumulation method; Markov 
Chain Monte Carlo (MCMC); ML; Parametric function; Regrcssion-typc model.

1. I n t r o d u c t io n

In this paper we consider the problem of estimation of parameters of Lhe so-called 
Discrete Analog of the Generalized Exponential Distribution (DGED, in short), 
introduced by Nekoukhou et al. [10]. The DGED, which is a two-parameter discrete 
probability distribution, has some interesting statistical properties and is more 
flexible for modeling data compared with some well-known discrete distributions. 
It is of interest to study statistical inferences for this model. However, it should be 
noted that, the lack of the closed formulas for probability mass function (pmf) and 
cumulative distribution function (cdf) is a drawback to the use of DGED.

Nekoukhou et al. [10] considered some distributional properties of DGED, obtained 
ML estimators for the parameters with the help of Newton-Raphson algorithm, and 
established some properties for two special cases of DGED. In addition, they applied 
DGED for modeling rank frequencies of graphemes in the Slavic language (Slovene).

'T h is work was supported by Quchan University of Technology under the G rant #  9463.
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ON THE PARAMETERS ESTIMATORS FOR A DISCRETE ANALOG

The main purpose of this paper is to consider statistical inferences for DGED, 
including estimation of the unknown parameters by using ML method, investigation 
of statistical properties for some special cases, as well as. an application of the 
DGED to fit a real data set in biology and comparison with two other discrete 
distributions.
M odel D G ED . The probability mass function of DGED is given by the following 
formula (see [10]):

px(l — p*)" ՜*
(1.1) fo(x) =  Г -Լ  .P.J -----, * =  1,2,...,

where
ОС

(1.2) « ^ P ' d - P 8) " ՛ 1
!/=J

is the normalization factor, Ѳ = (p, a) is an unknown parameter, and

0 € Ѳ := [0 =  ( p ,a ) : 0 < p  < 1, a  > 0).

Throughout the paper, we will use the following notation. By X й — (X i ..... X n)
we will denote a random sample (independent and identically distributed random 
variables) from the distribution of a random variable X  with the distribution given 
by (1.1), the corresponding observed sample (a realization) will be denoted by 
x n = (xy, ...,xn). Also, we will use the following notation:

k(x: Ѳ) =  ±x -  (o -  1 ) ^ ,  /і(х; Ѳ) = ln(l -  p1),

- V(x,0) = ( ¥ ^ y ,  6(x-,0) = z & ,

. V»(x;g) =  ^  +  ( a - l ) ^ - _ y a .

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2, we derive conditions under 
which a solution for the system of likelihood equations exists and coincidcs with the 
maximum likelihood (ML) estimators of model (1.1). In Section 3, we describe an 
approach for approximate computation of the ML estimators of unknown parameters 
for model (1.1), based on Fisher’s accumulation method, supported with asimulation 
study. Section 4 contains some statistical properties for two important, special cases 
of DGED. In Section 5, for a special case of DGED when p  is known, we establish 
some properties of the estimator for a parametric function and employ a linear 
regression-type model to obtain an estimator for the parameter or. In Appendix, 
some applications of DGED are provided.

85



D. FARBOD

In this section, we derive conditions under which a solution for the system 
of likelihood equations exists and coincides with the maximum likelihood (ML) 
estimators of the model (1.1).
T heorem  2.1. The ML estimator of the parameter Ѳ =  (p, ct) of the model (1.1) 
based on a sample X n is determined from the following system of moment equations:

2. ML ESTIMATORS

= к"(Ѳ) 
=  Л»(в)

where &"(<?) =  ± £?=i *(**;*) and J  £ ?=1 ЦхцѲ).
Proof. By (1.1) for the logarithm of likelihood function we have
(2.2)

Ո  Ո  n

1(Хп-,Ѳ) =  ] п Ц Х піѲ) =  In J ] /„(*<) =  ( £ * 0  ln p + (« —l ) £ l n ( l —p * ‘) —nlnco.
1=1 1=1 i= l

So, the ML estimator of the parameter Ѳ is a solution of the estimation equation:

(2.3) Ѳ) = 0 ,  i =  1,2, ft =  P, Ѳ2 =  о.

Differentiating (2.2) with respect to parameter p, we obtain

дІ(Хп;Ѳ) " A ' . V ' ՜1 1 дг.ѳ(2.4) —Ц ----   =  -  > Xf -  (a -  1) > ' y % -  n — — ,
V ; dp P cf l 0 p ’

where

(2.5) 1 * 2

From (2.3) - (2.5) we obtain the first equality in (2.1).
Next, differentiating (2.2) with respect to parameter a , we get

where

p .? ) і ^ - я , [ « е « ) ] .

From (2.3), (2.6) and (2.7) we obtain the second equality in (2.1). Theorem 2.1 is 
proved.

Now we proceed to prove that the solution Ѳ =  Ѳ„ = (0")*=1>շ of the system
(2.2) (if it exists) is the ML estimator of the unknown parameter Ѳ. To this end, 
we introduce the matrix of the second derivatives:

Q?j = = l , 2, ՉնՓ) = 1*=?.
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and show that the matrix Qn = is negative definite. We first prove two
lemmas.
Lem m a 2.1. Suppose that the solution Ѳ of the system (2.2) (if it exists) satisfies 
Ալ?, fallowing conditions:

ON THE PARAMETERS ESTIMATORS FOR A DISCRETE ANALOG ...

(2.8)
*?(£;*)] = q nW  
*•(£;«)] = ч п(Ѳ)
'т ѳ )] = б " { в )

where ,Г(Ѳ) =  i  П = і  '/(*<; Ѳ), Հ Լ 0 ) = ± ЕГ=і в) «и/ й»(в) =  1 ՀՀա1 *(**;«). 
ТЛеп the elements of the matrix Q„ are given by

(2.9)

Qu = ~ n  Ѵпго (Щ \0 ))

Q i2  =  Q S i =  ֊ Ո  C o u » M t ( f t e ) , f c t t ; ® ) )

QJ2 = -r j  Vare (h(£;0)J.

P roof. From (2.4) and (2.G) wc obtain

Q n = ' ^ P 21= ֊ Հ հ * ?  -  ( հ & ) 2) - n & f f i - n ( a - 1 )

Q’i2 =  Оді =

< a - 4 ^ — ( i f r - f t t e ) 1 ) -

After some algebra and simplification we get

Of, =  ֊ ո  Varg(fc(£;вЛ +  n ( a -  1)[e 0 [tj(ft6)1 ֊ ^ W ) )  +  n f e  [*«;«)]

Qn  =  Qv  =  ֊ ո  Cot;fl(fcfc;Ѳ), 1ՎՀ-, <?)) + п (Е в [i(fc0)] -  ^ ( 0 ) ) ,

QJj =  - n  Vnre (/»(£; Ѳ)).

Sincc by assumption the solution (p, 5) of the system (2.1) satisfies the conditions
(2.8), the result follows. Lemma 2.1 is proved.
Lem m a 2.2. Assume that the conditions in (2.8) are satisfied. Then, the matrix 
Q’L with elements given by (2.9) is negative definite.
Proof. It is enough to show that Q"i < 0 and det(Q") > 0. In view of the first 
equality in (2.9), it is obvious that Q"j < 0. To establish that dct(Q") > 0, we 
write det(Qn) =  <ՉււՉշշ — (Q u)2- Now the inequality det(Qn) > 0 follows from
(2.9) and Cauchy-Schwarz’s inequality. Lemma 2.2 is proved.

As an immediate consequence of Lemmas 2.1 and 2.2 we have the following 
result.
T heorem  2.2. If the. solution of the system (2.1) satisfies the condition (2.8), then 
it coincides with the ML estimator of the parameter Ѳ.
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3. A p p r o x im a t e  c o m p u t a t io n  o f  ML e s t im a t o r s

In Section 2, we have shown that the ML estimators of the unknown parameters 
of the model (1.1) coincide with the solution of the system (2.1). However, it is 
not easy to obtain a r.losod form for the solution (2.1). In this section, we propose 
an approach for approximate computation of the ML estimators by using Fisher’s 
accumulation method. We refer the readers to [7] (p. 88) for details concerning 
Fisher’s accumulation method.

Let 6(0) =  (p(0),o(0)) be an initial value of the parameter Ѳ =  (p, u). Following 
[3], for г =  0,1,2,... we can use a recurrent formula to obtain (z+ l)"1 approximation 
as follows:

(3.1) Ѳі(г +  1) ■  6}(z) +  n ^ t / ( (g(l)) ■ j  = 1' 2; ei(°)=P(°)>  02(O) =  a(O),

where

' « - O S !\  І2і(0) І22(0) )
is the Fisher’s information matrix for one observation X \ (put X i — x  and n — 1), 
and also

T iW )-
u m  і а {ѳ) 
u m  ԽԼ6)

h №  u m  
h №  u mT2(0) =

where Ui(0) =  and Սշ(0) = 01 '9  ̂ are contribution functions, given by

U! (Ѳ) = - n  [Ев [*(€; fl)] ֊  Щ Ѳ )\, Սշ{0) = - n  [Ев [A(ft Ѳ)\ -  F M ]  •

Using formula (3.1), we introduce the following iterative algorithm (cf. [3]). 
A lgorithin.

1. Generate data based on Markov Chain Monte Carlo (MCMC) method.
2. Use (3.1) to calculate 0j[z) for j  = 1,2; z = 0,1,2,... .
3. If \6 j{z+ l)֊e j{z)\ < £ (where £ is a small positive number), then %(г+1) =  Ѳ 

is the desired ML estimator, otherwise go to the step 2.
S im ulation. In order to support the above stated theoretical results, wc propose 
a simulation study. We apply the MCMC method to generate random samples 
from the model (1) (for details about MCMC, see [6]). To simplify the numerical 
calculations, we consider a truncated version of the random variable X ,  by restricting 
the possible values to 100 (cf. [3]).

Let Ѳо =  (p =  0.6, a = 3) be the true value of the parameter 0. We do 
simulation for 1000 times to illustrate the behavior of the ML estimators. Namely, 
for simulation study, we consider M  =  1000 (А/ is the number of iteration), 
N  =  50,100,200 (A/՜ is the sample size), and £ =  0.0005.
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By the above described Algorithm and with the help оГ the statistical snjhaun 
R. the point estunates (means) and the mean square errors (MSE) are calculated 
and tabulated in Tables 1-3.

Table 1. For N  = 50
Mean MSE

p =  0.6 
a  =  3 

Iteration

0.90087.jG 0.1345077 
3.24448G54 17.6000100 

131 -

Table 2. For N  =  100
Mean MSE

p =  0.6 
a = 3 

Iteration

0.8080627 0.0-1329008 
1.1838108 3.29854332 

54

Table 3. For N  =  200
Mean MSE

p =  0.6 
Q =  3

ItP.rat.ion

0.7667197 0.02779546 
1.0895628 2.77626936 

18 -
From Tables 1-3, it is easily seen that with increasing sample size l.he MSE decreases.

4. S p e c ia l  c a s e  I

Nekoukhou et. al. [10] showed that in the special cases where a  =  2 or a  =  3, 
the model (1.1) possesses some important statistical properties. Specifically, they 
proved that under some regularity conditions the ML estimators of the parameters 
of the model (1.1) are consistent and asymptotically normal.

In this section, we obtain more interesting properties of the estimators for these 
special cases. For simplicity, we consider the case a  =  3 (the case a  =  2 can be 
treated similarly), and denote Ѳ =  p := (p. 3). To state the main result of this 
section (Theorem 4.1), wc first list the regularity conditions (cf. [2|).

Cl. There exists a compact subset II  of the parametric set Ѳ, which contains an 
open neighborhood of the true value po of the parameter p;

C2. The distributions are identifiable,, that is, (.r) for all pi փ Pi
(pii/յշ € II) and for all x  6 Supp Pp =  {x : Jv[x) > 0);

C3. The function f P(x) is continuous in p 6 Ѳ, and has continuous first anil 
second order derivatives in p € H;

CM. The distributions Pp have common support, namely the set Sujij) Pp does 
not depend on p;
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Co. Put v(x;p ) := Then for p € H  and x  e Supp P,„ there exists a
function G(x) (independent of p) such that |v ( i :p ) | < G(x), and Ep[G(Xi)\ < oo;

Сб. The Fislier information /(p) =  Ep [9|1' ^ Х1) j is continuous in p and satisfies 
the condition 0 < /(p) < oo.
P roposition  4.1. The regularity conditions C1-C6 are satisfied for the model (1.1) 
with a  =  3.
Proof.The conditions Cl -  C4 and C6 can easily be verified. So, we have to verify 
only C5.

Since H  is a compact set and V (x ;p) is continuous in p e # ,  for a fixed x  and 
p e  Я  it can be concluded that |V(x;p)| is bounded by a function G(x), which itself 
is bounded for any fixed point x  . Wc examine the behavior of G(x) for sufficiently 
large X. We have

where
(4.2)
f lx) _  ֊  sp* ІЙ  ~ Pr )2 З д р У - Ч і  -P ? )  4  , Օգ

՜  op -  cP գ  p ) i  *  W
and
(4.3)
f > ) = = ^  ■ ^ - I (1 .  p>)2

+  ? ք ր Հ ' Հ  +  ^ . 2 ip 2 x ֊ i (1 - p X )  _  ^ . XfF֊ l{1 _ pXy

■ ( * * Ѵ _ І( і -P * ))  +  p*(l - P 1)2 ֊  £ Й ) > ( 1  - P 1)2-

Since 0 < p < 1 and x  > 1, we have 0 < p“ < 1 and j—  > 1. Now, substituting
(4.2) and (4.3) into (4.1) and using some calculations, a polynomial (based on x) 
is received for the V(x;p). This polynomial may be considered of degree at most 

rp - Therefore, for sufficiently large x, we obtain G(x) =  ). Also, it is
г ieasy to see that ■EP[(1_/,A1̂ J < oo. Thus, the condition C5 is satisfied. Proposition

4.1 is proved.
T heorem  4.1. Under the regularity conditions C1-C6, the likelihood equation

Ol(Xn\p)
Op

has a unique solution p„ =  pn(X ’1) in H  (H is a subset of Ѳ whose closure H 
is ոեօ contained in Ѳ). Moreover, pn is a ML estimator for p and possesses the 
following properties:

(I). pn is consistent and asymptotically normal;
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(II). p„ is asymptotically efficient, that is, we have

u„ = ' / f ‘(pn-p )  — Հ € N ( 0 ,r '( p ) ) ,  (-—> means convergence in distribution).

(III). For the moments of p„ we have

(4.4) £ P[«n] — > Ep [£*]. for any k >  1

According to (4.4), for к =  1 the property of asymptotic vnbiasedness is also 
satisfied, namely we have

а д - р + » ( ^ ) -

(IV). If ճ(յյ) is a differentiable function on P. such that ф'(р) փ 0, then

(4.5) М Ф ІР п) ֊  Ф(Р)) - А  Հ б N  (О, ^ | — ) , 

where ф‘(р) =
Proof. The assertions of the theorem follow from Proposition 4.1 and a general 
theorem of mathematical statistics (see [2], [5]).
R em ark 4.1. For к =  2 from (4.4) we obtain

>շ 1 + o (l)
p(Pn p) w

Also, the relation (4.5) can be stated in the following form:

E M M  ֊  U p))2 =  (1 +  o(i)).

In the examples that follow we consider two special parametric functions of p, 
and use Theorem 4.1 to establish some statistical properties for the corresponding 
estimators.
E xam ple 4.1. Let ф{р) =  f p(x) = ? ) , where x 6 N is fixed. In view of
Theorem 4.1, we have

P P՜fpn (x) — у /р (і) , (— >• means convergence in  probability).

Rom property (IV) of Theorem 4.1, we have

y f t ( f p j x )  -  ш )  A  n {o, [̂ ֊ \

Now we evaluate f'v{x). To this end, observe that

(4.6) ^ [ f f ( / ' ( l ֊ / ‘ )J)], 

where

u (p* (i-p * )> ) = ____ - ______ W H - ? ) * )
'  И і - р 1)2 dp
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is thr> so-called contribution function of x. Hence, from (-1.6) we gel

f'p(x) =  f P(x) [C/[P'V‘ (1 ֊  PXl)2] ֊  E„[t/(pYt (1 -  vX՝ )a) l ] .

Next, in view of property (HI), for к = 1 we have Er [/?„(*)] =  f P{x) + « ( ^ ) , ««‘d 
for к -  2, we get

(4.7) М Ы * )  -  W ) 2 = ֊ ^ ֊  +  « (֊)•

Finally, using the following formula

М Ы * )  ֊  Ш ) 2 =  Vnrr U pJx)) + (E p{fPn(x )I -  քր( * ) ) \  

from (4.7) we obtain

„  , ,  , ! / ; m p

E xam ple 4.2. Let <t>t(p) = Fp(t) =  1 -  Fp(t) = f p{x) for all t € (0, oo). 
Applying Theorem 4.1. we get

E Pn(t) F„(f), for all t € (0,oo).

From property (IV) of Theorem 4.1. we have

v « (P fcW ֊ 7p (0 ) -*♦ *  (о, ^ р ) .

where

=  £ / ; ( * ) = - / ’П ]  • i № >«) -  ^ [ ^ ( f v ,( i - p x *)2)] - 7 P(t)

= (l(X ,>0 -  F„{tj) • Ер [и{р* ' (1 ֊  Vх ' )2) ] .

and 1.4 is the indicator function of a set A.
Next, using property (ПІ) of Theorem 4.1, for the cases к = 1 and к =  2, we 

obtain

* Р * . Ю ] - Г , М  +  о ( ^ ) .

Therefore, we have

R em ark 4.2. The results obtained in Proposition 4.1, Theorem 4.1 and Examples
4.1 and 4.2 can also be stated for a  =  2 (generally for any a).
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5. Special casf. II

In this section, for a special case of DGED when p is known, we establish 
some properties of the estimators of a parametric function of unknown a, aud 
employ a linear regression-type model to obtain an estimator for the parameter 
a. Specifically, we find ML estimator and uniformly minimum variance unbiased 
estimator (UMVUE) for a parametric function of a. Also, we fit a linear regression- 
type model and then propose the least square (LS) estimator for the parameter
O r.

E stim ation  of a p a ram etric  function. Consider DGED model (1.1) with known 
j) and unknown o. Here we are interested in the estimation of the following parametric 
function:

t

(5.1) r(a ) =  — ,
Co

where ca — and crj is as in (1.2). As an estimator of function r(n), based on 
a sample X "  =  (ЛГі,..., X n) from (1.1), we consider the statistic:

(5.2) M (* n) =  ֊  f > ( l
*“ 1

T heorem  5.1. Under the regularity conditions CH, CJ, and CG, the statistic. M (X ") 
defined by (5.2) is UMVUE and also an efficient estimator for the parametric 
function r(ft-) defined by (5.1).
P roof. The density f a {x) we write in exponential form (see (1.1)):

(5.3) f n(x) =  exp |(1пр).т +  (о -  1)ln(l -  px) -  ln<v,|.

It follows from (5.3) that the statistic JD ILiM l — P*1) is a complete sufficient 
statistic for the model (1.1) when p is known. Hencc applying the well-known 
theorems of statistics (see [7] and [2], Ch. П, Sec. 2G), we conclude that the statistic 
A l(X n) defined by (5.2), is the UMVUE and also an efficient estimator for the 
parametric function r(« ) defined by (5.1). Theorem 5.1 is proved.
R em ark  5.1. It follows from Theorem 5.1 and Theorem 26.2 of (2) that the statistic 
M (X n) is ML estimator for parametric function r(«). Therefore we can conclude 
that M (X n) is consistent and asymptotically normal estimator for r(n).
A regression-type m odel. In this subsection, we explore a linear regression-type 
method for the model (1.1), and then provide a LS estimator for the unknown 
parameter a. To this end, we first take logarithm from both sides of (1.1) to obtain

(5-4) In f a(x) = Inpx + (a  -  l) ln ( l -p * )  - ln c „ .
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Obviously, we have (with x  — .r«)

(5.5) f a f o i )  =  ^ o (* l )  — Fa (Xi—i ) ,  i — 1 ,2 ,

Substituting (5.5) into (5.4), we get

(5.6) ln (F ft(x<)-Fo(ar,-i)) =  Inp*' +  ( a - l ) l n ( l - p Xi) -  lnc0.

Observe that the relation (5.G) cannot be used to fit a regression-type model, 
because its left-hand side depends on the unknown parameter a. To solve the 
problem, we use the empirical distribution function (edf):

1 ”
Fu(Xi) =

i= 1

and consider the variables (cf. [4]):

0  =  In (F„(x,) -  Fn(xi_i)) + In =  0 Q(1 -  px , ) ) a  + 0 ,

where /3 =  — hi Co-
Now, we can suggest the estimation of a by regressing Q = ( hi(l — px,))c\ +  /? 

on ln(l - р * ‘) as follows:

(5.7) Ci =  (ln(l - p x,) )"  +  0 +  e<,

where ej ~  N(0,er2), i =  l,2 ,.. .,n  and x  =  (x j,...,x„) is an observed (non-random) 
sample. Thus, we can use (5.7), to estimate the parameter n  by regressing Հ, on 

hi(l — V1')-
Note that in [SJ was used a different method, based on empirical characteristic 

function. It is of interest to consider the LS estimator for the model (5.7). As an 
unbiased LS estimator d  of the parameter a  we consider the statistic:

(r o \  5 _  E " - i  ( M 1 ֊ PZi) -  -  p*)) • (C i -  C)

As an example, consider the data set 1,9,23,17,13,12,10,9,9,3,0 (see [?)). 
Taking p = 0.7, and using (5.8), for this data set we obtain the point estimate 
a  =  4.995138.

For the considered model, we have the following result.
T heorem  5.2. The LS estimator ռ of the unknown parameter a is consistent, 
asymptotically normal and is the best unbiased linear estimator.
Proof. The proof is similar to that of Theorem 1 of [4], and so is omitted.
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tcef'*)

Р ис. 1. Fitting of the truncated DGED to the data of Table 4. The 
dashed line is the f.cdf of data and the solid line is the fitted rdf.

6. A p p e n d ix

As it was pointed out in Introduction, Nekoukhou et al. [10], fitted the DGED 
for modeling rank frequencies of graphemes in a Slavic language (Slovene). Here, we 
fit. the DGED with a real data set in biology. In addition, we compare the DGED 
with two other discrete distributions. To this end, we first consider the following 
example.
N um erical Exam ple. The dat.a in the following table represent, the systolic blood 
pressures (mm HG) for 27 women at age group 45-7-1 years old (see [11]).

For this data set, the ML estimates for the parameters p and a , the maximized 
log-likclihood (InL), the Akaike information criterion (AIC) and thep-value can be 
calculated to obtain the following numbers:

p = 0.9666823, S =  121.4182461, InL =-119.550,

A IC  = 243.100, p -  value =  0.9543.

Moreover, we can run an informal goodness of fit test (see the plots of the edf and 
fitted cdf of the systolic blood pressure data in Figure 1).

Now, we compare the DGED with Discrete Distribution Generated by Levy’s 
Density (DLD) (see [4], Eq. (2)) aud Power-Law Distribution (PLD) (see [12]. Eq. 
(1)). Notice that the DLD and PLD are unimodal discrete distributions (supported 
on the set of natural numbers N), which can be used for modeling phenomena 
arising, for example, in biology.

Table 4
110 116 121 126 131 136 142 151 165
116 124 131 137 142 151 158 168 183
123 130 140 147 153 160 167 177 190
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For data given in Table 4. can be calculated InL, AIG  and the /(-values when 
filling the data using DLD and PLD (sec also [ L], Sec. 6). The corresponding results, 
together with the above obtained results for DGED, are tabulated in the following
tab le .

Model DGED DLD PLD
In L -119.550 -124.921 -127.391
ЛІС 243.100 25!.812 256.783

p-value 0.95-13 0.196-1 0.100G
The results presented in Table 5 show that, based on InL. ЛІС and the /«-values, 
the DGED provides a better fit titan DLD and PLD. Figure 1 shows a good lit for 
the DGED as well.
A c k n o w le d g m e n t .  The author is thankful to the anonymous referee for valuable 
comments and suggestions, which led t.o considerable improvement in the original 
manuscript.
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