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Аннотация. В статье получена формула для вычисления вероятности, что 
случайный отрезок L(w, и) в R "  с фиксированными направлением и и дли
ной I полностью лежит в ограниченном выпуклом теле D  С  R "  (п >  2) в 
терминах коваріюграммы тела D . Также получена связь между этой вероят
ностью Բ (Լ խ ,  и) С D ) и зависящей от ориентации функцией распределения 
длины хорды для любой размерности п. Используя эту формулу получаем 
явный вид вероятности P (L (u ,u )  С  D ), в случаях когда D ո -ыерный шар 
(п >  2) и когда D  есть правильный треугольник на  плоскости.

M SC2010 num bers: 60D05; 52А22; 53С65
К лю чевы е слова: Выпуклое тело; ковариограмма; кинематическая мера; за
висящая от ориентации функция распределения длины хорды; ո-мерный шар; 
треугольник1.

1. В в е д е н и е

Пусть Rn (ո >  2) - ո-мерное евклидово пространство, D  С R" - ограниченная 
выпуклая область с внутренними точками, а Ѵ„(-) - ո-мерная мера Лебега в R'*.

Определение 1.1. (см. [3]J. Функция

(1.1) C(D,h) =  Vn(D n (D  +  h)), ft 6  R ”,

называется ковариограммой тела D . Здесь D  + h  = {x  + li, х  £ D}.

Ж . Матерой сформулировал гипотезу, что ковариограмма выпуклого тела D 
определяет ее в классе всех выпуклых тел, с точностью до параллельных пе
реносов и отражений (см. [3]). Г. Бианчи и Г. Аверков доказали, что каждая 
плоская выпуклая область определяется в классе всех плоских выпуклых обла
стей по ковариограмме, с точностью до параллельных переносов и отражений 

(см. [4]).

Н астоящ ее исследование второго автора выполнено при финансовой поддержке Центра 
Математических Исследований Ереванского Государственного Университета
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Очень мало известно о задаче о ковариограмме, когда размерность простран
ства больше двух. В случае ո-мерного пространства с п  >  4 гипотеза Матероиа 
получила отрицательный ответ. Известно, что центрально-симметричные выпук
лые тела любой размерности определяются по их ковариограмме с точностью 
до параллельных переносов. Для п -3  проблема пока не решена, хотя в случае 
ограниченного выпуклого многогранника при п—3 гипотеза Матерона получила 

положительный ответ.
Известно, что задача о ковариограмме эквивалентна задаче восстановления 

выпуклого тела по зависящей от ориентации распределения случайной хорды 

(си. [3| - [51).
Задача нахождения меры отрезков постоянной длины, полностью содержа

щихся в области D, не имеет простого решения, и зависит от формы D. Изве
стен явный вид кинематической меры для нескольких плоских областей: круга, 
прямоугольника, если длина отрезка меньше меньшей стороны прямоугольника 
(см. [1], [2]) и для правильного треугольника, прямоугольника (для произвольной 
длины отрезка) и правильного пятиугольника (см. [11]).

Пусть .S " ՜1 - (п -  1)-мерная единичная сфера с центром в начале координат 
в R'*. Рассмотрим случайную прямую из Пі(и):

Г2і(и) =  {прямые параллельные направлению и и пересекающие D}.

Пусть Пгих D - ортогональная проекция D на гиперплоскость и ՜1՜  (их - гипер
плоскость проходящая через начало координат с нормальным вектором и).

Случайная прямая, параллельная направлению и и пересекающая D имеет 
точку пересечения (обозначим ее через а-) с ПгихЮ. Можно отождествлять точ
ки n r uiD  с прямыми, которые пересекают D и параллельны направлению и. 
Последнее означает, что можно отождествлять Пі(и) и n r uxD. Предположив, 
что точка пересечения х  равномерно распределена в выпуклом теле Пг„ і D мы 
можем определить следующую функцию распределения:

Определение 1.2. Функция

(1.2) Г (u  f) ֊֊ {х 6 ПГихР : Ц (g(u’д) ո Р )  < «)}
Ы и )

называется зависящей от ориентации функцией распределения длины хорды D 
в направлении и € Տ " ՜1 в точке է € R 1, где д(п,х)  - прямая параллельная и и 
пересекающая ГІгих D в точке х , а ծօ (и) =  Кп_і(Пги±Б).
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Вектор h е  R" можно задавать как Л =  (ս,է), где и - направление Л, a է его 
длина.

Л ем м а 1 .1 . (гм. [3]J. Пусть ս  € S " ՜1, at. > 0 такое, чтоD fl(D +tu) содероіс.ит 
внутренние точки. Тогда С(D. и, /.) дифференцируема по է и 

( и )  _ a c (D ;u . t ) —(1 - П и | )) Ь в (ц)

В точке է. =  0 существует правосторонняя производная и формула также вы

полнена.

Пусть Ц и , ш) - случайный отрезок длины I > 0, параллельный фиксированному 
направлению и н пересекающий D. Рассмотрим случайную величину |L|(u,w) =  
Vi(L(u,w )nD ), где Լ (ս ,լյ)  6 Օշ(ս), причем

Զշ(ս) =  {отрезки длины / ,  параллельные направлению и н пересекающие D}. 

Случайный отрезок Լ(ս,ա), лежащий на прямой </(и,а;), можно задавать коор- 
дннатамн (</(и,х ) ,у ), где у  одномерная координата центра отрезка Լ(ս,ա) на 
прямой у(и ,х). Началом координат на прямой у(и, х) берется одна из точек пе
ресечений у(и ,х)  с 3D. Используя вышеупомянутые обозначения можно отож
дествлять По (и) с множеством:

^з(и) =  |( * .У ) : * G П?-ихБ , у  € |~ ,х ( и .® )  -Ь -J  j - ,

где х(и >*) =  Ѵі(д(и, ж) Ո D). Заметим, что Ռշ(ս) не зависит от того, какая из 
двух точек пересечений д(п, a-)nD берется в качестве начала координат. Какое из 
двух направлений выбрано в качестве положительного следует из вида интервала 
изменения у. Далее, обозначим

b d ։ =  {(*.?/) 6  Օ շ(ս): |Ь|(и,ж,у) <  *}, <€  R 1,

Очевидно, что По (и) и В ц ' измеримые подмножества в R".

Определение 1.3. Функция

называется зависящей от ориентации функцией распределения длины случай

ного отрезка \Լ\ в направлении u  £ Տ " ՜1.

Пусть Gn - пространство всех прямых в R ” . Прямую g € G„ можно задавать 
ее направлением ս  € 5 ” ՜ 1 и точкой пересечения а; с гиперплоскостью и1 ,

о



Пусть /*(•) локально-конечная мера в пространстве 6 ',,, инвариантная относи
тельно группы всех евклидовых движений плоскости. Известно, что элемент этой 
меры с точностью до постоянного множителя имеет следующий вид (см. |1] и [2|)

ւՀ(հյ) = dg = du dx,

где плотность du - элемент объема на единичной сфере S '1՜ 1, a  dx - элемент 

объема на и-1- в точке х.
Обозначим через Оп-і  =  ст„_і(5'1՜ 1) площадь поверхности единичной сфе

ры в R". Для каждого ограниченного выпуклого тела D, обозначим множество 

прямых, пересекающих D через

[DJ = {5 е  Gn, дП D #  0}

Имеем (см. [1] или [5])
On-2Vn-i(OD)

* И > -  2 (п -1 )  •

Случайная прямая в [D] есть прямая с распределением пропорциональным суже
нию меры ц  на [D]. Следовательно, для каждого է € R 1 имеем

w .. /»({«?e[D], K,(fln D ) < t} )
F (1)=  rilD])

F(t) называется функцией распределения длины хорды тела D.
Пусть L(u>) - случайный отрезок длины I в R ” , а К(-) - кинематическая ме
ра отрезка Լ  (см. [1]). Если д € Gn прямая, содержащая Ь{ы), а у  одномерная 
координата центра отрезка Լ(ա) на д, тогда элемент кинематической меры с 
точностью до постоянного множителя имеет вид dK  = dg dy йКщ , где dy одно
мерная лебегова мера на д, a rfA'jj] элемент движений в R '1, оставляющих прямую 
д неподвижной (см. [2]). В случае ориентированного отрезка, вышеупомянутый 
постоянный множитель равен 1, а для неориентированного отрезка множитель
5 (в этой статье рассматриваются только неориентированные отрезки).
Длина случайного отрезка |L|(w) =  Vi(L(u>) Ո D), при условии, что L(w) пересе
кает D, имеет следующую функцию распределения

„ J r № : i n D # e ,V , ( i n D ) < ( )
ք ՚4 (է) = ---------------------- K ( L : L n D * » ) ---------՛ < e R ՛

F |i|(t) - функция распределения длины случайного отрезка |L|(w).

Н. Г. АГАРОНЯН, В. К. ОГЛНЯН



ВЫЧИСЛЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

для 0 < է< 1,

2. О с н о в н ы е  ф о р м у л ы

Напомним утверждения, полученные в предыдущих статьях и используемые в 
настоящей работе.

Теорема 2.1. (см. [12]  ̂ Связь между функцией распределения случайной ве
личины |L|(u,w) и зависящей от ориентации функцией распределения длины

хорды в R"

І
О для է < О,

V„(D)+ibD(u)

1 для t>  I.

В [8]-[10] получены явные выражения зависящей от ориентации функции рас
пределения длины хорды для треугольника, эллипса, правильного многоуголь
ника и параллелограмма. Следовательно, подставляя в (2.1) ո =  2 и F(u,t)  полу
чаем явные выражения для £պ (ս, і) для вышеупомянутых плоских выпуклых 
областей.

Теорема 2.2. (см. [12]) Связь между функцией распределения случайной вели
чины |L|(u,w) и ковариограммой на интервале [0,2] задается следующей форму
лой

(2-2> = 1 + ш ѵ і ь м  ֊
Значения քպ (ս, է) равны 0, для է <  0 и равны 1, дляЬ> I.

Теорема 2.3. (см. [12]j Связь между функцией распределения длины случай
ного отрезка, пересекающего D и функцией распределения длины хорды D в R ” 
(см. [12], формула (2.5)):

[ 0 для і <  0,

М  * , М  ՝
( « - ^ ^ „ ( D J  +  iO n - a K ,- ! ^ )  0ЛЯ u s t s t -

լ  1 для է > I.

Если предположить, что F|£,|(t) имеет плотность, подставляя в (2.3) ո =  2, 
получаем результат из [11].

Используя результаты (2.1)-(2.3) мы приходим к основным результатам на
стоящей работы.
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Обозначим через Р(Ц и,ш ) С DJ вероятность, что отрезок Լ(ս,ա) (фиксиро
ванной длины I и направления и) полностью лежит в теле D.

П редложение 2.1. Вцюятиог.ть Р(Ц и.иі) с  D ) о терминах функции распре
деления F(и, z) имеет следующий вид:

ո ѳ терминах ковариояраммы тела D имеет вид:

(2 .5)

Доказательство. Если подставить է = I в выражения (2.1) и (2.2), то г т Ы,1) 
есть вероятность, что длина части отрезка, лежащег о в D меньше I. Следова
тельно,

1 ֊  *Ա|(“ ,0  =  Р(|£ |(и,ш ) >  О- 

А так как длина отрезка Լ(ս,ա) равна /, то P(|L |(u,w ) > I) совпадает с 1 -  
% |( Ա,0  используя (2.1) получаем (2.4).

Аналогично, но с использованием (2.2) получаем (2.5). □

Обозначим через Р(Цш) С D) вероятность того, что случайный отрезок дли
ны I в R " имеющий общую точку с телом D полностью лежит в теле D (в 
этом случае направление отрезка L(w) произвольно). Отметим, что вероятность 
Р(Ь{ш) С D) можно получить из вероятности P(L(u,w) С D) проинтег рировав 
по всем направлениям u  G S”՜ 1.

Н. Г. АГАРОНЯН, В. К. ОІ АНЯІІ

П редлож ение 2.2.

0 „ - Л - , ( SD) F{z)di ~ l \ + { п -  1)0„_і V„(D)

(2.6) P (L (u ) c D )  ( n - l J O . - ^ J D J  +  IO .-aVi-iK ID)

Доказательство. Если подставить t = l в формулу (2.3), то функция распреде
ления -Р|£|(/) есть вероятность, что длина части отрезка, лежащего в D меньше 
I. Следовательно,

l - F , L|(l) =  P ( |b |(« ) > l) .

А так как длина отрезка L(w) равна /, то P(|Z|(w) >  I) совпадает с P(L(u,w) с  
D). Преобразовав 1 ֊ ք պ ^ )  используя (2.3) получаем (2.С). Предложение 2.2 
доказано. □



В параграфах 3 и 4 мы используем полученные формулы для некоторых част
ных случаев.

3. С л у ч а й  « - м е р н о г о  ш а р а

Так как шар B„(R) является изотропным телом, то С(В„(11), ս, I) =  6'(Bn(R), /) 
не зависит от направления и € S " ՜' .  Следовательно, получаем

(3.1) Р (Ц и ,* )  с  B .W )  -  Р ( В Д  С В .(В )) -  

Известно, что объем ո-мерного шара радиуса R  равен

(3.2) ^ ( в и - р ^ . і г .

a  bB„(R)(«) - проекция ո-мерного шара радиуса R  на гиперплоскость и1 равна

(3.3) Ьв„(вд(«) =  բ թ ± չ յ  1 дп֊1>

ВЫЧИСЛЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ...

г м  “ j T » - 1՛е

-  гамма функция. Известно, что Г(.г- +  1) =  а: • Г(а:), Г(п) =  (я  -  1)!, Г ( | )  =  у/іт. 
Нетрудно убедиться, что коварпограмма «-мерного шара радиуса R  равна удво
енному объему /i-мерного шарового сегмента высоты R —1/2. Используя формулу 
для 7і-мерного шарового сегмента (см. [14]), получаем

(3.4) c (B .(» ) ,I)  =  ! ' S t ' « ' '  I * Л \п ІМ ,
Ч  շ ) Jo

где ф =  arccos

Следовательно, подставляя C(Bn (R), I) из (3.4) и используя (3.2 и (3.3), по
лучаем, что вероятность того, что отрезок длины I <  27? полностью лежит в 
ո-мерном шаре радиуса R  равна

(3.5) P ( l M c B . ( R ) ) -  ч
+ ‘)  J°

Очевидно, для любой размерности п  имеем Р(І(ш ) с  B n(R)) =  1 для I =  0 и 
P(L(w) С B n(R)) =  0 для I > 2R.

Рассмотрим частные случаи п  =  2,3,4,5.



3.1. Случай п  = 2. Подставляя ո =  2 в (3.5), для круга B 2(R) радиуса Я, 
получаем

Н. Г. АГАРОНЯН, U. К. ОГЛНЯИ

При I =  R  получаем Р (Լ(ա) С B2(R)) =  и  0.239.
Числитель выражения (3.6) помноженный на R  (так как мы сократили числи
тель и знаменатель дроби на R) совпадает с кинематической мерой отрезков 
полностью лежащих в круге B2(R) радиуса R  (см. [1] и [2]).

Так как круг является изотропной областью, то можно получить результат
(3.6) используя формулы (2.1) или (2.3). Если подставить в (2.1) п = 2, то полу-

Так как известны плотность и функция распределения длины хорды для круга 
радиуса Д (см. [6], [7])

то надо подставить эти функции в (3.7) и вычислить стандартный интеграл. 
Следовательно, получаем

А Ո і-игссов ձւ
Р ( г .И  С B2(R)) =  ֊ — ֊  /  sin2 ѳ ,10

ж Ո. + Հ1 J  у

Следовательно, для / <  2R  окончательно получаем

(3.6) P(L(u,w) С B 2(R)) =  Р (L{u) с  B2(R)) =
2 R a r c c o s -  շ7j '/ 'lR 2 ՜  1՝Հ

jr R + շւ

чаем

(3.7) P(L(u>) С B2(R)) =  1 - *\\D\\ + l\0D\
\0D\

так как

u i[ 0 ,2 R )  
и € [0 ,2R)

u < 0 

и G [0.2R) 
и < 2  R

P{L(u)

Так как

10
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то окончательно получаем

н т  с  в , т  -  [* *  -  - М мсяіп  Ա  =

=  ^ [ 2Л" сс“ ^ - 2 г ՝ /4 ' !2 - ,г] ՝
что совпадает с (3.6).

3.2. Случай п = 3. Подставляя ո =  3 в (3.5), для шара B 3(R) радиуса Я,

получаем
6Я /■огссо8эт( 6R  (  I3 I 2 \

Р ( І М .С B 3(R )) -  Լ **!• , — Հ ա - ա + -)
(так как Г(2) =  1 и Г ( |)  =  | у/0).

Следовательно, для I < 2R окончательно получаем

(3.8) р і а д с в  , ( в д - і3 ~ д з Т і ^ д3

При I = Я получаем Р (L(w) С B 3(R)) =  ^  и  0.1786.

3.3. С лучай ո =  -1. Подставляя гг =  4 в (3.5), для шара B 4(R) радиуса R, 
получаем

sin՛1 Ѳ(ІѲ —

ЗтгЯ +  8/ Ѵ8 
16 Л

ւ ° ) ]

ЗтгЯ +  8
Следовательно, для / <  2Я окончательно получаем

2Я Г I I  հ/4Я2 — /2 /  і2
(3.9) P(L(w )c B 4(R)) =  3 ^ [ 3 a r c c o s -  +  - w ֊ ^ -

՜ 7 »  0.136935.121Г+32

3.4. Случай ո =  5. Подставляя ո =  5 в (3.5), для шара Be(R) радиуса Я,

P ( I ( » ) C B , ( R ) ) = ,  30Я
■ 16Я +  15Z Уо 

(так как Г(3) =  2 и Г ( |)  =
Следовательно, для I <  2Я окончательно ползаем 

ЗОЯ (  15 ,
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При I = R  получаем Р(/,(ш) с  B G(R)) =  J |r  «0.1068.

З ам ечани е 1. Вероятности P(L(w) С B „fR )), при п  = 2 ,3 ,4 ,5 убывают с 
растанием п  от 0.239 (п -2) до 0.1068 (п=5).

4. С л у ч а й  п р а в и л ь н о г о  т р е у г о л ь н и к а  

Для произвольного тела D ո-мерного пространства R " имеем:

(4.1) В Д » ) с Щ ֊ 1 . , Ц » )  +  1. № ) -
причем кинематическая мера отрезков полностью лежащих в D вычисляется по 
следующей формуле:

К (Լ(ա) с  D) =  f  6'(D , ս, I) Ли 
J s " - ‘

Для любой плоской ограниченной выпуклой области имеем:

С{ D ,u ,/)

(4.2) P(L(w) С D) = I) Ли.
՛  nS(D ) + l\0D \J

Ковариограмма правильного треугольника Д„ со стороной а  имеет и ид (см. [8]): 

С '(Д„,«,/) =

r i n g - ».!■.(«-

(4.3) =

е  t°-“ b * 6 [». ііШ +w

Г т ' ՛

u  €  [т і,я  +  <*]> і  €  [0, — յ ]

и  €  [7Г +  а , 27Г — 0[, І £  [0,

« 6  [2тг-/3,2тг], * €  [0, —

Рассмотрим случай, когда 0 <  I <  ау/Ъ/2. Подставляя в (4.3) а  =  /3 =  jt/G, 
получаем, что для вычисления вероятности P(L(w) С До) нам надо вычислить

2юп/?8Іп(а+/3) >
lQ»lll/<+tain.l sin(o+rf))2
՜  • in /9 8հ1(Օ-ք0)

X... rlИ ni,i(u—» ) ) «j 
ill asin(n+ff)

следующий интеграл:
P(L(w) С Д а) =

д а щ  1 ՚ ° ^ 1 )մ ս = ւ պ հ ^ ւ 7 տ Շ ( j “ - * -

֊  За/ +  +  f t 2

պ Ա  +  За/

Таким образом, для 0 <  I < ау/3/2 окончательно получаем:

Зтго2 -  12-Д а і  +  (2тг -Ւ ЗУ З)/2

За(7га +  4>/30
12

(4.4) P(L(w) С Да) =



ВЫЧИСЛЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Рассмотрим случай а\/3/2 < I < а. В эхом случае получаем:

л՜2* + 'ձԱ1 2
где •р = arcsin ։յ̂ ր  -  ք .

Вычисление интеграла дает

Р  (L(w) С  Д„) =
(і2ч/3 +  arcsin -  3at +  Գ ՚/ W ^ b P  -  փ կ  +  f  fl

(12/V 5 +  18\/3h2) arcsin -  6\/3тг«2 -  36a/ H- 27ոհ/'1/՜2 -  3aa -  4%/ЗлУ2 + У/2
3(тг«ѵ/3 +  12/)

Отметим, что при / =  ад/З/2 иолучаем

Можно получить результат (4.4)- (4.5) используя формулу (2.3), если подставить 
в (2.3) п = 2 и функцию распределения длины хорды для правильного треуголь
ника (см. [7]).

A b stra c t. In the paper, a formula to calculate the probability that a random segment 
L(ui, u) in R" with a fixed direction u  and length / lies entirely in the bounded convex 
body D С R " (« >  2) is obtained in terms of covariogram of the body D. For any 
dimension n  >  2, a  relationship between the probability P(L(u, u ) С D) and the 
orientation-dependent chord length distribution і.ч also obtained. Using this formula, 
we obtain the explicit form of the probability P(L{uj, u) с  D) in the cases where D 
is an n-dimensional ball (n >  2), or a triangle on the plane.
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А ннотация. В работ »: доказываются теоремы единственности и формулы 
восстановления коэффициентов рядов по системе Виленкина. При этом от 
ряда требуется сходимость по мере и выполнения одного необходимого усло
вия на функцию распределения мажоранты частичных сумм.

M S C 2010  n u m b ers: 42С10; 42С20.

К л ю чев ы е слова: система Виленкина, метод суммирования, единственность.

1. В в е д е н и е

Напомним определение системы Виленкина. Пусть {рк }  некоторая последо
вательность натуральных чисел, с условием рк > 2 ,  к е  N. Положим т 0 =  1, 
mis =  m k-iP k, к £  N. Тогда любое неотрицательное целое число ո  единственным 
образом представляется в виде

00
п ~  Y l n k m k -u  где п 6  {0 , 1 , -  -,рк - 1}.

Любое число X е  [0 ,1) тоже единственным образом представляется в виде

(1-1) ВД» * » € { 0 , 1 ........ » - 1 } ,  * € « ,

и для бесконечно многих f c e N  имеет место Хк փ Рк — 1- Обобщенные функции 
Радемахера Д/с(х՝) определяются по формуле

(1 .2)

Система Виленкина Ф :=  {ՓՈ}^Լ0 определяется по правилу 

(1-3) * „ ( і )  Ц  в ; > ( і )  =  о х р  ^2тгі £  j  .

'Настоящее исследование первого автора выполнено при финансовой поддержке Государ
ственного комитета по науке МОН РА в рамках научного проекта 10-3/1-41 

15

mailto:GGG@ysu.am


Г. Г. ГЕВОРКЯН, К. Л. НЛЛЛОЛГ'ДЯИ

Эта система введена в 1947 году Н.Я. Виленкиным [ 1]. Когда յц. =  2, к  С М, си
стема Виленкина совпадает с системой Уолша. Если ри =  и €  N , для всех /с е  II, 
то эта система называется системой Крестенсона-Леви. Если последовательность 
Рк огі)аничеиа, то говорят, что система Ф порождена ограийШшой последова
тельностью. Свойства таких систем во многом совпадают со свойствами системы 
Уолша. Однако, в некоторых случаях, это не так (см. например \2\).

В настоящей работе доказываются теоремы единственности для рядов но си
стеме Виленкина. При доказательстве применяется метод суммирования для ря
дов по обобщенной системе Хаара или Виленкина, введенный в работе [3]. 

Обозначим

Для интервала J  G Э/t обозначим через J  тот ит-ервал из 0 к- ь  который содержит 
J  и определим интервалы {J )i, (I €  Z), следующим образом:

(1) ( J )и =  J,  (J) i  е  3fc, (J) ,  с  J ,
(2) правый конец интервала (.7)і совпадает с левым концом интервала (./){+1, 

причем концы отрезка .7 отождествляются, т.е. если правый конец интер

вала (J)i есть —-— , то левый конец интервала (J )i+ 1 будет - —
Шк-І 7Пк-1

Д ля каждого интервала .7 6  Эк и натурального числа ղ < Դ  положим

w  -  и  и . ,  (■/>“ =  и .  -  j ,
l= -q

(1.4) ^ ( ‘ ՜ ® ) ՛  еся“ t e W > ,  И < ‘ .
'  \  0 , если

Ясно, что (здесь и далее I j -характеристическая фушеция множества .7)

<P(j ){t) =  m kI j ( t ) ,  [  iplf ( t ) d t = f  <p(f \ t ) d t  =  1 для всех 9 <  —  •

Д ля  каждого натурального числа /с и  для каждого х  €  [0,1) обозначим через 
Ік,х тот интервал из За-, который содержит точку х. Иногда, если .7 =  Дѵг, то 

для функции определенной в (1.4) будем использовать обозначение ¥>**(<), т.е.

:=  Учитывая определение системы {Փո(®)}2Լօ> очевидно, что
при любом <р՝к\, имеем

(*»■*’“ ) - /  Ф,.(0 *>Ц(0 Л  =  0 , когда ո  >  лщ.
JO
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Поэтому для любого ряда

(1.5) յ շ  ո,լФ„(.т)
п=0

и любого X G [0,3), при любых натуральных к  и q (2q <  рк), определены суммы

(1.6) ак,ч( х ) ~ У 2 а „  [  Վքո(է)^1(է)ժ։..
.1=0 Jo

Пусть

S ,„ ( * )  =  « п Ф п (* )
п=О

частичная сумма ряда (1.5). Ясно, что

(1.7) 1 (ж) =  Smk֊ ] (x )  и Ок,ч( х ) =  I Smr-\( t) tp (£ l ( t ) d t  для всех г > к . .
J  о

Положим

S*{x) :=  sup |S ,„(x)|, <7*(ж) :=  sup |trfc, , ( i ) | .

В работе через С, С і , С-շ,. .  . обозначаются постоянные, а через т ез(Л ) ֊  Лебегова 
мера множества Л.

Теперь мы в состоянии сформулировать наш первый результат

Т еор ем а  1 .1 . Существует постоянная С  >  0, не зависящ ая от последова

тельностей {а ,,} и {рк}> такая, что

(1.8) а*(.г) <  C S ‘ (x), 1 6  (0,1).

Более того, если ряд (1.5) в точке х  сходится u S(x)֊cyMMa ряда в этой точке,
то

ІІШ Ok,q(x) =  S (x).
fc-*co

Это означает, что метод суммирования ряда (1.5) по формулам (1.6) регуля
рен. Отметим, что этот метод отличен от ранее рассмотренных методов сумми
рования рядов по системе Виленкина (см. [4]).

В работах [5] -  [7] доказаны теоремы единственности для простых рядов по 

обобщенной системе Хаара и системе Виленкина, порожденной ограниченной 

последовательностью р&, k  €  N, и кратных рядов по классической системе Хаара, 
мажоранты частичных сумм которых удовлетворяют некоторому условию.

В работе [5] доказан следующий результат.

Т еор ем а  1 .2 . (Б.В.Кост ин) П усть система {Ф „(а:)}^ 0 порождена ограничен

ной поохедовательностью рк, к  £  N. Тогда, если частичные суммы Smk- i ( x )  
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ряда (1.5) почти всюду сходятся к некоторой функции f ( x )  и для некоторой 

последовательности A,, է + оо  выполняется следующее условие:

В  той ж е работе [5] приведен пример системы {Փ„(օ;)}£ւ0 порожденной неогра
ниченной последовательностью Рк, к  е  N, для которой теорема 1.2 не верна.

Оказывается, что если в теореме 1.2 в условии (1.9) мажоранту частичных 

сумм S„lk- і(х )  заменить мажорантой всей последовательности частичных сумм 

S *(x), то формулы (1.10) верны для любой системы Виленкина. Точнее верно 

следующее утверждение.

Т ео р ем а  1 .3 . Если частичные сум мы S„,k- \ ( x )  ряда (1.5) по м ере сходятся к 

некоторой п. в. конечной измеримой функции f  и для некоторой последователь

ности  Ар է  + 00  выполняется условие

Urn Xpm e s{x  €  [0 ,1 ): S*(x)  >  А„} =  0, 

тогда для всех п  им еют  м есто формулы (1.10).

Э та теорема следует из более общей теоремы 1.4 и теоремы 1.1

Т ео р ем а  1 .4 . Если частичные суммы  5 т і  _ і(.т) по мере сходятся к некоторой 

п. в. конечной измеримой функции  /  и  для некоторой последовательности Хѵ |  

+ 00  выполняется

то для всех п  имеют м есто формулы (1.10).

Напомним, что функция /  называется /1-интегрируемой на множестве X  С 

[0; l ]d, если выполняется

(1.9) Шп A,,mes | х  €  [0,1) : sup |5m i_i(x)| >  A,, j  — О,

тогда для всех п  имеют место соотношения:

(1.11) lim Xpm e s{x  €  [0 ,1 ): ff*(x) >  Ар} =  0.

Ііш А • m es{x  G X  : | / ( х ) |  >  А} =  О

и существует

И з теоремы 1.4 следует утверждение.
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Теорема 1.5. Если частичные суммы S„,k֊ i(x )  ряда (1.5) по мерс сходятся к 

некоторой п. в. конечной измеримой функции }  и выполняется

Ііш А • тея{х 6 [0,1]: <т*(ж) >  А} =  О,
А-+ЭО

то функция /  является А-интегрируемой функцией, а ряд (1.5) является рядом 

Фурье этой фірікции в смысле Л-интегрирования.

В работе [3) доказано, что если ряд (1.5) является рядом Фурье интегрируемой 

функции / .  то суммы (է) по мере сходятся к /  и выполняется

(1.12) ^іш Ames{i € [0,1): Ծ՝(է) >  А} =  0.

Поэтому верно следующее утверждение.

Теорема 1.6. Д ля того, чтобы ряд (1.5) являлся бы рядом Фурье интегри

руемой функции / ,  необходимо и достаточно, чтобы суммы S mk֊ i ( t )  по мерс 

сходились к /  и выполнялось (1.12).

В работе [8] аналогичные теоремы без доказательств сформулированы также 

для обобщенной системы Хаара.

2. В с п о м о г а т е л ь н ы е  л е м м ы

Пусть семейства X =  {**.-}£_, и S =  {?*}*=] С { 1 ,2 , . . . ,п }  удовлетворяют

условиям:

(2.1) а  <  ®і <  *2 <  • • ■ <  хп <  Ь,

(2.2) Xk+qil -  xk-qk < b - a , где Жк±„ =  ж* ±  (Ь -  а), к =  1 , 2 , . . . , п.

Для каждого к  6  { 1 ,2 , . . .  ,п }  обозначим

{1, если ж =  ж к,
0, если  X Հ  [Xk-qk , Xk+qk ), 
л и н ей н ая  н а  о тр езк ах  [ж*_7і1,ж*] и  [жь,ЗД+ф,]- 

М ж )  :=  Л*(*) +  Л* (х  +  { Ь -  а ))  +  Л*(ж -  (6 -  а )) .

(2.3) Нх,б,к(х) ֊  н к[х) ■= Лк(ж)І[а,ь)(ж).

След.ѵюшая лемма по формулировке и доказательству похожа на лемму 3 из [9].

Л ем м а 2.1. Пусть семейства X =  {жа}£=1 и  S =  {^а.-}*=і С { 1 , 2 > удо
влетворяют условиям (2.1) и  (2.2). Тогда существуют неотрицательные числа

Qk, (к =  1 ,2 , . . . ,  п), такие, что

QkHk(x) =  І[„,і](ж).
fc=l

ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ СИСТЕМЫ ВИЛЕНКИНА
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО Сначала докажем, что для любого Р  С { 1 ,2 , . . . ,  п} суще
ствуют неотрицательные числа {0к}кеР  такие, что

(2.4) J ]  Pkhk(xj) =  1 для всех j  €  Р, 
кеР

(2.5) fahk(x) <  1 для всех х. 
кеР

В случае, когда carcl(P) =  1 и Р  =  {/со}, достаточно взять /9*„ =  1. Допустим 

утверждение верно при card(P) <  я и докажем, что оно верно и при card(Р) = s. 
Пусть Р  =  {հւ,հշ, . . . , к в)  и եւ <  հշ <  •■• <  к„. Для каждого набора чисел {с,-), 
Ej =  ± 1 , j  =  1 ,2 , . . . ,  «, положим

R [CJ] =  | ( 71>72. . . . . ъ) e  [о , 1]* : Sj 7™ /» ս 0% )  ֊  l j  >  0, 1 <  j  < я j  .

Убедимся, что R{C)} f- 0 при любом наборе чисел е,- =  ±1. В случае когда все
Ej =  - 1 ,  очевидно, что ( 0 ,0 , . . .  ,0) €  R [Cj)- Когда все еj  =  1, то (1 ,1 ,___1J е

так как /ц (х) >  0 для вех х  и /tfc(ifc) =  1, к =  1 , 2 , . . . , п. Пусть теперь для 
набора с j  =  ±1

e։  =  l } ,  =  — 1}

и 1 <  card(/+ ) <  s. D силу нашего предположения, существуют неотрицательные 

числа0'т, т е  Г 1՜, такие, что

(2.6) =  1 для всех j e J + ,

(2.7) 5 2  #»>л*т(*) ^  1 ДЛЯ всех :с.
т € /+

Обозначіш /?*,„ =  /3',,, если т. €  7+ и Д.,,, =  0, если т  €  /~ .  Из (2.6) и (2.7) 
следует, что /3* €  [0,1] и для всех j ,  j  =  1 ,2 , . . . .  а,

£і  \ յ 2 հ ~ 1 > հ . ( շ կ ) - ւ յ  = ! j  ^ > 0 .

Поэтому (Atj,/}*3, . . .  ,/?*,) €  -Rje/j- Итак, для любого набора {г ,} , Ej =  ± 1 , j  =  
1 ,2 , . . . .  а, множество R {Cj} не пусто.

Допустим не существуют такие неотрицательные числа к  €  Р , чтобы вы
полнялось условие (2.4). Тогда множество

А  =  j  ^  7 т Ч » (Хк, ) ֊  1 , .  • • , £  ( if c ,) -  1 j  : ( 7 1 , . . . .7 * )  €  р ,  l ] s j
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не содержит точку (0 ,0___.0). Ясно, что ճ -выпуклое и компактное множество
ո R1*. В силу второй теоремы об отделимости выпуклых множеств (см. [10], 
стр.210), существует линейный функционал £ ,  определенный на Rs, который 

принимает отрицательные значения на .4. Пусть £ (а і , օ շ,. . . ,  as) =  ^  а,а, и

, _  Г 1 если а ; > 0 ,
* լ  -1  если Oj <  0.

Тогда из нспустоты множества /?(£м следует, что функционал £  па множестве 
.4 может принимать неотрицательные значения, что противоречит определению 

функционала £ .  Полученное противоречие доказывает, что существуют неотри
цательные числа Ѳк, удовлетворяюіцне условию (2.4).

Из определения функций Л*(ж) следует, что /ік(ж) =  hk(x±(b~ a)), для любых 
ж €  [в, 6] и А; =  1 ,2 , . . . ,  п. Поэтому из (2.2) получим, что

(2.8) 5 1  Pkhk(xj±„) =  1 для всех j  G Р.
к£Р

Заметим, что на интервалах [ж*,_„,ж*,], [ж*,, ж*,], • ■ •, [ж*,.,,®*,] и [жк,,ж*,+„] 
функция 5 3  fahk(x) выпуклая, следовательно, с учетом (2.8) получим, что 

к ег

5 3  Д кМ х) <  1 Для всех ж е  [жк._„.ж*1+„].
**=р

В частности выполняется неравенство (2.5).
Таким образом неравенства (2.4) и (2.5) доказаны для любого Р  С { 1 ,2 , . . . ,  п}, 

в частности для Р  =  { 1 ,2 ,. . . , « }  существуют неотрицательные числа 0 ւ ,0 շ ,.. .,Բ ո  
такие, что (см. также (2.8))

У  М М  =  1 для всех j  =  0 ,1 , . . .ո ,ո  +  1.

Заметим, что 5 3  fikhk(x) линейная на каждом интервале [ж^,ж,+і], j  =  0, l , . . . , n ,  
fc=l

поэтому из последних равенств получим

5 3  Pkhk{ж) =  1 для всех х  е  [ж0, ж„+і).

Лемма 2.1 доказана.

ѵи
Л ем м а 2.2. Пусть Д  €  Ок-і и Д =  Ա  Д ,, где Д ,՛ €  3* и пронумерованы 

і= 1
слева направо, а Т  =  {Д Р], Д Га, . . . ,  Д г. }-некоторое подмножество множества
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Если натуральные числа {ղւ,ղշ,--.,<]տ} удовлетворяют условиям: 

q i < Y ՝  и (Д п )±,л €  У, для всех і = 1 , 2 , . . . ,я ,  

то существуют неотрицательные числа а і , « շ , . . . ,  а И такие, что

£ » Հ * ! ( 4  =  ս ( ւ ) .  
і=1

Доказательство. Пусть а:<-серединная точка отрезка Аі» < =  1 ,2, — , рь. Нетруд
но заметить, что если обозначить X  =  {а'Гі} |=1 и Տ =  (гд}*=1, то для функций 

Я і(і) =  (см- (2-3)) и интервала Д можно применить лемму 2.1. Следо
вательно, существуют неотрицательные числа /Зі,/5а,. . .  ,/5» такие, что

£ / а д ( 1 )  =  1 і (і ). 
і—1

Ясно, что (см. (1.4) и (2.3)) для всех j  =  1 ,2 ,. . .  ,pk  и t  =  1 ,2 .........?

Из последних равенств следует, что

5 2  ~ ^ f k . x rt (хі )  =  1 для всех j  =  1 ,2 , . . . .

В сылу того, что функция (է), (* =  1,2........տ) постоянная па каждом ин
тервале A j, j  =  1 ,2 ,. . .  ,pfc, получим, что

E £ a < # > - E £ a < < ‘> - w «).

Лемма 2.2 доказана. □

Л емм а 2.3. Пусть I  =  [ ^ ,  ^ )  € 3a, Е  С I, Ес := І \Е  и

(2.9) m e s(E ) < е  • | / | ,

где е  €  (0, շ0Լ +1 )• Тогда для любого ѵ >  а существует разложение

(2.10) 1 , ( 0 =  £  £ > Հ » > « ) +  Е  E f c t f w + E w S ’w ,
k=»+1 Дез* к=б+1 дезе дез„

где <р$ =  |Д |֊1Ід , обладающая следующими свойствами

(2.11) а д  > 0 ,  0ձ  >  0, 7д  >  0, тев(8иррр^д) Ո Е) >  gmes(suppp£a)),

(2-12) тез(зирр^д) Ո Տ ) >  — m esfau p p ^ ),
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и р.сли а д  փ 0 или /Зд փ 0 или 7д  ^  0, т о

(2.13) mes(A Ո Ес) >  ^mes(A).

Доказательство. Лемму докажем методом математической индукции. Когда
V =  s  + 1  из (2.9) и г <  =Հ +| получим

шез(Д Ո Ес) >  ^mes(A), если Д  €  3„+і и Д  С 7.

Поэтому, сслн для Д  €  Յտ+ւ положить 7д  =  когда Д С / ,  и 7д  =  О, 
когда Д £  7, то получим (2.10) когда ѵ =  s  +  1. Отметим, что в этом случае 

а д  =  /Зд =  0.
Докажем, что если разложение (2.10) возможно для ѵ, то возможно и для

V + 1 .  Фиксируем некоторое Д € 3„. для которого 7д  ^  0. Тогда если

(2.14) mes(A Ո Е) >  ^ m cs(A ),

то 7ду>д рассмотрим как ,9ду?д\ Причем вьшолнится (2.12). Если же

(2.15) m e s(A n S ) <  ^піе.ч(Д), 

то положим

(2.16) 3(Д) := (Д' £ Ն+1 ■■ д ' С Д, тев(Д' П £ ')  > ^тез(Д')}.

Для каждого Д' е  9(Д ) положим

(2.17) 9д - := тіп{* е  N : (Д')±, €  3 (Д )}.

Убедимся, что q&՛ <  Поскольку ;>„+і >  2, то нужно рассмотреть только
случай когда ?д- >  1. В таком случае из (2.17) следует, что хотья бы каждый 

пятый из интервалов (Д ')±і, \1\ <  <7д«, не принадлежит 8(Д )- Поэтому, из (2.16) 
имеем

т » ((Д ')« » ' Ո Ер) >  іт е з ( ( Д ' ) '» ' ) .

Из этого и (2.15) вытекает, что т е з((Д /)9д') <  |т е в (Д ). Следовательно можно 

применить лемму 2.2. Применяя лемму 2.2 найдем такие неотрицательные Т7д«, 
что

7 д Հ ’(ք )=  Е  l i ' v k r ’w .
Д'€3(Д)

Обозначив 7 д/ := г?д<, а д . := 0, если дд« =  1 и ад» :=  7?д<, 7д< := 0 если дд/ >  1, 

получим разложение типа (2.10) для Н -1, с неотрицательными коэффициентами. 

Выполнение (2.13) следует из (2.16). Из того ж е (2.16) и (2.17) следует (2.11). 
Лемма 2.3 доказана. □
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В работе [3] для интегрируемой функции /  введена функция

М * ( / , * )  =  յ  « і р   ̂ p j j  j j  q І Д У < , ( І ) И

и доказано, что

(2.18) m esfc  : М * ( f ,r )  >  А} <  յ | | / | | ւ ,  ^Інп^А- rnesfat:: М * ( / ,ас) >  А} =  0.

3. Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.1. Пусть х  €  [0 ,1 ), к, q €  N  и 2// <  р к. Допустим 

Ik,г  (интервал из Эк, который содержит точку х) имеет вид

. Г г  s г  * + 1  \
1к,Х = -----------1------- ! ------------Ւ -------- ) !

լ m * -1 тк т,к-\ Шк )

где г  е  { 0 , 1 , . . . , п і к - і  -  1}, տ €  { 0 ,1 , . . . , р к  -  1}. Сумму S,„k- \ ( x )  сгруппируем
следующим образом
(3.1)

mk- 1 Pt-lW fc-1-l Р։.-1

Sm „-i ( l ) =  Е  2  И  = : Y ,
n=0 j=0 к=0 j=0

Из определения функций Ф„(а;) (см. (І .І )-(І .З )) для Фи-лть_, (*) имеем

(3.2) Ф н-jm*., (ж) =  Ф„(х)Я£ (г) =  Ф„(з;) exp когДа ѵ <
Рк

Заметим, что функция Ф„, 0 <  и  <  гпк- 1 постоянна на

4 .x - =  [ ֊ . ֊ ) .
m k - i j

Поэтому

(3-3) , ѵ й )  =  ^ і ) ,

где Ф„(Д-,г )-значение функции Ф„ на 7*,*, т.е. Ф„(2*,я)  =  Ф„(х), а: е  Д ,я> к <
m *_i.

Из определения функций Я*, ^  и интервала h ,x имеем
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Нетрудно заметить, что

J e  ( ՝  ֊  " ) = “ - - . ( ■ ) = \  ( s f )  ՛

гд е  А',_і(и)-ядро Фейера д іія  тригонометрической системы (см. [11]). 
Следовательно, из (1.7), (3.1)-(3.4) получим, что 

.1
(3.5) п . , ( * ) = /  Y .  Е  -

• °  j = О І'=0

!  е ” е  ՛  —  . w  ( * ) ■
Обозначим

Ofc.j(i) =  5 3  ѳь Л х )’ Ѳа',-і (®) =  0.
յւ=11

Ясно, что

(3.6) |0 fc j(x )| <  S*(x), 0 < j < p k .

Применяя преобразование Абеля, из (3.5), получим

(3.7) <т,„(х) =  ^  У ՝  (Ѳм (х) -  в * . , . ,  (х )Ж ,_ ,  ( ^ )  =
Ղ fr'o V PA- /

ւ ) )  A , + A 2.

Поскольку ядро Фейера удовлетворяв!՝ условию 0 <  K q֊ i ( t )  <  |  для всех է €  

[0,2тг], то из (3.6) и (3.7) имеем, что
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. . sin (qn)
Производная функции y(u j =  ,^2 пред стаи им и следующем виде:

іпа (<у«) ц -  ^  _  2ytt.4in(r/7t)cos(7M) ֊  2  .sina («-/TtJ ц 2

siu2(</u) 2 «  sill U - 2 w -  COS u  .
(3.10) +  Ա3 ' ----------- - г ^ --------- =: ffi(«) +  <7շ(«).

Учитывая, что sinix >  -w , когда |o , - j , получим следующую оценку:

•I (lu =

(3.11)

Ր la ,(« ) |d u < Հ  Ր
Jo 4 ■/o I I

i r ¥  /'¥ l< s in (2 ()-2 s in s i | J.  , » V  А°° Iisiu (2/)  — 2 Sill2 L I _____ __
՞ ՜ Լ  I— p — г ՜ — Լ  I— і3— I r f t s ■

Ясно также, что

f *  I > 41J  ^  2  [ *  | 2 u s i n U - 2 M 2 COSu| , ,
/  \9 2 (u )\du< q  /  ---n --------------------\ d u < c 2q2.

Jo Jo I sin и I
Сопоставляя последнее неравенство с (3.9)-(3.11) получим, что

(3.12) И х| <  C3S ՝( X).

Из (3.12), (3.7), (3.8) выводим |crfc,(/(a;)| <  C.tS*(x) для всех А: €  N, 0 <  q <  դ .  Тем
самым соотношение (1.8) доказано. Теперь допустим дня х  €  [0,1) выполняется

N

(3.13) Ііш E « ~ * . W  =  s-  

Обозначим

S ^ ( x )  =  V ՝  а„Ф„(а;) и S k '(x )  =  max У ՝  а„Ф„(х)
—'  m <m t  Հ—<n=m *_i m*_i

Тогда из (3.13) имеем

JBm S**‘ (*) =  0.

Поэтому, из уж е доказанной части теоремы, получим

Um K , ( . T ) - ( S n . _ , - i . ? “ )l =  Jim  | ( S < * > , « f t ) l  <  С  Um Տ*՚*(ւ) =  о.Л֊тоь «—too 1 к —юс

Поскольку сумма Sm|r_ , - i  на носителе функции постоянна и =  1,:

(Ջո*-ւ-ւ>փ1**) =  5 m„_1_x(a;). Поэтому,

Теорема 1.1 доказана.
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Д ок азател ь ств о  теор ем ы  1 .4 . Пусть частичные суммы S mjk_ і(.т) ряда (1.5) 
по мере сходятся к некоторой п.в. конечной измеримой функции /  и для неко
торой последовательности Ар է  + оо  выполняется (1.11).

Для неотрицательного целого п выберем наименьшее տ для которого ո  <  m*. 

На интервалах /„  €  0„, и =  1 , 2 , . . . ,  т„, функция Фп принимает ненулевые посто
янные значения. Эти значения обозначим через ФП(А>)> Ясно, что |Ф»і(/и)| =  1 

для всех и  и

Следовательно, для доказательства теоремы достаточно доказать, что для лю
бого натурального տ и любого I  €  3* имеет место

Для фиксированного /  €  Э* докажем (3.14). Положим

Ер =  { х е І : (г*[х) >  Ар} и Ер =  {х  £  I : а*(х) <  Ар}

Пусть е е  (0, շ0յ1+ լ )- Выберем натуральное число р  настолько большим, чтобы 

выполнялись условия

Применив лемму 2.3 к 1 , Е  =  Ер, Щ  =  { х  6 1 : а ’ (х) <  Ар} ,  для любого ս > տ + 1 

получим разложение

о „ =  Sm.֊ \ ( t ) d t .

(3.14)

(3.15)

|ffk,,(t)| <  Ар для всех к  < 8  +  1, q <  у , է €  [0 ,1), 

Ар • шс8(і?р) <  £ • mcs(I).

к=»+і д ез *  k=s+i д ез *  Д ез„

со свойствами
к=»+\ дез* fc=j+i дез* дез„

а д  > 0 ,  /Зд >  0, 7 д  >  О, 

m e s ( s u p p ^ A) Г \Е Р)  >  ^ш е8(ви ррѵ ?д л ) ) ,  

mes(supp^ П Е р )  >  ^■mes(suppv?^)),

(3.17) F „ : = (  ( j  ( J  s u p p ^ A) ( J  [ J  suppv?^

( .̂ - j+ l  ձ€3*:օ.ձՀօ Д€3*:,Эд-о

к—1
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и докажем, что
(3.18)

5 2  5 2  ПД+ 5 2  5 1  0Д +  /С  7д  <  60ines(Bp) и 5 2  7Д <  mes(/).
а-=й4 1 деЗі. fc=*4 іДб:и дез„,дся. Д£;з„

Сначала отметим, что интегралы функций фигурирующие ո (3.16), равны 
единице. Поэтому второе неравенство из (3.18) следует из неотрицательности 
коэффициентов в (3.16). Из (2.11), (2.12) следует, что М ‘(Івг ,х)  >  і  когда 
X €  F„. Поэтому (см. (2.18))

(3.19) mes(F„) < 60mcs(2?p).

Следовательно, имеем

Ё Е«+ Е Е ■»= Ё Е /մ ճ,(<)<“+
*=«+ідез* к=»+ідеЗ(, деэ„,дс Ւ',. *.-*+ідез* յ ՛

5 2  51  йл /^ д Н О ^  + X] 1ձ [  <P(&(t)dL< [  dt<60mea(Ep).
к=*+1Д€3«, J > Д€3„,ДСР,. ՜ ՜ 7

Соотношения (3.18) доказаны. Для любого і/ >  տ имеет место

(3-20) J  Sm„-i(t)d t =  J  Sm,֊ i( t)d t

и (см. (3.19))

(3.21) |^ [ / ( « ) М -  ֊  [/W ]a, * |  <  60A„mes(£„).

Из (3.16) имеем

(3.22) I  տ „ ..,(է )*  -  յ շ  £ „ 4 / s w - i M u M * ) ՛» -
Ь=*+1Л€3* J l

Ё Е л /տ«.-ւ(«)Հ”(օ*+ E ■»[տ™.-ւ(օՀ4(ւ)*=
Ь «+1Д 63„ - ՜7 ДбЗ„

5 2  X /  Л д  [  Sm։.~l(t)4><£*4t)dt+  5 2  У՝. Ցճ [  S1Kk_ i (4)ѵ5д^(t)dt+
Ь «+1Д бЗк "  к=»+1ДбЗ»

5 2  7Д IS,„„-i(t)tp£){t)dt+  5 2  7Д f  Smu-i{t)<f>ll \ t) d t= :
Д€3„,ДС F 7 Д€3^,ДС/\Рѵ *

Wj/,1 +  և>սէ2 +  Ш„։ з +  WV-4.

Из (3.17), (3.16), (1.4) следует, что

5 2  7ДѴ>д)(<) =  І /\к ,.
дез„.д е/ур„
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Поэтому

(3.23) 4 =  [  Sm„ -i{ t)d t.
J I \ K

Из методов выборов функций <р®\ (см. (2.13), (2.16), (3.1), (2.14)),
имеем

< v  <  Ар,

IJ s m. , ( ^ > и л |  <  A ,
Поэтому, с учетом (3.18), (3.15), получим

(3.24) о-ѵ.і + ս „ ։շ  +  w„,3 <  60A,,mes(£'p) <  60emes(J).

Очевидно

(3.25) D p С E„, где D„ =  { x € l :  (/(* )]A,  փ / ( * ) } .

Из (3.20)-(3.24) следует, что для любого и >  տ имеет место

(3.26)

I [ [/(*)]Арdt ֊  /  5 m._ i(i)d t| <  [  ([/(і)]а_ -  S m„ _ , ( t ) ) J  +  120Apm es(£„). 
\J i  J i  I

Учитывая, что |ճ„,„_ւ(է)| <  А,„ когда I €  I \F „ , из (3.25), (3.26), получим
(3.27)

I [ i m ] x pd t  -  [  S m,-i(t)< ft| <  /  ( / ( i )  -  5 m„_, (t))d t\ +  122A„m es(£ p).
I Ji J i  I |У/\(г,иВр)

Поскольку последовательность Sm„ _ i(i)  по мере сходится к f ( t )  то для доста
точно больших и

mes{է €  I : |Sm„_i(«) -  f ( t ) \  >  e} <  a n e s (I).

Поэтому с учетом того, что |.Sm„-i(<) -  /(/■)| <  2АР, է G I \(F „  U Ep), из (3.27) n
(3.15) получим

\ j m K d t  ֊  Է Sm.-i( i)r f( | <  1 2 5 sim s(/) .

Теорема 1.4 доказана.

A b str a c t . In this paper, we prove uniqueness theorems and restoration formulas for 

coefficients of series by Vilenkin system. The series is assumed to  be convergent in 

measure and the distribution function of the majorant of partial sums satisfies some 

necessary condition.
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A b s tr a c t .  In this paper we prove a  BMO-esfimate for rectangular partial sums 
of two-dimensional Walsh-Fourier scries, and using this result we establish almost 
everywhere exponential summahility of rectangu!ar partial sums of double Walsh- 

Fourier series.

M S C 2 0 1 0  n u m b e rs :  42C10.
K e y w o rd s : two-dimensional Walsh system; strong sum m abilitj'; a.e. summability.

1. I n t r o d u c t io n

We denote the se t o f all non-negative integers by N, th e  se t o f all in tegers by Z 

and  the set o f dyadic rational num bers in th e  un it interval I  =  [0,1) by  Q. In 

particu la r, each element of Q  has th e  form ֆ  for some p, n  6  N, 0 <  p  <  2” .

Let ro (x) be th e  function defined by

. . /  1, if x  e  [0 ,1 /2) , , .
r " ( І )  “  1 ֊ 1 ,  if X  6  [1 /2 ,1), ro ( I  + 11 "  ’■» <*> •

T he R adem acher sj'stem  is defined by r n (a:) =  ro(2"a:), n  >  1. Let w o ,w i,. ..

denote the W alsh functions, th a t is, щ  (x) =  1 and  if k  =  2” 1 + ------Ւ 2"* is a

positive integer w ith ու >  ոշ >  • ■ • >  n „  then  to* (x) =  r „ ։ (x) ■ • • r n> (1 ). The

W alsh-Dirichlet kernel is defined by
n—1

Do (x) =  0, D „ (x) =  ^  ( x ) , n  >  1.
k=0

Given X €  I, th e  expansion

(1.1) x  =  Y l  * k 2 - (k+1),
k=и

where each x* =  0 or 1, will be  called a  dyadic expansion of x . I f  x  €  I \ Q , then

(1.1) is uniquely determ ined. For the  dyadic expansion x  e  Q  we choose th e  one

xThe research was supported by Shota Rustaveli National Science Foundation grant no.D I/9/5- 
100/13



for which lim a* = 0. The dyadic addition of numbers x ,y  €  I in terms of their 

dyadic expansions

X + y - = ^ 2 1** ՜  v d  2~(fc+1)-
fc=o

Denote IN :=  [0,2"w) and IN (z) :=  x  +  Խ - We consider the double system 

{tu„(x) X wm(y) '■ n ,m  €  N} on the unit square I2 =  [0,1) x  [0,1). Throughout the 

paper the notation a < b will stand for a < c - b ,  where с is an absolute constant. 

The norm (or pre-norm) of the space Lv  (I2) is defined by

11/11, =  ( / I /I " )  (o <  p  <  + o o ).

I f / 6 l i  (I2) ,  then

/  (n, m ) = J  f  (x i , x2) wn(xj )wm(x2)dxi dx2

IJ
is the (n, m )-th Fourier coefficient of J.

The rectangular partial sums of double Fourier series with respect to the Walsh 

system are defined by
М-1ЛГ-1

Sm,N {xi,X 2\ f )  =  Y ,  ^ 2 f ( m , n )  Wm {xi)wn(x2). 
m=0 n=0

Denote
H-l л  rn-l

5,I11 (xu x r , f )  := 5 3 / ( ^ х 2)и»і(хi ) ,  S ^ ( x i , x 2; f )  := £ f ( x i , r ) w r (x2),
1=0 r=0

where

f ( l , x 2) =  J  f  ( x i ,x 2)w i { x i) (b i,  f ( x i , r ) =  J  f ( x l ,X 2)w r (x2)d x 2.

I I

Recall the definition of the space B M O  [I2]. Let /  e Լ լ  (I2) . We say tha t /  has a 

bounded mean oscillation ( /  6 B M O  [I2])  if

ll/ll BMO := S"P J  I/ ~ /Q|2j  < OO,

where I q =  щ  j  f  and the supremum is taken over all dyadic squares Q  с  I2.

For an arbitrary sequence of numbers Հ :=  {ք„ւՈշ : »Կ, ոշ =  0 ,1,2,...}, and <5? := 
[•£-, ^ )  we define

B M O  [£] :=  sup I i f  b ^ I ^ W U t i i ) !  ,
0<n„na< o o | | , i=0 է3=Ա . •, ||BWO

where կ  is the characteristic function of a set E  с  J2.
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ON A COMPOSITION PRESERVING INEQUALITIES

We denote by L  (log L )°  (S2) the class of measurable functions /  satisfying

J  I/I (b g + 1/1)“  <  ° ° ’
I»

where log՜1՜  и  := І(іі00) logu. Denote by ՏՀ(x, f )  the partial sums of the  trigonometric 

Fourier series of / .  and let

be the (С, 1) means. Fejer [1] proved th a t օ՚ԼԱ) converges to  /  uniformly for any 

2jr-periodic continuous function, In  [15], Lebesgue established almost everywhere 

convergence of (C, 1) means for /  €  L i(T ),T  :=  [-7г, n). The strong summability 

problem, th a t is, convergence of the  strong means

(1.2) 4 r E K ( * . / ) ֊ / W f .  p  >  0,
+  fc—u

was first considered by Hardy and Littlewood in  [13]. They showed th a t for any 

/  e Z-r(T) (1 <  r  <  oo) the strong means tend to 0 a.e. as n  -»  oo. T he Fourier 

series of a  function /  €  I i (T )  is said to  be (tf,p)-sum m able a t x  €  T ,  if the  strong 

means (1.2) converge to  0 as n  -*  oo. The (//,p)-sum m ability  problem in L i(T ) 

has been investigated by Marcinkiewicz [16] for p  =  2, and la ter by Zygmund [29] 

for general case 1 <  p  < oo. In [18], Oskolkov obtained the following result: let 

/  €  £ i(T )  and let Ф be a  continuous positive convex function on [0,+oo) with 

Ф (0) =  0 and In Ф (t) =  О ( t /  In ln t) ,  t  -+ oo, then for almost all x

(1.3) Urn - i T ^ * ( | S Z ' ( l , / ) - / W | ) = 0 .
" + 1 t=o

It was noted in [18] tha t Totik announced a  conjecture th a t (1.3) holds almost 

everywhere for any /  G L i(T ), provided th a t In Ф (4) =  0 ( f ) ,  t  -*  oo. In [19] Rodin 

proved the following statement.

T h e o re m  R . Let f  € L i(T ) . Then fo r  any A  >  0

пЛ2о і Т Т  л  ՜  л * )1 )  ՜ յ ) =  0

fo r a.e. I  €  Т.

G. Karagulyan [15] proved th a t the following is true.

T h e o re m  K . Suppose that a continuous increasing function  Ф : [0, oo) -»■ [0, oo), Ф (0) 

0, satisfies the condition
ե ^Փ (է) 

um sup — -—  =  oo.
t-++oo t
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Then there exists a function f  € £-i(T) fo r which

lim sup Ф (|«Sfc (a:,/) [ )  =  oo

fo r any X б T.

For Walsh system Rodin [22] proved th a t the following is true.

T h e o re m  R 2  (Rodin). I f  Փ(է) : [0,oo) -»  [0,oo), Ф(0) =  0, is an increasing 

continuous function satisfying
log$ (t)

(1.4) bm sup — -—  <  oo,

then the partial sums of Walsh-Fourier series o f any function f  e  L \ (И) satisfy the 

condition

Um i £ > ( | 6 M * ; / ) - / M 1 )  =  0

almost everywhere on I.

In  [3] it was established that, as in the trigonometric case [15], the condition

(1.4) is sharp for a.e. Փ-summability o f Walsh-Fourier series. More precisely, in [3] 

was proved the following statement.

T h e o re m  G G K . I f  an increasing function  Փ(t) : [0,oc) ~t [0,oo) satisfies the 

condition
lo g $ (t)  

hm sup — —■— =  oo, 
l-too է

then there exists a function f  €  L i  (I) such that

lim su p ^ ^ Ф ( | 5 к  (ж;/ ) | )  =  oo fo r  any x 6 l .

The two-dimensional Fej6r summability of /  6  L log+ L (I2) was proved by 

Zygmund [30] for trigonometric Fourier series and by Myricz e t al. [18] (see also 

Weisz [2G]) for W alsh-Fourier series. The two-dimensional strong summability, that 

is,
լ  n i-lr»a-l

շա+ոշ X !  5 Z  ls * i**(* i.*2 ; / ) - / ( * i . * 2)lP - » 0  a.e. as n - >  со 
fc,=0 *2=0

was established by Gogoladze [10] for trigonometric Fourier series and for /  € 

L log+ L(T2). The same result for multi-dimensional Walsh-Fourier series is due 

to  Rodin [21] (see also Weisz [27]). These results show th a t in the  case of two- 

dimensional functions both the (C; 1,1) summability and the (C; 1 ,1) strong summability 

have the sam e maximal convergence space L  log+ L.
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ON A COMPOSITION PRESERVING INEQUALITIES

In [9], a  BM O-estimate for quadratic partial sums of two-dimensional trigonometric 

Fourier series was proved, from which almost everywhere exponential summability 

o f quadratic partia l sums of double Fourier series was derived.

The results on strong summation and approximation of trigonometric Fourier 

series have been extended for several other orthogonal systems. The problem of 

summability o f multiple Fourier series have been investigated by Gogoladze [11,12], 

W ang [26], Zhag [29], Glukhov [4], Goginava [5, 6], Goginava and  Gogoladze [7, 8] 

and G at e t al. [2]. In this paper we study the problem of BM O-estimation for 

rectangular partial sums of two-dimensional W alsh-Fourier series.

The m ain results o f th e  present paper are the following two theorems.

T h e o re m  1.1. I f  I  £  L  ( I o g i) !  (I1) ,  then

|{ (* ,,е д )  6 I 2 : BM O [Sn m  ( і „ ч ; / ) ]  >  * } | <  Ц і  +  J ІЛ ( lo g |/ l) ! J  .

The next theorem shows th a t the rectangular sums of two-dimensional Walsh- 

Fourier series o f a  function /  € І  (log Լ )2 (I2) are  alm ost everywhere exponentially 

summable to  the function / .

T h e o re m  1.2. Suppose that f  €  L  ( lo g i)2 (J2) .  Then fo r  any A  >  0

2"4 -1 2m3—1

lim  - — - —
i,ma-»oo 2mi +m a

fo r  a.e. (* ւ ,* շ) £ I2.

2. A u x il ia r y  R e s u l t s

եւ th is section we recall some known results and  prove two lemmas needed in 

the proofs of m ain results. Consider the  following operator, introduced by Schipp

[23):

\ ՅՀ1/2

Vn (*;/):= E / £  շյ՜ \  (0 5շ" (* + ̂1 + /) to
Լ '=0 Լ Տա о j

and  denote V  ( / )  :=  sup Vn ( / ) .  The following theorems were proved by Schipp [23].

T h e o re m  S c h l .  [23] Let f  e  L \  (I). Then

#»{ |Ѵ Л  >  A} <  И і  y v / l l  <  1 +  J l / l l o g ՜* ՜l / l  ( / e l l o g +  L i t ) ) .

I
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T h e o re m  Sch2. [23] The following estimate, holds:

1 ՛ "
ч Я П  S M « i l / l ) -

U. GOGINAVA

We set

Д - , 2- ,_ ,  / ('•+>)?—  0 .+ i)2 -% ni_,

Н Е Е  /  /  E 2il 4  («*) E 2il
Լ  l,=0  fa- 0  Լ  ( ,2-m , ,а31 т ,  Л - 0  >3=0

,\l /2
X 5յ>" I շ՞՚Յ ( i j  +  f]  4- e j , , .г-2 -i- էշ +  Cja; / )  d tj ժէշ) J 

For a  two-dimensional intcgrable function /  wc introduce the following functions:

l r - i  \ Հ “

■■ US4!*!,®:/)-I E  I J  £ յ ' - ,կ ( ,)^(*ւ+*+ 4 . « ; / ) * « * 1  I

Л . . , /(1+1)1 ֊ V ,  \ V ' !

= ЧР>(*і.ч;Л=І£І J  I .

and

V w  (®ւ,տշ;/) :=  s u p | Vjf*) (® ւ,ւշ;/ ) | , a =  1,2.

L em m a 2 .1 . The following estimate holds:

f  .  շ ՞ ւ - ւ շ ՚ ՞ շ - ւ  -j 1/2

(ssrss E  E; <ѵ;„„п,(*.,**I/I).

P r o o f .  Let
_  /  - 1 ,  if j  =  0 ,1 , ...,< — 1 

£j‘ (  .1 , if J  =  *-
In  [23], Schipp proved tha t

n - l  к

Dm(t) = E  !W*+i (f) E  (4 + ei)
k=0 j=0

-շ«Կ ո  (0  +  (m  + 1/2) I /n ( t) ,  m  <  2".

Then we can write 

(2 Л )

( շալ _յշ.Ո յ_1 1/2

E  E  I*-»- (/) * (°». ® a»)I2

n i=0  n2=0 J
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2mi _1 2"'a_l

—  У  У՝щ  +m շ Հ__/ ։
lll=0  ոշ=0

X £  ekxix& ֊ 'w nx (Іі +  вл ) £  І/*а\/*а+і (էշ)
І і= 0  էշ=0

X £  £>*հ232 1ѵ}п-і (էշ +  C jJ Л 1Л 2

I , 2mi- 12m3_l
1 у՝ у՝I շոււ+աշ Հ_> ճ_/

•1=0 ոշ=0
/ 5շ"ւշ".3 (жі +fi,®2 +էշ\ք) ^2 1/էյ\/է|+, (*l) 

|2 *1=0

շ - յ յ /2

x  £  ֊ fc .j.շ յ ' ՜ 1 w «. (քւ +  ei i )  ^ ֊ - d t , dt.2 1

/

m i-1

5շա,շաշ (տ ւ+ < ւ ,տ շ +  է շ ; / )  Ё  Ч ѵ * . + . ^ 1) 
р fc,=0

2 ] ,/2
^ 2  £k ,j ,  2JI 1tt»n1 ( fi +  e j , ) (ո շ  +  1 /2 )  П/т і | (<շ) d t i  d t2 >

J  ճշա1 շաշ (xi 4- h, %2 + *2; /) E  l/^v4+, (Կ)

2mi —12m2—1

շալ+էՈշ 5 3
Ո |=0 ոշ=0

( J 2m*—12m3_i

Omi+7712 /1^
n,=0  na=0

< £Կ հ շ հ  1ղսոշ (էշ  4- e ,a) — - " ■- ■(ftidtal

{ 2mi —12m2—1

Omi+mj £  £  /  5 շ - . շ - շ  ( 1 ւ + է ւ ,* 2  +  է շ ; / )

n ,= 0  ոշ=0 “շ

( 1 2"‘»_1 2m2—1

շաւ+աշ' X] И  /Տշ-ւշ«*(*ւ + *ւ,* 2  + էշ;/)
Ու=() ІІО =0 _
Ո1 =0 սշ=0

» М (ո շ +  1/2)11/ (էշ)  Ժէղմէ,շ\
( ք

{ 1 у ՝ у ՝J շաւ+աշ ճ_> ճ_/
2»1_12«*2_1 

С Е
ւ=0 Ոշ=0

(x i  + է ւ ,® շ  +  * շ ; / )  ^fcaV*2+j (*շ )



X Екф2Л֊1Ш„„ (էշ + Bji) («1 + 1/2)1/™, (է\)<1է\<Ադ 
h = о

{ am|_, 2-a_l
_ _  J ]  լ ;  |տ ,.,, . , ( »  + խ ո +կ,/)

n ,=0  Ոշ = 0 |2 Г1 1/2
^ ( » l  + 1 /2 )1 /.,  ( і і ) Л АЧ У
2"ч — 12”ч—1

2»пі+та X / Ս J  Տշ">ւ շ*"յ (х] 4- t i , ւ շ  +  էշ; / )

(2 .2)

о 1/2 ՞
X (ո , +  1/2) 1/„, (էւ) (ոշ +  l/2 )I /„ ,a (/.շ) <М *2 І } :=  £  Лі-

There is a  suitable vector

{ Д М , ( i , , i 2) : 0 <  n i <  2"“ , 0 <  ոշ <  2m’ }

such tha t 2mi —12mi ֊ i

E  5 1  |й ? , ! . ( * і . и ) |  = 1
ni= 0  ոշ=0

and

2<m,+~.)/!R l - f t ! * ' - '  | mE  « , і , І Л іѴ ֊,«  <‘>

էՈշ-1 /  m j-1  \
x  21' ՜ 1 (t i  +  ej3) J

ja=0 \* j= J j /

X Տ'շ՞4 2”»a ( i i  +  t i  +  еід, X2 +  էշ +  6j3; / )
2mi_l2m2—լ

x  X }  ^ ո շ  ( * ъ  &շ) «>„, ( t i ) w r b  (էշ )  d t i d t2

- m i—1 ուշ—1

<  /  £  2 > --4 ,„  ((,) £ ;  2 * - 4 „  « , )
j i  JI=0 И=0

x52mj2m3 (ц + էյ + ejj,ւշ + էշ + ê2; |/|) 
|2mi_12ma_! I

x E  £  Pn'L (*1> *a) « 4  (fi) (էշ) ժկժէշ.
I Ու=0 ոշ=0 

Analogously, we can prove tha t

(2.3) 2(т ,+ т а)/2д2 < I  J 2  V ' - 4 Ij։ (Կ)
I  J1=0

x 5 2>"u»s ( i i  +  էյ +  e jt ,x 2 +  էշ +  eo; | / | )



|2mi _ ! 2 m3_ l

* E  E  >a'2) Wni (t]  )  ш,‘з (e° )  w '4  (էշ) flt] d t i '
I n ,= 0  ոշ=0

(2 .4)
.էՈղ- 1

З ^ . + т О / а ^  <  I  J 2  2” - 1 I / ia (էշ) Տ շ - ւ շ - a  (x j  +  է լ +  е0,х 2 +  էշ +  е>а; | / | )

I2 із=0 
|2"‘і —1 2'nJ —1

х | Е  Е  (*І,*շ)Wn, (ti)w„, (e0)wnu (էշ)|ժէ]<քէշ.

(2 .5) 2 ( т .+ ”*з)/2й5 <  J  ՚5շ՚՞ւ 2™a (®1 +  t i  +  со, £ շ  - И 2 +  c0; | / | )

I3
|2mi _ i 2mJ_ ]

X £  E  (*1ւ® շ) wn , (« і) іи „ , (e0) w*,, (էշ) (eo) ս ս ւմ է շ ,
I n ,= 0  «3=0

w here

E  խ ( * ւ . * 2 ) ք  =  1 (»!.**) 6 18, 6 -=  2 ,4 ,5 .

N ow , w e e s tim a te  Л 3. T h e re  is  a  su ita b le  v e c to r  { / 3 ^  ( x i , x 2) : 0  <  щ  <  2m i }  such  

th a t
2m‘- i .  |2 

E  ւՏ£?(*ւ»**)| =  1> ( г і ,Х 2 ) е І 2
m =0

a n d

(2.6) շ < " » + ™ > /%

/ալ-l
2^, - 1 І /л  (* i)  5շ>ո,շ.ո3 ( x i  4 - t i  +  e j , , X2 +  t 2; | / | )

Jx /ma * - °

x |  ^  ( t i ) | * i * a .

A nalogously , w e c an  p rove  th a t

(2.7) г і т . + т , ) / ^  <  2(S/2)m, J  ( ц  +  կ + e , , * j  +

Ix/ma

|2mi _ l  I

x  E  ( * і .* а ) « * и  (eo)u»«, ( t i )  d t , t t t2)
I ni =0

/ т а —1

E  2j j ֊ 1 i / J3 (*շ)

/т і хІ Л=°

X 5 2mi 2ma ( x i  + է ւ , ւ շ  +  էշ +  е^а; I /I )

ON A COMPOSITION PRESERVING INEQUALITIES ...



(2.9) շ1քո,+ա3)/2բձ  <շ(3/2)ա, J .Տշ՚ու 2т а
(жі 4- կ ,  жа +  էշ +  со; \ք \)

I,ո, x l

х І £  0 $  ( * 1,® շ)«»Ոշ (со) W„J (էշ) d h d h ,
I սշ=0

(2.10) շ ("4 + " .) /^ < շ1 3 /1 )("> .-« ո .)  j  S j - . j - . ( * i + t i , * j  +  l i ; | / | ) .  

where
a - ' - i .  |2 2" » - i  շ

£  |Л н (* і« * а ) | = 1 - E  |/*и?(*l»*a)| = 1  (* ւ ,* շ )£ 1 * . (z i .a * )  <E Д2, s
ու=0 ոշ=0

Next, we set
2mi - 1 2m2- 1

P m ima (*1 . *2.) :=  X !  1 3  Д£?—  (*1 ՚ * 2 ) (tl)'W na (էշ) .
ու=0 ոշ=0

and use (2.2) to  obtain
2 ( т і + т а) /2 д 1

2m* —12'"a _ l  ■ ,  I . (| i+ l j? ’ m |( w r mjn li. ]

= E  E  K - f e ' j s )  /  j  Ё * ' - Ч »
l,=0 lo=0 ՛ ՝ Ja 1շ2-™2 Jl_ u

x  / С  2л ֊ 1 І /л  (էշ) 5շ-ուշո,շ ( x i  4- t i  4- ejx , £ շ  4- էշ 4- eJa ; | / | )  ձ կ ձ է շ  
հ = 0

< £ £
/ г ч - І З Г а - 1  (  (, '+ 1)2՜ ’Ու (ia+ l)2-mjm i_ , ma_ ,

« Е Е  /  /
V V Ы - -  М - -  * ■ “ i ! - °

* Տ շ ”՚ւ շւ"ւ ( շ )  4 ՜ ()  4- 6 յ1էՏ յ Հ ֊ կ  4 ՜ flj,; | / | )

Taking into account th a t
2ml —1 2m2

X I ^  0 $  { x i , x i ) w nj ( է շ ) |d t \d t2,

2m*—1 2mS—1 I . շ

£  £  K 4 ^ ) l
2mi _ 12 ma _ i  0x+l)2 rai (ia+l)2 ma

=  2" ,+ ” - Е Е /  /  t e m f t . i ! ) ! 1 * ! * !
‘‘= ° ՛ - »   ................1 - - .

=  6 ,7



2m ,+m a J  j ( t j )  էշ) |2 d tld t2  <  2 m ,+m 2j

IJ
we obtain

(2-11) Ri< Vmtm,(x i,x 3-,\f\)-

Analogously, using (2.3)-(2.10) we can prove th a t for s  =  2, ...,9  

(2-12) R * < V mim, ( x i , x 2; \ f \ ) .

Combining (2.1), (2.11) and (2.12) we conclude the proof of lemma 2.1. □

L e m m a  2.2. The following estimate holds:

V„.m  ( і „ а д  I /I )  <  V ю  ( * , , ( | / | ) )  .

P ro o f . There is a  suitable vector{a/,/a (տւ,տշ) : 0 <  ii <  2m\ 0  <1շ < 2"*3} such

ON A COMPOSITION PRESERVING INEQUALITIES ...

th a t
2"4 _1 2m2_ l

E  E  Іама(*і.*2)Іа = і
1,=0 /3=0

2mi —1 <,1+1j.2" mi,n i - l  

^ , та  (®ւ®շ;1/1) = £  /  E  * ’" 4  (*x)
h=0 j,=  0

2m2 _ l /  (Ia+1)2 -mama_ !

* E  (®ii ®շ) I /  E  2” " 4  (*>)
<2=0 Լ  ,32 - ma M=0

X52m 12т з (x i +  էյ +  e.jx, x 2 + 12 +  eJa; | / | )  dt2) dfj

շա ,_ ւ  (ІІ+1)2 /2 т 2 -1  ч Ѵ 2 2т » _ і

s E  /  Е ^ Ч ы  £
«1=0 ( յշ -m , ji= 0  \  Ia=0 /  l3=0

՜  Л Ь + 1)»-т * та-1

\  /а2—"з Л=°

x S $ ? a ( i i  + І 1 4- C j ,, Տշ +  էշ +  eJa ; | / | )  d t2)  j  d t i  

2” 1 -1  /2m* —1 \  J/2  (Ji+1)2֊m ,m i_ i

s  L  £  К і . ( * і , ч ) П  /
'>=0 V <2=0 /  ,,2_mi Ji=0
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хѴ<!>(і, +іі + »і,,*і;|Л)Лі)’) 5  Ѵт (и.адѵИ) .
Lemma 2.2 is proved.

3. P r o o f  o f  M a in  R e s u l t s  

Proof o f Theorem 1.1. Set

,r.a ( ® i ,z 2, t i ,  *շ) :=  5 3  5 3  .** (® i. ®2! / )  (* ՚ ) Ч 2 ՚
А*і =0 *2=0

J i  :=  [ І і 2 ՜” , (j'l +  1 ) 2 ՜” ) ,  J i  :=  [ » 2 ՜" .  0 l  +  1) 2 ՜ ” ) ■

Then we can write (ո յ <  ոշ)

(3.1) ll/m .na  •, Ollu,

=  sup sup (  I . , /  |/ո ,,ո յ (ւ լ,* շ ,է ւ ,է շ )
«• 0< յ , յ 2< 2™ U -Л X ./շ | У

\  ./iXJa
շ v i/S

-j— i J  fnum (xu x2,ui,u2)duidu2 dtydt2 J 
ЛхУ а )

<  I sup s u p ' +  sup sup +  sup sup 
\m < n i0 < ji,ia < 2 m n, <m <n2 0< ji ,j2< 2m m >n2 0<j i ,j 2<2m.

x A |  /  l / " " "
(Х1,Ж 2,І1,«2)

J i x Jj

J  /n i.n j (* i,* 2 .« i,U 2 )d u id ti2 ԺկԺէշ
І Л Х . /2 І  .

.7,x.7а

:=  P i (»1լ,Ոշ) +  Рг (ո ւ,ո շ) +  Рз (ո ւ ,ո շ) .

Let ու <  ոշ <  пг. Since / „ , ,Ոշ (տւ,®շ, Կ ,էշ)  is constant on 

for fixed (® ւ,ւշ) €  I2 we conclude th a t

(3-2) Р з (п і ,п г )  =  0.

Let m  <  щ . Then for P i we can write

-  ( յւ+1)2 ՞1-,ո-1 ( յշ + 1 )2 ՞* - ’՞ - 1

" I  E  E
J 1 X J 2 * i=Ji2n ' - m fc2= j22n» - m

(®i .® 2 ; / ) I q  (* i) n ,ja  (էշ) -  22m

,  (Уі+1)2в , - т - 1  (j'a+l)2na֊m - l

x  J  E  5 3  5 fc .,fca (® l.* 2 ;/)
J i x J j  fci=ii2"i-™  *3= ja2"a-m

P i ( n i , n 2) =  sup sup
”*<ni 0< ji J 2<2"



,2 \ l / 2  
x ljn , (щ ) Կ ը  («շ) duidu2\ d t \ժէշ)

G,+l)2">-’" - l  (j2+l)2"a-m—1

E  E;j2"l-"‘ fc3=j32"2-™
\S k t.k3 (®ւ,®շ; f )  -  2 " ,_ ’“ 2m ֊ " a

o\ 1/2
(ji + l)2ni ~m—1 0a+ l)2”* - m—1 2 ՝

* E  E  л (*!.«/)
fci=ji2ni ՜ "  fc3= j32" a ֊ m

( 2m‘ —1 2ma - l

(,=0 /2=0 

,Ia+ia2"*2 (®li®2i/) -  շ-"“շ-"»տ
շ"4 _1 2ma _ j  |2 \  ^

53 X! ■S»i+ii2mi.9a+»2ma (®1ւ*2;/) I
9i=0 4a=0 I J

ON A COMPOSITION PRESERVING INEQUALITIES ...

$і+А2™i ,/a+j22ma (®l,®2j /)
^ ii2 m՛  ja 2 '" a ( ^ 1 .^ 2 ; / )  +  5 i l ja 2 m2 ( г ь - т г і /ш ^ г - п ,)u ;j l2 m, (Жі) 

+5 J12"i,/a (xi,X2;fwh2^2)wh2n,3 (x2)
+5 li,la {X\,X2\ fw h 2m, ®Wj32^ ) w j l 2ml (X i)w ja2'n։  (x2) ,

(3.3) P i ( n i , n 2) <  sup sup |շ - ա , - ա 3 у ՝  у ՝
mi<m ,m a<na 0< j, <2mi,0<j'a<2ma у  “ J

^ІьІа (X l,x 2; fw jl2n.t ®Ա)հ շո շ)  -  2 ֊ " 4 - ma 

2"'1—12ma—1 |2 \  ^ 2

-  X £  5 3  5 9 i . to ( * l> * 2 ; M i2 mi ®tDj22ma )
91=0 93=0 I

/  շ - . - !

1 2  m’ 5 3  I5 lija 2 " ‘? (a-’i . ^ l M ^ m i )
\  /1=0

2 - . - 1  |2\  1/2

9i=0

(2 mj 53 l5 J i2m |.ia (X 1 >X2 '> f™ h 2" 'i)
\  I3=0

շա2- լ  .2

՜շ ՜ " 11 5 3  ^՚ »շու՚ 1 *շ:f whv՝*)



:=  Բ ո  (ու, Ոշ) +  P n  ( ո  1, Ոշ) +  P iз (»ւ> »շ) •
Next, from Lemmas 2.1 and 2.2 we obtain

Р ц  (Ո1,Ո2) <  SUp SUp Кп,,Ш2 (® 1 .® 2 ;|/ ,0J|2 " , ‘ ^ wia2'"»l)
mi <m ,mj<nj 0<ji <2'"՛ ,0<ja<2nlJ

Consequently, by Theorem Schl we can write

(3.4) I |(տւ,տշ) e Я2 : sup Pn («ւ>ոշ) >  л||

Պ Կ

y W  ( * b ® 2 ; l / l ) < f c i j  ք̂ շ  

I / (®ւ,®շ)|log+ \ f { x i , x 2)\d x 2 +  l  ) d x  1

֊ ( / l / | i o g + |/H

Since

S h ,h շ ՛՞  (®ւ.®շ; f wh 2'n) =  5 ,; (*ւ,®շ; 5 Jj2m ( / )  ս»յւ2* ) ,

we can apply Lemma 2 to  obtain Pi2 (ու,ո շ)

/  2 -1-1 vV 2
<  sup sup 2~m'  Y ՝  P /,l) (®l,®2;Sfe2ma ( / ) и у ,2"ч)

mi <m  ,ma<na 0< j, <2mi .0<ja<2ma \  1 I J

<  sup sup V(1) ( x X,X2\ | s g ma ( / )  Wjl2m, I)
m i < m  ,ma<na 0< ji<2mi ,0<ja<2ma ՝  I I/

< V W  ( « ! ,* , ; « ? > ( / ) )  ,

where s f 4  ( / )  s u p | Հ !> ( / ) | .  I f  /  e  £  (log+ i ) !  (I2), t h e n / ( x i ,■) €  L  ( lo g + 1 )! (I) 

for a.e. I ]  e  I, and  from the well-known theorem  (see [25]), we have S[2> (xi , - , / ) €  

L i (I) for a.e. i i  €  I. Moreover, we have

J S l2) { x i ,x 2; f ) d x 2 <  J  \ f { x u x 2) | (log՜1՜  | / ( а * , z 2) | ) 2 c/x2 +  1

I I
for a. e. Xi 6  I. Hence,

(3-5) ||(®ւ»® շ) еП 2 : sup P 12(ո ւ ,ո շ) >  a | |

< |{(*1.*2) e I2 : K(1) (s,,*2;S<2) (/)) > a}|

^ / 5 *2) (*b® 2; / ) d ® i^  dx2



ON A COMPOSITION PRESERVING INEQUALITIES

|/(ж ,,ат2)| (log+ \ f ( x i , x 2)\)2 dx2 +  l  J d x :

< 1 կ \ ք \ № \ ք \ ) 2 

Analogously, wc can prove that

(3.G) I |(տ ւ,3:շ) €  I2 : sup P i3 (nx,n 2) >  л | |

< j ( / l / l ( i o g + ' l / | ) 2

Combining (3.3)- (3.6) we get

(3 .7 ) Ц і и . в д і е і 2 : su p  Л  ( " , , .> , )  > л } | < і  l / l  (lo g + l / l ) '  + :  

Analogously, we can prove th a t

(3.8) | |(® ւ ,£ շ)  G I2 : sup P2 ( n i ,n 2) >  a | |

վ ( ի ք \  (i°g+ l / l ) 2 +  1

Combining (3.1), (3.2), (3.7) and (3.8) we complete the proof of the  theorem. □

Proof o f Theorem 1.2. The result can easily be deduced from Theorem 1.1 and 

John-Nirenberg theorem (see [9]). So, we omit the details. □
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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  О П Е Р А Т О Р О В  В  А Н И З О Т Р О П Н Ы Х  

П Р О С Т Р А Н С Т В А Х

А. А. ДАРБИНЯН, А. Г. ТУМАНЯН

Р о сс и й ск о -А р м я н с к и й  (С л а в я н с к и й )  Университет1 
Е-гааіІя: arm an .darb inyan@ rau.am , an i.tum anyan92@ gm ail.com

Аннотация. Работа посвящена априорным оценкам специального вида и 
фредгольмовости дифференциальных операторов, действующих в анизотроп
ных соболевских пространствах в R” . Изучаются условии на символ опера
тора. необходимые для выполнения априорноП оценки. При определенных 
условиях па коэффициенты получены априорные оценки в соотвествующпх 
весовых пространствах.

M S C 2 0 1 0  n u m b e r :  35Н 30, 47А 53.

К л ю ч е в ы е  с л о в а :  ф ред го л ьм о в о сть ; и н декс  о п ер а то р а; а п р и о р н ая  оц ен ка; по- 
луэл л и п ти ч ее к п й  оп ератор .

1. В в е д е н и е  и  о с н о в н ы е  п о н я т и я  и  о п р е д е л е н и я

В ра б о те  и ссл ед уется  ф р ед го л ьм о в о сть  и  вы пол н ени е  с п ец и ал ьн ы х  а при ор

н ы х  оц ен ок  д л я  д и ф ф е р ен ц и ал ь н ы х  оп ераторов  со сп ец и ал ьн ы м и  п ерем ен н ы м и  

коэф ф и ц и е н т ам и  в  а н и зотроп н ы х  с оболевски х  п р о стр а н ств ах  в  R " . Д л я  р а сс м а т 

ри в аем ы х  оп ер а то р о в  ус та н ав л и в ае т ся  с в я з ь  с п олуэл л и п ти ч н остью .

Д л я  си н гу л я р н ы х  и н тегр о -д п ф ф ер е н ц и а л ьн ы х  о п ераторов , оп ред елен н ы х  н а  

г л а д к и х  к о м п а к т н ы х  м н огооб рази ях  с краем  и  б ез  к р ая  М . С . А гран ов и ч ем  (см.

[1]) п о л у ч ен а  а п р и о р н ая  оц ен к а , ус та н о в ле н а  эк в и в ал е н тн о с ть  ф ред го л ьм о в о сти , 

вы п ол н ен и я  ап ри орн ой  о ц ен ки  и  эл л и п ти ч н о сти  в  о п ред елен н ы х  с оболевски х  

п ро ст р а н ст в ах . В ра б о те  [2] п ол учен ы  а п ри орн ы е  о ц ен ки  д л я  п ол уэл л и п тич е- 

с к и х  оп ераторов  с п остоян н ы м и  к оэф ф и ц и е н т ам и  в  о гр ан и ч е н н о й  обл асти  и н а  

основе эт и х  о ц ен ок  д о к а з а н а  ф р ед го л ьм о в о сть  т ак и х  оп ер ато р о в . В  [3] п олучен о

Работа выполнена в рамках тематического финансирования РАУ из средств МОБНРФ и 
при поддержке тематического финансирования комитета науки при МОН РА (код проекта SCS 
N 15Т-1А197).
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необходимое и  д о ста то ч н о е  услови е ф р ед го л ьм о в о стн  д л я  п р о и зв ол ьн ы х  оп ера

торов  с  п остоян н ы м и  к оэф ф и ц и е н там и  в  ан и зо тр о п н ы х  п р о стр а н ст в ах  в  R " . И н 

в ар и ан тн о сть  и н дек са  п ол уэл л и п ти ч ески х  оп ер а то р о в  н а  ш ка л е  ани зотроп н ы х  

п ростран ств  и ссл ед о в ан а  в работе  [4].

О п р е д е л е н и е  1 .1 . О гран ичен н ы й  ли н е й н ы й  операт ор Л , оп р ед елен ны й  н а  всем  

б ан аховом  прост ран ст ве  X  и  д е й ст в ую щ и й  в  банахово  прост ^нінпппо  Y ,  н азы 

ва ет с я  п -н о р м а л ъ н ы м , е сл и  в ы п о л н я ю т ся  следую щ ие  у сл о в и я :

( 1) яд ро  операт ора А  я в л я е т с я  ко н е чно м ер н ы м  fd im  К с г (А )  <  о с ):

(2) о бласт ь зн а ч е н и й  операт ора А  з а м к н у т о  ( Іт ( А )  =  Іт { А ) ) ;  

и  н а зы ва ет с я  ф редголъм овы м , е сл и  кром е т ого

(3) коядро операт ора А  кон ечном ерн о  fd im  c o ke r(A )  =  d im  Y / I m ( A )  <  с о ).

О п р е д е л е н и е  1 .2 . О гран ичен н ы й  л и н е й н ы й  операт ор А ,  определен ны й  н а  всем  

банаховом  прост ран ст ве  X  и  д е й ст в ую щ и й  в  банахово n p o c m jn n cm eo  Y ,  н азы 

в ает ся  cl-н о р м а л ь н ы м , е сл и  в ы п о л н я ю т ся  следую щ ие  у сл о в и я :

( 1 )  ядро  с о пряж енн ого  операт ора А * к о н ечном ерн о  fd im  К е г ( А ’ ) <  о с )  ;

(2) о бласт ь зн а ч е н и й  операт ора А  за м к н у т о  ( І т ( А )  =  І т ( А ) ) .

И н дексом  ф р ед г о л ь м о в а  о п ер а т о р а  А  н азовем  р а зн о сть  м еж д у  ра зм ер н о с т ью  

я д р а  и  к оядра :

in d  (Ճ ) =  d im  K e r ( A )  -  d im  c o ke r(A ) .

П усть N  м н о ж ество  н ату р а л ь н ы х  ч и сел , R "  -  н -м ерн ое  е вк л и д о во  п ростран ств о , 

Z-r -  м н ож ество  н еотри ц ател ьн ы х  ц ел ы х  чи сел , Z +  -  м н о ж ес тво  и -м е р н ы х  м уль- 

т ш ін д е к со в , N "  ֊  м н ож ество  ո -м ер н ы х  м ул ьтн и нд ек сов  с  н ату р а л ь н ы м и  ком п о

н ен там и .

Д л я  k  G 1  и  и  е  N "  об озн ачи м

(К " )  =  / „  е  s '  : S -  ф у н к ц и я , | |» | |էյ> =  Ա  |€  ({)|2 (1 +  |£ |„ )”  < сс

гДе  \Հ 1  — (5Z IL i t i " 1) * Տ ' п р о стр ан ств о  обобщ енн ы х ф у н к ц и й  м ед л ен н ого  ро 

ста , и  -  п р ео б р а зо в ан и е  Ф урье  расп р ед е ле н и я  и.

З а м е ч а н и е  1 .1 .  И з рав ен ст в а  П арсеваля  следі/ет , ч т о  п р и  к  €  Z +  н орм а  в 

п рост ран ст ве  / / fc," (R n ) э к ви в а л е н т н а  следую щ ей:

А. Л. ДАРБИНЯН, А. Г'. ТУМАНЯН
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П у сть  С  (R " )  м н ож ество  н еп реры вн ы х  ф у н к ц и й . Д л я  г  G Z + , ѵ  G N " обозн ачи м  

С “ (К " )  :=  | n ( l ) : D aa (x )  С С (К ” ), su p  | і Л ( * ) |  <  °о ,Ѵ 0  е  Z J  «.է. (/Տ : I/) <  r  j . 

C “ ( R " ) =  { J  C 'J ' ( R “ ) ,
Г6Я+

Q  =  {g(x) €  С  (R n ) : g {x )  >  0 , Vx G R " } ,

Qr'“ =  jff(x) e  C r " ( R " ) : g (x )  G Q  и =t 0, ■ =* 0 ПРИ 1*1 ->  °°>

p e Z 1 , O < ( 0 : v ) < r ^ .

Д л я  fc G Z + , j /  G N "  и  q  G Q  об озн ачи м  / / * ,* '(R ") м нож ество  и зм ери м ы х  ф у н к ц и й  

{ и } с  норм ой

=  Е  ll-°‘W M < ” ) , l l « • • ) < “
(с:и)<к

Р а с см о т р и м  д и ф ф е р ен ц и ал ь н о е  вы раж ен и е

( 1 .1 )  Р ( * , 0 ) =  £  « „ ( * № ” ,
(о:к)<*

гд е  s  G N .a  G Z £ , i / G  N n , ( a : v )  =  %  +  ■■■ +  D °  =  £ > ? ՛.  . .£ £ - ,£ > ,•  =  

*  «  ( * і ,  . . . , * • )  €  R “ , Օօ(«) G С  (R n ) .

О бозн ач им

(1 .2) f t ( * , D )  =  £  « . W O “
(a:i/)=e

гл авн ую  ч а сть  д и ф ф е р ен ц и ал ь н о го  в ы р аж е н и я  P ( x ,D ) ,  а

(1 .3 ) Р .{ Х ,  0 =  £  о а ( х ) Г
(а:к)=и

с им вол  гл ав н о й  ч а ст и  Р  (х , D ) . О бозн ач им

(1 .4 ) L ( * , D ) =  £  а „  ( і )  В ”
(л :?)<й

м л ад ш и е  ч л е н ы  д и ф ф е р ен ц и ал ь н о го  в ы р а ж е н и я  Р  (х,Ю ).

О п р е д е л е н и е  1 .3 . Д и ф ф е р е н ц и а л ьн а я  ф орма Р  (x ,D )  п о л у э л л и п т и ч п а  ѳ т очке  

хо G К " ,  е сл и  Р 8 (х о ,£ )  փ  0,Ѵ£ G R ” . |£ |  փ  0 . Д и ф ф е р е н ц и а л ьн а я  ф орм а Р ( х , D) 

п о л у э л л и п т и ч п а  в  R ՛1, если  Р ( х ,  D ) п о л у э л л и п т и ч п а  в  каж дой  т о ч к е  х  G R " .

Д л я  п о л о ж и тел ь н ого  ч и с л а  N  и  хо G R ” об озн ачи м

К ц  =  {х  G R "  : |х | <  ЛГ}, K N ( x 0)  :=  { х  G R ՞  : |х  — х 0 | <  N ) .
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2. Н е о б х о д и м ы е  у с л о в и я  в ы п о л н е н и я  а п р и о р н ы х  о ц е н о к  

П у сть  А* е  N , к  > a, զ 6  Q  и  к о эф ф и ц и ен ты  д и ф ф е р ен ц и ал ь н о й  ф о р м ы  Р ( х ,  В ) 

в и д а  ( 1 . 1) уд овл етворяю т условиям :

| і А . ( * ) І  <  С ' , 1  V a .jS  е  Z "  ( а  : I/) <  », (,9 : к )  <  к  -

Н етрудн о зам ети ть , что  Р (з :, В ) п о р о ж д ает  огран и чен ны й  л и н ей н ы й  о п ератор  и з 

# * ՛" ( R " )  в  О бозначим  э т о т  оп ератор  через  ( Р ; # * ՛" ) .

Т е о р е м а  2 .1 . П ус т ь  д л я  диф ф еренциальной  формы Р ( х ,  В ) с н екот орой пост о

ян н о й  С  >  0  в ы п о лня ет ся  оценка:

(2.1) <  С  ( | | Р « | | і - . „  +  М « « - ) )  ,Ѵ ч  Е Հ  - ( К " ) .

Тогда Р  ( х ,  В )  п о л у э л ли п т и ч е н  в  R " .

Д ока за т е л ьс т в о . П ред п ол ож и м  обратн ое, ч то  Р ( х -,В )  не  полуэллигітичен  в Р.", 

т о  есть  сущ ествую т ж0,£ °  е  R " , |£ ° | փ  0  т ак и е , что  Рв (э ;° ,$ ° ) =  0.

П усть N  лю бое ф и к си рован н ое  пол ож и тел ьн ое  чи сло  и ф 6  С ^ ( Р .п) ,  ա ղտ ՛ի  с  

А',ѵ(а;0), | | ^ | | i 2(E") =  1. Д л я  п олож и тел ьн ого  ч и сла  А об озн ачи м  А І£ °  =

и  п \,ѵ [х )  =  с 1^ '* )ф (х ). Т ак  к ак  д л я  прои звол ьн ого  о  6  Z ”

0<f)<O

т о  д н я  всех  а  €  Z " ,  ( а :  и )  < к  имеем

IID - W ,  ■ =  А<“ !->| (5“ ) °  1110 +  о(А<«->).

Т огда

(2 .2) І К » Ь , ֊ . , =  £  А<“ “-> |(е ° ) "  1 1 1 0 - + о( А‘ ) ш р и А - , 00.
(Q М)<к

С  д р у го й  сторон ы , в  сил у  услови я  н а  к о эф ф и ц и е н ты  Р ( х ,В )  и  у ч и т ы в ая , что 

Ф €  C ^ °(R n ), зиррф  с  I<n (x ° )  д л я  всех  а  е  Z J ,  ( о  : ѵ) <  к  -  s  п ри  А оо имеем

Р -(І> (* ,0 ) «»„)*<*— < " » |№ )

<  I ( 0 °  |At"=")A- ■ ^ т я ^  | P . ( i , { “ ) ll |*  ■ «‘‘ — ‘■“ ’W )  +  о(А‘ ).

О тсю д а  п ри  А - »  оо п олучи м

(2.3)

І | Р « , <  £  I («” ) “  I А(“ -> + - и я  |Р . ( І ,Л | | |Ф ч < * - ‘ - ( ” ' - » | | і , (1!. )+ о (А Ч .
(а:ѵ)<к—я յ
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Т о г д а  из оц ен ки  (2 .1) в  сил у  (2 .2 )-(2 .3 ), р а зд ел и в  на  А*' и  устрем ив  А —г ос, 

п олучи м

( 2 4 )  £  ! (5 ° ) “ 1 < с  £  |Р . ( * ,{ " ) | .
(n:v)=k (n:v)=k—a * W

Т ак  к а к  і/ е  N B, i  €  N ,A  >  я, т о  н етрудн о зам ети ть , ч то  сущ ествую т п ол ож и 

тел ь н ы е  ч и сла  S i  и  6շ т ак и е , что

(2 .5 ) Н  £  і н г < і і е й  £  І Г І < « и - « е к " .
(ам)=к (а:і/)=к-а

С учетом  (2 .5) и з  (2 .4 ), п олучим

О бозн ачим  (£0) '  =  ( - 4 т , . . . ,  - 4 п г  
\ I P \ P  І€°І֊П

В  сил у  1/(/-одн ород н ости  п о р я д к а  տ м н огочл ен а  Pa( x ,Q  им еем , ч т о  Р , ( х , ^ ° )  =  

|€ ° |* Л ( * ,  (£ °) ) д і я  всех  X б  К " . С л едовател ьно

(2 .6) « i l r t  <  C h \ ? \ і  д 1  |Р .  ( * ,  ({“) ' )  I-

Ъ к  к а к  Р ,  ( .1 ° ,(5 0) ' )  =  |<0| ; ' Р . ( * 0,« ° ) ,  т о  в  сил у  о б ратн ого  п р ед п ол ож ен и я  

по л у ч и м , что  Р а (хи, ( £ ° ) )  =  0 . С ледов ател ьн о  в  сил у  н еп реры вн ости  к о эф ф и ц и 

е н тов  Р „ (х ,В )  сущ еств ует  ІѴ0 >  0  т ак о е , что  m a x  |Р*(.т, (£ °) ) | <  4 է .  П о- 
x€/f*r0(*°) 1

следнее п р и  N  =  N o  п рот іш оречн т  оценке (2.6) и  д о к а з ы в а е т  теорем у. □

Т е о р е м а  2 .2 . (см . [5] т ео р е м а  7.1). П ус т ь  Е ,  F , Ео банаховы  прост ранст ва,  

п р и ч е м  Е  ко м п а к т но  вло ж е н о  в  Е о . П у с т ь  А  о гр а н и че нн ы й  л и н е й н ы й  опера

т ор, д е й ст в ую щ и й  и з  Е  в  F .  Д л я  т ого, чт обы  операт ор А , д е й ст в ую щ и й  и з  Е  

в  F ,  бы л п -н о р л іа л ь н ы м  н еобходим о и  дост ат очно вы п о л н е н и е  априорн ой  оц ен 

ки :

М *  £ С ( М * | Г 4 - М * ) , Ѵ ! » Е £ .

И з  тео р е м ы  2 .2  п ол учаем  следую щ и й  результат.

С л е д с т в и е  2 .1 . П ус т ь  Р ( х ,  D ) диф ф ерен циальн ая  ф орма вида  (1 .1 ). Тогда для  

т ого, чт обы  операт ор  ( Р ;  Н ^ ՝ѵ) б ы л  п —н о р м а л ьн ы м  необходим о  и  дост ат очно, 

чт обы  с некот орой  п о с т о ян н о й  С  >  0  и  некот оры м  ч и с л о м  М  >  0  вы по л н я л а сь  

с лед ую щ а я  оценка

H u lk ,., <  С  ( l lP tt lU -.., ,,+  Н а д , ) ) . Ѵи е  н ?  ( R - ) .
51
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Л е г к о  у б ед и тьс я , что  іга теорем ы  2 .1 , в  сил у  с ле д ств и я  2.1 с л е д у ет  у тв ер ж д е 

ние.

Т е о р е м а  2 .3 .  П ус т ь  ( Р ;  Н к '“) ф редгольм ов операт ор. Тогда Р(х,Ш>) по л уэ л -  

л и п т и ч е н  в  R " .

Н етруд н о  уб ед и тьс я  в с п рав ед л и вости  с лед ую щ его  у т в е р ж д е н и я , я в л я ю щ его 

с я  ан ал огом  п р ед л о ж е н и я  1 .8 .1 из [8].

П р е д л о ж е н и е  2 .1 .  П у с т ь  к \ <  к  < հ շ . Тогда д л я  лю б ого  е  >  0  н а й д е т с я  С , >  О 

т пкос, чт о  д л я  ф у н к ц и й  и  €  І І к'і ՝і'  ( К ՞ )  справедливо  н еравен ст во

З а м е ч а н и е  2 .1 .  В  общ ем  с лу ч а е  и з  п о л у э л л и п т и ч н о с т и  в  К "  н е  с ле д у ет  вы 

п о л н е н и е  априорн ой  о ц е н к и  (2 .1 ).

П ров ери м  э т о  д л я  ц =  1. Р а с см о т р и м  п о л у эл л и п ти ч ес ку ю  в Е п д и ф ф е р е н ц и 

а л ь н у ю  ф о р м у  P ( .T ,D )  так у ю , ч то  а„  (ж) 0  п ри  |х | - »  ос՛ д н я  всех  (о  : ѵ)  =

я . о  £  S ” . П о к аж е м , ч т о  а п р и о р н ая  о ц ен к а  в и д а  (2 .1) не  в ы п ол н я ется .

Д л я  f t  С  К п об озн ачи м  Л  (Р „ , f t)  :=  ш а х  su p  \ап  (®)|.

И з  у сло в и я  н а  к о эф ф и ц и е н т ы  след ует , ч то  д л я  п рои зв о л ьн о го  г  >  0 сущ еству 

е т  7Ѵ =  N ( e )  т ак о е  ч т о  Д (Р Я, Шп \ К , \ )  <  s .  Д о п у с ти м , ч то  и м е ет  м есто  о ц ен к а

(2 .1 ). П у сть  ф €  С ц ° ( Е " ) ,0  <  ф <  I и ф (х) =  !  при х  €  К ц .  Т о г д а  и з  о ц ен к и  (2.1) 

след ует

(2 .8) 11(1 ֊  <  С  ( | |Р ( 1  -  * ) « І І * - . , ,  +  11(1 -  « )tx |U j(R- ) ) , V u  €  f f ^ f R " ) .

11(1 -  < с ՛  (Д(Р*,кп\А'д/)||(і -  ^)u||fc,v + |խ||ձյ(?.ո)) , Ѵы e  и к՝и{ъп).

Д о к а ж е м , что  о ц ен к а  (2 .9) н е  м о ж ет  в ы п о л н я ть с я  д л я  в се х  и  G Н к՝"(В-п ).

П у ст ь  7)(х) е  C g ^ R ” ) т а к а я , что  0 <  т)(х) <  1 , т](х) =  1 п ри  |ж| <  1 и  г/(і )  =  О 

п р и  |х | >  2. П у сть  х 0 е Ш п \ K n  т а к а я , что  K 2(xq )  с  R ”  \  АГ,ѵ-

О бозачн м  и т (х )  =  Վ ւո  ■ (х  -  хо )), m  е  N , т о г д а  д л я  п р о и зв о л ьн о го  /3 €  Z +

(2.7)

П р и м е н я я  П р ед л о ж е н и е  2 .1 , и з  (2 .8) л егк о  п ол учи ть

В озьм е м  е  <  -Այ. Т огда  п о л у ч и м  о ц ен ку

(2.3) 1(i -« « IIv <C"M Il,b .,,

В й « т ( х )  =  П І^І {D BTl) {т  - ( X - X o ) ) .

(2-
[0:v)<k

52



ОБ АПРИОРНЫХ ОЦЕНКАХ И ФРЕДГОЛЬМОВОСТИ

О чеви д н о, ч т о  о ц ен ка  (2.10) не  м о ж ет  в ы п ол н я ться  д л я  д оста то ч н о  больш и х 

т .  П ол у ч и л и  проти воречи е, д ок азы ваю щ ее, ч т о  д л я  так о го  оп ер а то р а  ап р и о р н ая  

о ц ен к а  в и д а  (2 . 1) не  вы пол н яется .

3. Д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  в ы п о л н е н и я  а п р и о р н ы х  о ц е н о к  

П р е д л о ж е н и е  3 .1 .  П у с т ь  Р  (х ,  В ) п о л у э л л и п т и ч с с к а я  в  R ՞  диф ф еренциаль

ном ф орма вида (1 .1 )  с коэф ф ициент ам и и з  C ° ° (R n) и  п о с т о я н н ы м и  коэффи

ц и е н т а м и  в  г л а в н о й  ча с т и . Тогда п р и  про и зво льн о м  к  €  R , к  >  0  с н ек о то р о й  

п ост о ян н о й  С  >  0 вы п о л н я ет ся  оценка:

(3.1) ІМ и.»<С(||Р«|к_„ + Н д а ) ),

Д о к а за т е л ьс т в о .  О бозн ач им  ч ерез  Р*(£) сим вол  гл ав н ой  ч а сти  Р ( х ,В ) .  И з  по- 

л уэл л и п ти ч н о стп  Р  (х .  В ) следует, что  сущ еств ует  п ост о я н н ая  6  >  0  т а к а я , что

(3.2) ІД (С )І>г|{і;,ѵееК”.

Р ассм о тр и м  о п ератор  

(3 '3)

И з  о ц ен ки  (3 .2 ) следует, ч т о  До я в л я е т с я  огран и чен ны м  л и н ей н ы м  оп ератором , 

д ей ствую щ им  и з  H k~։ ՝v  (R " )  в  Н к ՝ѵ (R n ).

Т о г д а  RqP s  м ожно п р ед с та в и ть  в ви де

Д о Р я =  І  +  Т ,

где  Т  =  Н етруд н о  зам ет и т ь , ч т о  д л я  п р ои зв ол ьн ого  к  €  R  о п ер а 

т о р  Т  я в л я е т с я  о гр ан и ч е н н ы м  ли н ей н ы м  о п ератором  из Н к~ в,ѵ (R n ) в  І І к՝и (R " ). 

Т о гд а  д л я  R u P  (х ,  D )  п олучи м  следз'ю щ ее п ред ставл ен и е  

Д о Р  (х , D )  =  Д о Р , ( D )  +  R o L  (х , D )  =
(3.4)

=  I  +  T  +  R o L { x ,D ) .

И сп о л ь зу я  п ред став л ен и е  (3 .4 ), в  сил у  оц ен к и  (2 .7 ), п ол учи м  

М к „  =  ІІД оРи  -  Т и  -  Л „ £ » ||* ,„  <  С  ( | | Я « | | , - . ,  +  М І І , ( » . ) ) , Ѵ« 6 

Э ти м  у т в ер ж д е н и е  п р ед л о ж е н и я  3.1 д о к азан о . □

Д л я  д и ф ф е р ен ц и ал ь н о й  ф о р м ы  Р ( х ,  В ) в и д а  (1 .1 ) об озн ачи м

Д о (Р*) =  m a x  su p  |a tt ( х )  -  аа  ( 0 ) | , 6 =  6(P S) =  m in  |Р а(0 ,£ ) |.
('»:•')=* I 6R" l€U=i



П р е д л о ж е н и е  3 .2 .  П ус т ь  Р ( х ,Ъ )  п о л уэ л ли п т и ч е ск а я  диф ф еренциальная  фор

м а  в  R ” вида  (1 .1 ) с коэф ф ициент ам и и з  C ° ° (R n) . Тогда д л я  произвольн ого  

к  б  R , к  > s  суѵ і,ес іт ует  щ  =  i f t (k ,  S ) >  0  т акое, чт о  п р и  Д о  ( Л )  <  %  с 

некот орой п о ст оян н ой  С  >  Ո в ы п о лня ет ся  оценка:

(3 .5) И » , ,  ^  с  (Ц Л » Ь - . .*  +  ІМ ІЫ * " ))  . ѵ «  €  H k  u  (R n ) •

Д ока за т е л ьс т в о . Т ак  к а к  P * ( 0 ,D ) : Я к,1' ( К " )  ֊+  # * ~ e,l'( R n ) у д овл етв оряет  усло

в и ям  п ред л ож ен ия  3.1, то

(З.С) I M U , <  С  ( | |Р .(0 ,  D )« |U ._„„  +  j|u | | , , V ii 6

Д и ф ф е р ен ц и ал ьн у ю  ф о р м у  P e(0 ,D ) представи м  в  следую щ ем  ви де 

Р *(0 , D) =  Р ( х ,D ) ֊  (Ря ( х ,D ) -  РД О .О )) -  Ц х ,Ь ) .

И сп ол ьзуя  это  пред ставл ен и е  из оц ен ки  (3.6) с некоторой  постоян н ой  С  > О 

п олучи м

Н ѵ  <  С  ( | |Р , ( 0 ,D H I » - . , .  +  | | « | | « Е . , )  <

<  С  ( | |P « | | t - . , „  +  | ( Р . ( х ,  D )  -  Р . ( О , +  М ы « . , ) , 

V» е Я*'-( R“).

О тсю да в  сил у  П р ед л о ж ен и я  2.1 д л я  прои звол ьн ого  е  >  0  п олучи м

М м  s  с  (І ІР « Ь -.,»  +  Д < |(Р .)ІМ Ь  +  i l l * .  +  (с ,  +  1 ) М з д р ) ) , ѵ »  е

П р и  С е  <  1 п ол учи м

N k ,  s  j S c i  (Iр “ 11‘- ՛ - + ( й  + 1)II“ IU=(k-) + А о(А )ІН М . Ѵ»е Я*--(Г).
П усть Д о(Р л) < Դ )- .=

Т о гд а  с  н екоторой  п остоян н ой  С г >  0 отсю д а  п олучи м  треб уем ую  оценку

I M k „  <  с2 ( | |Р и ||* _ Яі„  +  И і . ( * ) ) , V u  б  Н к՝и {Шп )...

□
Рас см о тр и м  следую щ и й  к л асс  д и ф ф е р ен ц и ал ь н ы х  ф о р м

Р ( ж ,В ) =  £  Հ (ւ )ց (շ ;)< 4-<“ :,,» £ “  +  P ( z ,D ) ,
fc:v)<$

где  а °  (ж) б  C fc~*,,,(R n ) 1g б  Q  и

P(ar, D ) =  £  ba ( x ) D a ,

(“ :«)<»

где D ft(ba ( x ) )  =  „ ( д ф - ^ Ж / М )  п ри  |х | -► оо д л я  всех  ( а  : і/) <  s ,  (0  : и )  <  

к - в .

А. А. ДАРБИНЯН, А. Г. ТУМАНЯН
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Д л я  хц  €  Е "  обозначим

P V . D ) .  y .
(o:i/)<a

р Ч * , ® ) -  “п0 Ы ч ( х ) (я~ (п:,' >)о п +  щ х , щ .
(Oil/)<«

У с л о в и е  3 .1 .  П ус т ь

а°0 (х а )Хи - {аи,))£а  փ  О, Ѵ£ €  R " ,  А >  0.
(«:.,)<*

П р е д л о ж е н и е  3 .3 .  П ус т ь  զ  6  " u  P * (* .© )  п о л у э л ли п т и ч е с к а я  в  R "  диффе

р е н ц и а л ь н а я  ф орма, у довлет воряю щ ая  усло ви ю  3.1. Тогда с некот орой  пост о

я н н о й  С  >  0 и  ч и с л о м  М  >  0 вы полняет ся:

(3 .7 ) M t a ,  S с  ( Ц Я '- Ь ֊ , . . , ,  +  М « к » > )  . Ѵ « €  Я * '  (В*).

Д о к а за т е л ьс т в о .  П ри  услови ях  п р ед л ож ен и я , в  сил у  теорем ы  4.1 и з  [6], с неко

торой  п остоян н ой  С \ >  0  и  числом  М \  >  0  вы п о л н я етс я  оценка:

(3.8) |խ||*,„,, < с ,  (|| + М м * „ ,, ) ,  ѵ» € я ; ՛"  o n .

Т о г д а  и з о п ред елен и я  д и ф ф е р ен ц и ал ь н о й  ф о р м ы  P ll(x , D ) получи м

(3.9) ||Р°«||*-.Л,  < \\ԲԿհ-».ս,„ + v« € H ^ (R n).

Т ак  к а к  D ^ (b a (x ) )  =  o(g(x)*- '̂>:*'̂ + ^ :*'^) п ри  |®| -+  oo д л я  в сех  ( а  : ѵ )  <  з ,  

{ Р : ѵ) <  к  -  в , т о  д л я  п рои звол ьн ого  е >  0 сущ еств ует  N ( e )  >  0 т ак о е , что

J y - ^ h L )  < ՛■ ՝ * 6 « " \ J r » W . ( « : > ' ) S i , t f : i ' ) S * - . .

П у ст ь  ф  €  C g °(R n ) ,0  <  ф (х )  <  1, ф (х)  =  1 п ри  всех  |z |  <  1 и  ф (х )  =  0  п р и  всех  

|.т| >  2 . О бозн ач им  ф<(х) =  Փ ( յ յ է յ )  €  С§°(.R " ) .

С  н екоторой  п остоян н ой  Շ շ  >  0  п олучи м  

(ЗЛО) ||Д((1-А)»)||к-.,»,,<с,£||« ||к,„,, ,Ѵи е я^"(И”).

В  с и л у  п ол уэл л и п ти ч н ости  P J (® ,D ), п р и м е н яя  ап р и о р н у ю  о ц ен к у  из р а б о ты  [7], 

п ол учи м

(3.11) IIRWvu) < СзІІ^чЦ*.֊., < С, (ИР1* - , , - . ,  +  к і ч г м )  ■
И з о ц ен о к  (3 .8 )-(3 .1 1 ) с  н екоторой  п остоян н ой  С в  >  0 п ол учи м

(3.12) IM k .i,., <  C s  ( | |Р 1и||»:_ віѴ, ,  +  ||« ||і ,3( * м )) +  СіСзеЦ иЦ к,,,.,,

гд е  М  =  m ax(A r( e ) , i l / i ) .  В озьм ем  £ <  и  п о л учи м  оц ен к у  (3 .7 ) д л я  оп ер а то р а

(Vя ; Я ^ ) .  1 2 □
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Д л я  д и ф ф е р ен ц и ал ь н о й  ф о р м ы  Р ( х ,  D ), i n  6  R "  и ց  6  ф об озн ач и м  

Д (P ,q )  :=  ш ах  su p  I B ' K W ^ W W - r n

Т е о р е м а  3 .1 . П ус т ь  г/ €  Q k'1'  u  Р { х ,  D ) п о л уэ л ли п т и ч е ск а я  а Е "  диф ф еренци

а л ьн а я  ф орма, удовлет воряю щ ая усло ви ю  3.1. Тогда с ущ е ст в уе т  щ  =  щ ( к )  >  О, 

т акое чт о , п р и  Д ( Р д )  <  '/о дл я  оператора  ( / ’ ;/ /* ՛* ')  с  некот орой пост оян н ой  

0 0  в ы п о лн я ет ся  оценка:

(3.13) Н к „ ,  < С  ( | |P « | | t ֊ „ „  + ІНкйіад) , V» 6 Hf ” (Г ՛) . 

Д ока за т е л ьс т в о . О бозначим

Р > ( * ,В ) =  • £  ( Հ ( ւ )  -  о“ (® ,))  # t ) <' - (“ " '» D " .

Т о гд а  Р ( я ,  D ) п ред став л яется  в виде

(3.14) P f o D l - P H i . D J  +  P ^ i . D ) .

И з  п ред л ож ен и я  3 .3 , в  сил у  услови й  теорем ы , и меем , что  с н екоторой  постоянной 

С  >  0  и  чи слом  М  >  О

(3.15) | |« ||ѵ „  <  С  ( | P ' U|k - . , „ , ,  +  H i t , у з д ) , V »  6  Я ,* '"  (К ” ) .

Д л я  ( Р 2; Я * -" )  с  н екоторой  постоянной С і >  О

(3.16) | |P 2« I U - . . , , ,  <  С ,Д ( Р >9) ||U||M , „  V u  e  Я ^ Е " ) .

У ч и ты в а я  (3 .15 )-(3 .16 ) п ол учи м  оценки

I M k iw  Ճ С  (Ц Р ^ Щ -* .!/ ,, +  ||и |І£а( /с* ))

< C\\Pu\\k-,,v.q + С \ \ Р \ \ \ к- в,ѵ,„ + С Щ \Ы К м )

< C\\Pu\\k-,,u,q + С1СД(Р,9)||и|и,1/,ѵ + C||ti|Uj(KV).

В зя в  і)о <  п олучи м  а п ри орн ую  оценку (3 .13 ). □

4. Н е к о т о р ы е  п р и л о ж е н и я  а п р и о р н ы х  о ц е н о к  д л я  ф р е д г о л ы м о в о с т и

П р е д л о ж е н и е  4 .1 .  П ус т ь  ко >  0 и  с некот орой п о с т о ян н о й  С  >  О п р и  всех  

к  6  [0, ко] в ы п о л н я ет ся  оценка

(4-1) ні*,„ <  С  (||Ри||*-»іМ +  ||u | | i j ( R " ) ) , V u  е нк՝и (Rn) .

Е с л и  д л я  Կ  е  [0, /со] оператор (Р -,Н к і-ѵ) я в л я е т с я  ո -н о р м а л ь н ы м , т о  д л я  всех  

եշ  >  к і , к і  €  [0, ко] операт ор  ( Р ; Я ка՛" )  т а кж е  будет  п -н о р м а л ь н ы м .
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Д о ка за т е л ьс т в о . И з  ո -норм альн ости  оп ератора  ( Р ;  # * '• " )  в  с и л у  с л е д ств и я  2.1 

им еем , ч то  с н екоторой  постоянной С \ >  0 и  чи слом  R  >  0  в ы п ол н яется

(4 .2) |խ |Ա „„  <  С і  (Ц Р и Ц * ,-,,., +  |խ |Ա յ ( * „ , ) , V u  e  H k , t '( W l).

О чеви д н о, что  при  հ շ >  k j  >  О с  н екоторы м и  п остоян н ы м и  Շ շ,  С з  >  0 в ы п ол н я

ю тся след ую щ и е  оцен ки

(4.3) W I« R .|< C a||»||b,.„, Ѵч s  Я ^ р г )

(4.4) l |P « l |t l - . , „  <  C s l lP u l U - , . , . ,  R ” ).

И з  оц ен к и  (4 .1 ) п ри  k  =  k j  я  с и л у  оц ен ок  (4 .3 )-(4 .4 ) и меем

Н к . „  <  С  ( | |Р « |к - . , .  +  І И и * . , )  <  С ||Р « І ІЬ - ., .  +  О Д |М к , „  <

(4.5) < С ||Р«|к-;,„ + с ,  ( ||Р« ік -.., + Н н в д ) <
< й  (||Р«Ік-.,„ + Н ад ад І.Ѵ »  е Я*.֊)®*).

С л ед о в ател ь н о , в  сил у  с лед ств и я  2.1, о п ератор  [ Р \Н к2՝ѵ)  п -н о р м ал е н . □  

Ра с см о тр и м  д и ф ф е р ен ц и ал ь н у ю  ф орм у , ф о р м а л ьн о  со п р я ж ен н у ю  д л я  Р ( х ,  О )

гд е  « „ (я )  е  C °° (R n ).

Л е м м а  4 .1 .  П ус т ь  к  >  0  и  Р ( х ,  D ) п о л у э м и п т и ч е с к а я  д и ф ф ерен циальн ая  ф ор

м а  в  R ” вида  (1 .1 )  с  п о с т о ян н ы м и  коэф ф ициент ам и  в  г л а в н о й  ча с т и . П ус т ь  

операт ор (Р :  Н к՝и) н о р м а л ьн о  ра зр еш и м . Тогда с о кег (Р \ Н к՝І/) ко н е чно м ер е н  т о

гда и  т о лько  т огда, когда К е г ( Р ’ \ Н к,ѵ) кон ечном ерен , п р и  эт о м

d im  coker ( Р \  H k՝l/) =  d im  K e r (P * \ H k ՝v ).

Д о к а за т е л ьс т в о . З а д а д и м  с к а л я р н о е  п рои зведен ие  в  H k’u (R " )  след ую щ и м  об

разом :

( « ,» ) , ,„  =  |« ю «Ш (1+ |{ |» )гч ,

а  с к а л я р н о е  прои зведен ие  в Լ շ (ա ո ) будем  об о зн а ч ат ь  след ую щ и м  об разом :

(и, г) о =  J  u(x)v(x)dx

В  с и л у  зам к н у то с ти  І т ( Р ; Н к,и)  сущ еств ует  L  С  Н к~ я՝,,{Шп ) т ак о е , что

І т ( Р ; Нк,ѵ) (В Լ  =  t f * ՜ ^ ” ).

57

ОБ АПРИОРНЫХ ОЦЕНКАХ И ФРЕДГОЛЬМОВОСТИ ...



Д л я  I €  К  обозн ачи м  Л ' :=  F - 1 ( l  +  |£ |„ ) 'F  д ей ствую щ ий  из Н км (.R " )  в 

Я k~ l՚‘'( R ,,)• О п ератор  А 1 я в л я е т ся  и зом етрически м  и зом орф и зм ом  и з  I f k-u ( W )  

в R ” ).
Д о к а ж е м , что  Л 2**՜** осущ ествл яет взаи м н о од н озн ач ное соответстви е  м еж ду 

L  н К е г ( Р ' , Н к “).

Д  ія  п рои зв ол ьн ы х  и ,ѵ  6  H k՝" (R n )  и м еет место:

(4.6) (Р и ,ѵ )о  =  (п ,Р * ѵ )0.

П ро д о л ж и м  (-,-)о  н а  п рям ое п роизведение Я к,,/( Е П) х  Я  Р авен ство

(4.6) с охран и тся  д н я  и  €  Я к,* '(К '*),и  €  Я ~ ,А'~*),"(Е ՛*).

П у сть  ш €  L .  О бозначим  ѵ =  A2(fc՜ * ^  6  Я  ՜^ ՜* ^ ,|/(®ո ).

Т о гд а  с и спользованием  р а ве н ств а  П л ан іи а р ел я  п олучим

( А і ,  « )„  =  ( Р » ,  А! І‘ - ' М о  =  I Р і‘  ■ F ~ ‘  ((1 +  |ք |,)* * - > » ( { ) )« 1 է  

= J  (1 + |«|»)2“ ՜ ' ’ ճք = (fu ,«)■-.,» -  о, V» e

Т огда , в  с и л у  (4.6)

( P u ,  v)u =  (u , P 'v ) о =  0  ,Vm e  Я * -" (Г * ).

О бозн ачим  ւ*օ =  A ~ 2k( P ’ v )  e  Я Ь'" ( К " ) .  П одстав и в  u u в  последн ее равен ство  

и  п р и м е н яя  р авен ств о  П л ан ш ар е л я , и з п оследн его  р а в е н ств а  п олучи м

(«0. />•»)„ = (л-” ( Г . ) , р ՛. ) ,  = J F֊'((l + в д -* * К (£ ))

-  у  | ^ Տ ( հ >|* а + іе і- )~ “ <*е— о.

С ледовател ьно , Р * ѵ  =  0  в H ~ k՝u (R n ).

Т а к  к а к  по условию  л ем м ы  к о эф ф и ц и е н ты  гл ав н ой  ч а сти  Р (а : .В )  п остоян

н ы е, т о  п остоян н ы м и  б удут  т а к ж е  к о эф ф и ц и е н ты  гл ав н ой  ч а сти  Р * ( х .В ) .  Д л я  

д и ф ф е р ен ц и ал ь н о й  ф о р м ы  Р * ( х ,В )  и м еет м есто  п редставлен и е

P ‘ ( x ,H )  =  P ; ( D )  +  Q (x ,D ) ,

где

3 ( i ,d ) =  Y i  Т ,  с «о е  Ш д )  о * ՜* .
(a:u)<sO<p<a

О бозн ач им  ч е рез  Р * (£ )  сим вол  гл ав н ой  ч а сти  Р * ( .т ,В ) .

Р ассм о тр и м  оп ератор

R  =  բ ՜ ' --------- ІІІі:--------- р
( і  +  Ш Л * ( 0
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ОБ АПРИОРНЫХ ОЦЕНКАХ И ФРЕДГОЛЬМОВОСТИ

Л е г к о  з ам ет и ть , что  R  я в л я е т с я  огран и чен ны м  оп ератором  и з  Н т~։,и (R " )  в  Я г," (R " )  

д л я  л ю бого  г  €  R . Д л я  Я Р '  и м еет м есто  п ред ставл ен и е  

R P ’ =  1 +  Т  +  8 § ,

гд е  Т  =  F ՜ 1 ՛, Н етруд н о  зам ет и т ь , ч то  д л я  п р ои зв ол ьн ого  г  е Ж Т  я в л я 

ется  огран и чен ны м  оп ератором  и з  H r-V(R " )  в  Я г+ 7 '" ( R " )  п ри  всех  0 <  7  <  s . В 

сил у  услови й  л ем м ы , д л я  прои зво л ьн ого  г  €  R  $  я в л я е т с я  о гран и чен н ы м  опе

рато р о м  из Н г,ѵ(R " )  в  H r ~,+ a ՝v {R " )  с а  =  (П " = і иі)  *> с лед овател ь н о , R Q  -  

огран и чен н ы й  оп ер а то р  из # r’" (R " )  в 7 /r+ " ','( R n ).

О бозн ач им  Т \  =  Т  +  R Q .  Д л я  R P *  и м еет м есто  пред ставлен и е

(4 .7) R P ‘  =  I  +  T b

гд е  Т \  : H r,v(R " )  -»  # r+CT,‘'(R '*) при  п рои звольн ом  г  €  R  и  а  =  ( П ”= і *^)- 1  •

И з  т ого , ч т о  Р *ѵ =  0  в  # ֊fc,i'( R n ), следует, что  ѵ  е  К е г { Р ‘ \ Н ~ к+л>՛) .  П ри м е

н и в  R  к  Р ’ ѵ  в  с и л у  п ред став л ен и я  (4.7) п ол учи м , ч то  ѵ  =  - Т і ѵ  €  H ~ k+S+C,(R ՝‘). 

С л ед о в ател ь н о , п ол учи л и , ч т о  и  е  K e r [ P * \H ~ k+։։+a՝v ). П о в т о р яя  а н ал огич ны е  

р а сс у ж д ен и я  ш  р а з  (т а  > 2 к - я ) ,  п ол учи м , ч т о  ѵ  €  К е г ( Р ‘ -,Н к։‘' ) .  П у сть  т еп ерь 

V €  К е г ( Р , ; Н к,։' ) .  Д о к а ж е м , что  ш =  A ~ 2 k̂~ a,v  €  L .

В  сил у  п р ед п о л о ж е н и я  ѵ €  K e r ( P ' \ Н к՝и ) и  р а в е н с т в а  (Р и .ѵ )о  =  (и , Р ‘ ѵ)о по

л у ч и м , ч то  ( Р и ,ѵ ) о =  О, Ѵ« £  Н к՝ѵ(R ” ). Т огда , п р и м е н яя  р а ве н ств о  П л ан ш ар е л я , 

получи м

( P u ,u . ) fe_ ,,„  =  ( Р и Д ^ - ^ ш ) о  =  ( Р « ,г ) о  = 0 ,  Ѵи е  Н к՝и{R n ). 

С л е д о в а т ел ь н о , ш £  L .  П ол у ч и л и  в заи м н о  од н озн ач ное  соответстви е  м еж д у  L  

и К е т {Р * \Н к՝" ) . Т ем  сам ы м  л е м м а  4.1 д о к азан а . П

Т е о р е м а  4 .1 .  П у с т ь  к  6  N , к  > з  и  Р ( х ,В )  диф ф ерен циальн ая  ф орма вида  (1 .1 ), 

т акая , ч т о  ( а  : ѵ)  =  s  а „ (х )  =  а 0 я в л я ю т с я  п о с т о я н н ы м и  д ей ст в и т ел ь н ы м и  

чи с л а м и , а п р и  ( а  : ѵ) <  з  а а (а;) €  C 00(R n ) вещ ес т ве н о зн а чн ы е  ф у н к ц и и  т акие, 

ч т о  D ^ a n ( x )  ^  0  п р и  |ж | -+  ос д л я  в с е х  ի  е  Z!{.,0 <  (/3 : ѵ)  <  k ,  ( «  : v )  <  s. 

Тогда операт ор  ( P ;  Н к м ) я в л я е т с я  ф редгольм овы м  т огда  и  т о л ьк о  т огда, когда  

с ущ е ст в ую т  п о с т о я н н а я  С  >  0  и  ч и с л о  М  >  0  т а к и е ,  ч т о  в ы п о л н я е т с я  оценка:

(4.8) IMU,к < С (||Ри|к-..„ + М м а д )  .Ѵи 6 я*՛" («>").

Д о к а за т е л ьс т в о .  Н еобходи м ость след ует  и з  с л е д ств и я  2 .1 . Д о к а ж е м  д оста т о ч 

н ость . И з  услови й  тео р е м ы  следует, ч т о  д и ф ф е р ен ц и ал ь н у ю  ф о р м у  P*(o :,D ) 

м ож н о  п р ед с та в и т ь  в  в и де

Р * ( я ,  D ) =  Р ( х ,  D ) +  Ц .r ,D ) ,  где
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Г(.т.В)- £  £  CJDs (a0(i))C“-«.
(n: i/)<*0</J<o

Т а к  к а к  D ^ a a ( x )  =J 0  при  |x | -4  oo, то  л егк о  п ровери ть, что  д л я  п рои звольн ого  

е  >  0 сущ ествую т Л  =  R ( e )  >  0  и  С€ >  0  так и е , что  | |Լ ս ||* _ ,,„  <  e ||« |U ,„  +  

С в| | и | | ^ я ). И з  оцен ки  (4.8) п олучим

М м  <  с ( | | Р » 1к - . ,  +  М ы * * ) )  <  с  ( | | Р ' » Ь - . . В +  Հ Ա հ - . ,  +  М ы в д ) .

Т огда  возьм ч м  е  <  £  и п олучим  а п ри орн ую  оц ен ку  д л я  { Р " \ Н к “):

(4.9) l l t i l k ,  <  С ( \ \Р 'н \ \ к- . ։Ѵ +  \\u \\L3{Kn)),

где  N  =  т а х ( Я ,  М ).

И з оценок  (4 .8) и  (4 .9 ), в  сил у  с лед ств и я  2 .1 , с оответствен н о имеем 

d im  K e r ( P \  Н к,ѵ)  <  оо и  Ітп{Р\ Н к и ) =  І п і{ Р \  Н к՝ѵ), 

d im  K e r ( P ' \ l l k ՝u)  <  oo и  I m { P * \ H k ,v ) =  I m ( P ' \  H k ՝u).

О тсю д а, н а  основе лем м ы  4 .1 , п олучим

d im  с о к ег (Р \ Н к,и)  =  d im  K e r (P * - ,H k՝l/)  <  oo.

С л едовател ьно , о п ератор  ( Р ;  І І к‘и) ф ред го л ьм о в . □

A b s t r a c t .  T h e  p a p e r  is de v o ted  to  specia l a  p rio ri e s tim a te s  a n d  F redho lm  p ro p er ty  

o f  d ifferen tial o p e ra to rs  a c tin g  եւ an iso tro p ic  Sobolev  sp aces in  K " . N ecessary  conditions 

fo r a  p r io r i e s tim a te s  in  te rm s  o f  th e  sym bo l o f  a n  o p e ra to r  a re  o b ta in ed . U nder 

a p p ro p r ia te  con d itio n s im posed  on  th e  coefficients, a  p rio ri e s tim a te s  a re  a lso  o b ta in ed  

in  th e  c o rrespond ing  w eigh ted  spaces.
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Abstract. Let S  be the space of functions of regular variation and let ы =  (wi....... w„),
uij €  S. The weighted Besov space of holomorphic functions on polydisks, denoted by 
В ѵ(ш) (0 < p  <  +oo), is defined to be the class of all holomorphic functions f  defined 

on the polydish Un  »»ch tha t U 6 , M  -  Լ .  |П / М І 'П ? . і  <  + « .
where dm 2n (z) is the 271-dimensional Lebesgue measure on U "  and D  stands for a special 
fractional derivative of / .  Wc prove some theorems concerning fractional boundedness of 
the generalized little Hankel and Berezin type operators on the spaces Bp(u>) and Lp(w)
(the weighted Lp-space).

M S C 2010  n u m b e rs :  32A36, 45P05, 47B35.
K ey w o rd s: weighted spacc; polydisk; little Hankel operator; Berezin operator.

l .  I n t r o d u c t io n  a n d  a u x il ia r y  c o n s t r u c t io n s  

Numerous authors have contributed to  the theory of holomorphic Besov spaces 

in the un it disk in С  and in the unit ball in C" (see, e.g., J . Arazy e t al. [1], K. 

Stroethoff [17], 0 .  Blasco [3], A. K arapetyants and F. Kodzoeva [10], K. Zhu [19], 

and references therein). The study of holomorphic Besov spaces on the polydisk is 

o f special interest. Since the polydisk is a  product o f n  disks, one would expect tha t 

the natural extensions of results from one-dimensional case would be valid here, 

b u t i t  turns out th a t, in general, th is is not true. Thus, the results for polydisk 

generally are different from th a t of for one-dimensional disk and for n-dimensional 

ball. For example, let us recall the  classical theorem by Privalov sta ting  th a t if /  € 

Lip a ,  then K f  e  Lip a, where К f  is a  Cauchy type integral. I t  is known th a t the 

analogue of this theorem for multidimensional Lipschitz classes is n ot tru e  (see [9]), 

even though its analogue for a  sphere is valid (see [14]). In many cases, especially 

when the classes are defined by means of derivatives, the  generalization of functional 

spaces to  th e  polydisk is different from those on a  unit ball. For generalization of

Supported by DFG МА 2469/3-1
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holomorphic Besov spaces to the polydisk we refer to  [8]. Let

Un =  {z  =  (zu  . . . , z n ) £  C ‘, \zj\ <  1, 1 <  j  <  n} 

be the unit polydisk in the n-dimensional complex plane C ", and let 

T ‘ = {z  =  (* i , . . .  ,z„ ) € C ” , \zt\ =  1, 1 <  * <  n}  

be its torus. We denote by H (U n ) the set of holomorphic functions on U ", by 

L°°(Un) the  set of bounded measurable functions on U n, and by lI°°[U n) the 

subspace of L°°(Un) consisting of holomorphic functions.

Let S  be the  class of all non-negative m easurable functions ш on (0,1), for which 

there exist positive numbers Мш, ցա, т ш, (ты,Яш €  (0 ,1)), such tha t

w(r)

for all r  €  (0,1) and A € (дШ1 1]. Some properties o f functions from S  can be found 

in [15]. We set
_ a  _  l o g n y  £  _  logМщ 

logqfj1 ’ “  log qZ 1 ’
and assume th a t 0 <  f}u  <  1. For example, w G 5  if w(t) =  է՛' w ith - 1  <  a  <  oo.

In  w hat follows, for convenience of notation, for С =  (Ci, —i Сn) and z  =  (z j,..., z„), 

we set

Ц 1  -1 * 1 )  =  Д щ ( 1  ֊  |4 |) , 1 -1 * 1  =  П ( 1  -  |* j |) ,  1 - ? *  =  П ( 1  - C A .). 
j = 1 j = 1 j = 1 

Further, for m  =  (я» і,...,m „ ), we set

(m  + 1 )  =  (m i +  1)...(т7іп + 1 ) ,  (m  +  1)! =  (гщ +  l)!...(m „ +  1)!,

( і - И Г ^ П а - М Г -  
}=1

Throughout the paper, we assume th a t uij 6  5 ,1  <  j  <  n . Using the results of [15] 

one can prove tha t

cjj(t) =  e x p jfy ( t)  +  Լ  rf tij, 

where rj(u), e(u) are bounded measurable functions and < E j(u )  < 0Ы (1  <  

j  < n). W ithout loss of generality, we can assume th a t r/(u) =  0. Then է°ս> < 

U j(t)  <  is always true. Now define the notion of fractional differential.

fo r  0  — (0 i, ...,0„ ), 0 j  >  - 1 , (1 <  j  <  n), we define the fm ctional differential D 0f  

as follows:
(oo) n

* - < * ........ ^



HANKEL AND BEREZIN TYPE OPERATORS... 

where Г(-) is the Gamma function and £ [Й _ (0) =  • ■ ■ H ” =o-

If 0  =  (1___.1 ), then we put Daf ( z ) =  D f( z ) ,  and hence

D '< « ........

If n  =  1 then D f  is the  usual derivative of function z f ( z ) .

Next, we define the weighted L p(u )  spaces of holomorphic functions.

D e fin itio n  1.2. Let 0 <  p  < +oo and ք}այ <  - 1  (1 <  j  < n ). We denote by L p{w) 

the set o f all measurable functions on U n, fo r  which

ll/IIJ, M Լ  <  + 00.

Note tha t Lp(w) is the  L p-sp ace  with respect to  measure ա (1 - |շ |) (1 -խ |2) ՜ 2ք/?ոշ„(г). 

Using the conditions imposed on ա (այ ՛ 6  S ), we conclude th a t this measure is 

bounded. Now we define the weighted holomorphic Besov spaces on the polyclisk.

D efin itio n  1.3. Let 0 <  p  <  +oo and f  €  H (U n ). A  function f  is said to be in  

Besov space B p(ui) if

I I /K .M  «  Լ  <  + ° ° .

R o m  the definition of differential D f  i t  follows th a t || • \\b p{u) is indeed a  norm. 

Notice th a t it is no t necessary to add |/(0 ) |) .  This follows from the fact th a t here 

D f  =  0 implies /  =  0 for holomorphic / .  As in the  one-dimensional case, В р(ш) 

is a  Banach space w ith respcct to  the norm || • ||др(ы). For properties of weighted 

holomorphic Besov spaces we refer to  [8].

Toeplitz operators on various spaces have been studied in a  num ber of papers 

(see [5, 6, 18, 11], and references therein). Notice th a t some problems concerning 

Toeplitz operators can be solved by means of Hankel operators and vice versa. In 

the classical Hardy theory of holomorphic functions on the unit disk there is only 

one type of Hankel operator. In the  В р(ш) theory we have two: th e  little  and  big 

Hankel operators. The analogue of Hankel operators of th e  Hardy theory here are 

the  little Hankel operators, which were studied by many authors (see [13, 2, 8]).

Now we define the little Hankel operators. Denote by B p(u>) the  space of conjugate 

holomorphic functions on Bp(u). For an integrable function /  on Un , we define the 

generalized little Hankel operator w ith symbol g  6 L°°{Un ) by

* ; ( / ) w = ?«(/<>)(*)= Լ  д ю ^ ю ,

a  =  (q i,  . . . ,  c*n), atj >  - 1 , 1  <  j  < n .
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Observe tha t in the special case n  =  1, a  =  0 we have the classical little Hankel 

operator (see [20]). In Section 2 we study the boundedness of little Hankel operator 

on B p(uj). For the cases 0 <  p  <  1 and p =  1 we have the following results.

T h e o re m  1.1. Lei 0 <  p  <  1, /  6  Bp(u) (or f  €  B p(u)) and g  e  L°°((Jn). Then 

h'g(f) <E B p(u>) i f  and oidy i f  otj > а Ш)/ р  -  2, 1 < j < n .

T h e o re m  1.2. Let f  €  В\(ш) and g  € L°°(U"). Then /*£(/) 6 В \(ш ) if  and only

if  Otj >  Оці, -  2| 1 <  j  й  «•

The result in the case p  >  1 is different from those for the cases 0 <  p  <  1 and 

p =  1. Specifically, in this case we have the following assertion.

T h e o re m  1.3. Let 1 <  p  <  +oo, /  €  B p(u) (or f  €  B p(w)) and g  e  L°°(Un). I f  

otj > ռ ս ր 1 < յ  < n ,  then /і“ ( / )  e  В р(ш).

The Berezin transform, which is an analogue of Poisson transform in the spaces 

A p(a) (respectively, in B p(w)), plays an im portant role especially in the  study of 

Hankel and Toeplitz operators. In particular, some properties of these operators (for 

example, compactness, boundedness, etc.) can be proved by means of the Berezin 

transform (see [17, 12, 20]). On the other hand, the Berezin-type operators are of 

independent interest.

In Section 3, i t  will be shown th a t some properties of Berezin-type operators of 

the one-dimensional classical case remain valid in more general situations.

For an integrable function /  on Un and for g  6  L°°(Un ) we define the Berezin- 

type operator as follows:

K M  =  (1 -  | Հ ) ° +2 Լ  І І Т ^ Р ^ Ж М О ^ Л О -

In  the special case «  =  0, g  =  1, the operator В "  will be called Berezin transform. 

We have the following statements.

T h e o re m  1.4. Let 0 <  p  <  1, /  €  B p(w) (or f  e  B p(w)) and g  € L°°[Un), and 

let otj > Qulj/ p  -  2, 1 <  j  < n . Then B%{f) E Ь"{и).

T h e o re m  1.5. Let 1 <  p  <  +oo, /  €  B p(u>) (or f  €  B p(w)) and g e  L°°(Un), 

and let a j  > a Uj/ p  — 2, 1  <  j  < n . Then B ° ( f )  e  LP(u).

T h e o re m  1.6. Let f  e  5 յ(ա ) (or f  6  B i(w )) and g  e  L°°(/7'1). Then 5 “ ( / )  £ 

L\{w) i f  and only i f  a  j  > a Uj, 1 <  j  < n.

Note tha t, in general, the  operators and B "  are  n ot bounded.
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To prove the main results, we need more notation and some auxiliary results. 

Observe first that the partition of the polydisk into dyadic quadrangles plays an 

important role (see [4, 16]). Define

л М і =  { * )e u  -■1 -  շտ; s  Ы  < 1 -  շ 5 « .  ֆ ։ S “ S 'j  <  ' У 1}՛

where к  =  (fcj,. . . ,  Ат,) (А,- >  0), կ  are some integers such that - 2fcj <  կ  < 2ki +1- l  

(1 <  j  < n )  and 2k  =  (2fcl, . . . ,  2*ո). Then Д*,/ =  Д*, ,t, x . . .  x  Дк„,і„ and Д £ , can 

be defined similarly. The system {&k,i} is called the system of dyadic quadrangles.

P rop o sitio n  1.1. Let be the center of Д 1 < j  <  n. Then

and (1 - |С ь ^ 1 )а « | Д ^ 1  i < i < n .

Note that the partition of the polydisk into dyadic quadrangles is important for 

obtaining some integral estimates particularly in the case 0 <  p  <  1 (see [16]). 

Besides, the system {Дм}, as well as the system {Д*,}, are coverings of Un, and 

one can observe tha t the interiors of Ды for distinct indices are disjoint, which is 

no longer true for A*kl. On the other hand, {Д£,} is a finite covering in the sense 

that any quadrangle {Ду} has nonempty intersection only with a finite number of 

quadrangles from {Ды}, and this number is independent of к  and I. Also, note that 

such partitions for the spaces A£ were used for the first time by F. A. Shamoyan 

[16] in the study of weighted classes of functions in the poly disk and unit ball in C". 

The following two lemmas will be used in the proofs of main results of the paper.

Lem m a 1.1. Let m  =  (m i,. . .  ,Ո կ) and /? =  ( f t , . . .  ,/?„), $  >  0, 1 < j  < n .  I f  

f  € Bp(u), then

< u )  Ш £ С ^ £ = ! ^ т а \ * * . і а ,

where n ij > ctut -  1 (1 <  j  < n).

The proof follows from [8, Lemma 2.5].

Lem m a 1.2. Let n  =  1. Assume that a + l -  թա > 0, b>  1 and b -  a -  2 >  a^ . 

Then

Jv— — dmi(0sv
The proof can be found in [6, Lemma 2].
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2. L it t l e  H a n k e l  o p e r a t o r s  o n  В р(ш)

In this section we study the little Haiikel operators /1՞  on В р(ш) (0 <  p  <  + 00). 

We denote the restriction of || • ||,յ>(„) to  B p{u) by || • ||s  , and first consider the 

case 0 <  p  <  1 .

T h e o r e m  2 .1 . Let 0 <  p  <  1, / 6  B p(u>) (or f  6 ^ P(ui)) and у  e  Լ?°{ՍՈ). Then 

hg { f)  6  B p(ui) i f  and only i f  a j  >  а Ш]/ р  ֊  2 , 1 < j < n .

Proof. Let 0 <  p  < 1, /  €  В р(ш) (or /  e  </ e  L°°(w) and a j  > a Uj/ p  -

2 .1  <  j  < n . We show tha t h " { f)  €  fT(w). Denote I  := ||Л£7 ІІ2Р(Ы)- Using the 

partition of the polydisk, Lemma 3 of [16] and Proposition 1.1, we can write

where is the center of Д*,,; and C(g) := C (a,p ,o ;)||g ||oc,.

Recalling th a t th e  system { Д £ ,} forms a  finite covering of Un, by (1.2) and 

Lemma 4 of [16], we obtain

■dm2n(z),

I  <  C ( s )  £  ш а х  |Я С )|’ |(1  ֊  Kfc,i|)֊a+ 2w ( l  -  ICfc.i) <
« л
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Next, using (1.1) and Lemma 1.2, we get 

7
s  C ( J , i  < 

c ^ L w S O L  ’’<'"■>"«) i

c(j)X . ̂ № Е в |в/мп4«|' ^ Й * - ю s

C M  £  max |D / ( t ) | ' ( l  -  M Y ՜ 1” , 
fc.i t€S^<

An application of Lemma 4 of [16] yields

I < C M ) E E / a .  ( ^ И - І ^ М  S

:» W

showing th a t /i“  ( / )  €  В р(ш).

Conversely, let h " ( f)  e  S p(oj) for all 5  e  L°°(U n). For г  =  (г і , . . . ,г п) ,г 7- e  (0,1), 

and fc =  (jfei,..., fcn) we take the function

(2 .1 ) Ш  =  Cr (l -  r z ) - k, k j  >  (« ц , +  2 ) /p ,  1 <  j  <  n ,

where CV =  (1 -  r ) fcw "1/p( l  -  r ) , and  observe th a t | | / г ||в,(ы) ~  const.

Consider the following domains

Uj =  {z j  6  U, I argZjl <  (1 -  t ։ ) I 2; (4r,- -  l ) /3  <  |z>| <  (1 +  2r^)/3} 

and Un =  Ui X . . .  X U„. Taking the function gr{() as ցՀՀ) =  exp~ n'e Ir^  and 

a  polydisk V" centered a t  ( r i , . . . , r n ) w ith radius of (1 — r i) . . . ( l  -  r„ )  such tha t 

V *  С  Un (here V я is the closure of V n), we get

\ K f r h , M  > Լ  ( Г г Й ^ г ( Х .  | Г ^ І « 0 І ^ . ( 0 ) ' ^ . . ( « ) .

m w c | l - z C |  =  | l - z C | ,  
<eF՞

then we have

1 4
. ( l - O ՛ *  f  “ (1 - W )  f  Г dm2„(C) V ,  

, М в , м  г  ( i - w j h - U , .  2,‘( '

> C i ( » , P , . ) L 1 - r >‘T  /  - a a d d t t ^ w  
w (l  -  »•) Ju~  |1  -  zCl(a+3)p( l  ֊  l*l):| l _ 5 ^ | («H-3)p ( l - | 2 |)2 -p  
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Assuming the opposite th a t (« j +  2)p < a Uj for some j ,  for the corresponding 

integral with uij(t) =  /“"■>, we get

f  ~  const, i f  (a t  + 2 )„ < a „ ,
Jun | i- z C I (a+3)p( i - N ) 2" p

and

I  . ( ; ֊ И ) * « . И  i t  ( « , + 2 ) p = « 4 + 2 .

|1֊5(I<"«)'(1-W)!- '  1 -101
Consequently,

(1 -r , )<“*+’>" (l-rj)<"*+»'', 1
1 ------Г------- f  00, 1------ 7֊------- r—  lug-:----------- > 0 0  HS Tj —» 1 — 0,

ш , ( 1 - г , )  u y ( l  - r j )  1 - I J

and the result follows. □

C o ro lla ry  2.1. Lei 0 <  p  <  1, a ,՛ >  a Uj/ p  - 2 , 1  < j  < n  and g  € Լ°°(Ս ռ). 

Then the operator h“ is bounded on Вр(ш), (and on B p(ui)). Moreover, we have

іій; ( я і і < с і і л і ы і -

նւ the case p  =  1  we have the following result.

T h e o re m  2.2. Let f  6  Bi(ui) and g  €  L°°(U n). Then h“( f )  €  В і(ы ) i f  and only

i f  Otj >  «Այ — 2, 1  <  j  <  n .

Proof. Let /  €  B i(w), 5  G L°°(tfn) and С  :=  С (а,и )|Ы |оо . Then by (1.1) and (1.2) 

we have

I * » ( Л Ь , и  s  1*1“  L  d  -  ICI*)“ l / ( O I  J  j r r s p f e ™ * 4 ” »  s

c f  № ) l « l L , ( , < 6 /  ձ ֊ ա  < H f r C T I , L 1/(01 (1 ֊  Id)2 “՞ 10 -  Լ .  (1 -  Id)* Լ  |1 - * p « 1 m
* ^ ( 0 ^ ( 0  = с  J j  1 -  |, |> п ад ,) | Լ

Using (1.1) again, we get

І Ч ( Я Ь , м  S  5 f  S j ^ W ( t ) | * i » . ( t )  =  C | | / | | j l M ,

showing l i* f  e  В i(w).

The proof of necessity of the condition ctj > а Ші, 1 <  j  < n  is similar to  th a t of 

in Theorem 2.1, and so, we omit the details. □

C o r o l l a r y  2 .2 . Let c tj > а Ш), 1 <  j  < n  and g G L°°(U n). Then the operator h°  

Կ bounded on В ,(ы ) and | |f t j( /) || <  C | |/ | |  • ||p ||.

For the  case 1 <  p  <  +oo we have the following result.

A. V. HARUTYUNYAN, G. MAR1NESCU
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ж , ' Л ' , Г . (  r  ( i - m - * » > .({ )у ՜ ՛  <

T h e o re m  2.3. Let 1 <  p  < +oc, /  6  B p(u ) (or f  €  B p(u)) and g  € L°°(J7n). I f  

a j  >Օ աՐ 1 < j <  n , then h * ( f)  e  B p(w).

Proof. By Holder inequality and (1.2), we get

І М £ ( Л М І  <  Լ  I i j f f  W O I  • te (f ) l  <

W ° ° X .  ( 1 [ i - S l ' - « f l l 'i ’" 2n(0  £  IW ”  *

t t  и - в ш ,  „ л ' ,р  t t  
l / „ .  n - « * «  ^ ( ) )  \ l

c (o ,« ! ) l l9 lU  (  I  ( і - к т / й ) ! » .  , . л 1/р

(1-1*1)-'’  I / , .  I I - { « I * »  drain(£)J  '
Setting С  =  С7(а ,д ) ||0 ||ос, and using (1.1), we can write

h w W l w  -  Լ  ( Г - | ^ f f >  * '■ !.(■ ) s

г  Ц 1 - М ) '  r  a - i t f m o p . . . .  . . .
y „„  Ц -  |zP )*-W P /l J u ,  |1 -  {z|°+3 * « . ( 0 * 4 » W  <

с .  Լ  (1 -  Kl1 ) - | / ( 0 I- “ (1 ՜  і т * м  -

ք  (1 -  М |г) ' - ! - " < - !и (1 -  |{ |) | / ( 0 Г  * » * .({ ) .
J u "

On the o ther hand, by (1.1) we get

mr<(J y r f fT .ip /w it^w )^

( / ,

L  - ̂ Dmrdm'M ■ (ւ - ^ - Ա '
for some S >  1. Therefore, we have

І Ч ’ ( Я № М £ C i / tf“ d -N № -***1 0 /(0 1 ’ j f .  >

« ( I  -  |{ |) * п г » ю  / а  -  m’ r ^ i B / w r  <

/  »  IP /M IM 1  -  w
Ju- ՜

/  (1 -  |<|! r 2|D / (t ) IM i -  HI) * » * .« )  = ll/llB ,M -
JU "
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Thus, ||Л д (/) ||вр(ы) <  СзііЛів^шііідіісю, where C3 = С-չ C p(m ,6 ,q), and the 

result follows. □

C o ro lla ry  2 .3 . Let ctj > օ այ, 1 <  j  <  n  and g  G Լ°°(Ս Ո). Then the operator li" 

is bounded on B p(w) and ||/і£ (Л ||в р(ы) <  С з ||/ | |в р(ы) • ІЫІсо-

3. B e r e z in -t y p e  o p e r a t o r s  o n  В р(ш)

եւ this section we establish the boundedness of Berezin-type operators B "  on 

weighted Besov spaces В р(ы). We first consider the case 0 <  p  <  1.

T h e o r e m  3 .1 . Let 0 <  p  <  1, /  G B p(w) (or f  G В р(ш)) and g  G Ս Հ,(Ս Ո), and 

let ctj > c tu jp  — 2 , 1 <  j  < n . Then  S “ ( / )  G Մ [ս ).

Proof. Let f  g  B p(oj) o r /  G B p(u). We show th a t B Qf  G Lp(w). To this end, we 

estim ate the corresponding integral:

՜  L -  о н ? ?  l ( 1 1 1  L  *> » .(*)•

Using the partition of the polydisk, we can write 

J u “

X E  ( Հ .  _ ր Հ ^ 1/ ( 0 1 ^ = . ( ( ) ) ' մ ՚ " 2ո( ,)  <  4 « , » , , ) | , u

X f  (1 - w £  m|x |/(OI, |Ab.,l'l(1~ICyl)7,tS;W
|1  — Сд:.г-г|<4+2а:)р

=  C (a ,o ;,p ) ||s ||005 ;  max | / ( С ) П Д М ІР 
k j

X Հ_(1 - м ѵ -^ ѵ і - 1»1)̂ У ^ г> ■
Taking into account th a t p (4 +  2aj) > (a , +  2)p +  а Ы] (1 <  j  <  n), we can use

(1.1) and Lemma 4  o f [16], to  obtain

' < С ( а , р , Ш) Ы и £  ո տ * І Д О І К І - І С м і Г Ѵ і - І С ы )

Now we estim ate th e  last integral. Using Lemma 1.1 we obtain

/  <  q - . M I I . l - Լ  ( Լ
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Then, in view of the  following inequality

(1 -  № ) '

I I ֊  (C l"
\D № \d m n ( t )

and  Lemma 4  of [16], we conclude th a t

I  < С ( ш , о ,р ) Ы и £ ]  uiax | C / ( t ) | ' | A u | ' ( l  -  | l w |! ) mp x  
и  « * * . ,

[  ц (1 -  M )( l  -  ICI)՜ 3 .

L  u - c c i 1”"1-1) '  * n i" w s

С (И , 0 , Р ) У . | - Е  m »  |С / ( 1 ) П Д * , , | ' ( 1  -  l‘w l ! ) " ' ' ֊ =

c(<-,«,p)||slUE m-P іл/МІМі-і<ыі)(і-МУ<
и і в и

T hus, we have

/  < C (" ,« ,p )IIj IUII/IIs , h ,

and  th e  result follows. □

R e m a rk  3 .1 . The condition a j  +  2 >  a Uj/p ,  (1 <  j  < n) in Theorem  3.1 is

also necessary. Moreover, if the  operator is bounded on Մ {ա ), then  ctj +  2 >

(a wj +  2 )/p , (1 <  j  < n).

T he p roof is sim ilar to  th e  corresponding pa rt o f Theorem  2.1, and  we om it it.

C o ro lla ry  3 .1 . Let 0 <  p  <  1, ctj >  <Хы}/р  -  2 ,1  <  j  < n and g e  L°°(U n ). Then 

the operator B °  is bounded on B p(w) (and on В р(ш)).

T h e o re m  3 .2 . Let 1 <  p  <  +oo, /  €  Bp(u ) (or  /  e  B p(w)) and g  e  L°°(U n ), 

and le t otj > a Uj/ p  -  2 ,1  < j < n .  Then B ° { f )  €  Lp(w).
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Proof. Let /  €  B p(w) or /  G B p(w). Our aim is to  show th a t B af  G Lp(w). We 

have

s  լ  и ч т м ш а і ' 1 d m 2 n l( )  <  c ( 0 i  W Y «

X S  O (o ,* ,p ) ( l  -  M Y -  ■ l ls iu

„  f  ( ! - № •  /■ ( l - l t p r - ^ i - l t O T D / W I - , . . . .  ...

=  <?(«,»,p ) ( l  ֊  | Հ ) " + , ||տ|Ա /  (1 -  |է|յ ) " - '+ " | / 3 / ( 1 ) |"
JU"

Г (1 -  |£|2)“ -(*-1)р/9

Therefore

I |S J ( / ) I U ,M  =  f j  1 -  М Г - ^ М М І ' j T

X Լ  <  Հ _ ( 1  ֊  Ю ” ՜ ' * *  *

Ju" | i - £ l m+1(1- l£ l)Q+2

-  J t/“(i -  jf, ր Հ յՏ է 1 - М1Гм ‘-ц" , *»*.К)
r  „ „д>„-и<. ш - и и д / и ж  , ...

Уу. I ' *  (1  -  |t |2)m -l+ 2( i - l)p /,  *"*•»(*)

= Լ  ^ I r J y r ^ - w = і і л » , м « » і - с ( “ .» .р ) .

and  th e  result follows. □

For the case p  =  1 we have the following result.

T h e o re m  3 .3 . L et J  G B i{u )  (or f  G 5 i(w ))  and 5  G L m (Un). Then B% (f) G

I<i(w) »/ and only i f  a j  > aUj, 1  <  j  < n.

Proof. Let /  G S i(w ) or /  G 5 i(a i) .  Our d m  is to  show th a t B % f G L i(w ). We
have

( і - и р т о і - і д ю і Ф я а п К )
|1 - й И 4+2“

A. V. HARUTYUNYAN՝, G. MARINESCU
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Then, using (1.2), we get

ІІІЭТІ <- I  f  ճ ե ճ ճ .  Z ( l - H f r i o / W M i - W )  ■ , u  , r tJ
и * s  Լ .  | i - 5 2p “ +j  l v .  ii -  i e h + 4 1  -  iii2)2- » - 2

-  f  / i _ l « » v * l n « n i  [  է1 ~  И 8)'* f  Ц(1 -  M ) d m ,n(z)dm 2„({)<lma»(l) 
1 4 )  I Л Ч іу и _ |1 -  {»|*M“ (1 -  |շ | !) ՜«

J u » I ^ J W I  ^  _  |*|2) m - 1+ 2+0  ‘" ’W O

f  \ D f ( t ) H l ֊ \ t \ ) d m 2n(t) llrll

=  L ------------0 4 ® ------------  l l / l l a M ՛ M “ ”
showing th a t B " /  €  Li(w).

To prove the necessity of the condition otj > q Uj , 1 <  j  < n, we proceed as in 

the  proof of Theorem 2.1. We again use th e  described technique of selection of 

by (2.1) for p  =  1 and V n, and take / Г(С) =  l/r(C)l> t0 obtain

П Д .С М ІІ.М  >  Լ  Ц 1  -  W )(1 -  W ' r 4 Լ  j ^ p £ ; l / r ( 0 l * » » . ( 0 * H . w  

.  , ( 1 - 0 “ t  « ( l - W K i - M * ) * ” , , ,
a  C , M . ( l - r ) ( l ֊ r ) > t ------- | l - r * P ~ H --------d m i M -

As in the case of little Hankel operators, assuming the opposite th a t a 3- <  а ц  for 

some j ,  we get a  contradiction. □

C o ro lla ry  3 .2 . Let a j  > a Wj, 1 <  j  < n  and g  e  L°°(U n). Then foe operator B “

is bounded on
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A b s tra c t.  In this paper, we give some sufficient conditions under which 
perturbations preserve (p-localized frames. Using an arbitrary given sequence, 
we provide a  simple way for constructing ^-localized sequences.

M SC 2010 num bers: 42C15.
K eyw ords: Frame; frame sequence; ^,-localized; £p-self localized.

1. I n t r o d u c t io n

The concept. o f frames in a  Hilbert space was originally introduced by Duffin and 

Schaeffer [6] in the context of non-harmonic Fourier series. Frames are redundant 

sets of vectors in a Hilbert space, which yield one natural representation of each 

vector in the space, but may have infinitely many different representations for 

any given vector. This redundancy makes frames is useful in applications. For 

instance, in signal processing, this concept has become very useful in analyzing 

the completeness and stability of linear discrete signal representations. Since the 

last decade, various generalizations of the frames have been proposed such as frame 

of subspaces, pseudo-frames, oblique frames, continuous frames, fusion frames and 

^-frames.

Given a separable Hilbert space !K with inner product <  > ,  a sequence

{fk}kL i is called a frame for M  if there exist constants A  >  О, В  <  oo such that 

for all /  €  X ,

- 4 | | Л " < Е і < / . Л > і 2 < В Д ! - 
k=1

The constant A is called a lower frame bound and В  is called an upper frame 

bound. If only an upper bound В exists, then {/*}£Լւ is called a S-Bessel sequence 

or simply Bessel when the constant is implicit. If A  =  B , then the sequence {/*}£Li 

is called a tight, frame, and if A  =  В  =  1, it is called a Parscval frame. A sequence 

{fk}kL  1 hi Hilbert space Я  is called a frame sequence in IK if it is a  frame for 

Hilbert space
75
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A bounded linear operator Т  defined by

Т  : <,(N) -> Я , ? ■ (« )£ ,,  =  £  a h  
к— 1

is called the pre frame operator of {fk)kL i (see И> Theorem 3.1.3]). Also, a linear 

operator S  defined by

S - . X - 4 X ,  і /  =  £ < / , Л > Л

is called the frame operator of • The frame operator S  is bounded, invertible,

self-adjoint, and positive (see [4, Lemma 5.1.6]). It is easy to show that S  =  TT*, 

where Г* is the adjoint operator of T  (see [4, page 100]). Two frames {fk}^= i and 

are said to be dual frames for if

f  =  J 2 < f J k > 9 k  =  ' £ / < f՝9>‘ > fb ’ for any /  e  Я . 
fc=l fc=i

Observe that the frame { S ֊1 /fc}fcLi is a dual frame of the frame { / л } ^ ,  and is

called the canonical dual frame of {fk}kL i ■ For more information concerning frames

we refer to [4, 7, 9].

The fundamental and useful property of frames is their overcompleteness. Balan 

et al. [1] -  [3] used the ^-localization of a sequence 5 ՜ =  { f i } ie i  ( /  is an index set), 

and a sequence £ =  {e j} jeG  {G  is a  discrete abelian group), in a separable Hilbert 

space IK with respect to  the associated map a : I  -¥  G  for excess, overcompleteness 

and decay of the coefficients of the expansion of elements of J  in terms of the 

elements o f £. They constructed an infinite subset of a frame which can be removed 

yet still leave a frame. They also proved that any sufficiently localized frame can 

be written as a finite union of Riesz sequences.

Perturbation theory is a very important tool in several areas of mathematics. 

In applications where bases appear, a famuos classical perturbation result is given 

by Paley and Wiener [8]. The Paley-Wiener theorem state that a sequence that is 

sufficiently near to a  basis in a  Hilbert space automatically forms a basis. A version 

of Paley-Wiener Theorem for frames can be found in Christensen [5].

In this paper, we concentrate on perturbation theory for ^-localized frames. 

We show that some perturbations of the localization map a : I  G  preserve the 

^-localization property (Theorems 2.2 and 2.3). Also, using the convolution on 

t x, biorthogonal sequences and orthogonal projections we obtain new fp-localized 

sequences (Theorems 2.4 - 2.9). Finally, using an arbitrary given sequence, we 

provide a simple way for constructing ^-localized sequences (Theorem 2.10).
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2. M a in  R e s u l t s

Throughout the paper, I  will stand for a countable index set, G  will denote an 

additive discrete group of the form

which is equipped with a  metric defined as follows. For rrij e  Znj, we set 6(m j) =  0 if 

rrij =  0, and 6(jrij) =  1, otherwise. Then given g  =  (a jn i , ..., aյ7Կ ,m i , . ..,m e) €  G, 

we set

The metric is then defined by d (f ,g )  =  \ f  -  g\- Also, let a : I  -»  G  be a map and 

let

Balan et al. [2] defined the ^-localization as follows:

D efin itio n  2 .1 . Let У =  { / і} і<=/ and £ =  {е,-}і6 с  be sequences in !K, and let

a  : /  -+ G  be an associated map. a) 7  is ^-localized with respect to the sequence

£ and the map a, or simply that (J , a, £ ) is £p-localized, if

Equivalently, there exists an element r  e  tp(G) such that 

I (/i,ej>  I <  ra(i) - j,V i € l , V j  €  G.

b) ('I, a) is ^p-self-localized, if there exists an element r G (P(G) such that

І< Л .Л > І< г.й -о И ,Ѵ м е 7 .

Also, if J  =  { f i j i e i  is a  frame for Jf with a canonical dual frame 7  =  then

c) (3՜, a) is fp-localized with respect to its canonical dual frame 7  =  if there

exists an element г €  t p{G) such that

The next theorem states that the ̂ -localization property is stable under perturbation 

of the localization map a :  I  - t  G.

T h eorem  2 .2 . Let J  =  be a sequence in 0Հ and £ =  {e j } je a  be a Bessel

sequence in  5f, and let a : I  -> G  be an associated map. If  (J ,a , £ ) is էշ-localized 

and b : I  -*  G  is a map such that a  =  b except on a finite subset F  of I, then 

(1 , b, £ ) is էշ-localized.

c - n * z « n * - -

Y ,  sup I (Л,С,+.(()> I” <<*>•

|(л.А)| <Г ф )-аЦ ),
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P ro o f. We have £ i 6 0 supi e / 1 (/«»ei+ 0(o ) I2 <  °°> because (3 \a , £ ) is ^-localized. 

Let to €  I  =  F  U ( I  \  F ). If г'о G F , then for all j  €  G  we have

I ( Л , ,  е,+ь(і0)> I2 <  sup I < /i, ej+b(i))  I2 <  sup | < /,, ej+6(i)> |2+ ^ s u p  | ( /* , eJ+b(0) |2.

Also, if  г'о €  ( /  \  F ), then for all j  G G we have

I (fio , e j+НЬ)) I2 ^  I <Л' ei+ ‘(‘>) I*

< s u p | ( / i , e i+6(i)) | 2 +  sup | ( / i , e j4b(i)) | 2. 
t e f  ie (r \F )

Thus, for all j  €  G  we have supie / | < / , ,e_,+b(i))  |2 <  supic/,-1 ( f i ,e j+b(i))  |2 +

suPi6(/\p) I (/*»ei+6(t)) I2» because i 0 is an arbitrary element of I.

Now for all i  G /  we have G +  b(i) =  G, because G  is a group. Also, a(i) =  b(i)

for all г G /  \  F . Thus, we can write

E «ч> I <A W  l! s E I  <*■ W  I2 + E sup Кл̂ і+вдЯ2
j£ O l£'  j £ 0 ,e f

= E I <л. i!+E “p. I i2
j€G 16 je G te , \ F

<ЕЕКЛ'е«‘в)іа+Е sup K/i.ei+.w)i2
j e G ie F  j e G te I \ p

=E EI №'eJ+w)> I2+E “я,I (/<•«#+•»>) I2
ie F je G  i€ G , 6 ՝ f'

=E E кл.<*)і2+Е «р.i </•.««*«> P
ieF jeG + b(i)  j e G , € l ՝ F

= E EI (л՛ I2+E ™p I (л> ej+o(i)> I2
ie F je a  j e c i e , \ F

Հ E EI <л-еі> I2+E sup I (*■ cj+«m> I2
»€F j6 G  jGG  , e /

s 5 E ілі2+Esup I <л.еі«и) I2 < °°i
«eF j’6C *6 /

where В  is the Bessel bound of £ . Thus, (J , b, £ ) is ^-localized. □

For two localization maps a  and 6, the ^-localization with rcspcct to a  and the 

^p-localization with respect to  b are equivalent if a  -  b is constant.

T h e o r e m  2 .3 . Let 'J =  { /* } « /  and  £ =  {e j}j e c  be sequences in  "K, and let 

a :  I  - * G  be an associated map. Suppose that (5 ՜, a, £ ) is  l p-localized. I f  b : I  - t  G  

іч a map such that b -  a  is a constant function, then  (3՜, b, £ ) is Cp-localized.

P r o o f . If ('J, a, £ ) is ^-localized, then there exists r  G t P{G ) such that

I ( / i i ej)  I ^  ra (i)-jt  * G I , j  G G.
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Also, if  b : I  -¥  G  is a map such that b -  a  is constant function, then there exists 

A € G  such that a(i) =  b(i)—A for all z €  I. Observe that the sequence a =  { s (j)} j€ i  
defined by s ( j )  := r j-x  belongs to  t p(G), because

E W - E M -  E  М» = 2 > , - л|” < оо.
JSG  j'6G >€A+G >eG

Finally, for all i  G I  and all j  6  G we have

I </i, e ,)  I <  гв(<)_,- =  r bW_ j_ a =  S(,(l)_ j,  

and hence (J ,  b, £) is ^-localized. □

Using the convolution on t \ ,  եւ the next theorem wc obtain new fi-localized  

sequences.

T h eorem  2 .4 . Let J  =  {Л}<е/ and £ =  { e j} je c  be sequences in J{, nnd let 

a :  I  G  be an associated map. If (J , a, £ ) is t i  -localized and £' =  {e '} j€c ,  where 

e' =  Y lkcc  s kZj+k for some s  =  {sfcjfcgc G h (G ), then (J , a, £') ts fi-localized. 

P ro o f. If (J",o, £) is ^-localized, then there exists r  e  ^i(G) such that 

I ( f i ,e j )  I <  '■„(ij-j.Vt €  /,V ? €  G.

Now, for all г €  /  and j  €  G, we have

І<Л.«і)І= ( / » E » ' j « )  M l №•<*»*) I s E l*‘ lr« - j - ‘  = (l’ l " k
I \  t e c  / 1 лес kec

where |s| * r is the convolution of two sequence js| and r. Thus, (J , a, £') is £1- 

localized. □

In the next theorem, we obtain a  new ^-localized sequence for a given £p-localized 

sequence.

T h eo rem  2 .5 . Let 'S =  {/*}*€/ be an orthonormal basis for 0 { and £  =  {e j}j6 c  be 

a sequence in !K, and let a :  I  - i  G  be an associated map. If  (J ,  o , £ ) is ^-localized 

and £ ' =  { e '} ,eG, where e'- =  e , +  £ fc6/ sa(k )-jfk  for some s =  { s k}keG  €  t p{G), 

then (У , a ,  £ ')  is  I,,-localized.

P ro o f. If ( J ,a ,£ )  is ^-localized, then there exists r e  £P(G) such that 

1<Л.е*>| < r e ( iW , V i e / , V j e G .

Now, for all г e  /  and j  €  G, we have

I( л , е ' ) |  =  ( / . , « ( +  £ ѵ ш л )  <  10 1 .« յ ) I +  Е ч н ( Л . Л )
I \  fc€l / I  |fc€/ I

= I I + l*Uo-,IAIIa < (r + і»і)«в - і -
Thus, (J ,  a, £') is ^-localized. □
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The next theorem shows that if բ  and q are conjugate exponents, then using 

Holder inequality, from a given sequence that is £p-localized and I,,-localized, we 

can obtain a new £2-localized sequence.

Theorem  2.6. Let 7  =  { f i } ie i  and £ =  {е ,} ,ес  be sequences in  Эі, a : I  G  be 

an associated map, and let p ,q >  1 such that ֊  +  ^ =  1. The following assertions 

hold.

a) If (7 , u, £) is (p-localized and կ -localized, then (7 ,a ,£ )  is էշ-localized.

b) I f [7 , a) is t p-self localized and կ -self localized, then (7 , a) is էշ-self localized.

c) I f 7  =  {fi}iG i ** a frame for 0Հ and (7, a) is tv -localized and t n-localized

with respect to its canonical dual frame 7  =  then (CF, a) is էշ-

localized with respect to its canonical dual frame 7  =  {Л Ь е/-

P roof. If (J , a, £) is ^-localized and ^-localized, then there exist r  G t,,(G) and 

a G t q{G) such that

I (Л,е>) I <  Гв(0_ „  and I </«,e,-> | <  5e(0_y,Vi G J.Vj G G.

Thus, for all i  G I  and j  G G we have

I ( fi>ej )  ?  =  I ( / i . e j )  II </x. ej> I <  га(і) ч з а{і)^  =  (тѴ;)а(і)_,-.

By Holder inequality we have rs  G fi(G ), and hence (7 , a, £) is ^-localized. The 

proof of parts b) and c) is similar to that of part a), and so is omitted. □

R em ark. Using the generalized Holder inequality and arguments similar to those 

applied in the proof of Theorem 2.6, it can easily be shown that if 7  =  and

£ =  {ej}jec  are sequences in a : I  -* G  is an associated map, and (7 ,a ,£ )

is ^.-localized for t  =  1 ,2......n such that £ " =1 j֊t =  £ <  1, then (7 , a ,£ ) is

fnr-localized.

The next theorem shows that biorthogonal sequences of £ =  {е^};€с  give a new 

^-localized sequence with respect to £.

T heorem  2.7. Let 7  =  {/i}<ec and £ =  {е ,};-6с  be sequences in !K, and let 

£' =  {e'beG  be a biorthogonal sequence of £ . If (7 ,id ,£ )  is t p-locolized, then 

( 7  +  £', id, £) is also l p-localized.

P roof. If (7 , id, £) is fp-localized, then there exist r G tp(G) such that

I (Лі t j )  I <  f j - j ,  Vi G / ,  Vj G G.

Now, for all г G I  and j  G G, we have

I (/< +  Հ , ej)  I <  I (fu  ej)  I + 1 (e'it ej) I <  n - j  +  ві- j  =  {r +  s ) i - j ,
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where s  =  {.s(m)}m£G €  tp(G) is defined by s(m) =  0  for m փ 0 and s(0) =  1.

Thus, (3 ՜ +  £', id, £ j is ^-localized. □
Using the convolution on t \ ,  in the next theorem we obtain new ^-localized 

sequences.

Theorem 2.8. Let J  =  {/<},e/ and £ =  { Cj}}eG be sequences in ՅՀ, a : I  -» G 

he an associated map, and let £' =  {e'}j€G. where e'- =  Y,k=i ej+jk for some 

j i , j i , —,jn  6 G. If (J, o., £) is ti-localized, then (J  ,o ,£') is afso 4 ՜ localized.

Proof. If (J, a, £) is ^-localized, then there exist r  6  £i(G) such that 

I (Խ ք )  I <  r«(i)_j, V» €  / ,  Vj e  G.

Now, for all i 6 I  and j  € G', we have

I (л , «;> I ■ ( л ,  Ё  Ч + * )  s  Ё I (л , e/+A) I <  Ё м о - і - і .  -  * »).»>-).
I \  fe=l /  I fc=l fc=l

where s =  {s(m)}meG € î(G') is defined by s(m) =  1 for m e  {ji, յ շ , j n} and 

s (m )  =  0, otherwise. Thus, (J, a, £ ')  is ^-localized. □

The next theorem gives a new ^-localized sequence by acting a familly of

orthogonal projections on a given £;,-self localized sequence.

Theorem 2.9. Let J  =  { /i} iec  be a bounded sequence in H  and £ =  {ejjjeG  such 

that e j =  f j  -  p jf j,  where pj is the orthogonal projection onto M j  :=  span {fi}# j. 

If (J , id) is tp-self localized, then (7, id, £) is aho tp-localized.

Proof. If (J , id) is ^p-self localized, then there exist r €  (P(G) such that 

\(քէ, ք յ ) \ < ս ֊ յ , * , յ շ շ .

Also, there exist M > 0 such that | | / i | |  <  M , for all i  €  G. Observe that the 

sequence s  =  {s(m )}m€G> defined by s(m )  =  2r{m )  for m  փ 0 and s(0) =  2M2, 

belongs to tj,[G). Hence, for all i  փ j  € G, we have

I Ա,4) I = I ( f c / i - f t / յ)  I < I +1 t t , w «  I =  2| № ,« 1  < I-։-
Also, for all i € G we have

I №,«> = I №,/<-rah) I < I (Л .Й І +  І U,,nU) I < 2Ц/.ІІ1 < 2M! -

Thus, (J , id, £) is ^-localized. □

A simple way to construct ^-localized sequences is given in the next theorem.

Theorem  2.10. Let J  =  {/<},e / and £  =  {e jj je z  be sequences in !K, a : I  Z 

be an arbitrary map, У  =  { / / }ig/, where f-  =  21+°||/|՚|{՛ and £' =  {e'}j€z, wftere 

e'- =  2-1՚փ|խյ՚|/  ■ T/ien the following asertions hold:
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a) (Մ՛, а , £') is f p-localized.

b) (З7', a) is ip-self localized.

c) (£', id) is ip-self localized.

P roof. For all i  6  /  and j  €  Z we have

I / / '  e' \ i  =  I / 2 |n(,)l^  2 И,)ІеА |  <  2-(|n(i)|+|j|) <  շ  !«*(*) j| _  r  . I
I {foei) 1 | \  1 + ИД! ’ 1 + ||eJ  / |  ՜  ֊*  j

where r =  {r(7n)}meZ e  is defined by r(rn) =  շ - Н .  Thus, {'S', a, £') is 

localized, and assertion a) is proved. The proof of parts b) and c) is similar to that | 

of part a), and so is omitted. □
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