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A b s tra c t .  Let B(H )  be the algebra of all bounded linear operators on a  complex Hilbert 
space H  and A (H ) С B(H )  be a  standard operator algebra which Is doeed under the adjoint 

operation. Let F  : A (H ) -* 8 (H )  be a  linear mapping satisfying F (A A 9A )  ш F (A )A ’ A +  
A d (A ')A  + A A ‘d(A)  for all A C  A (H ),  where the •associated linear m apping d : A {H ) B{H) 
satisfies the relation d[AA‘ A )  -  d(A )A ‘ A  + A d(A*)A  + A A ՝d (A )  for all A  €  A{H ).  Then F  Խ 

of the form F(A ) = S A  -  A T  for all A  e  A (H )  and some S ,T  6  B{H), th a t  is, F  is a  generalised 
derivation. We also prove some results concerning centrallxere on A{H )  and semisimple //'-algebras.

M S C 2010  n u m b ers : 47B47, 46K15, 16W10.
K eyw ords: generalized derivation; generalized Jordan derivation; left centralizer; 
etandard operator algebra; Я  *-algebra.

1 . I n t r o d u c t io n

Let S : 71 -* 71 be an additive m ap on a  ring 71. Rccall th a t S is called a  
generalized Jordan derivation if there exists a  Jordan derivation d  : 7Լ -*  71 such 
th a t the  equality

(1.1) 5(oa) =  <5(a)o +  ad(a)

holds for all a e  71, and S is said to  be a  generalized derivation if there is a  derivation 
d on 71 satisfying

(1.2) <J(a6) =  S(a)b +  ad(b) 

for all a, b € 71.

In [7], i t  was proved th a t every generalized Jordan derivation on a  2-torsion 
free prime ring is a  generalized derivation. This result was generalized in [14] to 

generalized Jordan derivations on 2-torsion free semiprime rings.
In particular, if d  =  8 in (1.1) and (1.2), then 6 is called a Jordan derivation and 

derivation, respectively. The first result on Jordan derivation is due to  Herstein [6] 
who proved th a t any Jordan derivation on a  2-torsion free prime ring is a  Jordan 

derivation. Cusack [4] and BreSar [2] showed th a t this ե  also true for Jordan
3
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derivations on 2-torsion freo semiprimo rings. If с 6  is a  fixed dement and 
d(o) =  (с, a] =  ca -  ac for all a €  K , tlien it is easy to see tha t 6 is a  derivation 
which is called an inner derivation determined by c. I t  is also well known that ever)' 
linear derivation on standard operator algebra is inner (cf. [3]). Some related results 
on operator algebras can be found in [5j, [8], (12), and references therein.

In [13], Vukman proved that if a  linear mapping d  on a  standard operator algebra, 
which is elosed under the adjoint operation, or a  scmisimplc //'-algebra, satisfying 

d(A A 'A )  =  d(A )A 'A  + Ad(A*)A + A A ❁d(A),

then d  is a  derivation.
Motivated by the above result and the concept of generalized Jordan derivations, 

in this paper, we aim to show tha t if F  is a  linear mapping on a  standard operator 
algebra which is closed under the adjoint operation satisfying

F (A A 'A )  =  F{A)A*A + Ad(A*)A  +  A A 'd(A ), 

where the associated linear mapping d satisfies the relation

d[AA*A) =  d(A)A*A + Ad(A*)A + AA*d(A), 

then F  is a  generalized derivation. A similar result is also obtained for the case 
of linear mappings on scmisimplc tf'-algebras. It should be noted that in order to 
prove the result on semisimple //'-algebras, we need to have some results about 
left ccntralizcrs. Recall that a  linear map ф : A  A  on an algebra A  is callcd a  left 
centralizer if ф(ху) =  ф(х)у for all x, у  €  A . The definition of a right centralizer 
should be self explanatory.

We now list some basic notation, definitions, and results. Throughout the paper, 
C{H) and B{H) will stand for the algebra of all linear operators and the algebra 
of all bounded linear operators on a  complex Hilbert space Я , respectively. By 
.F (tf) С B(H) we denote the subalgebra of all bounded finite rank operators. We 
call a  subalgebra A (H ) of B(H) standard if it contains Г (Н ). Notice that every 
standard operator algebra is prime. An operator P  e  # ( / / )  is said to be a  projection 
if P* = P  and P 2 — P . Each rank one operator can be expressed as x  ® y, where 
X  ® y(tx) =  (u, y )x  for all u € H.

Let A  be an algebra over the filed С of complex numbers. An involution in A  is 
a map a o* of A  into itself such that

(1) (a-)« « a
(2 ) ( a  +  b y  =  a*  -f- 6*

(3) (Aa)- =  *a‘
(4) (օծ)’ -  ծ 'օ '

4
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for any a,6  G A  and Л G C. An algebra over С endowed with an involution is 
called an involution algebra or a «-algebra. Recall that a scmisimplc t f ‘-algebra 
is a complex scmisimple Banach «-algebra whose norm is a Hilbert space norm 
such that (x,yz*) =  {x z ,y ) =  (z tx*y) is fulfilled for all elements x ,y ,z .  Let A  be 
a semisimple t f ’-algebra and {A* : a  G Г} be the collection of minimal closed 
ideals of A  such that A = 0 oerA»- Then any element x  e  A  can be expressed as 
X =  XaXfi =  0 for x0 G Aa  and xp G Afl with a  փ 0. For every x
and у  in A  with z  =  £ 0 xa “ d У =  T ,a Va> we b*** *1/ =  £<* xaVa- A self-adjoint 
idcmpotcnt element e G A  Is called a  projection. A nonzero projection is said to 
be minimal if it can’t  be represented as a  sum of two mutually orthogonal nonzero 
projections in A . For more information about t f ’-algebras, we refer the reader to 
[1] and [11].

2 . M a in  r e s u l t s  

Our first theorem is a  generalization of Theorem 1 of [13].

T heorem  2.1. Let H  be a complex Hilbert space, and let A{H ) С B (tf) be a 
standard operator algebra, иЛісЛ is closed under the adjoint operation. Suppose 
there exists a linear mapping F  : A (H ) -» B(H) satisfying the relation

(2 .1) F (A A 'A ) = F (A )A ՝A  +  Ad(A*)A +  AA*d(A)

for all A  G A (H ), where the associated linear mapping d : A{H ) -* B{H) satisfies 
the relation

(2 .2) d(AAuA) ш  d(A)A‘ A  +  Ad(A‘)A  +  AA*d(A)

for all A  Շ A (H ). Then F(A) -  S A - A T  for all A  G A{H ) and some S ,T  G B(tf), 
xohich means that F  is a linear generalized derivation.

It should be mentioned that in the proof below, we borrow some ideas from [10] 

and [13].

P ro o f. First we consider the restriction of F  to  ? {H ). Suppose A  G Т (Н ). Then 
Am G ? (H ).  Pick a projection P  G ? {H )  such that A P  =  P A  =  A  and A mP  =  
P A ՜ =  A ՜.  Hence, in view of relation (2 .1), we obtain

(2 .3) F(P) =  F (P )P  +  P d(P )P  + ԲՀԲ).

Right multiplication by P  to (2 .3) yields that 2Pd(P )P  =  0 . This implies that

(2 .4 ) Pd(P )P  =  0 .
5
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In view of above relation, we find that

(2.6) Pd(P)A  =  0, A d(P)P  =  0, and Ad(P)A  -  0.

Using (2.4) In (2.3), we get

(2.6) F (P ) =  F (P )P  +  Pd(P).

Replacing A  by A  +  P  in (2.1) and using the fact that A" =  ( /  +  P)* = A* + P, 
we obtain

(2.7) F((A  +  P)(A* +  P)(A  +  P)) -  F(A)A*A  +  Ad(A ')A  

+ AA❁d(A) + F(AA* + A ՜ A  +  A2) +  2 F(A) + F (A ')  +  F (P )P  + Pd(P).

On the other hand, we find that

(2.8) F((A  + P){A* +  P )(A  + P)) =  F(A)A*A  +  F(A)A + F[A)AU 

+ F (A )P  +  F(P)A*A + F (P )A * +  F(P )A  +  F (P )P  +  y4rf(>4*)A +  Pd(A❁)A

+Ad(P)A + Pd(P)A + A d(A ')P  +  Pd(A❁)P  + A d(P)P + Pd(P)P + AA՝d{A) 

+ A՝d{A) +  Ad(A) + Pd(A) + AA*d(P) + A*d(P) + Ad(P) +  Pd(P). 

Combining (2.7) and (2.8), we obtain

F(A A ❁ +  A* A  +  A *) +  2F(A) +  F{A*)

=  F{A)A  +  F(A )A ❁ + F {A )P  + F(P)A*A +  F(P)A* +  F(P)A + Pd(A*)A  

+Ad(P)A  +  Pd(P)A + Ad(A❁)P  +  Pd(i4*)P +  Ad(P )P  +  P d (P )P  

+A*d{A) +  Ad(A) + Pd(A) + A A 'd (P ) +  A9d{P) +  Ad(P).

An application of (2.5) and (2.6) yields

(2.9) F (A A U +  A* A  + A7) + 2F(A) + F (A *) =  F (A )A  + F(A)Aa

+ F(A )P  +  F{P )A aA  +  F (P )A ՜ +  F (P )A  + P d(A ')A  

+Ad(A*)P + Pd(A*)P  +  A*d(A) + Ad(A)

+ РЦ А) + AA*d(P) + A 'd (P ) + Ad(P).

Replacing A  by - A  in (2.9), we get

(2.10) F (A A ❁ +  A*A  +  A7) -  2F(A) -  F (A *) -  F (A )A ❁ + F(A)A  

+ F(P)A*A -  F(P)A* -  F (P)A  -  F (A )P  + P d(A ՝)A  +  A d(A ՝)P

~ P d (A ')P  + A 'd (A )  +  Ad{A) -  Pd(A) +  AA*d(P) -  A ‘d(P) -  Ad(P). 

Adding (2.9) and (2.10), we arrive at

(2.11) F {A A% + A* A  +  A7) =  F(A)A* +  F (A )A  +  F(P)A*A
6



+Pd(A*)A +  Ad(P)P + A9d(A) + Ad(A) +  AA*d(P).

Subtracting (2.10) from (2.9), we obtain

(2.12) 2F(A) +  F (A 9) =  F (P )A ‘ + F (P )A  +  F{A)P  +  Pd{A9)P

+Pd(A) + A*d(P) +  Ad(P).

Next, substituting iA  for A into (2.10) and (2.11), we find that

(2.13) F (A2 -  A A * -  A*A) =  F(A)A -  F (A )A 9 -  F(P)A9A

—P d(A ')A  + Ad(P)A  +  Ad(A) ֊  A 9d(A) -  A A ‘d(P)

(2.14) 2iF (A ) -  iF (A ❁) =  iF (P )A  ֊  iF (P )A 9 + iF (A)P

—iP d(A9)P  + iPd(A) -  iA 9d(P) +  iAd(P).

This implies that

(2.16) 2F(A) -  F (A 9) -  F (P )A  -  F (P )A 9 +  F (A )P

—Pd[A9)P  +  Pd(A) -  A9d(P) +  Ad(P).

Adding (2.12) and (2.15), we arrive a t

(2.16) 2 F(A) = F (A )P  + Ad(P) + F (P )A  + Pd(A).

Now adding (2.11) and (2.13), we get

(2.17) F (A3) ա F (A )A  + Ad{A) 

for all A 6 A{H).
By Theorem 1 of [13], we see that d  is an inner derivation on A[H ). So, there 

exists an operator N  € B(H ) such that

(2.18) d(A) =  N A  -  A N

for all A  € Т’(Я ). In view of relations (2.16) and (2.17), we conclude that F  
maps jF(H) into itself. Also, from (2.17), it is clear that F  is a generalized Jordan 
derivation on F (H ).

Note that Р[Н ) is prime and hence F  is a  generalized derivation on H ) by 
Theorem 2.5 of [7]. Furthermore, Theorem 4.2 of [7] asserts that F  is a  generalized 
inner derivation on Т ’(Я ), that is, there exist S ,T  e  B(H) such that

(2.19) F(A) = S A - A T  

for all A  € F{H).
Ib  complete the proof, it remains to show that the relation (2.19) holds for all 

A  6  A(H ).

ON OBKBRAUZ8D DERIVATIONS AND CBNTRALIZERS ...
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We first claim that the operators N  in (2.18) and T  in (2.19) differ by a  scalar 
multiple of the identity operator I. Indeed, for any А, В  €  -Р(Я), F (A B ) =  S A B  -  
A В Т . On the other hand, we have

F (A )B  +  Ad(B) =  S A B  -  A T  В  + A N  В  -  A B N .

Comparing the above two relations, wc see that

(2.20) A B {N  -  T )  =  A{N -  T )B

holds true for all A, В  € .^(Я).
Pick y ,u  € Я  such that (u,y) =  1. Now for arbitrary x ,v  € Я , the relation

(2.20) becomes x ® y - u ® u - ( W - T )  «= x ® y - ( N - T ) - u ® v .  This leads to 
(Я  -  T)*V ш ((N  -  T)u, y)v  for any v € H . Hence, {N  ֊  T)* -  ((AT -  T)u, y )I ։ or 
equivalently, N —T  =  (y, (N - T ) u ) I . Taking A =  (y, (A f-T)u), we get W -T  =  XI.

We now define a  linear map G : И (Я) -♦ B(H) as follows: G(A) г= SA  — A T  for 
all A  €  A{H). We set F0 =  F  -  G, and observe that Fo(A) =  0 for any A  € .Р(Я). 
Thus, it remains to  show that Po(A) =  0 for all A € A(H).

For any A e  A(H ), we can write

F0(AA❁A) =  F (A A ❁A) ֊  G (A A 'A ) =

=  F(A)A*A  +  Ad(A*)A +  AA*d(A) -  SAA"A + AA*AT 

=  F(A)A*A +  AN A* A -  A A 'N A  + AATNA -  A A ՝ AN -  SAA❁A +  AA9 AT 

=  F{A)A*A +  A(T  +  AI)A0A ֊  AA*(T + XI)A + AA‘(T + AI)A

—AA*A(T  +  A7) -  S A A ❁ A  +  A  A ՝ A T  =  F(A)A❁A ֊  S A A 'A  + A T  A* A.

and

F0{A)AmA  =  F{A)A*A -  G(A)AmA  -  F(A )A 'A  -  SA A UA + ATA*A.

Therefore, we have Fq{AA*A) =  Fq{A)A*A for any A  e  >4(Я).
Let A  € .Л(Я) and P  be a  rank one projection. We write К  = A -  A P  -  

P A  +  PA P. One can easily check that K P  =  P K  =  K ’ P  =  P K "  =  0 and 
F0(K) =  F0(A). We have

F0(A )tf VC =  F0(K )K *K  ш F0{ K K ՝K )  =  Fq{K K "K  +  P) =

=  P0(( tf  +  Р ) (Я  +  Р )*(Я  +  P )) =  Р0(Я  +  Р ) (Я  + Р )*(Я  +  Р )  =

=  F0(A )(K ' + Р )(К  +  Р )  =  F0(A )K *K  + Fq(A)P,

implying that Fo(A)P =  0. Since P  is arbitrary, it follows tha t Fo(A) =  0 for all 
A  €  A(H ). This completes the proof of the theorem. □

As an immediate consequence of Theorem 2.1, we have the following corollary.
8
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C orollary  2.1 ([13], Theorem 1). Let H  be a complex Hilbert space, and let A (H ) £  
B[H) be a standard operator algebra, which is closed under the adjoint operation. 
Suppose there exists a linear mapping d : A{H ) -* B(H) satisfying the relation 

d(A A 'A ) =  d(A)A❁A  + A d(A ')A  +  AA'd(A) 

for all A £ A (H ). Then d(A) =  Т А  -  A T  for all A €  A{H ) and some T  e  B(H), 
which means that d is an inner derivation.

The proof of the following theorem is similar to that of Lenma of [10]. For the 
sake of completeness, we include it here.

T heo rem  2.2. Lei H be a complex Hilbert space, and let A(H) С B(H) be a 
standard operator algebra, which is closed under the adjoint operation. Further, let 
Ф : A (H ) -+ B(H) be a linear mapping satisfying

(2.21) ф(ААаА) ш ф(А)А* A

for all A  € A{H ). Then ф is a left centralizer and there exists a linear operator 
С  G £ (Я ) such that for all A € A (H ) ф(А) =  С  A.

Proo f. Let A  € 7 (H )  and P  be a  finite rank projection such that A P  = P A  =  A. 
Substituting A +  P  for A in relation (2.21), we obtain 

ф(А7 +  A ❁A  + А А Ф + 2A + A *)

-  ф(А)А + ф(Р)А*А +  ф(А)А* +  ф(А)Р +  ф(Р)А + ф(Р)А*.

Replacing A  by А  +  Р  and А -  Р  respectively in the above relation, we can get

(2.22) ф{2А + A*) -  ф{А)Р + ф(Р)А + ф (Р )А \

Replacing A  by iA  in (2.22), we get

ф(2іА -  ІА ')  ш іф(А)Р + іф(Р)А -  іф(Р)А‘.

It follows that

(2.23) ф (-2А  +  A*) =  -ф (А )Р  -  ф(Р)А + ф(Р)А

Equalities (2.22) and (2.23) yield that ф(Ат) = ф(Р)А*. Replacing A ՜ by A results 
in

(2 24) ф{А) = ф(Р)А.

We now show that ф is a  left centralizer on jF{H), tha t is, ф[АВ) = ф(А)В for 
all A, В  €  ?{H ). If Я  is finite dimensional, the choosing P  =  / ,  we get ф{АВ) =  
ф(І)АВ = ф(А)В. If Я  is of infinite dimension, then we fix an element x  6 Я , and
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claim that for any у G Я , there exists an dement x„ G Я  such that ф(х&у) =  x,®y. 
Let t/i,V3 6 Я . If i/i and ya are linearly independent, then

Ф(х ® (yi +  ya)) =  » (Vi +  W) =  *»,+*, ® W +  ® ya-

On the other hand, we have

* (х® уі) +  *(х® уз) =  *», ® ух+**,® уа.

It follow» that Zy, — ®v,+v* “  *ѵэ- the case where yi and ya arc linearly 
dependent, we may find а  уз G Я  such that yi, уз as well as ya, уз are linearly 
independent. Therefore, Ху, =  Zy, =  хот.

Pick an element u G Я  such that (ti, y) փ 0. Let и € Я  be arbitrary. We have

ф(х ® у • u  ® и) о  ^((u , y)x ® и) в  X(U,„)W ® (u. y>w 

=  (u .y )x (WiV)„ ® t» =  (u ,y )x * ® u  =  x „ ® y - u ® t  =  ф (х ® у )ti® V .

If (ti.y) в  0, wo have ^(x®  у u ®v )  =  0 and, by (2.24),

^{x ® у • u  ® v) =  *(P )x ® у • u  ® и ■ 0

for some finite rank projection P . Now, we can conclude tlu t for any А, В  €  ^ (Я )  
^(A £) в  Ф(А)В. This implies that ф is a  left centralizer o i 7(11).

Next, we pick y .u  € Я  with (y,u) =  1, and define Cx =  ф{х ® u)y for any 
X € Я . Obviously, С  is linear. Now for any A € ^ (Я )  and x € Я ,

CAx =  ф(Ах ® u)y =  ф(А)х ® ti(y) =  ^(A)«y, u)x) =  ^(A)x.

Thus, *(A) =  CA for all A G ^ (Я ) .
To complete the proof, it remains to show that ф(А) — С A  for all A G А(Я). 
Define Ф by Ф(А) =  CA for all A G A (H ) and let Фо =  ф -  Ф. It is obvious 

that tfo(A) =  0 for all A G F (H ). One can check that Фо(ЛА*А) = Фо(А)А*А for 
all A G A{H). Let A G A(H ). Suppose that P  is a  finite rank projection and let 
К  =  A — A P -  PA +  PA P. We have

Ф о (К )К вК  =  Ф о ( К І Г К )  =  ф о ( К К 'К  +  p )  =  * , ( ( Я Ч  Р ) ( Я  +  Р ) ' ( Я  +  Р ) )  

=  Ф и(Я  +  Р ) ( Я  +  Р ) * ( Я  +  Р ) .

This leads to Л )(Я )Р  =  0. Observing that фо(К) =  6,(A ), we get 4o(A)P -  0 for 
any finite rank projection P . Hence, 6>(A) =  0 for all A G А(Я). □

The proof of the next result is just a modification of that of Theorem of [10]. We 
present the proof for the reader's convenience.
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T heorem  2.3. Let ф : A  -* A  be a linear mapping on a aerr.isimple t f  *-algebra A  
satisfying

(2.26) ф(хх‘х)= ф (х)х*х  

for all x  e  A . Then ф is a left centralizer.

Proof. Let я e A  be a projection. Replacing x  by x  +  e and x  -  t  In (2.26), 
respectively, and comparing the resulting equalities, we arrivn a t

(2.26) ф(ее'х  +  xe*e +  ex*e) =  ф(е)елх  +  ф{х)е‘ е +  ^(e)z*e.

Let {Aq : a  e  Г} be a collection of minimal closed ideals of A  such that their 
orthogonal direct sum is A. For a  € Г and x  € A*, let с be a minimal projection 
with e e Afi (a  փ fi). It follows from (2.26) that ф(х)е =  0. Thus, ф(х) e  Л». 
which implies that Aq  is invariant under ф. By Theorem 2.2, we conclude that ф is 
a  left centralizer on Aa  for each a  € Г. Furthermore, it follows from Theorem 2.2 
and Remark 1 of [9] that ф is continuous on А» for every a  € Г.

Lot {xn} С A  and y e  A b e  such that

lim xn —► 0 and Hm Ф(хп) -* у.«WOO Ո-400
If е е  A  is a minimal projection, from (2.26) we see that

0 =  +  +  “  ve>
implying that у  = 0. By Closed Graph Theorem, ф is continuous.

Fbr any x .y  e  A  we write x  -  £ 0€Гх0 and у  -  £ о€Гу „  where xa .ya e Л» 
(a  € Г). We have

Ф(*ѵ) =  tf (  £  ** 5 1  l/e) =  *  (  Ц  =  Л  ФІХаѴа) =  5 3  *<*■)«■
а€Г  e g r  о€Г. а€ Г  а£Г

о€Г  о€Г о€Г о€Г
Thus, Ф{ху) — ф{х)у for all х, у  €  A . This completes the proof. □ .

We conclude our paper by proving an analog of Theorem 1 on semisimple H*- 
algebras.

T heo rem  2.4. Let A  be a semitimple H*-algebra. Suppose there exists a linear 
mapping F : A - *  A  satisfying the relation

F (xx❁x) =s F(x)x*x  +  xd{x*)x +  xx'd(x) 

for all X e A , where the associated linear mapping d : A  - *  A  satisfies the relation 

<f(xx*x) =  d(x)x*x +  xd(x*)x +  xx*d(x) 

for all X  e A . Then F  is a generalised derivation.
11



S. ЛЫ. A. k oSn b k . w . j i n o

Proof. By Theorem 2 of [13], d  is a linear derivation. Now, for any r  e  A, we have 

(F  -  d){xx'x) =  F (xx’x) -  rf(xx’x) =

= (F(x)x*x +  xd(x*)x +  X X *d(x)) -  (d(x)x*x +  x Հ x m)x  +  xx'd (x))

= F(x)x*x -  d (x )x 'x  =  (F  -  d)(x)x*x.

In view of Theorem 2.3, wo conclude that F  -  d  is a left centralizer. Therefore, for
any x ,y  €  A  using the fact that d І» a  derivation, we obtain 

F(xy) -  (F  -  d)(xy) + d(xy) -  (P  -  d)(x)y +  rf(x)y +  xd(y) = F(x)y  +  xd(y).

Hcnce, F  ie a  generalized derivation. □

C orollary 2.2 ([13], Theorem 2). Let A  be a semisimple H m algebra. Suppose there
exists a linear mapping d : A  -» A  satisfying the relation

d(xx*x) =  d{x)x*x +  xd(x*)x +  xx*d(x)

for a l l x e  A . Then d is a derivation.
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А ннотация. Работ» посвящен» условиям нетривиально!) (ненулевой) раз
решимое™ некоторых кл»ссоіі однородных іштегр&лышх ур&лненмВ вида 

ос О
S (x )  =  У ^ ( х -  t)S ( t)d t  +  j  T j( x  -  t)S ( l)d i , X € Л.

О -оо

относительно нсхомоЛ функции S .  Изучено асмматотнчѳсксв поведение ро-

M SC2010 num ber: 45А05, 45В05.

К лю чевы е слова: интегральное уравнение; ядро уравнения; асимптотика ре
шения.

1. В в е д е н и е , в с п о м о г а т е л ь н ы е  ф а к т ы

1.1 Вопросы нетривиальной разрешимости однородных травлений вида 
оо О

(1.1) S{x) ш J  Гі(* -  t)S{t)dt +  J  7а (х -  t)S(t)dt, х  е R,
О — оо

*
где ядра Т\ и Та - данные на R  функции, удовлетворяющие условиям (консерва
тивности):

оо

(1.2) 0 <  Tf €  L i(R ), պ ա  J  Tj(x)dx  -  1 . j - 1 , 2 .
-00

были изучены в работах [1]-{2]. В указанных работах, на о:новс развитого в [3] 
-  [4] общего подхода, а  именно, вольтерровской факторизации интегрального 
оператора и применения нелинейных функциональных уравнений Н. В. Еигиба- 
ряна, были получены достаточные условия разрешимости однородных (и неод
нородных) уравнений вида (1 .1), (1 .2) и изучено асимптотическое поведение их 
решений в ±оо. В [1] доказана следующая теорема.
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Теорема 1.1. Если в уравнении (1.1) ядра T j( j  *=' 1,2) удовлетворяют условиям
(1.2) и одному из следующих условий (а) или (Ъ):

(a) Tj(—x)  *  T j(x ) ,x  С R ,j  =  1,2;

(ծ) ыі >  0 և*շ <  О,
00

где այ ա J  tTj(t)dt, о случае
—օօ

ՕՕ

У  |է |7 > (է )* < 0 0 ,յ-1 ,2 ,
-о о

mo jmo ppoettetiue обладает нетривиальным, неотрицательнылі, л<жальма-ш<- 
тегрируемым ка Л решением S  : S  6  Լ^ԼՕ ). Если в условчи (Ь) имеют место 
строгие неравенства, то указанное решение Տ суммируемо и ограничено на Ո : 
Տ €  £ |(Я ) Ո M (R).

В настоящей статье результаты работы [1] по разрешимости уравнения (1.1) 
для случая (1.2) обобщаются на более широкие классы урагненяй (1 .1).

1.2 Введем в рассмотрение, определяемые на Я+ =  (0, +оо) функция S±(x) 
S(±x),x  >  0. Тогда урааненые (1.1) можно представить в виде системы:

{S+(x) «  7 А'і(х -  t)S+(t)dt + f J ? ։ (x + է)ՏՀէ)<և,
օօ °օօ

S_(x) =  7  K 7 (x + t)S +(t)dt + 7 Щ х  -  է)ՏՀէ)(էէ, I  e  IV ,  
о 0

где
* i(x )  =  Tx(x ) ,tfa(x) =  Ta( -x ) ,x  €  Я;

Кх (х) =  7а(х), К 2 (х) =  Т ,( -х ) ,х  €  Я+.
В работах [4] -  [6] исследовалась задача вольтерровсхоЯ факторизации инте
гральных операторов, определяемых правой частью системы (1.3), для различ
ных классов систем типа (1.3). Использование результатов этих работ позволило 
в [1] свести решение системы (1.3) к последовательному решению двух систем 
вольтерровского типа;

{¥>+(*) =  J V\ ~ +  x)dx +  /  V f  (է +  x)v>_ (t)dt,
օօ ձ

¥>-(*) =  /  Vf(< +  x)<p+(t)dt + f  Vf(t)<p-(t +  x)dt, Х 6 Й+. 
о о

я

{5+(x) -  v>+(x) +  /  V+(x -  t)S+{t)dt,
°.

S .(x )-v > _ (x ) +  /V ? - ( x - t ) 5 _ ( t)dt, Х 6 Д+,

1 4



где ядра V *  ո Vj* соответствующих операторов определяются то следующих 
иелнпоЛимх систем факторизации (см. (3J-[6J):

оо

(1.6) Ѵ±(х) -  Г ,(±х) +  J  V?{t)V±{x  +  t)dt, X €  Л+
о

■
оо

(1.7) Ѵ±(х) ш та(тх) + ]  V*{t)V±{x +  t)dt, х  6 Я+.
о

1.3. Вопросы разрешимости нелинейной системы факторизации (уравЕенігіі Ен- 
гибаряпа):

О В  О Д Н О РО Д Н О М  И Н ТЕГРА Л ЬН О М  У РАВНЕНИИ С  Д В У М Я  ЯДРАМ И

( 1.8)
Ѵ+(х) =  Г(х) + JT V -(t)V + {x + t)dt,

о
V "(x) =  T ( -x )  +  jV + ( t)V - { x  + t)dt, х € Я + .

I о
подробно изучены в работах [3] -  [4]. В [3] доказано, в частности, что гри

00

о <  т  €  £ і(Л ), J  T {x )d x £  1 ,
—ОО

система (1.8) обладает неотрицательным суммируемым ва Я* решением 
(Ѵ+,Ѵ") € £ і(Я +) ж М Я + ). V* >  0, причем 

00

(1.9) 7 f  V ± (x)dx Հ  1 (1 -  7 - )  . (1 -  7 +) -  1 -  м.
о

В случае / і ° 1  х о т я  б ы  одна из величин т *  равна 1. В этом случае справедливо 
следующее утверждение (см. [4]).

ОО
Теорема 1.2. В консервативном случае Т  > 0 и ц  =  1 при /  Ix l^ ijrfx  <  оо

-О О
для решения (V+, Ѵ_) системы (1.8) имеют место

а) и; =  0 о  т *  =  1; ծ) ы >  О Հ» 7 + =  1, 7 ՜  <  1;с) ш < О о  у*  <  1 ,7"  =  1,

гдеи*М  f  xT(x)dx, 7 ± = f  V ± (x)dx.
—оо о

В симметрическом случае Т[—х) =  Т(х), Ѵх € R  решением системы (1.8) 
является пара Ѵ+ = V, V֊ = V , где У-решение уравнения

оо

(1.10) Ѵ{х) =  Т(х) +  J  V (t)V (x  +  t)dt, І 6 Л+,
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оо

и, поэтому, 7 *  “  7  “  1| где 7  “  /  У (*)<**•
В укачанной работо (4) доказано также, что для конссрвлтнвноП системы (1.8)

имеют место следующие утверждения:
d e l  00  00

если 7 _ <  1 , то из w+ =  /  xT (i)dx  <  оо следует /  xVr+(x)dx < оо, что
00

равносильно включению F + €  Х-і(Л+), где F*(x) = f  V +(l)dt, х  €  Л+.
9

Аналогично имеют место:
Л ; /

если 7+ <  1, то из ы" = /  xT {-x )d x  <  оо следует F~  € £ і(Я +), где F~{x) = 

fV ֊(t)cU .
A s/ 00 00

Если же 7 _ =  1, то из и+ s  /  a?T(x)dx < оо следует /  *Ѵ+(х)<іг <  оо, и,

следовательно, F 4՜ е  Ь і(Я +) и аналогично, ори у+ =  1 пз ѵ~ f  x7T (-x )d x  <

оо следует /  xV ~(x)dx  <  +оо и Г б  І»і(Д+).

1.4. Пусть £ (Я +) - одно из нросгранств LP(R +), р  >  1, Л/(Л+) или С(Л+). 
Рассмотрим уравпеиио

Я

(1.11) S '(x )  .  д(х) + J v { х -  t)S -(t)* , 1 g S+,
О

где данные функции д » V  удовлетворяют условиям

(1 .12) ffe£(7r*-), 0 < И € І і ( Я + ) .

Это уравнение имеет локально-интсгрируемос на Я+ решение S*, причем Տ ' > О 
при д > О (см. (8]). Если 7  <  ] и д е  £ (# + ), то, очевидно, 5* е  £ (Я +). В случае 
7  =  1 и д € £ (Я +) уравнение (1.11) изучалось в [8], (9] (см. также [4]). Доказано, 
что при д 6  А/(Я+) имеет место

(1.13) S*{x) =  0{х ), при * -* оо

Заметим, что к рассматриваемому типу уравнений относятся уравнения (1.5) 
относительно искомых функций S*.

1.5 Вопросы разрешимости уравнения (1.10) в закритичесхом случае

(114) 0 <  Т  €  L\[R), /1 >  1.

рассмотрены в [7|. В указанной работе получены достаточные условия суще
ствования комплексного решения (1.10) в случае (1.14). Имеет место следующий 
результат.
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Теорем а 3.3. Пусть Т  - определенная на R  четная функция, удовлетворяющая 
условию (1.Ц), а на R + также условиям:

(1.16) Т  € СЮ(Д+), Г  < 0, 0 <  Г ' I  на R*.

Тогда уравнение (1.10) обладает комплексным решением вида
00

(1.16) Ѵ(х) =  Щ х) + іо  J W { t)d t ,  X € Я+,
Ж

где действительное число о определяется из уравнения
ОО

(1.17) J  T{t) сов oldt =

а вещественная функция W  - ш  нелинейного уравнения факторизации
ОО

(1.18) W {x) =  К (х) + J  W (t)W (x  +  t)dt, X € Л+,
о

при консервативной функции К{х):
ОО

К (х) ^  Т (х) - a -  J  Т (х  +  t)m ia td t, х  6  Я+. 
о

(Отметим, что при ц  > 1 уравнение (1.17) всегда имеет вещественный корень 
а  С Я, а  Ф 0).

2. К лассификация и разреш имость уравнения (1.1)

2.1. Как было отмечено выше, для решения системы (1.3) (а, следовательно, 
и уравнения (1.1)) достаточно последовательно решить системы (1.4) н (1.5). 

Рассмотрим пару функций
Ш Ж

(2.1) * +(х) =  1 -  J  Ѵ7- т ,  * > . ( * ) - !  -  j  V{~(t)dt, x e R * .
О о

Непосредственно проверяется справедливость следующей леммы.

Л ем м а 2.1. Д л я  пары функций (<р+,ір֊) из (2.1) имеют место соотношения 
оо оо

(2.2) J  V f (*)?+(* +  x)dt +  J  V2- ( t  +  x)fp-(t)dt -  v>+(z) -  (1 ֊  7i" ) ( 1 “  Ъ)>
о о

00 oo

J  V{-(t + x)<p+{t)dt + J  V,-{t)<p-(t + x)dt = <p.(x) -  (1 ֊  7f)(l ֊  ъ ) ,
о 0

О Б  О Д Н О РО Д Н О М  И Н Т Ы 'Р А Л Ь Н О М  УРА ВН ЕН И И  С  ДВУМ Я Я Д РА М И
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= fV j - ( t ) d t , j  = 1,2 .
О

Соотношения (2.2) позволяют делать следующее утверждение: если хотя бы 
одна из величин 7 , ՜  и 7շ равна 1 , то пара функций (2-1) будет удовлетворять 
системе (1.4). Таким образом, в указанном случае решение (5+, Տ ՜)  системы (1.3) 
можно определить из уравнений

(23) 5+(г) =  1 -  J  V2~(t)di +  j  V,+(x -  X €  Л+

(2.4) S_(z) -  1 -  /  V f(t)d t  + J  V+(x -  է)ՏՀէ)<Ա, x  € R +.
о о

2.2. Мы будем различать следующие классы уравнения (1.1): (о)-класс "дважды 
консервативных"ур8вненнй, который определяется следующими, альтернатив
ными, условиями на ядра Tj (j  =  1,2):

ОО

(2.6) 0 < T j  й  L i(R )t թ յ Գ  J  Tj{x)dx  -  1, ( - 1) S > 0,
—oo

A t /  00  00
где Այ ֊  f  xTj(x)dx  в случае /  \x\Tj(x)dx  < oo j  »  1,2; либо условиями

—ОО -0 0

(2.6) Т3( ֊ х )ш Т ,(х ) ,  Ѵ х еЯ , յ  =  1,2.

(J3) - класс "консервативно-днссш]ативных"уравнеіінЯ, кэгда одно из ядер Tj 
(7 =  1, либо j  =  2) удовлетворяет одному из условий (2.5) или (2.6), а  второе
ядро - Ті (здесь і + j  = 3) - одному из двух альтернативных условий:

(2.7) 0 < Г 4 е ^ ,(Д ) ,  щ < 1 ,  

либо

(2.8) Щ - 1 ,  ( - 1)*<* <  О,
00 оо

где w< -  /  xTi(x)dx  при условии /  \x\Tt (x)dx <  оо, (t =  1 , если յ  =  2 и * «  2, 
—00 —00

если j  =  1).
(7 ) - класс "консервативио-закритнчеасих"уравиеиий, когда одно из ядер Tj (j =
1 либо j  =  2) удовлетворяет одному из условий (2.5) или (2.6), а  второе ядро- Г< 
(здесь і  + j  ш 3) - условию

(2.9) щ > 1 ,  Г ,(-х ) =  Ті(х), Ѵх е  R; Tt € С ® (Я *), Հ  <  0. О <  Т? і  на Я+ . 

ТѴперь, используя результаты работ [3]-[9] по разрешимости и асимптопгческому 
поведению решений консервативных, диссипативных и закрптических уравнений
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типа Вольтсрра, можно получить следующие достаточные условия существова
ния ненулевого решения системы (1.3) н, следовательно, уравнения (1.1).

Теорема 2.1. Классы (ст), (0), (7 ) уравнений (1.1) обладают ненулевым, веще
ственным решением S , причем поведение функций S±(x) = S(± x), х  €  Я+, в 
зависимости от класса и условий, будет следующим

Д л я  класса  (а ): если каоісдос из ядер Tj (J =  1,2) удовлетворяет условию
(2.5) и այ = 0 или же условию (2.6), то 5*(х) =  О(х), при х  -» оо.

Если же зти функции удовлетворяют условию (2.5), причем (—І^цц >  0, то
оо

S+ € А/(Я+), n p u j = 1 и Տ ՜ €  Л/(Я+), n p u j = 2. Если при зтом J  x7Tj(x)dx < 

ос, то 5+  6  £ і(Я + ) Ո А/(Я+) (при j  -  1 /u  5 “ € £ і(Я + ) Ո Л/(Я+) fnpu j  = 2).
Д л я  класса  (/?): если T j ( j  =  1 иди j  = 2) удовлетворяем, условию (2.5) и 

Wj = 0 иди условию (2.6), а Т< (здесь і + j  = 3) - одному us условий ff.7^ иди 
mo А*л </>унісций 5 *  получали

S+(x) =  О(х), X  -+ оо и S~ (x ) G А/(Я+), при j  =  1,
5 +(х) е  Л/(Я+) и 5~(х) в  О(х), X -» оо , при j  = 2.

00

Если существует f  x2T j( -x )d x  < 00, то получаем Տ ՜  6 £<і(Я+ ) Ո M (R +) 

при j  =  1 и S + 6 £х(Я+) Ո A/(Я +) при j  -  2.
2£сли T j ( j  l  или j  =* 2;  удовлетворяет условию (2.5) причем (—1)*այ > 0.

о Ті (при і + j  =  3) - одному из условий (2.7) или (2.8), mo S ± € Л/(Я4՜). Более 
оо

того, если к тешу ж е  /  х*2}(—x)dx <  00, т о  Տ ՜ G Ха(Я+) Ո Af (Я 4՜)  при j  ■  1 

и S+ € Ь і(Я +) Ո А/(Я+), при j  = 2.
Д л я  класса (7 ).* если Tj (j  =  1 иди յ  =  2) удовлетворяем, условию (2.5) и 

ս յ  = 0 или условию (2.6), а Т< (при i  + j  = 3) - условию (2.9), то S ± (x) в  0 (х), 
при X  -♦ оо.

Если Tj (j =  1 или j  =  2j удовлетворяет условию (2.5) и  (-1  )*tJj > 0, а Т ( 
(при i + j  — 3)  - условию (2.9), m o S *  6  L \[R ¥)C\M (R+) и Տ ՜( ւ )  =  0 (х ), х  - » оо 
в случае j  =  1; S*(x) =  0 (х ), х  -4 оо и Տ ՜ €  І»і(Я+) Ո М (Я 4՜) ,  в случае j  =  2.

Доказательство. Из определения классов (а), (/3) и (7 ) следуют (в силу теоремы 
2.1), что хотя бы одна из величин 7f  и դշ равна 1 . ТЪгда, согласно вышеизло
женному, пара функций (2.1) будет решением системы (1.4). Поэтому решение 
системы (1.3) в уравнения (1.1) могут быть построены посредством решений (2.3) 
и (2.4). (Заметим, что эти уравнения относятся к типу уравнений (1.11) в при 
V f  € Ц Я +), j  ш 1,2  они обладают решениями 5 *  € І<іос(Я+)).
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Для класса (о) в случае, когда Tj ( j  =  1,2) удовлетворяют условию (2.5) л 
и/у «. 0 или условию (2.6), имеет место դք  -  1. В этом случае в уравнениях (2.3) 
и (2.4) будем иметь

С  «X»

й (х )S i - J ѵ։֊ т  =  / V j 'W * е М ( л - ) ,  j  =  1,2 
О *

и согласно с (1.13) будем иметь S ^ x )  =  О(х), при х —► оо. Если же 7) (յ =» 1
или j  — 2) удовлетворяет условию (2.5) и (- l^ w y  >  0, то в силу теоремы 1.2

00
имеем ~fj ■  1 117^  < 1 .  Тогда будем иметь /  xVj~(x)dx <  ос и, следоватсльпо, 

д € L i(R +) Ո А*(Д+). Поэтому в этом случае 5 + 6  Li(R+) Ո Л/(Я+) при j  =  1 и 
Տ ՜  € Га(Я+) Ո А/(Л+) при j  =  2.

Для класса (0) в случае, когда 7) ( j  =  1 или j  =  2) удовлетворяет условию
(2.5) и <Jj =  0 или условию (2.6), а  Т< (при і +  j  =  3) удовлетворяет одному из 
условий (2.7) или (2.8), имеем դք  =  1 и •yf <  1 . Поэтому д ля решений уравнений
(2.3) и (2.4) будем иметь S+(x) — 0(х), х -> оо я Տ ՜ € М (Я+), при j  »  1 и 
S + € М  (Я+) и Տ ՜ (х) =  0(х), X -400, при > =  2.

Если Ту 0 ՜ =  1 или j  =  2) удовлетворяет условию (2.5) и (—1 )*ujj >  0, а  Т4 

(при і  + j  =  3) -одпому из условий (2.7) и (2.8), то "(J ■  1, <  1 я у ?  < 1.
В этом случае будем иметь 5 + € Л/(Л+); 5 ՜  € £ і(Л +) Ո A /fit4՜), если j  =  1 и 
S+ € Li(Rl-) Ո Af (Я+); Տ ՜ 6 М(Я+), если j  -  2.

Для класса (7 ) в случае, если 7) (j =  1 или j  =  2) удовлетворяет условию
(2.5) и wy =  0 или условию (2.6), а  Т, (где * +  j  -  3) - условию (2.9), имеем 
i f  =  1 , причем 74+ =  7 ՜  является комплексным числом вида 7 = 1 +  істр, где

ОО
сг-вещественное решение уравнения (1.17) при Т  =  7J, а  р =  /  xW (z)dx <  00, где

о
W -определяется из (1.18) посредством функции 

оо
К (х) «а Г4(х) - а  ■ J Ті(х + 1) ншatdt, х  € Л+. 

о
В этом случае в уравнениях (2.3) к (2.4) при j  =  1 будем иметь

00 С 00 я

(2.10) ^ +(х) =  У  W (t)d t-ia (J tW (t)d t + x ■ J  И^(ОЛ; +  J  V+ (x-t)S+(t)dt
* 0 « о

я
оо ж

(2.11) 5 -(х )  =  J  V{~(t)dt + J  Ѵ3(х -  t)S~(t)dt,
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где ядро Vj- комплекснозначная функция пида
оо

Ѵ3(х) ш W {x) + ІО J  W{t)dt, X € Я +.
я

Комшіексные решения уравнений (2.10) и (2.11) имеют линейный рост в оо: 
S*(x) = 0 (х ), при X -» оо (см. (3J).
Очевидно, что действительные части этих решений: S*(x) =  Re(S*(x)) будут 
вещественными решениями системы (1.5) с асимптотикой £*(х) =  О(х), при 
X  -» оо. Если же Tj ( j  *= 1 или j  =  2) удовлетворяет условию (2.5) в (—1)*ս>յ > 0, 
а  Ті (где i + j  =  3) - условию (2.9), то имеем դ յ  =  1, յ ք  <  1, а  7(+ =  7 t~ =  1 +  іар , 
где р и а  определены выше. ТЪгда, при յ  =  1 из уравнения (2.10) получаем

оо я5+(х) = J  W(t)dt + J v x(x- t)$+(t)dt, хбД4,
* о

откуда, с учетом 7^  <  1 получаем е  Ո Л/(Я+).
Аналогично, при j  — 2 получаем 5 ՜  € £і(Я*՜) П А/(Я+). □

Зам ечани е 2.1. Здесь уместно сравнить результаты теорем 1 и Հ. В  тео
реме 1 рассмотрены вопросы разрешимости только класса (а) уравнения (1.1). 
Все утверждения этой теоремы содержатся в первой части теоремы Հ. Раз
решимости классов (/?) и  (7 ) уравнения (1.1), а также поведение их решений в 
бесконечности изучены во второй и третей частъях теоремы Հ.

A b strac t. The present paper is devoted to the finding conditions of nontrivia] (non
zero) solvability of some classes of equations of the form 

00 0

S(x) -  J T i ( x -  t)S(t)dt +  J  Га(х -  t)S (t)d t,x  e  Я,
0  - 0 0

with respect to unknown function S. The asymptotic behavior of the solution S  is 
also studied.
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А н н о т а ц и я .  В работе рассматривается интегральное уравнение, ядро ко
торого яяляется однородной функцией степени (—1). Разминается фахторн- 
лтуіоішый подход к уравнению. Посгрооииая операторная факторизация 
применяется х уравнению с положительным симметричным ядром. Дока
зывается, что в консервативном случае положктсльиымя решениями могут 
одновременно обладать как однородное уравнение, так и нооднородиое урав
нение с положительным свободным членом.

MSC2010 num ber: 45А05, 45Н05, 45D05.
Клю чевые слова: иелииейпое уравнение факторизации; осповиое решение; од
нородная функция степени (—1); консервативное уравнение.

1. В в е д е н и е

Рассмотрим следующее интегральпое уравнение, ядро которого является од
нородной функцией степени (—1):

1
(11) / (* )-» (* )  + J p ( ֊ )  \fWdt.

О
Уравнениям (1.1) посвящен ряд исследований (см. (lJ-(4)). Наиболее подробно 
изучено известное уравнение А. Диксона

1
(1.2) / ( * )  =  »(*) +  7 1 ֊ ^ -

О
В [2] был рассмотрен вопрос решения аналога уравнения (1.1) на полупрямой, 
с применением преобразования Меллина. Уравнениям (1.1) свойственно нере
гулярное поведение ядра в окрестности точки (0,0). Путем перехода к новым 
аргументам х = е~“, է =  е~ѵ, (1.1) сводится к уравнению Винера-Хопфа (УВХ). 
Это обстоятельство позволяло перенести на (1.1) рад положений теории УВХ

‘Исследование выполнено при финансовой поддержке Государственного комитета оо науке 
МОН РА в рамках научного проекта No. 16Т-1А246
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С привлечением метода Вннсра-Хопфа в [3J было построопо рсшсігис уравнения 
Диксопа в виде разложения по гипсргсометрнчесхим функциям.

В работе [4] построена факторизация уравпипия (1.1) в пространстве Լդ (0,1). 
Представляет теоретический и прикладной интерес прямое изучепис уравнения
(1.1), установление аналогов факторизационных, редукционных и других мето
дов теории УВХ.

В настоящей работе развивается прямой подход к уравнениям (1.1) с исполь
зованием метода нелинейных уравнений факторизации (НУФ) (см. ք5]-[7|). По
лучены аналоги некоторых результатов [5] и [6] по уравпепиям Вннсра-Хопфа. 
Операторная факторизация применяется к уравнению (1.1) с положительным 
симметричным ядром в так называемом консервативном случае. Показывается, 
что тогда положительными решениями одновременно могут обладать как одно
родное уравнение, так и -  неоднородное уравнение с положительным свободным 
членом. Некоторые факты, имеющие прямые аналоги в теории уравнений сверт
ки, будут приведены без доказательства.

2. К л а с с ы  ф у н к ц и й  и  о п е р а т о р о в

Введем в рассмотрение некоторые банаховы пространства (В. пространства) 
вещественных функций на (а, Ъ) С (0, оо).

Обозначим через Լ  (о, Ь) В. пространство функций, интегрируемых с весом 
с нормой

Vх
6

(21) 'ІЛ і =  /  <  +00, 0 <  а <Ь < оо.
л

Через А/ (в, Ь) обозначается В. пространство функций / ,  ограниченных с весом 
%/* (то есть удовлетворяющих условию >/xf (z) € А/ (а, 6)) с нормой

(2-2) 11/ІІд/ =  sup ess у/х I /  (ж)I <  + 00.

Под Ё  будем подразумевать любое из пространств /, (0,1), Լ շ(0 ,1), М  (0,1). По 
необходимости, в этот список могут быть включены интерполяционные весовые 
пространства из серии կ ,  а также -  некоторые подпространства А/, состоящие 
из непрерывных функций- Через I  обозначается единичный оператор в любом из 
рассматриваемых функциональных простран сто. Обозначим через П простран
ство интегральных операторов Р  на (0,1) с ядром вида

<*•*) K (z ,i)  =  p ( f )  і
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Имеем
оо

(2.4) Р е І і  (О.оо): /і = ц (Р ) = J  ~  \Р(х)\Н х<  +оо,
о

ГДР
1

(p i ) (*) = Jp ( ֊ )
о

Функцию Р назовем ядерной функцией оператора Р. Симметричность ядра К  (я, է) 
означает выполнение равенства

(2.5) Р  =  хР  (х) , 0 <  X < оо.

Заметим, что ядро уравнения Диксона (1.2) симметричное, положительное при 
7  > 0, а для величины /і (с м . (2.4)) получается выражение

оо

' , " 7 / э г р +О
Из (2.3) п (2.4) следуют неравенства:

оо оо

(2.6) J  \К (x,t)\-^=dx  < / і - д ,  f \ K M
О О

Первое из неравенств (2.6) означает, что оператор Р  ограниченно действует в 
L (0,1) и имеет место следующая оценка нормы:

(շ-ч  ||р | | < мор) .

Второе из неравенств (2.6) обеспечивает выполнение оценки (2.7) в М  (0 ,1). С 
использованием неравенства Коши-Буняковского проверяется выполнение (2.7) 
в In  (0 ,1). Справедлив следующий результат.

Л ем м а 2.1. Оператор Р  6 (I ограниченно действует в Е. В любом из про
странств Ё имеет место неравенство (2.7), tie  ц определяется согласно (2.4). 
Пространство П является В. пространством с нормой

(2-8) И п ” '*(Р ) -

Покажем, что нетривпаяный оператор Р  не является вполне непрерывным в 
пространствах Ё.

Рассмотрим следующую фуіпсцию:
+00

dt, * > 0.
z
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Сделалпое предположение о нетрипиалпости оператора Р  означает, что функ
ция W  (z) ненулевая. Пусть W  (а) փ 0. Будем считать, что W  (а) >  0, в против
ном случае будет рассмотрена эквивалентная задача пекомпактіюсти оператора 
Լ-P ) . Из непрерывности функции W  (х), равенства W  (+оо) =  0, и из неравен
ства W  (а) > 0 следует, что существует точка aeh, h > 0 такая, что

(2.9) 0 < W  (ее*) <  W  (а) и W  (х) >  0, х € [о, ае*].

Из непрерывности фуикцпи W  (х) следует, что существует число 6 € (0, К) такое, 
что при X € [аеА"<,ое'1] имеет место неравенство

(2.10) W  (хе*"л) -  W  (хе4) > e = ^ - [ W (a ) ֊ W  (aeh) ] > 0.

Рассмотрим теперь следующую последовательность функций /*  (х) ո  — 1,2,...

[ 0 , если х € (0,1)\  [е п \ е ~
где число հ определяется в соответствии с (2.9). Функции /„  (х) образуют ограни
ченную последовательность в любом нз пространств/?. Так, например, ||/Л|І£ =

/  ±dx = հ. Пусть ѵЧі (ж) =  ( ^ / " )  (*) • и «еем

(2Л1)

О *-»”* И*

то есть ірп (х) =  ( p /ո) (х) = ֊fc[W  ( « " )  -  W  (*в"+л)]. Из (2.10) следует нера
венство

(2.12) 4>п (х) >  -^=, при X € [ac~n,ac*~n] .

Эти функции образуют ограниченную последовательность также в любом га 
пространств Ё. Из (2.4) имеем

в»+*

Ш і < ь -  J  \ p ( z ) \ ± d , < h . n .

Из неравенства (2.12) следует, что как сама последовательность ірп, так п ее про
извольная подпоследовательность не может осодпться к пулевому элементу пи 
в одпом из пространств Ё. С другой стороны, из (2.11) следует, что ѵ>„ (х) -* 0 
в произвольной фиксированной точке х >  0. Следовательно, из последователь
ности <рп нельзя выделить сходящуюся подпоследовательность ни о одном из 
пространств Ё, что и доказывает некомпактность оператора Р  в Ё.
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3. К л а с с ы  т р е у г о л ь н ы х  о п е р а т о р о в

Введем следующие подпространства с  П треугольных (формально воль- 
терровых) операторов: если Ք’*  € Ո*, то

( f + / ) w  =  j v + ( ք )  ֊ ք  (0  di,
(3.1) ,  ■

{ у - } )  {*) -  ;  ք  V -  ( і )  / (t) di, V*  6 կ  (О,1).
О

Поскольку в выражении для ядра оператора V  аргументы поставлены в обрат
ном порядке, то обе функции V* сосредоточены на (0,1). Считается, что

(3.2) V* (z) =  0 при * >  1.

Имеем Ո =  Ո+ © Ո ՜.  Если Р  € Ո, то Р = Р+ +  Р~, Р± € Ո* где
1 X

(3 .3 ) ( / - / )  ( i )  =  J r + i j )  \ s М л . ( / - / ) ( ։ ) - ֊ ք ր -  ( ; ) / « ) < * .
с  О

Здесь Р+ (z) =  Р  (z) н Р~ (z) =  Р  0 <  z  <  1.

Покажем, что подпространства П*, в отлігше от О, замкнуты относительно 
операторного умножения. Пусть 0+, Р+ € П+ и 0~ ,Ѵ ~  е  П~. Обозначим И'* — 
U±V ±. Для ядер И'* іпггегральпых опораторов получаем выражения

1
У  £/+

(3.4)

W- խ,է) ~ \ ] и -  ( ^ ) ֊ V ֊W < £ r .
է/ я

Откуда видно, что, ІѴ* € П*.
Можно показать, что П* являются коммутативными банаховыми алгебрами 

с нормой (2.8).

4 . У р а в н е н и я  т и п а  В о л ь т б р р а

Рассмотрим следующие, верхпий и нижний, формально вольтерровые уравне
ния:

1
(4-1) / ( * )= « ( * )  +  ք  У+ ( ք )  І / (<)<*,

Я

ОВ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ, ЯДРА КОТОРЫХ ...
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(4.2) / ( * ) - » ( * ) +  յ  /  У֊ ( І )  /  (t) it,
О

где V* G £>(0,1), £ G fi(0 ,l).
Уравнение (4.1) может бьггь рассмотрено на любом интервале (г, 1), где 0 < 

г  < 1. Используя абсолютную пепрерыпность порвообразиой от функции —  \Ѵ 1 (z)| 
на (б, 1), 6 € (0,1) можно показать, что уравнение (4.1) обладает единственным 
решением /  на (0,1) таким, что f  € Ё {г, 1), Ѵг € (0,1). Еслп функции V + и д 
неотрицательны, то решение /  также неотрицательно.

Несколько иначе обстоит дело в случае уравнения (4.2), в котором точка 0 
фигурирует в качестве предела пнтегрировашія. Операторы /  -  V* назовем нор
мально обратимыми в Ё, если

(4.3) ( /  « /  + ♦* ,

где Ф* € О* к

(4.4)

I

(ф+/ ) (х )  =  у ѵ  ( ֊ )  і / ( О л ,
X

( * v ) w - £ / « - ( £ ) /  (*)*■
о

Нормальная обратимость операторов /  — Ѵ* в С эквивалентна принадлежности 
к Z (0 ,1) решений следующих уравнений типа Вольтерра вида (4.1) относительно 
резольвентных функций:

1
(4.5) * + (х) -  V* (X) +  У  V* ( I )  іф + (t) if,

Ж

1
(4.6) * -  (х) -  V - (х) +  У  К ֊ ( I )  І * ֊  И  А.

аг
Обозначим 7 * =  թ (Ѵ±). Если т± < 1, то (4.1) и (4.2) являются уравнениями со 
сжимающими в Ё  интегральными операторами и операторы /  -  нормально 
обратимы.

Лемма 4.1. Выполнении следующие утверждения:

і. Пусть Ѵ+ >  0 и 7 + > 1. Тогда оператор І  — ІГ+ не является нормально 
обратимым в Ё.
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іі. Пусть V ՜  > 0 w 7 ՜  > 1. Тогда оператор I  — V ՜ ііе является нормально 
обратимым в Е.

Доказательство. Рассмотрим уравнение (4.5). В условиях леммы функция Ѵ+ 
ненулевая и неотрицательна на (0,1). Умножая обе пясти (Հ.5) на —= и интегри-

у/Х
руя от 0 до 1 получаем равенство р (Ф+) =  7 + + /і (Ф+) 7 + или

( 1 - 7 +) м(Ф+) » 7 +.

Это равенство протнворсчігвое, поскольку его правая часть положительна, а ле
вая часть не является таково П. Аналогичное рассмотрение ураппения (4.С) при
водит к доказательству второго утверждения леммы. □

5. З а д а ч а  т р е у г о л ь н о й  ф а к т о р и з а ц и и

Классы П* обладают следующим совместным мультяллнкагптым свойстпом: 
если е  Q*, то Ѵ~Ѵ+ е  П. Прямыми выкладками проверяется, что ядро К 
оператора Ѵ~Ѵ+ имеет вид (2.3), где Р  определяется по формуле

m l n ( i .  1 )

(5.1) Р { х ) - 1-  I  Ѵ - ( І )Ѵ + М < І,.
О

Этот факт будет играть принципиальную роль в дальнейших рассмотрсшіях. 
Можно проверить, что если Р\ , Րշ € П и произведение Р\ Բշ € П, то

где ||р || определяется согласпо (2 .8).
Пусть Р  € П. Рассмотрим задачу факторизации:

(6.3) ( / - Р )  =  ( / - ^ - ) ( / ֊ 0 ’+) .

где Ѵ± е  П*- искомые операторы. Факторизация (5.3) рассматривается как ра
венство операторов, действующих в пространствах Ё. В специальных услови
ях она может быть рассмотрена также в некоторых расширениях пространтв 
Ё. Подчеркнем, что в постановке задачи (5.3) обратимость оператора I  -  Р  не 
предполагается. Факторизацию (5.3) назовем канонической,если факторы І ֊ Ѵ ± 
нормально обратимы.

ОБ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ. ЯЛНА КОТОРЫХ ...
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В случае каяопической факторизации (б.З), используя (4.3) получаем форму-
I

I

V+ (х) ш Р+ (х) + J ф - (t) Р+ (xt)dt,

(6.4) 0
J  р -  (xt) Ф+ іV -  (х) =  Р -  (х) + /  Г ՜  (xt) Ф+ (է)Л ,

где Ф* определяются из (4.6), (4.6).
Нелинейное уравнение факторизации. Задача (5.3) будет изучена методом 
нелинейных уравнений факторизации (НУФ) Н. Б. Енгибяряна (см. J5]-[7J). Ис
пользуя (6.1) (аналогично случаю уравнения Винера-Хопфа) приходим к следу
ющей лемме.

Лемма 5.1. Факторизация (5.3) эквивалентна следующей нелинейной системе 
интегральных уравнений относительно ядерных функций V* операторов Ѵ± 6

(5.5)

V* (х) = Ր *խ ) + J  V -( t)  V+(xt)Ut.
01

V ՜ (x) =  P -  (x) + J v ~  (xt) V * (t) d t .

В случае симметричного ядра, нелинейное урапнеппе факторизации (5.5) до- 
пускает следующее упрощение. Пусть Р~ (х) =  Р+ (х). Тогда система (5.5) сво
дится к одному уравнению:

1
(56) V(x) = P ix )  + J v ( t ) V ( x t ) d t ,

О

в следующем смысле: если V (х) € І>і (0,1) удовлетворяет уравнению (5.6), то 
функции К* (х) ■  V  (х) удовлетворяют системе (5.5). При этом возможна потеря 
“несимметричных” решений (5.5) (что может оказаться несущественной в вопросе 
применения факторизации).

Используя нелинейные уравнения факторизации (5.5) проверяется, что в слу
чае канонической факторизации (5.3) функции Ф* удовлетворяют линейным



ОВ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ, ЯДI’А КОТОРЫХ ...

уравнениям
X

փ+ (х) - р + ы + J r *  ( I )  V  (t) dt,

(5.7) ",

փ- ( x ) +
0

6. С у щ е с т в о в а н и е  о с н о в н о г о  р е ш е н и я  н е л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  

ФАКТОРИЗАЦИИ (6.5) И (5.6)

Рассмотрим уравнения (б.б) в случае выполнения условий

(6.1) Р± (х )> 0 ,м (Р )£ 1 .
где/i определяется согласно (2.4).

Случай ц  <  1 назовем диссипативпым, а случай /і = 1 -  консервативным. 
Диссипативному случаю соответствует уравнение (1.1) со сжимающим в Ё  пнте- 
гралыгым оператором. Копсервативный случай является особым случаем урав
нения (1.1), о чем речь пойдет позже. Рассмотрим простые итерации для системы
(6.5):

1
ѵ?+, (* )= ;* •(* )+ ք  vn- ( t ) v + (x t)d t ,

(6.2) °>
ЧГи (х) -  Р -  (*) +  у к  (*е) V ?  (t) d t ,

Vq (x) =  0, « 1 -0 ,1 ,—
Из алгебраических свойств классов Զ*, отмеченных в пп. 3 и 5 следует, что 
итерации (6.2) определяют последовательности в Լ. Из неотрицательности 
Р ± следует, что

(6.3) 1 ? (х )  > 0, V*  (х) возрастают по п.

В симметрическом случае (2.5) имеем =  Ѵ̂ , где Ѵп определяются посред
ством итерационного процесса для (5.6):

1
(6.4) Ѵп+і (х) =  Р(х) +  f  Ѵп (t) Vn {zt)dt, Vo(x) — 0, « 1 -0 ,1 ,.- .

о
Перейдем к рассмотрению итераций (6.2). Введем обозначения

I 1 +
М1 ֊ ! ֊ Р * ( х  ) іх ,  »  = » + + ? ֊,  -г± =  / - ^ Ѵ ± ( х )< Ь , ■,„ = Ъ -+Г'

О
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Имеем:

(0.5) 7* £ 0 я 7п возрастают по п.

Аналогично случаю ураппспия Випсра-Хопфа (см. [5J, (6]) мы приходим к сле
дующему алгебраическому соотношению:

7 « + і + 7Й + 1 — /* * + Բ  + 7 і» 7 »  “  М +  7 * 7 *  •

Это соотношение, ь сочетании со свойством монотонности (0.5), позволяет оце
нить обе последовательности 7 *:

(6.6) 7 ?  £ / * ( < ! ) .  7 n < l - > / W .

Обозначим

" T' =  2 l r L -
Имеем:

(6.7) 7* < М. 7 <  1 -  \Л  ֊М.

(6.8) ( 1 ֊ 7 +) ( 1 ֊ 7 " )  =  1-М .

Из теоремы Б. Леаи о монотонной сходимости следует, что существуют пределы 
последовательностей V*  о L. С ислользовалнем (5.2) показывается, что в соот
ношениях (6.2) можно совершить предельный переход Имеет место следующий 
результат.

Теорема 0.1. Пусть выполнены условия (6.1) диссипативности или консерва
тивности. Тогда существует основное решение (Ѵ+, Ѵ+) системы (5.5), кото
рое является пределом в L (0,1) х Լ (0 ,1) последовательности {Ѵ^,Ѵ~), опре
деляемой согласно (6.2). Имеют место равенства

1 1 
(0.9) 7+ = / (* )* :, ֊1՜ =  J  ֊ V ֊ { x ) d x

о о
и свойства (6.7), (6.8).

В диссипативном случае решение нелинейного уравнения факторизации по
рождает каноническую факторизацию (5.3). В консервативном случае хэтгя бы 
один из факторов в (5.3) необратим в Ё. В симметрическом случае (2.5) имеем:

(6.10) V* (*) =  V  (*) ,7  «  1 -

Из (6.8) видно, что в консервативном случае имеет место хотя бы одно из ра
венств 7 + =  1, 7 ՜  =  1, что означает простое или двойное вырождение оператора
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I  -  Р. Согласно лемме 2.1, тогда факторизация (5.3) не является каноничесхой. 
В симметрическом коисерпатипиом случае имеет место двойное вырождение.

7. О РАБОТЕ л . САХНОВИЧА [4]

В работе |4] рассмотіхпго (комплексное) уравнение (1.1) в следующей записи:

(7.1) S f  = f ( x ) ֊ J p ( £  ֊ / « *  =  » (*).
О

где/ (*) € L7(0, 1) и 

<7 г >

Здесь черточкой сверху отмечается переход к комплексному сопряжеппому. 
Предполагается выполнение условия:

(7.3) /  ^ K i ) h < +00'
о

В [4] доказана следующая факторизациоиная теорема.

Теорема 7.1. Пусть выполнены условия (7.2) и (7.3), и соответствующий опе
ратор S является положителным и обратимым. Тогда оператор S  допускает 
лев)ро треугольную факторизацию.

ТЬоремы 6.1 и 7.1 в определенном смысле дополняют друг друга.
О приминениях факторизации (5.3) к  решению уравнения (1.1) Канони
ческая факторизация (5.3) сводит уравнение (1.1) к последовательному решению 
следующих двух вольтерровых уравнений вида (4.1) и (4.2):

А

(7.5) / ( i )  = F (x )  +  J v *  ( ֊ )  ֊ / ( t ) Л.
а

Уравнения (7.4) я (7.5) могут быть использованы также в консервативном слу
чае, когда факторизация (5.3) не является канонической. Обращаем внимание на 
следующее обстоятельство. Факторизация (5.3) понимается как равенство опе
раторов, действующих в Ё, а последовательное решение урагнений (7.4) и (7.5) 
в консервативном случае может привести к функции / ,  не принадлежащей про
странствам В. Аналогично случаю консервативных уравнений Винера-Хопфа
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(см . (5), [в]) МОЖНО п о казать , ч то  построспиос реш ение ур ав н ен и я  ф ак то р и зац и и  

удо вл етво р яет  исходному уравпепию .

8 . КО Н С ЕРВА Н ТН О Е УРАВНЕНИЕ С СИМ М ЕТРИЧЕСКИМ  ЯДРОМ

Нижо памп будет вкратце рассмотрен вопрос решения однородного и неодно
родного консервативпого уравнения (1.1) с симметричным ядром. В рассматри
ваемом случае ядер пая функция обладает следующими свойствами:

(8.1) Р > 0 ,ц (Р )=  1:р ( ՜ )  ш х Р (*) . О < X < оо,

а основное решение нелинейного уравнения факторизации (5.G) обладает свой
ствами:

ѴЛ*= =  У > 0 ; 7  = М(ѴО =  1.
Факторизация (5.3) сводит рассматриваемое уравнение к консервативным урав
нениям (7.4) и (7.5).

Рассмотрим сначала однородное консервативное уравнение (1.1):
1

(8.2) / ( * ) - / P ( f )  ;/(»)«#.
О

Легко проверить, что соответствующее однородное уравнение (7.4) обладает ре
шениями F(x) =  ֊յտ , с =  corut. Решения уравнения (7.5) нмеют вид:

(8.3) /  (х) =  с / (х ) ; с =  const, /  (х) =  —  ^ І +  J  Ф (f) —  dt j  , 

где Ф определяется из (4.5), при Ѵ+ = V. Имеет место:

Теорема 8.1. Однородное консервативное уравнение (8.2) с симметричным яд
ром обладает решениями вида (8.3). Функция ք абсолютно непрерывна и огра
ничена на [$, I], Ѵ£ 6 (0,1).

Вопрос поведения фупхции /  в окрестности точки 0 мы здесь рассматривать 
не будем.

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение (1.1) при выполнении условий 
консервативности (8.1). Будем считать, что 0 < g (х) G Լ  (0,1). Можно показать, 
что тогда уравнение (1.1) имеет минимальное положительное решение, интегри
руемое на (6,1), 6 >  0. Существование такого решения очевидно, например, в 
случае, когда функция g обращается в 0 в окрестности точки 0. Из уравнения
(7.5) опеделяется минимальное положительное решение рассматриваемого неод
нородного уравнения. Здесь возникает такая ситуация, когда положительными
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решениями одновременно обладают как неоднородное, так н -  однородное кон
сервативное уравнение (1.1).

9. Символ УРАВНЕНИЯ (1.1) И ЕГО ФАКТОРИЗАЦИЯ

D конце работы вкратце укажем на связь операторной факторизацви (S3) с 
факторизацией символа оператора I  — Р.

Пусть М пространство функций на (—ос, оо) являющихся преобразованиями 
Меллина функций нз Լ\ (0, оо): Р е  М если

00

(9.1) Р(в) = М {Р} (в) =  J  х~Ь+іяР  (х) dx.
о

Можпо показать, что Р непрерывная функция на вещественлой осн. Под симво
лом оператора I  -  Р и уравнения (1.1) понимается функция 1 — Р(в). Известно, 
•гго множество М замкнуто относительно поточечного умножения и образует 
алгебру. Введем подалгебры М*. состоящие из функций вида

1
(9 .2 ) 9 *  (*) =  J  х - І " вѴ* (х) d x .

о
Рассмотрим факторизацию:

(9 .3 ) 1 -  Р (в) =  (і ֊  (в)) (і ֊  %  (в)) , Ітв —  0.

Используя нелинейное уравнение факторизации (5.5) можно показать, что фак
торизация (9.3) эквивалентна задаче (5.3). Проверим, что из (5.5) следует (9.3). 
Пусть функции V*  удовлетворяют системе (5.5). Умножая первое из уравнений
(5.5) на x _1^2+it а второе на х~1̂ 2~*в, затем интегрируя по х от 0 до 1, получаем

ОВ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ, ЯДРА КОТОРЫХ ...

F + (a) =  J x- 1'*+i‘P {x)dx + J Х- Х12- ІШѴ -  (х) \ j (է)ծէ 
о о Լօ00 1 Г 1

?-(«) = J x - l/2HeP{x)dx + J  V-{x) \ J r l/2*iev+{t)dt
1 0 L*

dx, 

x - ^ ' d x .

Складывая полученные равиства приходим к (9.3). Чтобы показать, что из (9.3) 
следует (5.5), можно воспользоваться изоморфизмом между сверточной алгеброй 
П и алгеброй М.

Автор выражает благодарность проф. Н. Б. Енгибаряиу за внимание к работе.

A bstract. The present paper deals with integral equations the kernels of which are 
homogeneous functions of degree (-1). Factorization approach to such equations is
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developed. The constructed operator factorization is applied to the equation with a 
poeitivo symmetric kernel. We prove that in the conservative case, both the homogeneous 
equation and tho corresponding nonhomogcneous equation with a posit.vo froe term 
can possess poeitivo solutions simultaneously.
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А н н о т а ц и я .  Исследуются непрерывные бинарные операции топологическо
го пространства и доказывается критерий их обратимости. Решается пробле
ма классификации групп обратимых непрерывных бинарных операций ло
кально компактных и локально связных пространств. Доказывается теорема 
о бинарном дистрибутивном представлении топологическое группы.

M SC2010 number: 54Н15, 22А25.

Клю чевые слова: бинарпая операция; топологияеехдя группа; группы гомео
морфизмов; представления топологических групп.

1. В с п о м о г а т е л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы  и  о б о з н а ч е н и я

В длиной статье под пространством мы подразумеваем топологическое про
странство. Все пространства предполагаются хауедорфовыми.

Через С (Х , Y )  обозначается пространство всех непрерывных отображений про
странства X  в пространство Y ,  снабженное компактно-открытой топологией, то 
есть топологией, предбаэой которой является семейство множеств вида W (K , U)  =  
{ /  : X  -» Y; / ( К )  С U ), где К  компактное подмножество пространства X , а 
U  открытое подмножество пространства У. Все пространства отображений рас
сматриваются в компактно-открытой топологии.

Если С  топологическая группа, то на пространстве С (Х , G) рассматривается 
естествеішая групповая операция: для произвольных непрерывных отображений
f , g  е  C (X ,G )  их произведение fg  €  C (X ,G ) определяется формулой (fg)(x) — 
f{x)g{x) для всех х £  X .

Теорема 1.1 ([1]). Если С  топологическая группа, то С (Х , G) также является 
топологической группой.

Группа всех гомеоморфизмов пространства X  обозначается через Н (Х ). Эта 
группа, вообще говоря, не является топологической группой. Однако, справед
лива следующая теорема.
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Т е о р е м а  1 .2  ([2]). Пусть пространство X  локально компактно и локально 
связно. Тогда П (Х ) является топологической группой.

Симметрическая группа множества X  обозначается через S (X ). В случае ко
нечного множества X  эта группа обозначается S„(X) или 5,,, где ո — «тело 
элементов множества X . Порядок группы S„(X) равен п!: |5„(.ДГ)| =  п! Подроб
ное изложение этих и других, используемых в статье без ссылок, определений, 
понятий и результатов можно найти в работах [3J—(7J.

2. НЫІРВРЫВНЫВ ЬИНАРНЫВ ОПЕРАЦИИ ТОІІОЛОІИЧКОКИХ ПРОСТРАНСТВ.
К р и т е р и й  о б р а т и м о с т и

Пусть X  -  произвольное топологическое пространство. Непрерывное отобра
жение /  : X 2 - f  X  назовем непрерывной бинарной операцией пространства X .  
Множество всех непрерывных бинарных операций пространства X  обозначим 
через Са(^). Определим композицию двух бинарных операций /,у> е  G i(X ) 
формулой

(21) ( /  °  Ѵ>)(*. *) “  /(<. ¥>(<» *))»

где t ,x  €  X .
Если /  : X а —¥ X  непрерывная бинарная операция, то для произвольного 

է €  X  определим непрерывное отображение /» : X  X  формулой

(2.2) /«(*) - / ( < ,* ) .

Заметим, что непрерывную бинарную операцию /  : X ՜1 -» X  можно представить 
как семейство непрерывных отображений {/»}: /  =  { /,} , которое непрерывно 
зависит от индекса է 6  X .  D этих обозначениях закон композиции (2.1) двух 
бинарных операций /  =  {/*} в <р =  {tpt} примет вид

что показывает естественность формулы (2.1).

П редложение 2.1. Пространство Ся(Х) является полугруппой с единицей 
e(t, х) =  X ,  т. е. моноидом, относительно композиции бинарных операций.

Доказательство этого предложения проводится непосредственной проверкой 
аксиом полугруппы.

Определение 2.1. Непрерывная бинарная операция /  €  Сз{Х) называется об
ратимой, если существует непрерывная бинарная операция J ՜ 1 €  Ог(Х) такая,
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что

В этом случае /  и ք ՜ 1 называются взаимно-обратными биьарными операция
ми.

Подмножество всех обратимых элементов множества ՕշԼՃ) обозначим через 
1կ{X ) .  Итак, Нъ{Х) является группой.
П ример 2 .1 . Пусть X  =  {а, 6} двухточечное дискретное пространство. Сим
метрическая группа подстановок этого множества £ з (Х )  является циклической 
группой Z?, а группа всех обратимых бинарных операций множества X  = {о, 6} 
— это группа 4-го порядка с двумя образующими <р\ и տդ, которые задаются 
следующим образом:

ь а а
а Ъ Ь

а b

W

Ь Ь а
а а b

а Б

Это, как известно, четверная группа Клейна. В случае трехточечттого множества 
X  порядок группы Н і(Х )  равен (З!)3 =  216 (см. далее, следствие 3.2).

Справедлива следующая не сложно доказываемая теорема.

Теорем а 2.1. Если непрерывная бинарная операция ք  =  {/<} €  ՇշԼՃ) обрати
ма, то непрерывное отображение f t  : X  -+ X ,  заданное формулой (2.2) явля
ется гомеоморфизмом для произвольного է £  X  и ք ՜ 1 =

Обратное утверждение теоремы 2.1 верно для локально компактных и локаль
но связных пространств.

Теорем а 2.2. Пусть пространство X  локально компактно и локально связ
но, a ք = .{ ft}  : X 2 ֊+ X  непрерывная бинарная операция. Если отображение 
f t  : X  -» X  для произвольного է £  X  являет ся гомеоморфизмом, то бинарная 
операция f  =  { f t}  обратима и ք ՜ 1 =

Доказательство. Рассмотрим бинарную операцию / _1,заданЕую ф о р м у л о й /՜1 (է, х) =  
/Г х(»), и докажем, что она является обратной непрерывной бинарной операцией 
для /  : X ? -¥  X .
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Сначала установим непрерывность отображения f ~ l : X 7 X .  Пусть (to, *о) €
X 7 -  произвольная точка п / _1(<о.*о) =  /й '(*о) =  іл>- Рассмотрим произволь
ную открытую окростпость W  С X  точки уо такую, что замыкапио W  компакт
но. ТЪгда существует такая компактная и связная окрестность К  точки xq, что

(2.3) / ? ( * ) с ж

Внутренность множества К  обозначим через К°. Имеем:

(2.4) /і„(И)) =  *0 € /Г*.

Из включения (2.3) следует, что

(2.5) /„ (И ^ п И Ч с /Г " ,

где W c  и К՝6' допотіения множеств W  и К ,  соответственно.
Поскольку f  : X 7 -* X  непрерывная бинарпая операция, уо и W6' Ո W ком

пактные, а К °  и открытые подмножества пространства X , то из (2.4) и (2.5) 
следует, что существует такая открытая окрестность U точки Կ, что

(2.6) Л(И>) € 1C

и f t ( W °  Ո W ) С К с  для произвольного է €  Ս. Следовательно, имеем К  с  
f t { W u W ° )  для произвольного t €  Ս. Поэтому, С W u W ° .

Так как f f l (K ) связное множество, a W  и W  дизъюнктные открытые мно
жества, то из последнего включения следует, что / f 1 (К ) лежит в одном из мно
жеств W  и XVе . Однако, в силу (2.6), становится очевидным, что С W.
А значит,

(2-7) /Г ՝(К *)С \Ѵ

для всех է €  Ս.
Итак, для произвольной открытой окрестности W  точки уп =  /£*(хо) мы 

нашли такие открытые окрестности Ս  точки կ  и К 0 точки хо, что выполняется
(2.7). ТЬм самым пепрсрывиость бинарной операции / ֊1 =  { /ք  *} доказала.

Осталось заметить, что непрерывная бинарная операция / ~ х . X 7 -+ X  явля
ется обратной для /  : X 7 -» X , что проверяется элементарно. □

Из теорем 2.1 и 2.Հ вытекает следующий критерий обратимости непрерывных 
бинарных операций лохально компактных и локально связных пространств.

Теорема 2.3. Пусть пространство X  локально компактно и локольую связно. 
Непрерывная бинарная операция /  =  { /է} : X 2 -> X  обратимо тогда и только 
тогда, когда непрерывное отображение } і : X  ֊* X  является гомеоморфизмом 
для произвольного t e X .
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3. К л а с с и ф и к а ц и я  г р у п п  о б р а т и м ы х  н е п р е р ы в н ы х  б и н а р н ы х  о п е р а ц и й

Как показывает следующее предложение группы обратимых непрсрілшых би
нарных операций являются естсствелпыми раеппгреппямп гругпт гомеоморфиз
мов.

П редложение 3.1. Группа всех гомоморфизмов И {Х) топологического про
странства X  изоморфна (алгебраически и топологически) некоторой подгруппе 
группы обратимых бинарных операций Н і(Х ).

Доказательство. Каждому /  6 Н (Х )  поставим в соответствие непрерывное 
отображение /  : X 2 -* X ,  определяемое формулой J[t,x )  =  /(ж), t,x  е  X . 
Очевидно, что ք ՜ ճ = ք ՜ 1. Итак, /  — непрерывная обратимая бинарная опера
ция, то есть /  €  Н7{Х). Соответствие /  ֊> /  является искомым изоморфизмом 
группы П (Х )  на некоторую подгруппу группы Н2(Х ). □

Следующая теорема решает проблему классификации групп обратимых непро
рывных бинарных операций локально компактных п локально связных пространств 
с помощью групп гомеоморфизмов.

Теорема 3.1. Пусть пространство X  локально компактно и локально связно. 
Тогда группа Н?(Х) изоморфна (алгебраически и топологически) группе С (Х , Н (Х )).

Доказательство. Рассмотрим отображение р : С (Х , Н (Х ))  -> Н з{Х), заданное 
формулой:

P (fK t.x ) = № ( x ) ,

/  €  С (Х , П (Х )), t , x  е  X .  Тис как для пропзволъиого է £  X  отображение / ( է ) :
X  —> X  япляется гомеоморфизмом, то, в силу теоремы 2.3, бинарная операция 
р(/) : X  X X  - f  X  обратима, то есть она действительно принадлежит группе 
Я ,(Х ).

Докажем, что р является мономорфизмом. Пусть f , g  € С {Х ,Н {Х ))  и ք Ф д. 
ТЪгда существует такая точка to €  X ,  что /(to) Ф ց(Այ). Так как /(fo)» fl(*o) € 
П (Х ), то f(to)(xo) Ф o(to)(xo) для некоторой точки х0 € X .  Итак, p(f)(to ,xo) ф 
P(ff)(<o.*o). а значит p {f)  ф р(д).

Отображение р  является также эпиморфизмом. Действительно, пусть <р е  
П з(Х ) произвольная непрерывная бинарная операция. В силу теоремы 2.3 отоб
ражение >рі : X  -*■ X ,  заданное формулой v?f(x) =  <p(t,x), t , x  €  X ,  является го
меоморфизмом. Несложно заметить, что элемент /  €  С (Х , Н (Х )), определяемый 
равенствох» /( t )  =  tpt, является прообразом бинарной операции tp: p ( f) ( t ,x )  =
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/(<)(*) "  Ѵ»|(*) ш ?(*•*)• Итак, отображение р ՜1 : Пч[Х) -* С (Х, Н(Х)), задан
ное формулой

Р"Х(Ѵ>)(0(*) = V>(t,x),

<р е  n 7(X ) ,t ,x  € X , является обратным для отображения р : С (* ,/ / ( * ) )  - f  
Я а(Х ).

Отображение р является гомоморфизмом, то есть p(fog) =  p(/)op(j). Действи
тельно, для произвольных t ,x  £  X  спрапедливл следующая цепочка равенств:

p (fog)( t ,x)  ш ( /о,)(*)(*) -  (/(*)••(*))(*) -  Я Ш Ш )  -
“  /(0(p(ff)(<.*)) -* ( /) (* .  pfo)(*.*)) =  (p (/W fo))(*.*).

Докажем непрерывность отображения р. Пусть W (K  х  К ', U) — прэ из вольный 
элемент предбазы компактно-открытой топологии пространства fh (X ),  где £/ С 
X  открытое, а К ,К ՛ С X  компактные подмножества пространства X. Покажем, 
что прообразом множества W (K  х K ',U ) является множество W (K.W (K ',U )), 
которое является элементом предбазы компактно-открытой топологии простран
ства С {Х,Н [Х)). Действительно, для Ѵѵ> 6 W (K  х K \U )  и /  -  р֊ | (ѵ) € 
С (Х, Н [Х)) имеет место:

V € ИЧ* X  К \ и )  <=> <p{t,x) 6 U <=» p(/)(t,x) € С/ <=>
<=> f(t)(x )  € С/ «=» /  G «'(/Г, И'(Л", Հ/)),

где է € Л՜ и X € К* — произвольные элементы. ТЪчио также можѵо доказать 
непрерывность обратного отображения р ՜1 : Н^(Х) —» С(Х, Н (Х)). □

Группа обратимых непрерывных бинарных операций Н з(Х) вообще говоря не 
является топологической группой. Однако справедлива следующая теорема.

Следствие 3.1. Пусть X  локально компактное и локально солзное простран
ство. Тогда f fj(X )  топологическая группа.

Доказательство. Из теоремы 1.2 следует, что П{Х) является топологической 
группой. Следовательно, С (Х, Н{Х)) также является топологической группой 
(теорема 1.1). Значит, в силу теоремы 3.1, Нэ(Х) топологическая группа. □

Следствие 3.2. Пусть |ЛГ| -  ո <  оо. Тогда |#a(A՜)! -  (п!)п.

Доказательство. Для конечного множества X  справедливо П (Х ) -  S„(X), где 
Տ Հ Հ )  симметрпчесхая группа подстановок множества X .  Так как |£и(-ДО| »  п!, 
то утверждение следствия непосредственно вытекает из теоремы 3.1. □
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4. Б и н а р н ы е  д и с т р и б у т и в н ы е  п р е д с т а в л е н и я  т о п о л о г и ч е с к и х  г р у п п

Определение 4.1. Подгруппа D  С Я і(Х ) называется дистрибутивной, если 
для любых х ,х /,х // е  X  и любых g ,h  €  D выполняется условие

(4.1) Հ հ (* ,* 0 ,м * .^ ) )  =  Ы м р ' + Я .

Теорема 4.1. Подгруппа D  С Яа(ДГ) дистрибутивна тогда и только тогда, 
когда для произвольных g =  fat},Л =  {Л**} € D, է, է՛ €  X ,  выполняется равен
ство

(4.2) 9і о hr  =  ЛцДО о gt .

Доказательство. Пусть D  С Ih {X )  дистрибутивная подгруппа. ТЪгда, учиты
вая условие дистрпбутивностп (4.1), получим:

($« о Ы ')(х) =  л (Ѵ (х )) =  9 t{ W ,x ) )  =  <7(t,A(t',x)) -  fc(p(t, О . $(*,*)) =

“  կէ,ք)(Ձ(*,*)) =  het(f)(9t(x)) m (հցՀք) °.9t)(*) 

для произвольного x e  X ,  то есть выполняется равенство (4.2).
Теперь предположим, что верно равенство (4.2). ТЪгда для произвольных

g .h  € G  и t , t f ,x  е  X  справедлива следующая цепочка равенств:

հ(ցԼէ, 0 . 9& х))  =  -  h* V )(3 i(z)) =  (ЛЛ(0 o 5l)(x) =

= (9t о М (* )  =  St(M *)) -  Л(Л (^*)) =  3(*. М^.*)). 

то есть D  дистрнбутивиая подгруппа. □

Группы обратимых непрерывных бинарных операций весьма богаты дистри
бутивными подгруппами. Болес того, любую топологическую группу можно рас
сматривать как дистрибутивную подгруппу подходящим образом выбранной груп
пы обратимых непрерывных бинарных операций.

Теорема 4.2 (о бинарном дистрибутивно»! представлении топологической груп
пы). Любая топологическая группа является дистрибутивной подгруппой неко
торой группы обратимых бинарных операций.

Доказательство. Пусть G — топологическая группа. Рассмотрим группу об
ратимых бинарных операций Я2(С) пространства С. Определим отображение 
і  : С  -* Яа(С), которое каждому элементу g €  С  сопоставляет бинарную оперѵ 
цию і0 € Яа(С), определенную формулой:

*р(Л ւ,հ շ) = Лі ց1Վ1հշ,

где ց ,հ ւ ,հ շ  €  G.

ГРУППЫ ОБРАТИМЫХ БИНАРНЫХ ОПЕРАЦИЙ ...
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Так как для любого д е  G ід(е, е) =  д, где е -  единица группы G, то отображе
ние і является мономорфизмом. Отображение і является также гомоморфизмом. 
Действительно,

<«*(&!,/>э) =  h ig k h flh i =  Лі ցհք1հւ1{հՀ1հշ = էէ (հ ւ,հ ւհ հ ^1խյ) =

=  М ль*іг(Лі,Ла)) в  [<9 0 іь](Аі,Лэ)і

где g ,k ,h \ ,h j  G G.
Непрерывность отображения і  следует іга непрерывности операций (<7, Л) ֊-» gh 

и д -* д ՜1 Д Л Я  всех д, h  € С. Итак, і — изоморфизм группы 6' па свой образ. 
Ttenepb заметим, что i(G) является дистрибутивной псуігругтпой группы Ifj(C). 
Действительно, для произвольных g ,h ,k ,k \,k ^  е  С справедлива следующая це
почка равенств:

<,(<*(*.*»).<*(*,**)) =  =  khk~lk ig k { lkh~xk~ xkhk~lhi =
=  кПк~хк ід к {1к2 =  »*(*,Anyfcf1**) » « * (* ,і*(*ь4г)). □

Эта теорема является бинарным топологическим аналогом классической теоре
мы К эли о представлении произвольной копечпой группы унарными операциями 
(подстановками).

Abstract. In this paper, continuous binary operations of a topological space are 
studied and a criterion of their invertibility is proved. The classification problem 
of groui>s of invertible continuous binary operations of locally compact and locally 
connected spaces is solved. A theorem on the binary distributive representation of a 
topological group is also proved.
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A bstract. T h e Schur-SsegS composition of lwo polynomial* /(*) — “ d

$(*) ■  537=0 Bi : i • b011* of degree n * ^  defined by ք*ց(տ) =  £  [ f)~ ։ AjBjx*. In 

th is paper, wp eatimute the minimum and th e  т м і г г и т  o f th e  m odulus o f /  •  g(x) 
on |z | =  1 and thereby obtain  resu lts analogues to  Ecm stein type inequalities for 

polynomials.

M S C 2 0 1 0  n u m b e rs : 30СЮ. 30C15, 41A17.
K ey w o rd s: polynomials; Scliur-Szcgo composition of polynomials; inequalities in 
the complex domain.

1. I n t r o d u c t io n  a n d  s t a t e m e n t s  o f  r e s u l t s

L et P {z)  be a  polynomial of degree n  and P '(x ) be its derivative, then concerning 
the estim ate of |P '( z ) | on the unit disk խ| <  1, we have

(1.1) m ax IP 'W I <  n  max |Р [ г ) | .4 ' l*|=i 4 1 |*|-I Wl
The inequality (1.1) is an immediate consequence of S. Bernstein’s theorem on the 
derivative of a  trigonometric polynomial (see, e.g., [7, 8]), and  by applying the 

maximum modulus principle (see [6, 7j) to  the  polynomial Q [z) =  z nP (  1 /1 ) one 

concludes th a t

(1.2) m w |P ( A r ) |< H W |P ( x ) | .

Both the  inequalities (1.1) and  (1.2) can be sharpened if we restric t ourselves to  

the class of polynomials having no zeros in  |z | <  1. In  fact, if P (z )  is a  polynomial 
of degree n  having no zeros in \z\ <  1, then the  inequalities (1.1) and  (1.2) can be 

respectively replaced by

(1.3) max |P*(*)| ^  Tjmax |P (*)|
՝  l»l-i '  2 1*|-1 v 71
and

(1.4) т а х | Р ( Д 2 ) 1 < £ ^ т а х | Р ( * ) | .  
v 7 1*1-1 4 n  2 1*1-1՛ ՝  л
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T he inequality (1.3) was conjccturcd by Erdfis and  la ter it wая verified by Lax [4], 

whereas the  inequality (1.4) was proved by Ankeny and Rivlin [1]. •

Given two polynomials / ( * )  — ]C*«o ~  E / - о both of degree
n , the ir S chu r-S zogS  c o m p o s i tio n  is defined by

Fbr any tith  degree polynomial P (x), one can easily see th a t if q(z) — 

s(* ) =  E J - o  С ) * 'M d  / ( * )  =  R 2 ՛ then

P  * q{z) =  z P ,{z) and ( P o / ) *  g(z) =  P (R z ) .

b i view of these observations, i t  is na tu ra l to  look for results analogous to  th e  above 

inequalities for tho Schur-Szegfi com position of polynomials. O ur first resu lt in th is 

direction is the  following theorem.

T h e o re m  1 .1 . Let P (z )  be a polynomial o f degree n  and let h (z )  =  E " « o  l j z i  be 

a polynomial o f degree n  having all its zeros in  the disk \z\ <  1. Then fo r  every

where f ( z )  =  R z. The result is sharp, as is shown by the extremal polynomial 

P (z )  =  a zn a փ 0.

A variety of interesting results can be easily deduced from Theorem  1.1 as special 
cases. Here we m ention few of them .

T he following Corollary is obtained by le tting  R  -*  1 in  inequality (1.6).

C o ro lla ry  1 .1 . Let P (z )  be a polynomial o f  degree n  and let h (z )  =  E j - o  Ijx* be 
polynomial o f  degree n having all its zeros in  the disk  |z | <  1, then

The result is  best possible and equality in  (1.6) holds fo r  P (z )  =  a zn , a  Հ  0.

R e m a r k  1 .1 . Fbr /i(z) =  E ? « o  ( " ) jV ,  Corollary 1.1 reduces to  inequality (1.1). 

W hereas if we take h[z) -  (J )** in Theorem 1.1, we get inequality (1.2).

If in  Corollary 1.1 we choose Л(*) =  z n +  zk , w here к  -  0 ,1 , • • • , n  - 1 ,  then we 

obta in  th e  following extension of Vieser’s  inequality (see |9]).

C o ro lla ry  1 .2 . I f  P (z )  =  Y ,jm oai z i  «  polynomial o f degree n , then

R > 1 ,

(1.5) m ax I(P  о f ) .  h (z )\ < R »\ln \m ax  |P ( , ) |  
1*1-1 |*|-1

(1.6) m ax IP  * Л(г)| <  \ln \ max |P ( * ) | . 
I«l"i 1*1-1
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The rcsxdt is sharp.

By a  different m ethod, Corollary 1.2 was recen tlj proved by S. G ulzar [3].

N ext, we s ta te  an analog of Theorem  1.1 for th e  minimum m odulus of a  polynom ial 

P (z )  on |z | =  1, when there is a  restriction on the зягов of P (z ) . M ore precisely, we 

have th e  following result.

T h e o r e m  1 .2 . Let P (z )  and h (z )  =  E 7 - o ^  be polynomials o f degree n  having 

all their zeros in  the disk |* | <  1. Then fo r  R >  1 the following inequality holds:

(1.7) m in I (P  о / )  •  Л(х)| >  Я " |/п | min | P ( , ) | ,
1*1-1 |*Ւ»1

where f ( z )  = R z . The result is best possible and equality m  (1.7) holds fo r  P (x )  =  

օ շ ո, a  փ  0.

R e m a rk  1 .2 . A resu lt due to  Aitifi and  D awood [2, Theorem  1] can be obtained 

from Theorem  1.2 for a  suitable choice of h (z ).

N ext, le tting  Я  - » 1 in (1.7), we get the  following resu lt.

C o ro l la ry  1 .3 . L et P (z )  and h[z)  =  be polynomials o f  degree n having

all thevr zeros m  the disk |z | ^  1, then

(1.8) min |P  •  h (z ) I >  \կ \  m in |P ( « ) | .
I* l-i M -i

The result is sharp and the extremal polynomial is  P (z )  =  a z n , а  փ  0.

T h e  nex t resu lt is obta ined  by tak ing  h (z )  = z n  +  z k , w here к  =  0 ,1 , • • • , n  — 1, 

in  Corollary 1.3.

C o ro lla ry  1 .4 . I f  P (z )  =  Y0jmQai x i  *•* 0 polynonia l o f degree n  having all its  

zeros in  \z\ <  1, then

(1.9) K l  ֊  Й  >  min |P ( * ) | , 0  <  к < n  -  1.
Ы  •e |e l

The result й  sharp.

Theorem  1.1 can  be sharpened, if we res tr ic t ourselves to  th e  class o f polynom ials 

having no zero in  |a | <  1. In  fact, we have the  following result.

T h e o r e m  1 .3 . L et P (z )  be a polynomial o f degree n having no zero in  |z | <  1 and  

le t h (z )  — ]C"«o h z* be a  polynomial o f degree n  havmg all its zeros in  |շ |  <  1, then  
fo r  every R  >  1,

ON A COM POSITION PRKSKRVINQ INEQUALITIES ...



where f{ z )  =  R z. The result is sharp and equality Խ (1.10) nolds fo r  polynomial 

P (z) ա  ox" +  b, |o | =  |ծ| քե 0.

T he followiug corollary immediately follows by letting Я  1 in Theorem 1.3.

C o ro lla ry  1.5. Let P (x) be a polynomial o f degree.« having no zero in  | r |  <  1 and 

let h[z)  ֊  ]£"_0 h =i be a polynomial o f degree n  having all its ։ eros in  |շ | <  1, then

1*1—1 X 1*1—1

The result is best possible and the equality holds fo r  polynomial P (z) = o zn+b, |o | =  

1*1*0.

R e m a rk  1.3. I t  Is easy to  see th a t for suitable choices of h[z), th e  inequalities

(1.3) and (1.4) become special cases of Theorem 1.3.

The next corollary is obtained by taking Л(х) =  z n +  x*. 0 <  к  <  n  -  1 in 

Corollary 1.5.

C o ro lla ry  1 .0 . I f  P (x ) =  J2j=o ai z i  is a  polynomial o f degrte n  which docs not 
vanish in  |s | <  1, then

k , | +  <  |m « c |P ( x ) | ,  0 <  <  n  -  1,

where
. I  1, if 1 < к  < n  — l
A = t  2, if k ֊  0.

The result is sharp.

Applying Corollary l.G to  polynomial zn P ( l /x ) ,  we obtain the next result.

C o ro lla ry  1 .7 . I f  P (x ) =  Y!jmon3z i  “  о polynomial o f degree n  having all its 
zeros in |x| <  1, then

^  +  1 - k ~ n '

where

• _  f  1. 1 < * < n - l
լ  2, if k  = n.

A polynomial P  €  V n is said to  be self-inversive If P (z )  s  uQ{=), where |u | »  1 

and Q(x) is the conjugate polynomial of P (x ), th a t is, Q ( z ) : «  ։ " P ( 1 / I ) .

Finally, we present the  following result for self-in vcrsive polynomials.
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T h e o re m  1 .4 . L et P (z) be a self-inversive polynomial o f degree n  and let h (z )  «  

Е Г - 0  b * j  be a polynomial o f degree n having all its zeros in  |z | <  1, then fo r  every 
R >  1,

m « \(P  о / )  .  В Д | <  Е М + І У  ա յյ յ  |P W | ,

where f ( z )  =  R z. The result is sharp, as is shovm by the extremal polynomial 
P (z ) =  a zn + b, |a | =  |ծ| փ 0.

R e m a rk  1 .4 . A variety of interesting results can easily bo dcduced from Theorem 
1.4 in  the sam e way as we have deduced from Theorems 1.1 and 1.3.

2 . L e m m a s

For the proofs of the  above stated  theorems we need a  num ber of lemmas. The 
first lem m a is a  consequence of the Schur-Szegd composition theorem [5].

L e m m a  2 .1 . Let f  and g be polynomiaU o f degree n. I f  all the zeros o f f  are of 

modulus at m ost r  and all the zeros o f g  are o f modulus at m ost a, then all the zeros 

o f f  * g ore o f modulus at m ost гл.

L e m m a  2 .2 . Let F (z )  and h (z) be polynomials o f degree n  having all their zeros in 

\x\ <  1, and let P (z ) be a polynomial o f degree n  such that |P (z ) | <  |F (z ) | fo r  |z | =  
1. Then

(2.1) | ( Р о / ) . Л ( х ) |< | ( ^ о / ) ф Л ( х ) |  fo r  1*1 =  1,

where f ( z )  =  R z  with R  >  1.

P ro o f . If P (z ) =  e,a F (z), then (2.1) is trivial. Therefore, we suppose th a t P (z )  /  

eiaF (z )  for all о  €  R. Let P (z)  =  h (z )  =  £ ”m0կ Հ  and F {z)  «

Z U b j X * .  Fbrtherm ore, le t P * (z) :=  zAP ( l/T )  and F *(z) :=  z nF { \ fz ) .  Since 

all the zeros of F *(z) lie in |z | >  1, P * (z ) /F * (z )  is analytic in |z | <  1 and 

|P " (z ) /F * (z ) | <  1 for |z | =  1. By the maximum modulus principle, |P * (z ) | <  

|F *(z)| for |z | <  1, or equivalently |P (z ) | <  |F (* ) | for |z | >  1. Taking z  =  R e * , 

Л  >  1 ,0  <  Ѳ <  2jt, we obta in  |P (/2z)| £  |P (R z ) | for |z | «= 1. By Rouche's theorem, 
all th e  zeros of polynomial

<P о Я М  -  A(F  о  { ) ( , )  =  P ( Ո ւ)  -  X F (R x) -  ՜ է  R H a, -  Xb,)z>
i* 0

lie in  |z | <  1 fbr every Л €  С  w ith |A| >  1 and  / ( z )  =  R z .
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Applying Lemma 2.1 to  the polynomial P  о f( x )  -  X F  о f ( z ) ,  i t  follows th a t all 

the zeros of polynomial

J- 0 4 )

S. GULZAR AND N. A. RATHER

= ( P o f ) * h ( z ) - X ( F o f ) . h ( z )

lie in |s | <  1. This implies

(2 .2 )  I ( P  о  / )  •  Л (* )І <  \ ( F о  / )  ♦ Л (* ) |

for |x | >  1 and R  > 1. Մ the inequality (2.2) is not true, then there exits a  point 
z - z 0 with |xo| >  1 such th a t

| ( Р о / ) . Л ( * ) | > | ( Р о / ) . Л ( * о ) | .

B ut all the zeros of F (R z)  he in |x | <  1 /R  <  1. Therefore, by Lemma 2.1, we have

( F o / ) * * ( * o ) * 0 .

We take
, ( P o f ) * h ( z o )

( F o f ) . h ( z o ) '
so th a t A is a  well defined real or complex number with |A| >  1, and with this 

choice of A, we obtain ( P o / ) *  h (z ) -  A (F  o f ) *  h(zo) ֊  0, where >  1, which 
contradicts the fact th a t all the zeros of (P  о f  -  XF  о f )  * h(z) He in  |* | <  1, and 
the rem it follows. □

The next Lemma immediately follows from Lemma 2.2 by taking F (* ) =  z nP ( l f l ) .

L e m m a 2 .3 . I f  P (z ) is a polynomial o f degree n  иЛісЛ does not vanish in  |z] <  1 
and Q (z) =  z nP (  1 /1), then

(2.3) l ( P ° / ) * M * ) l < l ( Q ° / ) » M * ) l  fo r  | * | « i ,  

inhere f ( z )  ■  R z  with R  >  1.

L e m m a  2 .4 . Let P (z )  be a polynomial o f degree n and let h (z) =  Y^mo Կ** be 
a polynomial o f degree n  having all its zeros in  \z\ < 1, then for every R >  1 and 
|z | =  1, we hove

(2.4) I(P  о / ) .  Л(х)| +  ICQ о / )  .  Л (,) | <  { І ^ І іГ  +  М  А/, 

where f ( z )  =  R z  and Q (z) = z nP ( \ f1 ) .
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P ro o f .  Let Af ֊  iiu iX |.|s i |P (z ) |. Since P (z )  is  a  polynom ial of degree n  and 

|P ( - ) I  <  Л/ for | r |  =  1. By Rouche’s  theorem  P (z )  -  AM  does no t vanish in 

|* | <  1 for every complex num ber A with |A| >  1. Applying Lem m a 2.3 to  the 
polynom ial P (z )  -  AM , we obtain

(2.5) |( P  о / )  •  /i(z) — A/0A/| <  |(<? о / )  * Л(*) — А/цЯ"Atf z n | for |z | =  1.

Since |Q (z)| =  |P (z ) | <  M  for |z | =  I , by Theorem  1.1, we have for |z | =  1

(2.0) |( < W ) * * ( * ) l< I U K " A f .

In  view o f inequality (2.0), we can choose arg  A such th a t

|(Q  о / ) * Ц х ) - Ъ Я пМ * п \ =  \Н п ІГ М х п \ - №  о / ) . / » ( * ) )  for |z | =  1. 

T hus, in  view of (2.5) we can conclude th a t

| ( Р о / ) . Л ( г ) | +  | ( О о Л * Л ( * ) 1 < |А [ { |и Я п +  |/о |} А / for |z | =  l ,  

which is equivalent to  (2.4). □

3 . P r o o f s  o p  T h e o r e m s

Proof o f Theorem 1.1. T he  proof follows from Lemma 2.2 by tak ing  F {z)  =  M z n, 

w here M  =  m a x |, |_ i |P (z ) |.  □

Proof o f  Thmrr.m 1.2. L et m  =  m in |,|e l |P (z ) |.  If P (z )  has a  zero on |s | =  1, then  

the inequality (1.7) is trivial. Therefore, we assum e th a t  P (z )  has all its zeros in 

|s | <  1, so th a t m  >  0. Also, we have

| т У | < | Р ( а ) |  for | ; |  =  1.

A pplying Lem m a 2.2 to  the  polynom ials m z "  and  P (z ) ,  we g et th e  inequality (1.7). 

T his com pletes the  proof of Theorem  1.2. - □

Proof o f Corollary 1.Հ. Taking h (z )  = z n +  z k , w here к  — 0 ,1 ,-  • • , n  — 1, in 

Corollary 1.3, we get

ON A COMPOSITION PRESERVING INEQUALITIES ...

(3.1) min
1*1* I

я  л. ak  , kо .»  +  ( ; ) .* >  m in |P ( z ) | , 0  <  к  < n  — 1. 
W -i

If  s i , *շ, • • • ,  Zn are  th e  roots o f P (z ) ,  then  |z j | <  1, j  =  1 ,2 , • • • , n ,  and  we have 

by Vifetc’s form ula

T h is implies

^  - 4 . - *

e  I * . * . .
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which gives

Combing (3.1) and  (3.3), we obtain (1.9). □
Proof o f Theorem t.8 . T he inequality (2.3) in conjunction with Lemma 2.4 gives 

for every R  >  1 and |z | =  1

2 |(P  о / )  .  h(z)\ <  |( P  о / )  •  Л(*)| + 1(0 о / ) .  M *)l <  +  |Іо|> т * х |Р (* ) |.

This is equivalent to  inequality (1.10) and completes the  proof of Theorem 1.3. □

Proof o f Theorem 1.Հ. Since P (z)  is a  self-inversive polynomial of degree n , then 
for some «  € С  with |u | =  1, we have P (z )  =  u Q (s) for all z  €  C, where Q (z)  is 

the  conjugate polynomial of P (z). This gives

Using this in place of (2.3), and proceeding similarly as in the  proof of Theorem

A ck n o w led g em en t. T he authors would like to  thank the  anonymous referee 
for comments and suggestions.

(1] N. C. Ankeny And T . J . RJvlln, "On a  theorem  o f S. Bernstein", Pacific J . M ath., 5 ,8 4 9  -  852
О»»)-

(2] A. Axis and Q. M. Dawood, Tnequaliliee for a  polynomial and its  derivative", J .  Approx. 
Thoory, 6 4 .3 0 6 -  313 (1888).

(3] S. Guls&r, “O n estim ates for tfao coefficient* o f a  polynomial*", C . R. Acad. Sci. Paris, Ser. I. 
354 , 357 -  383 (2018).

(4] P. D. Lax, “Proof of a  conjocturo o f P.Erdfie on the derivative of a  polynomial", Bull. Amor. 
M ath. So«., 80, 500 -  513 (1M 4).

(5] M. M aiden, Geometry o f Polynomial*, M ath. Surveys, no. 3, Am er. M ath. Soc. Providence, 
RJ (1049).

(81 O . Polya and G. S « g 6 , Aufgabon und LchrsStse Aus D er Analysis, Springer-Verla*, Berlin 
(1925).

[7] Q. I. RaJunan u id  G . Sditneieacr, Analytic T heory o f Polynomial*, Oxford University Рпш», 
New York (2002).

[8] A . C. Schaffer, “Inequalities o f A. Markov and  S. Bernstein for polynom ials and related 
functioasT, Bull. Am er. M ath. Soc., 47 , 585 -  579 (1941).

[9] C. Vlseer, “A aimpto proof of certain inequalities concerning po lynom ia ls, Konlnkl. Nedcrl. 
Akad. Wetensoh. P roc.. 4 7 , 278 -  281 (1945).

| ( P  О / )  .  h(z)\ =  |(Q  О / )  •  Л(х)| for |* | =  1.

1.3, we get the  desired result. □

С П И С О К  ЛИТЕРАТУРЫ

Поступила 5 декабря 2015

5 2



Известия НАН Ариеяип, Математика, том 53, я. 1, 2018, стр. 53-67.

О  В Ы Д Е Л Е Н И И  ГЛ А Д К И Х  Р Е Ш Е Н И Й  О Д Н О ГО  К Л А С С А  
П О Ч Т И  Г И П О Э Л Л И П Т И Ч Е С К И Х  У РА В Н ЕН И Й  П О С Т О Я Н Н О Й  

М О Щ Н О С Т И

В. Н. М АРГАРИН, Г. Г. КА ЗА РЯН

РосслПско - армянскиП (СлчпянскчП) унпперсіггвт'
Ереванский государственный университет 

E-mails: vachagan.margaryanOyahoo.com haikghaxaryanOmail.ru

А н н о т а ц и я .  ЛимеАиыП дифференциальные оператор P (x ,D )  = Р ( * і , . . л п , 
D i , . . . ,D n)  “  с котффхциеятими { ц о (г)), опредилеилымн в Е ",о
называется ф ормально почти г— я ин ш т с и ш  "  Е ", если псе прокэвод- 
ігме Օ հԲ (* .О  оцсишииотсл ч е р т  Я (х ,Հ) и оператор Р (х , D) имеет р&пло 
мерио постоянную мощность а Е " . Б  работа доказы вается, что если опера
тор  Р (х , D) ф ормально п о ч т и  гн ікпллятгячеп, та  все решения ураапения 
Р {х , 0 ) и  ш 0, которые, вместе с  пехоторыми их прою аодпыми, интегрируе
мы с квадратом с определенным экспоненциальным несом, нпляютея беско
нечно дифференцируемыми функциями.

M SC2010 num ber: 12Е10, 26С05.
К лю чевы е слова: формально пгпоэллнтггеческнй оператор; оператор постоян
ной мощности (силы); многогранник Ньютона; мультпаниэотропиые простран
ства Соболева.

1. П о с т а н о в к а  з а д а ч и  и  в с п о м о г а т е л ь н ы е  п р е д л о ж е н и я

После знаменательного примера Г. Леви уравнения Р(х, D)u =  ( - iD t + Dj -  
2(xi +  xa)D3)u =  / ,  которое для некоторых /  е  C°°(E3) не имеет гладких реше
ний ил в какой области из Е3 (см. [13] или [14]), естественным образом возлпх 
вопрос о существовании и выделении гладких решений того или ішого класса 
дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами.

Для изучения вопросов существования, единственности и гладкости решений 
линейных эллиптических уравнений с переменными коэффициентами существу
ют классические методы Лере - Шаудера, параметрикеа Лепи или аппроксима
ция Корна.

‘ Исследование выполнено при фкм алсовоі поддержке Г К Н  М ОН РА ■ рам ках научного 
проекта N SCS 16Т • 1А 197 и тематического ф онда РоссиДско • Армянского уішворсмтега 
мнпвстерстил образовании и каухи Российской Федерация.
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ТЪчпые результаты о гладкости решений пшозллиптическнх или частично - 
гипоэллиптичеекпх уравнений с персмсппыми коэффициентами постоянной си
лы получепы Питре (см. fl) или |2]) и улучшены о работах Мальгранжа, Хёрыандера, 
Tteftnopa, Гудмундсдрггира и других (см. [2] - [9]). В отмеченных ряботих либо 
показало, что все пепрерывпые решения соответствующих уравнений являются 
бесконечно дифференцируемыми функциями (для формально пшоэллиптича- 
ских операторов), либо, при определённых априорных предположениях на ре
шения соответствующих уравнений, пыдслслы бесконечно дифференцируемые 
решения (для формально частично - гипоэллиттгических операторов).

Что касается более общих уравнений (не являющихся гипоэллиптичеекями 
или частично - гипоэллиптнческими ), таковыѵи как гнпоэллиптісческие по Го
рину, по Егорову пли по Буренкову уравнения, почти гипоэллиптичсские и дру
гие уравнения, то для  некоторых классов таких уравнений с постоянными ко
эффициентами аналогичные вопросы изучены в работах (10]- {12| и [15] - [17]. 
Здесь этот вопрос рассматривается для одного класса формально почти гппозл- 
лпптических уравнений с переменными коэффициентами, имеющих постоянную 
мощность.

Будем полі>зопаті»ся следующими с тап д а р тт л т  обозначениями: N мпожостпо 
натуральных чисел, No =  N U {0}, Ng =  No к  ... х  N o- множество ո -  мерных 
мультииндексов, Е" и Rn ո -мерные эвклидовы пространства точек (векторов) 
соответственно х =  (*ь ...,*«) и (  =  Для Հ €  Rn,x  G Е" и о  е
No положим | ( |  =  >/€? +  ... +  Й , N  -  « і +  •• +  <*.., Հ° -  D*  -
D i '  -DZm, где Dj = «ли D j =  ( j  =  l , .- ,n ) .

Для линейного дифференциального оператора P(D) с постоянными коэффи
циентами через Р(() будем обозначать функцию Л. Хер манд ера, определенную 
формулой

Р (()  ■= £  lO'PtOI3-

О пределение 1.1. Пусть R \(D ) и Яз(2?) линейные дифференциальные опера
торы с постоянными коэффициентами. Будем говорить, что оператор ՈՀՈ) 
(многочлен R\ (£)^ мощнее оператора Ra(D) (многочлена и записывать
Rշ <  R i, если существует число С  >  0 такое, что

|Л 2 (0 І< С [1  +  |Я ,(0 І] для всех { € R". 
54
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Бели с некоторой постоянной С  >  0 Jta(€) <  СЛі(£) для всех £ € R", то бу
дем говорить, что оператор R i(D ) сильнее (по Л. Хгрхгандеру) оператора Ri{D) 
(запись Да -< Л ь)

О пределени е 1.2. Оператор P (x ,D ) назовём оператором постоянной мощ
ности о S1, если для каждой пари точек х> и  ւ շ  из Ո операторы P (x \,D ) и 
Р (хі, П) имеют одинаковую мощность. Оператор Р(х, D) назовём оператором 
равномерно постоянной мощности в П, если существует число с >  0 такое, 
что для любой пори точек х  и  у  из Ո

с֊х [1 +  |Р (* ,« | I < 1 +  МЧѵ.ОІ < с(і +  |Р(*,01 ] ѵ< е R".

О пределени е 1.8. Оператор R(D) (многочлен R (() )  с постоянными коэффи
циентами назовём гипооллиптическим, если для всех и 6  Ng D "Բ(Հ)քԲԼՀ) -► 
О при |ք I -► оо и назовем почти гипоэллиптическим, если DVR  <  R для всех 
и G Nq. Оператор P (x ,D ) (многочлен Р (х ,( ) )  назовём (формально) почти гипо
оллиптическим в І1, если оператор Р(х°, D) почти гипозллиптичен для любой 
точки х°  €  П.

В работах [18] - [19] найдены алгебраические условия при которых оператор 
Р (х, D) имеет равномерно постоянную мощность в Л и условия при которых 
такой оператор (формально) почти гипоэлллптнчен в П. Настоящая заметка яв
ляется продолжением этих работ. Здесь в основном мы будем пользоваться опре
делениями и обозначениями указанных работ, повторяя лишь рад необходимых 
понятий.

Наша цель в настоящей работе - для одного класса формально почти гипо- 
эллиптичеекпх операторов { Р(х, D)} равномерно постоянной мощности из мно
жества всех обобщенных решений уравнения Р (х, D)u  =  О выделить бесконечно 
дифференцируемые решения.

Ниже будем часто пользоваться следующим простым предложением, являю
щимся аналогом Леммы 13.1.2 монографии [2]

П ред лож ен и е  1.1. Пусть оператор P (x,D ) имеет постоянную мощность в 
П. Фиксируем і °  и полжим Po{D) =  P (x°,D ). Пусть f l j ,P i , . . . ,P r— базис в 
конечномерном векторном пространстве операторов с постоянными коэффи
циентами менее мощных і%. Тогда

(1.1) Р ( * ,В )  =  /Ѵ В )  +  £ > ( х ) Р Д Г > ) ,
і-о
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где коэффициенты aj определяются однозначно, обращаются в нуль в точке х° 
и имеют те оке свойства гладкости, что и коэффициенты оператора Р{х, D).

Класс # (П ) исследуемых операторов состоит из формально почти гнпоэллнп-
тпческих линейных дифференциальных операторов Р(х, D) =  £ 7 а (* )  с

ո
бсскопсчпо дифференцируемыми в Е" коэффициентами, имеющих равномерно 
постоянную мощность в Е" и такими, что 7„ (г) = уа = coast для всех х  €  Е" \1і, 
где П некоторая ограниченная область. При этом будем считать (см. (1.1)), что 
ао(х) =  0 и с некоторой постоянной а > О

(1.2) о  |{| <  1 +  |* Ш І  Р*я любых Հ € R".

Зам ечание 1.1. 1) Если обозначить через І„ множество м)іогочленов п  пе- 
рсменных таких, что |Я(01 -> оо при |£| -* оо, то, очевидно, что много՝ілсн 
Р0і удовлетворяющий условию (1.2), принадлежит этому множеству. 2) Из 
определения равномерно постоянной мощности многочлена Р(х,£) следует су
ществование числа <ті >  0 такого, что для любых Հ G Rn, і  б Е "  имеем

(1.3) ах [1 +  |Л>(01] S  і  + И * , 0 |  <  °Т՝[1  + \ Ъ Ш

S) из определения многочленов {Pj} следует существование числа օշ > 0 тако
го, что для всех Հ 6 Я" имеем

(1-4) £ W (6 IS « l lf l> « ) l  +  i|. ՚
i -о

Опишем теперь класс весовых функциональных пространств, типа С. Л. Со
болева, где будем исследовать нашу задачу. В качестве веса рассмотрим произ
вольную фиксированную положительную функцию g €  С°°(Еп) тахую, что 1) с 
некоторой постоянной к  >  0 ( gs(x) ֊  g(fi х) для любого 6 > 0)

(1.5) к ՜ 1 е~* W <  5(ж) <  к  t ՜ 1 W, для любого х  €  Е",

2) для любого о  Е Nfi существует число к„ > 0 такое, что

(1-6) |Я °Ы * )І ^  № g s(x ), дня любого х  €  Еп.

3) С некоторой постоянной С  > 0

0-6 ') Iд&{х +  у) -  gs(x)\ < С  |у| gt(x) для любого х  е  Еп.

Д ля любою 6 >  0 обозначим через Լշ,է = Լշ, * (£") множество функций с ко
нечной нормой

О-7) M b , *  =  \ j ]  \ Ф )  gt(x)\7dx.
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Д тя каждого к  =  0 ,1 ,... через W f =  W f  s множество функдіій с конечной нормой

(1.8) |խ ||„ . .=  Y .  Іів*“ 1 1 ь ..=  £  ІІ|Д “« Іл І І і , .
1«1ճ* |о |£*

а  для дифференциального онератора Pq{D) через Wg(P0) = \V% 6[Ро) множество 
функций с копечной нормой

( 1.9) N l w f c i u -  Е  111° ՞« > № ) ] ս | |է , , ,  + | М К , ,
M S *

при этом положим И^(Л)) =
Аналогпчпо тому, ках это делается в (16) (см. Лемма 2.2 и Следствие 2.2) 

доказывается следующее предложение.

П редлож ен ие 1.2. Д ля  любого почти гипозллиптичесхого многочлена Р0 е  1п 
Существует число <5о =  <5о(̂ Ъ) >  0 такое, что для любых 6 G (0, ծօ) и к  = 
0 ,1,... множество С%° плотно в W^(Pq).

Нгоке, не оговоривая это каждый раз, будем считать, что число So =  £o(fl>) >  
О выбрано по этому предложешпо.

Пользуясь плотностью С^°-функций в W£(Po), и преобразованием Фурье, 
легко доказать следующие предложения.

Л ем м а  1.1. Пусть Pq почти гипоэллиптичсский оператор, Q < Ро и S G 
(О,ձօ)- Тогда существует постоянная с — c(&o,k) >  0 такая (см. (1.7) ֊ (1.9))

£  i» № )iD * « ] ii i* .sc iM iH T ((k )  ** 6 w ; m .  * =

Л ем м а  1.2. Д ля  любого дифференциального оператора Q[D) с постоянными 
коэффициентами и любого числа <5і >  0 существует число С  =  C[Q^5\) >  О 
такое, что для всех S € (0, ծւ) ս ս €  Շ§°

ІІО Ф М ІЧ  - =  и Ю ( в ) « ы и ,  <  с  £  IIOm (D) (и J.1IU,.
р

Л ем м а  1.3. Пусть Pq € /„  почти гипоэллиптический оператор вида (1.1), 
P f(£ )/f lj(0  -+ 0 при |( | -¥ оо, j  =  1 ,...,г , խ յ} յռ1 измеримые, ограниченные 
в Е" функции. Тогда с некоторой постоянной с > 0 и  для всех 6 €  (0, ծօ) и 
и G Со°(П) имеем

с ՜1 IMIwi(fl>) < ll^(*. «+ M b . , )  < c||u ||w<(fl,).
67

О ВЫДЕЛЕНИИ ГЛАДКИХ НВШЕНИЙ ОДНОГО КЛАССА ...



2 .  Основные л е м м ы

Пусть Si единичная сфера в Е", 0 <  ip €  Co°(S\), f  ip(x)dx = l, с > 0. 
<pt (x) ш e~*vKx/e), и €  Lj,4  u u«(x) =  (u*<fi,)(x). Функциюuf принято называть 
усреднением функции и с радиусом усреднения е.

Л ем м а 2.1. Если и £ £?, 4, п»о ие G W *  Ո W*(Po) для любого к — 0 ,1 ......

Д оказательство . Докажем больше, что D °ue € Լշ,տ для любого а  € NJJ. Сна
чала отметим, что из леммы 1.1 работы [16] и из свойств (1.6) функции gg следует 
(см. такжо [19], неравенства (3.2)) существование «гасла С\ =  Сі(е) > 0 такого, 
что gt(x) < Ci g t(x -  у) при |у[ <  е.

Пусть число е > 0, мультииндекс сс и функция и € Լշ, չ  фиксированы. Приме
няя обобщенное неравенство Мпнковского, отсюда пмесм с некоторой постоянной 

Օշ — Շշ{օ) >  0

||(Ք*ս«)*ւ11ւ* =  | |0 ° (u  •  V r)w lit. =  { J  \[ J u (x  -  v)D°4>t(v) ФІ\9*(*)\7 rfx},/a 

< J [J W* ֊ V)94(*)\2<b]l/i |0*V«(y)| dy
~ C J I  "  v^ x  ~  V^ 2dx^ / 2 1̂ л ( у )1 dV

< Cl Ih ifilU , e-W  J \(D °v ).(y ) \< iu <  C1 C2 C- w  [[« e iiu ., 
что доказывает лемму 2.1.

Следующее предложение дополняет докаэаіпіую лемму.

Л ем м а 2.2. Пусть Р оператор вида (1.1), к  =  0 ,1 ...... 6 €  (0, бо) и и  €  W /(fb).
Тогда для любого о  € իքը : | о | <  к имеем

II Р(х, D){D°щ] Иь  л - f  И Р (х , D)[D°u] | | լ , . , при е -> 0.

Д оказательство. Пусть числа к я б  фиксированы и и е  W f f o ) ,  т.е. [D®^(i?)]u е  
Լշ, տ для всех a  G Л/у : |а | <  к. Сначала покажем существование числа С\ > 0 
такого, что для любых Տ €  (0, So), к = 0,1,.... в для всех и е  (Р0) имеет место 
неравенство
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О ВЫДКЛКННИ ГЛАДКИХ І*ВШІІНИЙ ОДНОГО КЛАССА ...

Из Предложения 1.2 следует, что неравенства (2.1) достаточно доказать для 
функций и €  С3°.

Тнх как | | ( =  11 ^ (£>)(£)"«]ք յ|Ա , для каждого j  =  0,1,...,*:, 
к а ж д о г о  а  €  N q  : | a j  <  j  и дли всех w  6  C g ° ,  то в силу леммы 1.2 имеем с 
некоторой постоянной С-շ =  Շշ(Բյ,Տօ) > 0

ІЦ О °Р А О И І^ .. < а
fi

Д ля каждой тройки і,о ,/?  : 0 <  j  <  г, о  6 NR : |а | <  к ,  f i  е  NR : |0 | <  
ordPj обозначим o.fl = ||J^^ (I? )[D a u ց<]||լ,. Из равенства Парсе валя следует, 
что выражение Л*,л.в эквивалентно выражению \\Р г* ({)-Р[-0°и9է\\\ւ*> где F{v) 
преобразование Фурье функции ѵ е  С§°.

Так как для любого fi е  Nfi P j ^  ■< Pj •< 1%, то (см. (1.4)) г. некоторой по
стоянной Сз >  0 имеем для всех и € Cq° A j .a j  < С$ ||[|Po(OI +  1]^[0°Ա9*]|Ա , < 
Сг { І ІЖ Щ ^ ь м І І І г ^  +  ІІ^ и ет ІІь Л - Из почти гппоэллиптичности P0(D ) отсю
да  для всех и  €  C q°  с  некоторой иостояииой Շ հ  >  0  имеем

Aj.a.d < С4 { ||[ а (0 )0 ° « 1  дл\ \ ь  +  \\D °ng6\ \b )  < С , [ ||u ||w . (fl>) +  | |0 ° ս Տ, | Ա .  

Отсюда в сил)’ леммы 1.1 при Q(()  =  1 получим требуемое неравенство (2.1), 
откуда следует, что Dn Pj(D )и  € Լշ,տ { j =  0,1, ...,г) для любого мультниндекса 
о : |« | <  А: и для всех и €  W f(Po).

Перейдем к непосредственному доказательству леммы. Так как по уже дока
занной части Pj{D)[Dau\ €  ե շ . է , յ  =  0,1, ...,г  и коффицненты (о^(х)} в представ-

Г
леніш (1.1) гладкие, ограничение в Е" функции, то P (x ,D )u  =  У) aj[x)P j{D )

і шо
[Паи] е  Կ,տ, при этом ||Р (х,/Э )[Л °и]||ь , 4 =  ||[Р (х ,/7) Л °]и||ь ,., для всех и  € 
W j( fk ) .  По известным свойствам усредненных функций (см. [20], Лемма 5.2) 
имеем

||Р (х , D)[D°ut ] -  Я(х, Л )[Г > °« ]||^ , =  ||Р (х , Л)[(Я*и)е] -  Р (х . D)[D°u]||

=  ||Р(х.0)[(Лвн),] -  (P(x.D)(D“u)], + [P(x,D)(D“u)]e -  P(x.£>)[Dftu ] | |^ 4

< ||P(x,D)[(£>°u),] -  [P(x,D)(D°u)]r |Ա,., +  [[[Pfx.PJd^ti)]*- 

֊P (x ID)[Dftu]||&1.4 = B Iie + B2.c.
Что Ba,t  - f  0 ири £ —* 0 доказано в работе [ 16]. Докажем, что B \ , t  -+ 0 при 
е -¥ 0. Имеем

в =  |||Я>№ ) +  £ a ,(z ) Pj(D)][(B«U) , l ֊  {|P„(D) +  £ а ,(х ) Р ,№ )1 Г и ]} ,||ь . ,
յաо յաо
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г

< и л(л )[(0 * « )« ] -  w D) Da՝i\> \\b.»+ £ і м * >  ^ ( o ) ( (o ° u ) r j
i -о

г

- M l )  Pj(D)D°u]e\\rn. 4 =  Со(с) +  £
і - 0

ТЪк как (см. [20], Лемма 5.2) ft(D )[(D °u),] =  [P0(D)Dau]t , то Со(е) =  0. Остпг 
ется показать, что Cj(e) -4 0 ири է  -*  0 ( յ  =  0 ,1 ,..., г). Еще раз пользуясь 
леммой 5.2 работы [20], получаем

Cj(e) -  ||а ,(х ) [P,(D )D °u\' -  fo (« ) P,(D)£>*u]e| | ^  4

=  ІІ“ /(г ) У  [Pi{D)Dati]{v) м *  -  v)<& -  f  ai(v) P A W v m  V‘(x -  v)dv\\L*. •

=  ||а*(х) 54(x) J  [Pj(D)Dau](y) <pt {x -  y)dy

- 9t{x) J  “j(v ) Р іШ іГ и Із ,)]  <p,(z -  ѵ Ш \ ь

=  II J [ a j( x ) -  a,(y)] w (x) Р*(0)[0°и(у)] ¥>«(* -  іМ /Ц ь, ( j  =  0 ,1 ..... r).

*Dsx как a* € С 30, при этом a^(x) =  сстзі при x € E "  \  Ո, u |x  -  y\ < e, to  no 
формуле Лагранжа |о^(х) — <ty(y)| <  max\gradoj(x)\ |х  -  у| <  со е ( j  =  0, 
где со =  m ax\graduj(x)\. С другой стороны, так как при |х -  у| <  1 существует 
число к  > 0 такое, что к ՜ 1 gs(y) < дв(х) <  к& (у), то при е € (0,1) имеем

Cj(e) <  со к с  И J  |[P iP )[D “ u](y) gs(y) <pt (x  -  y)d y \\^ .

Применяя неравенство Юнга, отсюда имеем с некоторой постоянной с\ >  0 по
лучаем

Cj(e) <  cj к с  |||[P^(D) X>°u]94І!х^|| Ш ь -  

Так как ||^*1|ձ. “  1, п по неравенству ( 2.1) и равенству Парсеваля получаем 

11^(0)[Օ*«11&!,4 ^  С» Е  ] l( ^ ^ (£ > )u ] ||b ,.i+ ||t t |U ,t i ] для любой функции и е  W f(P9
В й  О

то отсюда получим с некоторой постояпігой օշ > 0 при с  -* 0

Cj(s) < с з к е  | |Р * (Л )р ° и ||ь ,,4 <  շշ « | | ս | | ^ (դ )  0

для всех u е  и j  = 0,1, ...,г, что доказывает лемму 2.2.

Л ем м а  2.3. Пусть почти гипоэллиптический оператор Pq(D), область П С Е” 
и число So =  So(Pq) >  0 определяются оператором Р(х, D) как выше, 6 €  (0, $յ).
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0  <= NJ,* произвольных! мулыпииидекс такой, что m  =  |/3| -  1 >  О и а  6  Со°(П). 
Тогда существует число С  =  С (а,0, /^ ) такое, что

IID* J [а(х) -  в (у )][Л ,Р М (» ) Ѵ>г(х ֊  y )dy \\t, t  < С  ||« ||ivj»(*) v“  € ІѴГ(/Ъ).

Д о казательство . Пусть, например, fa  ф 0. Представим вектор 0  в виде 0  ֊  а +  
е, где |а | = т, е =  ( 1 , 0 , 0 )  и положим z = х - у ,  тогда по формуле Лейбница 
имеем ( ниже || • || =  || • | |ь , „  А в =  \\Dg / |о (х )  -  a(y)j(/\,(Z?)u|(y) <pt (x -  y)<fy||)

A t  -  ||Д , J  Д “ ((а(і) -  а(х -  շ)) -  х)) Ѵ. (х) d=||

<  £  | | 0 , / < ց » 4 ^ 9 - « ( * ֊ * ) ] [ զ ( 0 ) ս — 'Ч І ( « - « ) Л ( , ) Л | |
Ofb5o *

+ || Д і У  (а(х) - а ( х - х ) |  [/^(D )D “u](x -  г) ѵ>«(х) <1х||

<  £  С 2{ || /  D, ЕП [^х) — а (х  -  х)] [fl,(D)D“ - ' tl]{x -  շ)] ѵ,(х ) dx||

+ ||  I  D > ( x )  ֊  o(x -  *)] [ f t ( B ) D ,0 » ^ u](x -  x )9 ,(x ) <b||) 

+ | |B ,  У  W x) -  a(x -  x)] (f0(B)O °u](x ֊  x) v>,(x) <b||.

Так как a  6  Co°(fl), и г  6  supp<pt , то при е -* 0

В і(с) := max max C£ |Dx-D7 (e(x) -  e(x -  r)]| - f  0,
0?*7S“  * ,|* |< «

поэтому отсюда, возвращаясь в последнем яіггеграле к  старым переменным, име
ем

А , < в , м  £  ( II | Д {в )в « ֊^ и | .  *,.11 +  II | ц ,(0 )В -- ,4Ч | . *.|| ]

+11J  Р і в ( * ) |  \Po(D)D°u{y)\ <pt (x  -  у) dy||
+ 1 1 J  |e(x) -  а(у)| |/bOD)ZrM y)l * " 1  \{D xv),{x  -  y)|rfy||.

Так как |n  — 7  +  e| <  m  при 7  ф 0, a  6  Cq*{CI) и по формуле Лагранжа 
|a (x ) -  a(y)| <  max|<7r« ia (x ) | |x -  y| <  етах|<7»чиіа(х)| при x  -  у € supple, to  
отсюда, в силу неравенства Юнга, с некоторыми положительными постоянными 
В 2 ,В з, В4 имеем

Afi <  э і о м і я г т + и р ъ д о р и  * * ц  յ

+ В ։с е - '  И |fl,(^)-D e « | •  \Dvp\ . || <  B A | |u | |w r ( * ,) °
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Д ля Р  € Я(П ), m  € No, 6 €  (0 ,ծօ) обозначим Փ.ՀԲ.6) =  {u € Wy*(/b) : 

Р{х. D)u ш 0>.

Л ом м а  2.4. Пусть и € Д »(Р ,4), mo*de Цм*. -  0 "J™ еЬ*а -»  0.

Д о к азател ьство . Из лемм 1.1 и 1.2 и условия (1.2) на функции из множества 
tf( fl)  следует, что Py(jD)Z3"u € Լ շ ,в ( j  — ОД»—»»*) и D {D °u е  Լ ա, t  (t =  1,...,ո) 
при |а | <  m. ТЪгда для любых и € &,.(Р,Я), 0  €  N£, |/9| =  m  +  1 н е >  О имеем

Р (х , £>)(/>*«), =  Р (х, D)(Dfiue) = D*[P(x, D )ս*)] 

֊  £  £  СГ„ B’aj(x) ^(DJOS-՚ս , =  D"lP(x, D)u],
O + rS fiJ -O

+ 5 2 ° р / М * )  -  аі(ѵ)\ 1̂ ( Э Д ( у ) ? « ( *  ֊  у) dy
j ֊ о  յ

֊  £  '£ C ; D r 'a j ( x ) P j ( D ) D '- iu €
Օ & Հ Բ Ի Օ

ТЪк как P (z , D )u =  0, то отсюда получаем

Р ( х ,d k d >„). = յ շ ռ *  / [ 0j (x ) ֊  o |( t / ) | ( Р , ( і > И < ѵ Ы х -  v)<f«
J . 0  '

(2.2) -  £  J 2 C J W 4 M P j (D )D > ՜’u ,  Ѵ » е * „ (Л « ) .

Отсюда имеем для произвольных u  е  &п(Р, Л), 0 <  <  £շ н 0  €  Ng, |/9| =  m  + 1

P ( x ,D W D > u ) ., - ( D > u ) . ,] ^ p D l>  І М х ) - а і Ш Р і ( О М ѵ )

(2.3) |» > ., (* -у ) -* > « ,(* -» )]< * !,-  £  ^ С З £Г > аД х) ? ,№ )£> «-> [« .,- в , , ] .
0 i 4 < e j~ 0

T&x как u е  Wgn(F\))> то в силу леммы 1.2 Pj{D)D3 ~',u €  Լշ, в для любого 
0 փ 7  <  0  и для всех j  =  0,1, ...,г. Поэтому отсюда п из ограниченности коэф
фициентов {D7(z)} следует, что при ег,еа -» 0

<2-4) £  E c j l l l ^ t x ) ]  P,(D)iy>֊--K - .0 .

Д ля оценки первого слагаемого правой части (2.3), предположим, например, что
0\ ф 0, представим вектор 0  в виде 0  =  а  +  е, где |а | =  тп, е =  (1 ,0 ......0)
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и положим z  = X -  у. Тогда для первого слагаемого правой пасти (2.3) имеем 
(ниже I I - I I - I I - l i t* ,) .

О ВЫДКЛКННИ ГЛАДКИХ РКШКНИЙ ОДНОГО КЛАССА ...

p \\D > J \М х) -  °j(v)] IР№)и\Щршх(* -  у) -  <Ք'ձ* -  у)) dy\\

=  £  IID iD * J І Ы х )  -  а ,(х  -  с , *)) (P,(Z>)*)(* -  c , z)

~ M X) -  ai(x  -  *)) lpA D)u\(x  -  ca * ) M * )  A ll 

<E  E  C2 ||D , f ( Ѵ Ы х )  -  Оі{х -  e ,  ж)] f t ( D ) 0 " - 4 K «  -  e , x)
յ -Օ Օ * դ Հ 0  J

-Z?7[o*(x) -  oy(z -  ea z)] ^ (O JD ^ tiJ f*  -  ca *)}v>(*) dz\\

+  5 3 l l^ i  f  ( M * )  ֊  aj(* -  «г *)) [Pj(0 )u)(x -  c i z)

(2.5) ~ M * )  “  <b(x  -  *a *)) W P P F «К* -  * )M * )  A ll = M +  M -

Так как Pj(D)Da ~^u, Pj{D)Da~T**u 6  Լշ,ք  при 0 ^  7  < а ,  то для слагаемого 
А\ с некоторой постоянной С\ >  0 имеем

Л. < £  £  СЗПІ / [B .B ’ f e M  ֊  ° /(х  -  (1 х)) (P։ ( D ) D ^ u ) i z  -  է , շ))

- D y D ^ M x )  — Oj(z — £շ z)) { P i { D ) D ^ u)(* -  c2 х ) Ж  & ||

+11 / I ^ M x ) *) ) (J’j ( B) B“ ->+*«) (x- < , * ) -  

- D 7 (ai(z) -  a ,(x  -  e2 *)) (PJ(D)Da~7+eu)(x -  e3 z)]<p(z) dz||}

=  E E  ^ { І і / і О . О ^ І х і - ^ ^ Ы К Р Д О ^ ^ и К ѵ )
j - O O fh < 0  J

lv>«, ( * - y ) -¥>«,(*-y)]«*v II

+11 у [D’ oj(x) -  D’ oj(v)] (x -  ») ֊  * „ ( x  -  »)Jd»||}

<  c .  Cl E  E  {II /  т О ) ^ ^ У ) \ ѵ . Л х - у )  -  l»..(x ֊  v)|d(i||

+11 j  \P։ { .D )D ^* ՝U b )\  |v>*t (x -  „) -  * „ ( *  -  l0 №>

Так как при x — у 6  supp<pe։ с некоторой постоянной Օշ >  0 |Х)7о^(х) -  
Я 7аДу)І <  Օշ «շ, то в итоге получаем А \ < Сз տշ с некоторой постоянной Сз >  О, 
следовательно А ։ -* 0 при 0 <  Сі <  £շ —► 0.
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Д ля слагаемого Аз имеем 

А3 =  £  \\DX j [fij(r.) -  Oj(v)\ [Pj(D)D au)(y)[Vs, (* ֊  у) ֊  ֊  ѵ)Ш \
JmQ

< £ II f  DxOjix) [Pj{D)D°ul(y)[v>„ ( x - v ) -  -  y))rfy||
jmO J

+11J  M * )  ֊  <b<v)) \M W * Ку) l—  - v ) - “  С О Д . С »  ֊  v M >

(2.0) г  +  Лад-

Tax как P j(D )D °u  6  La, и коэффициенты {D\Oj} ограничены в EP\ -го для 
слагаемого Аз,։ с некоторой постоянной Су > 0 и при 0 <  С\ < - 4 0  имеем

Лг.1 -  D I P , «,<*)] IW P )D * « )n  -  (РДВ)В“ о)„Ш 
i -о

(2.7) S C , £ \\P ,(n)D °u)„  -  (P ,(D )D “ U)„ || 0.
i -о

Положим Д Л Я  КАЖДОГО j  = 0 ,1, ...,г

Ьі. . , ..,(* .» )  =  *<*)-<■;(»-«■ »>  -  «<(*)-<■<(»- а » )
Cl Ej

тогда для <4շ շ можем записать

Лад = E l l  / ( “W ֊«<«-«■ «)lpj(D)p°a)( l _ t , t))
<-« Լ  1

- ° 1 і ) - ф - а » ) Д (0 ) в . в1(> _  £ յ յ ) (  { D M { ։) i2 \\

s t l l /
i - °  5 ,

<>>..,, օ (* .* )[* |( ° )0 ° “ 1(* - * l  *) (D,*.)(*)<fa|| 

У £j
J —  5 ,

(2.8) -P i(D )D *4{x -  ea z)] (0iv>)W<b|| =  Հ . 2 +  4 ',a-

Так как eup вгір 6 j,,I>Cj(x,x) -> 0 при 0 <  е\ < տշ -*  0, то ձ ՂՂ -» 0 при еа -» 0. 
*€П«€5і

Д ля оценки слагаемого А ‘2 2, отметим, что в силу гладкости коэффициентов {(կ) 
и условия aj(x) = const j  при х 6 Е" \  П. выражения [а/(х) -  aj{x  -  fa *))խշ)
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ограничены числом, не зависящим от у и от 6շ. Поэтому, в силу свойства (1.6 ) 
весовой функции д существуют положительные постоянные С5 , Се такие, что

Հ .Յ  <  С-4 2  И / { |P ,(0)[D °u(* -  е, *) -  ІУ*и(х -  с2 X)] {Ditp)(z)\ dz)gi {x)\\Lt
і-о  Լ

<  Сл £  II / 1[Բ յ{Ո )ռ °սցէ\Հ  -  е , *) -  lP j(D )D « « e ,](*  -  ea z)
Հ

+ (/>/(.D)Deu 0*)(x -  d  a ) ^ ( x )  -  g6(x -  ex z ))

-\P i{D )D °u  p*](x -  cx z)\gs{x) -  gt (x -  ea *)]| \D M z ) \<Ա\\լ,

Հ  c * ( ք շ  IIJ  l ( ^ ( D) ^ ° « ^ l ( *  - * ! * ) - 1PAD)Daugt ){x -  « 2  *) \Dt<p{z)\ <Ա\\լ,

О ВЫДКЛКНИИ ГЛАДКИХ РВ1ИКНИЙ ОДНОГО КЛАССА ...

j - 0

+C5 e ; IIJl\Pj(D)D*u\g,J(x -  x) |Z>lV>(x)| ЛЦл,
Si

+C 8 Call У  [ |P i P ) ^ t i |  w l(x  -  ca r)  | £ > ^ ) |  d r | |^  }

<  Ca £ {  eup \\[Pj(D)D°ugs](՝ -  ci z) -  (Р,(2>)г?“и * ] ( .  ֊  e3 х)||ь ,
Й  M S I

+ Ca ||P i(D )D e u ||£, . 4}.

В силу непрерывности в среднем функций из класса Լշ  последнее выражение 
и, следовательно, <4շ 2 стремятся к нулю при 0 <  с\ < էդ -» 0. Отсюда и из 
соотношений (2.2) -  (2.8) получаем, что ||P (x ,D )[(D ^u)<t -  (£>^էւ)4 յ] | |ձ ,  ,  - ♦  0 
при 0 <  с» <  са -► 0 .

Так как [(Z>*u)e, -  (D^u)ej] е  Wt{Po), то отсюда с некоторой постоянной 
Ст >  0 в силу леммы 1.3 получаем

£  ік
І Л я п + І

< 0 ,  £  [ЦР(х, D )l(i)» u )n  -  ( ^ « U l l l b , ,  +  IK D » -)., -  (0 « u ) « |l t , .  .]•
|0 |= m + l

ТЬк как последнее выражение стремится к нулю при 0  <  е і < е2 -+ 0 , то это 
доказывает лемму 2.4.
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3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТА Т

Теорема 3.1. Пусть Р  G Я(Я), Ру(0/Д >(0 0 пРи І£І -* оо ( j  = 1......г)
(см . (11)), тд G NJ и 6 G (0,So). Тогда фт(Р,«*) С \Ѵ ^+1[Р0), именно, суще
ствует число С  > 0 такое, что

11ս11ւ»7»*(*) £  C’IM Ih x W  для всех и €  Фт(Р,6).

Д оказательство. Так ках для произвольных m € Ng, 0  6 No : Ա*| =  m + 1 е >  О 
и ս € ( см. доказательство леммы 2.4 )

P (* .Г > )(^ « ). =  ^ D e f[a j{x) -  <ty(y)) (Pj(D)ul(y)tpK{x — y)dy  
j֊o  J

-  E  j 2 C } D 7<h (x)[Pi {D)D’ ՜ ' * ' ) ,
O+J<0 j-*>

то применяя неравенство Юнга, лемму 2.3, тот факт, что Р  G Н(С1) и свойства
(1.6)- (1.6) функции g получим с некоторой постоянной Cj > О

||P (x ,B )(D » u ) ,||i , ..  S G IM U rd W -  

Тюі как (D^ti)* G И^(Д)), то в силу леммы 1.3 с некоторыми положительными 
постоянными Сз, Сз, Շհ имеем

l ia tB K C 'W .I I ^ .+ I K O 'u J .I I ^ ,  < С , [  £  І І Л х .в Х ^ . І І ^ .+ І К В * » ) . ! ! ^ . ]

(3.1) <  Сз [||u||wj-(Pb) +  Е  ІК Я ^М ІЪ . <] ^  Ф  IMIWj"(ib)i

т.е. мпожество и* равномерно отпосительпо с ограничено в И^”+ ,(Яо)-
Так как в силу леммы 2.4 {и*} фундаментально в И ^ + ,(Ро) к  и, -> и по 

норме Լշ, j ,  то в силу замкнутости оператора обобщенного днфференцпрованпя 
на функцию и можно примешіть оператор D°Po{D). при этом DaPo{D)u G 
при всех j9 G N0 : |j5| =  m  + 1 . Тогда из оценки ( 3.1) непосредственно получаем 
утверждение теоремы. □

Положим =  Ո  ЦТ -  Та* ка*> очевидно, W f՝ С  W m{u) m  =  0,1,.... для
ПѴяО

любой ограниченной области и  G Е", то по тереме 10.4 работы [ 20 ] W /0 С 
С°°(и). Отсюда и из теоремы 3..1 получаем основной результат настоящей за
метки.

Теорема 3.2. Пусть Р  G Я(П), и 6 G (0,8о), тогда N(P, 6) = {u G W6{P0), Р(х, D)u =
0} С Ո W?(P0) =  Ո  W / С C§°. 

t *
6 6



О ВЫДЕЛЕНИИ ГЛАДКИХ РЕШЕНИЙ ОДНОГО КЛАССА ...

A b stra c t. A linear differential operator Р (х , D) =  P (x u ...xn tD u ...,D n) =  £ 7 <,(x)jD° 

with coefficients {7„(շ)} defined in En is called formally almost hypoelliptic in E" if 
all the derivatives Dj£P(x,() can be estimated by P (x, 0» and the  operator P [x,D ) 
has uniformly constant power in E". նւ the present paper, we prove tha t if P (x, D) is 
a  formally almost hypoelliptic operator, then all solutions of equation P (x, D)u =  0, 
which together with some of their derivatives are square integrable with a  specified 
exponential weight, arc infinitely differentiable functions.
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A b stra c t. The paper considers differentiation properties of density b ase  formed 
of boundod open n I i .  We prove th&t two quasi-equlvslaat subbascs of aomo density 
bvt* differentiate the same class of non-negative function!. Applications for bases 
formed of rectangle* are dbcueed.

M S C 2010  n u m b e rs : 42B08, 42B25.
K ey w o rd s: dyadic rectangles; differentiation basis; rare  basis.

1. I n t r o d u c t io n

Let U n be the family of open rectangles П 2.1  (<*<»&<) “  Rn and ^dyadic c  be 
the  family of dyadic rectanglcs of the  form

(1*1) П  ^  շոս  ’ շ ^ 7 )  • Л «Я Ч €2/, < =  1.2,

For a  given set E  с  R " we denote

d iam (£) =  sup [|z -  j/||.
*.veB

D e fin itio n  1 .1 . A  fam ily M  o f bounded open sets from  R n is said to be a differentiation 
basis (or sim ply basis), i f  fo r  any point x  G R n there exists a sequence o f sets 
Ek €  M  such that x  6  E*, к  m  1 ,2 , . . .  and  diam(£jk) -*  0  as к  - f  oo.

Let M  be a  differentiation basis and £joc(Rn) be the space of locally integrable 
functions:

Ljoc(Rn) =  { / : / €  Ц К )  for any com pact К  с  R n }. 

f b r  any function /  €  Lioc(Rn) we define

< * , ( ! . / ) -  lim sup I,L f / m - m l
dlam(£)-»0.*€£€M  11^1 J b  \

The integral of a  function /  €  Lv>c(R”) is said to  be differentiable a t  a  point x  6  R" 
with respect to  the  basis M ,  if — 0. T he integral of a  function is said to
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he differentiable with rcspcct to  the  basis ԻՀ if it is differentiable a t alm ost every 
point. Consider the following classes of functions

jF (M )  =  { /  €  £toe(Rn) : $ м (* » /)  — 0 almost everywhere },

7 * ( M )  =  { /  €  £bc(R n) : / ( * )  >  o, Sm (x . / )  =  0 alm ost everywhere }.

Let Փ : R՜*՜ -> R + be a  convex function. Denote by Փ(L)(R n) the  class of measurable 
functions /  defined on R " such th a t Փ ( |/ |)  €  L l (Rn ). If Փ satisfies the  Д з-condition 
Ф(2х) <  к Ф(х), then Փ(L ) tu rns to  be ап Orlicz space w ith the  norm

l / l - b f { e > 0 :  Հ _ * ( ա ) < ւ } .
Tito following classical thoorems determine tho optim al Orlicz space, which functions 
have a.e. differentiable integrals with respect to  the entire family of rectangles K n 
is the space

L ( 1 +  log+ L )— 1(R’!) С 

corresponding to  the  case Փ(է) =  t ( l  +  log+ t )n ֊1  ([1]).
T h e o re m  A . (see (2J).

1 (1 +  log+ L )"- l (R ") С  Г (Т Г ) .

T h e o re m  В . (see [6]). I f  the function  Ф satisfies

Ф(£) =  o(t log" - 1  ( ) a s ( - 4  oo, 

then Q (L)(R n) Հ. Moreover, there exists о positive function  f  6  Ф (£)(Н")
such that 6 n « (x ,f )  =  oo everywhere.

Such theorems are valid also for the  basis Syndic • T he first one trivially follows 
from em bedding L [ l  + lo g + L )n - 1(Rn) С  T (J ln) С The second can be
deduced from the  following 
T h e o re m  C . (see [10] (also [11,12]))

Let Д  =  {uk : к  =  1 ,2 , . . .}  be an  increasing sequence of positive integers. 
This sequence generates the  rare  basis ^Syndic(ДО o f dyadic rectangles of the  form
(1.1) w ith m , €  Д , i  =  1 , 2 , Thi s  kind of bases first considered in the 
papers [8), [9], [7], [4]. A. Stokolos [8] proved th a t the  analogous of Saks theorem 
holds for any basis ЯЗу^иДД) with an arb itrary  Д  sequence. T h a t m eans L{ 1 +  
log+ L )n ֊ 1(R '1) is again the  largest Orlicz space containing in  ^С^ЗутаіДА))* The 
necessary and  sufficient condition for the  equivalency of rare  dyadic basis Я ^ у ^ ^ Д )  
and com plete dyadic basis ** established in [4]. G . O niani and T . Zerekidze
[5] characterised translation  invariant as well as net type bases formed of rectangles 
th a t are equivalent to  the  basis of all rectangles in the  class of all non-negative 
functions. G. A. Karagulyan [3] proved some thoorems, establishing an  equivalency 
of some convergence conditions for multiple m artingale sequences, those in  particular 
imply some results of the  papers [8], [9], [7].
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D efin itio n  1 .2 . А Ьаліа М  is said to be density basis i f  M  differentiates the 
integral o f any diaracteristic function կ  o f measurable set E-:

Sm {x , I b ) =  0  at almost every x  €  R".

We will say that the basis M  differentiates a class o f functions T ,  i f  basis M  
differentiates the integrals o f all functions o f T .

T h e o re m  D . (вес [1], Ш , Theorem 1.4) I f  M  is a density basis, then it differentiates 

L°°.
Note th a t any subbasi» M '  of a  density basis M  եւ also density basis, since in 

this case 6M '( ? ,D  <  Խ Լ**ք)  for any x  € R n and /  €  L/oc(R").

D efin itio n  1 .3 . Let М \ , М з  С  M  be subbases. We will say that basis M 3 is 
quasi-coverable by basis M \  (with respect to basis M )  i f  fo r  any R  6  М -չ there 
exist Ru €  M i ,  к  =  1 , 2 , . . . , p  and R! €  M  such that

(1.2) R Q R C R f ,  R = [ j R i
кт 1

(1.3) d iam (l? ) <  c-d iam (fl) , |/? ՜| <  с|Л*|, к  =  1 , 2 , . . . , p.

(1.4) ] Г |Л * |< £ |Я | ,  |Л | <  с|Л |,
Jt= 1

where constant с  >  1 depends only on the bases М \ , М з  and M .  We will say two 
bases are quasi-equivalent i f  they are quasi-coverable with respect to each other.

In th is paper we prove th a t quasi-equivalent япЬЬачся M i ,  М 3 o f density basis M  
differentiate the sam e class of non-negative functions, namely 7 * ( М i ) =  Р * {М з ).

2. M a in  t h e o r e m

T h e o re m  2 .1 . L et M i  and М 3 be subbases o f density basis M  in  Rn . I f  the bases 
M i  and М 3 ore quasi-equivalent with respect to  M  then T + (M \)  =  7 * { М з ) .

Proof o f Theorem. F irst, le t us suppose th a t  ̂ ( M O X J ^ ^ s )  փ <0. T h a t means 
there exists a  non-negative function /  6  Lioc(R") such th a t

(2.1 )  W * . / ) -  0, a.e.,

(2-2) W * . / ) > 0, X €  E i,

where |E j | >  0. From (2.2) i t  follows th a t there exist such positive numbers a  and 
7  th a t the set

E 3 =  {x  €  Rn : >  a ,  0 <  f { x )  <, 7 }
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has positive measure. S et /  =  Д  +  Ր ,  where

A ( z )  e / / W .  * 0  < / ( « ) S 7 .
\ 0. i f / ( x ) > 7.

Sinne A fa С Л4 in density basis, then  it  differentiates £°° and  therefore differentiates 

/ ,  €  /у00, nam ely we have 6M ,( x J y )  =  0 alm ost everywhere. Denote by Ej, the 
subset of where &мЛх * Ь )  =  0- Clearly \Е>Л\ ֊  |E 2 | >  0. From this we can 
deduce th a t if x  G E 3 С  Eh then 6 м Л х <1) =  ^ м Л * , /7) and / 7 (х) =  0, since 
0 <  / ( x )  <  7 . Furtherm ore, using (2 .1), we get se t E 4 С  £3 of positive measure 
such th a t for any x  €  £4

(2.3) w * . Л) > «. Г(*) -  0, ы  (X, ր) -  0,
According to  (2.3) for any x  €  E 4 one can choose a  num ber 6 (x) >  0 such th a t the 
conditions x  €  R e  M i ,  diam (A ) <  J(x ), imply

(2.4) ±Լր(ս)<էս<4,

w here T7 >  0  will be conveniently chosen later. Fbr some 6 >  0 th e  se t G  =  {x G 
E*: S(x)  >  5} has positive measure. Thus, we have

(2.5) SM ։  (* , Ր )  >  <*, /* (* )  =  0, if X €  G ,

(2.6) /  /* (« )  A* <  *7i if R n G  ^  0 , Я  G M l t d inm (R ) < 6.
| л |  J r

Since M  differentiates I c ,  hence we m ay fix xo G G  w ith

|ЯГ>С | ,hm  — — -!■ — 1 ,
d lom ( A )-» 0 . x o C R G M  |A |

which m eans th a t  for any e >  0 there exists a (e) such th a t  diam(72) <  <r(e) and  
x 0 G Я  G Л4 im ply |Я П  G| >  (1 - е ) |Я |. Using th is  relation and (2 .5 ), we can fix 
Я  such th a t

(2.7) xo G Я  G M i ,  с ііат (Я ) <  ֊  min ^  ,

(2 .8 ) m L r M d u >  “ ■

As we have th a t  basis M i  is quasi-со verable w ith  M i ,  then  for Я  €  M i  we can fix 
R! G M  and  Я* G M i ,  к  =  1 ,2 , . . . . p  such th a t (1.2) ,(1.3) and  (1.4) hold. FVom 
th is and  (2.7) we get

which implies

xo G Я / G M ,  сИ ат(Я ') <  a  
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which together w ith (1.3) gives th a t Ль Ո G  Հ  0 ,  к  «  1 , 2 , . . . .p. Now, since 
?a/-h л ,, contains some point from G, we can use (2.6) and сорго to  contradiction 
against (2.8). Namely, combining (2.6), (2.7) and (1.3) we have Л *П С  Ф 0 , I ik e  
M i ,  <ііат(Ль) <  b and therefore

j j ֊ i յ ք  Ր ( « ) * < 1| ,  f c = l , 2 .........ա

which together with (1.4) implies

[  r ( u ) d u <  ! * ( « ) / » * - £ /  / * ( « ) < * ս < Հ £  |Л * |< » И Л |
J k  J t l k » \  It

and

Щ І Л Г Ш и с ч с .

On the other hand, from non-negativity of function P  and from (2.8) ,(1.4) follows 
th a t

which is impossible if choose rj < p .  Thus we have proved th a t С
յԲ+ ІМ ч). In the same way we can prove the inverse inclusion С  Т + {М \) .

О

3. Applications

I t  is well known th a t the basis of all open rectangles Л "  differentiates L°°(Rn), 
i.e. it is a  density basis. Therefore we can apply the theorem when M  — 7ln  and 
get criteria for two bases formed of rectangles differentiating the same гіяя? of non
negative functions:

C o ro lla ry  3 .1 . I f  bases Л і and 1 կ  fo m td  o f rectangles in R "  ore quasi-equivalent, 
then r + { 7 h )  = ք+ ԼՈ շ).

Let fl =  { < Հ } Հ £ | be a  finite family af sequences with

(3.1) այ, -»  0 as A: -> oo for i  =  l , 2 , . . . , n .

Define the basis H o  as a  family of rectangles of the form
Ո

Д  ((m< -  1 )ա Լ ,ո կ ա Լ ) , тоі e  Z, kt e N ,  i  =  1 , 2, .  . . . n .
<a1

and the basis 1կ\ as a  family of rectangles with side lengths U ,i — 1 , 2, . . . , л  
satisfying ci • ս Լ  < կ <  օ շ-ա Լ , կ  €  N, i =  1 ,2 , . . .  ,n . Then, i t  can be shown th a t 
the bases Л п  and are quasi-equivalent, therefore

C o ro lla ry  3 .2 . For any fi with (3.1) ^ ( Л о )  =  7 + (Ъ а ).
72



C o ro lla ry  3 .3 . I f  the fam ily o f sequences О satisfies
ы*(3.2) max «up i*  < oo,

then

(3.3) J ^ ( f c o  ) - Я + ( й " ) .

P ro o f . Denote by 7  the finite quantity  of the left hand side of (3 .2). Then for 
coefficients Cj =  1 and 03 =  7  +  1 we have Jr f ( ^ o )  =  Hence from the
theorem we deduce (3.3). □

Finally, if we take w j -  2 ~ * \ к  6  N. < «  1,2........... where Д  =  {uk : к  > 1} is
an increasing sequence of positive integers, the basis ԴՀհհ becomes the  basis of all 
dyadic rectangles ^ ^ « . ( Д )  corresponding to  the sequence Д .

C o ro lla ry  3 .4 . I f  the sequence Д  =  (i/* : к  >  1} satisfies 

sup(**+i -  *դ) < oo

then ^ ( К ^ к (Д )) =  F+{R.n). Particularly, i f  we take Д  =  N , v>e get Theorem

O N  AN EQUIVALENCY OK HAKE DIFFEREN TIA TIO N  BASES ...

A ck n o w led g em en t. Thanks to  the referee for useful remarks.
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Аннотация. Работа посвящена «опросу р п  решимости одного нелинейного 
интегрального у р ш е м х  тип» Урысоіі». Укатанное уравнение имеет приме
нение ■ кинетической теории гаэоо и выводите* кэ мадслыюго уравнения 
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ства положительных решения ■ пространств* функции, имеющих линейный 
рост ո бесконечности. Волос того для каждого представители из »гого семей
ства найдена точная аснмптотмчесяаі формула а бесконечности. Получены 
двусторонние оценки решении, а  также предложен итерационный способ по
строения решении.В конце работы приведены примеры функций, описыва
ющих нелинейность я удовлетворяющих условиям теоремы.

M SC2010 num ber: 35Q20, 82В40.

К лю чевы е слова: уравпекие Урысопл; одпопараыетричесхое семейство реше
ний; итерации; нелинейность; монотонность; поточечная сходимость.

1. В в е д е н и е

В работе рассматривается следующее пелпиейпое интегральное уравнение Уры- 
сопа

(1 .1 ) ѵКж) =  I  U(x,t,<p(t))dt, X 6  R + =  [0, +оо)
о

относительно искомой измеримой и пещестленной функция <р{х). Здесь
00 э

(1 .2) U (x,t,z ) = - j = J  (e-12^ 1 +  ее” ^ “ )  ^ J - Հ 1 +  0 (г))еѴ ( ,0{,)+^ (,),ф 1

(x ,t ,z )  6 R+ X R+ X R+, где Q {z)~ определенная на [0,+oo) непрерывная веще
ственнозначная функция, удовлетворяющая следующим услояпям:

‘Работа выполнена при финансовой поддержке ГКН МОН РА в рамках научного проекта 
No. SCS 15Т-1А033
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а) существует число А  >  0 такое, что Q(z) > 0 , z  6 [А, +оо),

Q  €  L,(R+) Ո Loo(R+). m*(Q) г  ք z*Q(z)dz <  +00.
о

б) функция zQ(z) убывает по г ра [А, +оо), а  функция ж 4- *Q(*) возрастает 
по z  на (>4,+оо).

Ураяиением (1.1)-(1.2) описывается задета течения газа в полупространстве 
X  >  0, ограниченном твердой плоской стенкой х — 0. Уравнение (1.1)-(1.2) мож
но вывести из стационарного молельного нелинейного уравнения Больцмана в 
рамках модифицированной модели Бхатнагара-Г росса-К рука [lj-|3].

Искомая функция <р(х) играет роль скорости газа, 0 <  с <  1-коэффициент 
аккомодации. Случай с — 0 соответствует чисто диффузному отражению, с /  0 
соответствует случаю совместного учета диффузного и зеркального отражения. 
Заметим, что при Q(x) =  0 уравнение (1.1)-(1.2) становится линейным инте
гральным уравнением с суммарпо-разностным ядром. Настоящая работа посвя
щена изучению и решению уравнения Урысона (1.1)-(1.2). Доказывается,что при 
условиях а)-б) уравнение (1 .1 )-(1 .2) обладает одиопараметрическим семейством 
положительных решений, имеющих линейный рост в бесконечности. Более того 
для каждого решения из этого семейства н&йдена точная асимптотическая фор
мула в бесконечности. Получены двусторонние оценки решения, также описан 
конструктивный способ построения решения. В конце работы приведены приме
ры функций, описывающих нелинейность и удовлетворяющих условиям теоре
мы.

2. Основной РЕЗУЛЬТАТ

Ниже докажем, что при условиях а)-б) уравнение (1.1)-(1.2) обладает од
нопараметрическим семейством положительных решений с асимптотикой 0[х). 
Д ля  получения оспопиого результата нам понадобятся некоторые повые вспомо
гательные факты. По пунктам приведем доказательство этих фактов.

П ункт  1. Сперва убедимся, что при каждом фиксированном (x,t) € R+ х R+ 
функция U (x ,t,z )  монотонно возрастает по z  на множестве [Л, +оо).

Действительно, если обозначить через ХІР- *) следующую функцию

Х (р ,х )  =  z { l  +  Q { z ) ) e - ^ ^ ^ ^ \

определенную на R+ х R+, то в силу условий а)-б) нетрудно убедиться,что х(Р. *) 
по г  возрастает на (>4,+оо). На самом деде, пусть rj.za  € (Л,+оо) и >  Հշ. 

Сперва проверим,что Q(z\) <  Չ{*շ). Поскольку zQ{z) по z  убывает на [Л,+оо), 
то из соотношения 0 >  z\Q (z\) — ZiQ(z2) =  zi(Q (zt) — Q(zj)) +  (*i -  z-j)Q(zj)
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и в силу нѳотрпдательностп функции Q(z) яа  (А +оо) получим Q(*i) <  <3(і2). 
Следовательно,

x ip ,* i)-x (p .» 2) z  *l(l+QC*l))e **><•»>1 < * - » -

=  -  *a +  t iQ ix t)  -  **$(**)) >  0,
ибо z 4- zQ(z) no z  возрастает па [A, +oo).

Из представления (1.2) с учетом монотонности функции хІР,*) по z  на (И, +оо), 
следует, что

U (x,t,z )  է  по z на |Д,+оо).

П ункт 2. Наряду с уравнением (1.1) (с ядром (1.2)) рассмотрим следующее 
пспомогатсльпос однородное уравнение Виисра-Хопфа:

ՕԹ

(2.1) S(x) =  I  tio(z -  i)S(t)dt, х >  0,
о.

с начальным условием

(2.2) 5(0) = 1 ,

относительно искомоП функции S(x), где 
°о

(2.3) «о(т) ա - ^ յ “ -Ф . т  €  *•
О

Из представления (2.3) легко следует, что

«о(г )2 0 , т g R , /  uo(r)dr =  1 , tio (-r) =  ііо(т), т  >  0, Ііш ио(т) ■  +оо 

и существует
+00

(2-4) J  I r  ք* u o ( r ) r f r  <  -boo, յ ա  0, 1 , 2, . . . .
—со

Из результатов работы [4] следует, что релепие S(x) задачи (2.1)-(2.2) обладает 
следующими свойствами:

(2.5) S(x) возрастает по х на Rf , S(x) > *__, х  6 R+,
y j\ i*

4-00
где =  /  T^tiofr)*-,

существуют положительные числа о и ծ такие, что 

(2-6) 5(х) <  ах  +  b, X е  R+.
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В нашем случае из (2.3) легко проверить,что ս շա 1 . Из (2.6) следует, что 

(2-7) S(z) > ^ д  + \ .  * е к * .

П ункт 3. В пел ей п рассмотрение также следующие вспомогательные пеодло- 
родные интегральные уравнения с суммарно-разностными ядрами:

00
(2.8) *(х) т д(х) +  J (tlo(x -  <) +  «о(ж +  է))Հ(է)Ժէ, X >  О,

ОДНОПЛРЛМКТНИЧКСКОК СКМВЙСГПЮ ПОЛОЖИ ТЕЛЬНЫХ НКШКНИЙ - .

(2.9) ^(ж) -  ж ж) +  J  («о(х ֊ 0  +  е*іо(ж +  t))4>(t)dt, * >  О
о

относительно искомых функций Հի и ф, где функции д  н д допускают следующие 
предстаалеиия:

00

(2.10) д{ж) =  J (иі(ж - 1) +  ещ (* +  t))G{y/2At +  A)dt, x e  R+,

00

(2.11) g(x) = J ( u 0( x - t )  + cv<){x + t)){>/2M + A)Q(>/2At + A)dt, x € R +,
о

(2.12) <?(*)■ *(2Q(s) +  Q»(a)), * > 0 ,

oo

(2.13) u i(r )  = ֊  J e- Գ pe~**dp, r  € R.
о

Из условий a)-6 ), накладываемых на функции Q, сразу следует, что

(2.14) G(z) убывает по г  на [А, +оо), С(г) >  0, z S  [А, +оо),

(2.16) С  €  Li(R+) Ո Leo(R+) mj (С) < +oo.
+00

ТЪкнм образом, в силу того, что J  | т  ui(r)rfr <  +оо, f j  — 1 , 2, . . . )  нз (2.10), 

(2.11) и (2.14), (2.16) следует, что

(2.16) д(х) > 0, ж > 0, p € L i (R +)nLoo(R+), ш , ( р ) < +  оо.

(2.17) ? (* )> 0 , ж > 0 , <?€£>, (R+) Ո /yoo(R+)> m ,(p )< + o o .
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Следовательно, из результатов робот [4], [5] вытекает, что уравнения (2.8) и (2.9) 
обладают положительными и ограниченными решениями Հյ и Հ> соответственно. 
Обозначим через

(2.18) А £  яир^(і), А տ 8up^(z).
* 2 0  х > 0

П ункт 4. Наряду с уравнением (1.1) ниже займемся изучением следующего од
нородного уравнения с суммарно-разностным ядром: 

оо

(2.10) Ф(х) =  J {u o (z  - 1) +  сііо(х +  t))<P(t)dt, х  >  0,
о

относительно искомой функции Ф(х), где ядерная функция щ  задается согласно 
формуле (2.3), а  е € [0,1).

Ниже убедимся, тго уравнение (2.19) имеет положительное решение с асимп
тотикой Ф(х) =  у/2х +  о(х), когда х -♦ +оо. А именно справедлив следующий 
результат.

Л ем м а 2.1. Пусть tio(x) допускает представление (2.3), а с  € [0,1]. Тогда 
уравнение (2.19) имеет положительное решение с асимптотикой Ф(х) =  у/2х+

տ/դ-r լ
о(х), при X -* 4-00. Более того Ф(х) > +  - ,  х £  0.

Доказательство. Сначала рассмотрим соответствующее неоднородное ураопе- 
нис со специальным свободным членом:

00

(2.20) F0(x) =  5о(х) +  J («о(х - 1) +  сис(х +  t))F0(t)dt, х  >  О,
о

где
00

(2.21) go(x) =  J  uo(x +  «)(<rt +  b)dt, X >  О,
о

(числа օ,ծ >  0 - выбраны из неравенства (2.6)). Из представления функции до 
легко следует, что я>(х) > 0 ,  х € R+, до е  Li(R+), ті(до) <  +оо и эту 
функцию можно представить в виде суперпозиции экспонент

СО
(2-22) 9о(х) = J  e~*Go{y)dp, х > 0 ,

о
где

(2-23) G0{p) = р  >  0.
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И:і результатов работ (б)-[7) непосредственно следует, что уравнение (2.20) обла
дает положительным огранпченньш решением Fo(z), имеющим конечный предел 
в бесконечности. Для уравнения (2.19) рассмотрим следующие итерации:

, , л л  *п+ ։(х ) = f ( u o ( z ֊ t )  + cvo(x + t))9 n(t)dt, х  > 0,(2.24) о
* 0(x) = S(x), ո =  0 ,1 ,2 , .. .,

где 5 (х)-реш етіе  задачи (2.1)-(2.2).
Индукцией поп можно убедиться, что посх.едовательность функций {ՓՈ(*)}^Լ« 

монотонно возрастает по п. Ниже докажем, что

(2.25) Ф„(х) <  5(х) +  F0(x). ո  = 0 ,1 ,2 .......  х >  0.

Неравенство (2.25) очевидным образом выполняется в случае когда ո =  0, ибо 
F0(x) >  0, X € R+. Пусть (2.25) имеет место при некотором натуральном п. 
Тогда, учитывая неотрицательность функции uq  и  числа е  и при этом имея в 
виду (2.20), из (2.24) получим:

оо

Фп+і(х) < J (»іо(х - 1) +  «ю(ж -Ւ է))(Տ(է) +  Fo(t))dt < 
о

CO оо

<  J  u o ( x  -  t)S(t)dt +  с J  u o ( x  +  t)(at +  b)dt+ 
о о

00
+  J (uo(x - 1) +  et*)(x +  t))Fo{t)dt < S[x) +  po(x)+ 

o
oo

+  J  o ( x  - 1 ) +  e t i o ( x  +  t ) ) F < j ( t ) A  =  5 ( x )  +  F o ( x ) .  

о
Следовательно последовательность функций {Ф„(х) } ^ 0 имеет поточечный пре
дел, когда ո -» оо : Ііш Ф„(х) =  Ф(х), причем предельная функция удовлетворя
ет уравнению (2.19) согласно теореме Б.Леви (см.(8]). Из монотонности Фп(х) по 
ո и из неравенства (2.25) сразу следует, что для Ф(і) выполняется двустороннее 
неравенство:

(2.26) 5(х) <  Ф(х) <  5(х) +  F0(x), х > 0 .

Так как 5(х) удовлетворяет неравенству (2.7) и имеет асимптотику (2), a  F0 € 
Loo(R+), то из (2.26) получим, что

Ф ( х ) > ^ х + І ,  х > 0  н Ф(х) *■ \РІх + о(х),

когда X -♦ + 00. □
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П ункт б. Перейдем к построению оцнопараметрнческого семейства положи
тельных решений исходного уравнения (1.1). Рассмотрим следующее семейство 
последовательных приближений для уравнения (1 .1 ):

(շ ^  V»Z+1 (*) -  ]  r t(W d t, X 6 R+ ,

Vo(*) ■ # )  - ^ ( * ) .  n « 0, 1 , 2, . . . ,  
где 7 ֊  некоторое число из множества параметров:

(2.28) П s  [2 А + 2А, +оо).

Ниже индукцией по ո убедимся, что при всяком фиксированном 7  е  П последо
вательность функций {^>ո(*))Տնօ обладает следующими свойствами:

. I)  *£(*) է  по ո, x € R ՛ ,  7  €  П,

И )  ¥?.(*) < 7* (* )+ ^ (ж ), н =  0 ,1 ,2 , .. .,  x e R +, 7  €  П.
Сначала заметим, что

(2.29) ѵ>о(») -  -  V»(*) >  у/2(А  +  А)х +  А, х  6 R+.

Действительно, из (2.27), (2.18), (2.7) и (2.2G) следует, что

<РІ(х) > т$(х) -  А > 7 S(z) _ А - ^  +  2 _ А -  +  А)ж + А-

Снерва убедимся, что t f ( z )  > ѵ>2(ж), * € R+, 7  €  II. В силу (2.14), условий а)-б), 
(2.19), (2.7) я (2.26) имеем

оо

Ѵ>7(*) = JU[x,t,<pZ(t))dt > 
о

оо оо ,
> - L J  / ( е ՜12̂  + c e “ “ ) 5 - - ¥^(t)e-^< ao<^<,»+«*W W ))^(it ^  

о о  Р
оо оо

> J (u o (x  ֊  0  +  « 1о(* +  0)Ѵо(0<* -  J (“ i(* -  0  + etii(* +  *))<?(փ?(0)& = 
о о

оо оо

=  79 ( x ) - f  (x io (x~ t)+ €V o{x+ t)M t)d t֊f (u i(* -t)+ f«x (i+ t))G (7S(t)-i&(0 )«ft > 
о о
оо оо

> 7^(х)֊у  {Mx֊t)+evo{x+t))1>(t)dt~ ք  («1 (x-<)+ctii(x+t))G  ^  +  2 _  Л  >

у 00

2 7 Ф (*)-у («о(х-е)+сііо(х+0Ж 0Л -У (и і(х-0+«іі(х+0)С (\/2Л і+Л )Л  =

A. X. ХАЧАТРЯН, X. А. ХАЧАТРЯН, А. А. ХАМАТРЯН

о
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сишоилнлмкп’ичкскои скмкАство положительных РКШКНИЙ
ОО

=  •>*(*) -  J («о(* -  о  +  +  0М 0<* -  9(х) т 7*(х) -  І>(х) = 9о(х)*
о

Предполагая, что *>J»(x) >  ѵ£_і(*). * 6 R*, 7  6 D при некотором ո € N и, 
учитывая монотонность функции £/(x,t,*) го * на [Л, +оо), из (2.27) получим

оо

<ՀԱւ(*)> J  U f a * , =&( *) ,  * € R +, 7  € П.
о

Следовательно, монотонность по ո  функциональной последовательности {v2(*)}JJLo 
установлена.

Теперь перейдем к доказательству неравенства I I ) .  В случае когда ո =  О 
неравенство I I )  очевидным образом выполняется, ибо ф(х), ф[х) £  0, х  €  R+.

Предположим, что I I )  имеет место при некотором ո е  N. ТЬгда в силу моно
тонности C/(x,t,z) по г  на (А.+оо) с учетоѵ условия б), (2.1) и (2.7), из (2.27) 
будем иметь

оо

*>:♦.(*)< /  £ /(* , i , r t ( ( )+ * («»< «<
О

оо оо ^

<  -Կ  J  j ( 7 Փ (է )  +  վէ)  +  (rt(t) + m )Q (֊rt(t)  +  Փ(է») dpdt
о о

оо эе

£  7 J - 1) +  fuo(x +  է))Փ(է)ժէ +  J (tio(x - 1) +  eiio(x +  t))0(t)A + 
о 0

+ J (uo(x - 1) +  oio(* + 1)) +  2 +  f ( i ) )  Q +  2  +  *(*)) dt <

00

<  7*(x) +  У  (txo(x ֊ 0 +  ***>(* +  О Л О Л +
0

00

+  J  (tio(x - 1) +  etio(x +  t))(V2At +  A)Q(y/2At +  A)dt =

00

=  тФ(х) +  У  («о(х - 1) +  +  *))Й*)Л +  ?(*) "  7*(*) +  Л *)-
о

Итак, неравенство I I )  доказано.
Следовательно, последовательность функций {ѵ>£(*)}п^о при каждом флксп- 

ровапном 7  €  П имеет поточечный предел при ո  ֊> + о о :
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Из представления (1.2), с учетом свойств а)-б), в силу предельной теоремы БЛевя 
(см. [8]) следует, что у>7 (х) удовлетворяет уравнению (1.1). Из Г) и JI) следует 
также двойное неравенство

(2.30) -уФ(х) — ^(ж) <  ^ (ж ) < -уФ(ж) -♦֊ %>(ас), х € R+ ,

при каждом фиксированном 7  € П. Tax как ф, ̂  €  £oo(R+). а  Ф(х) удовлетворяет 
предельному соотношению Ф(х) =  л/2х +  о(х), х  -* +оо, то из (2.30) следует, 
что существует

Из предельного соотношения (2.31) следует, что различным значениям 7  € П 
соответствуют различные решения урівнения (1 .1 ).

Итак, справедлив следующий результат.

Т еорема 2.1. При условиях а)-б) уравнение (1.1) (с ядром) обладает однопара
метрическим семейством положительных решений {^(®)}-теп. имеющих ли
нейный рост в бесконечности. Более того, для Ѵ7  <= П справедливо также пре
дельное соотношение (2.31), где множество параметров П задается согласно 
формуле (2.28).

Замечание 2.1. Заметим, что в частном случае, когда Q =  0, уравнение (1.1) 
преобразуется в линейное консервативное уравнение (2.19) с ядром txo(x). Реше
ние ѵ>7(х) исходного уравнения (1 .1 ) оценивается решениями линейных уравне
ний (2.19) и (2.8),(2.9) согласно (2.30). Причем свободные члены уравнения (2.8) 
и (2.9) строятся специальным образам с помощью функции Q(*) քսս.(2.10) и 
(2.1 1 );.

П риложение. Приведем примеры фунхций, удовлетворяющих условиям а)-б) 
теоремы. В качестве функций Q(z) могут служить следующие функции

Q(*) =  хе~я, г  € (2, +оо), Չ(*) -  е՜՜**, г  € (1 , +оо),

Q{*)"  *€ ( l , +e o ) ,  ф(*) =  л п ~ - у ,  X 6 (1 , +00).

Действительно убедимся в достоверности примера Q(x) = хе~*. Очевидно, что 
(*Չ(շ))' =  хе~‘(2 - х )  <  0, при X >  2, следовательно xQ{x) I  по х на [2, +оо), (Л =  
2). С другой стороны

(2.32) (* +  xQ(z))' - 1  +  х е - ( 2  -  *)).

Ниже проверим, что если х е  (2, +оо), то правая сторона последнего равенства 
неотрицательна. Обозначим через 6(х) следующую функцию: 6(х) з  е* +  2х -х * .
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Имеем ճ(2) =  са >  0,б'(х) =  е* +  2 -  2г. Заметим,что £՛(*) >  0, прп г  €  (2,+оо), 
ибо ^ ( 2) «  е* -  2 >  0, а  *"(а) =  е ' - 2 > г - 1 > 0, при z €  [2, +оо). Поскольку 
<$(2) > 0 и 5(z) է по z  на * е  [2, +оо), то из (2.Տ2) сразу следует,что (z+ zQ (z)) ՛ =  
е~*(е* +  2 -  2z) =  c~։6(z) > 0 ,z  € [2,4-оо). Остальные условия теоремы на 
функцию Q(z), легко проверяются.

A bstract. The paper is devoted to the question of eolvability of a  Urysohn type 
nonlinear integral equation. This equation has an application in the kinetic theory 
of gases and can be derived from Boltzmann mcdel equation. We prove an existence 
theorem of ono-parameter family of positive solutions in the space of functions possessing 
linear growth a t infinity. Moreover, for each member of this family we find an exact 
asymptotic formula a t infinity. We obtain two-sided estimates for solution, as well as 
describe an iterative method for construction of solution. We conclude the paper by 
giving examples of functions that describe nonlinearity and satisfy the conditions of 
the main theorem.
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A bstract. Wo study  the distribution of tbe Sturm-Llouvllle rigcnvnJuce o f a  potential 
w ith  finitely пишу singularities. T here is as asym ptotically periodica] structure on this 

class o f eigenvalues as described by  the entire function theory. We describe the singularities 
of i ts  potential function explicitly in  its  eigenviluo asymptotics.

M S C 2010  n u m b e rs : 34B24, 36P25, 35R30.
K eyw ords: Sturm-Liouville problem; singular eigenvalue problem; Wilder’s theorem.

1. I n t r o d u c t io n  a n d  m a in  r e s u l t

In this short note, wo study tbe  eigenvalue distribution for tbe following differentia] 
equation.

(- ! /" (* ) +  p{x)y[x) ш  ы*у(*). 0 <  *  <  *; 

у(0;ы) =  0, |Հ(0; cu) - 1 ;  

y(x;w ) =  0,

where

(1-2) JK*) -  £  * - ( * ) +  r * ( * )
me 0

with гм (х )  €  Cw |0,irj; Moet importantly.

(1 -3 ) Pm(.x ) =  )  ]  C m j t l f a -  i .ос)(д ) ( ^  17» >  1;
к

(1.4) p o (i)  =  £  ̂ j k l ^ . e o j f r ) ,
ե

where {хт ,*}т д, €  (0, f )  and {cm,k}m,* G R. We are dealing with a  piecewise 
C^JO, jt) potential function p(z). Fbr each m, Хш,* are distinct and p (x) has a  jum p 
a t m -th derivative a t  x mj,.  We assume nontrivially the  G (0, f ) has J
elements and are all distinct. If there are *.wo singular points symmetrically to  the 
middle point located in (О.тг), then our method doesn’t  apply in this case.
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A SUB-DENSITY THEOREM OF STUnM-UOUVILLE ...

I t ія asked by Carlson, Threadgill and Shubia (!]: How arc the  singularities of p  
manifested in  the  distribution of eigenvalues? Being considered as a  function of u ,  
у (ir; o j)  is an entire function of u .  Moreover, the zeros of y(ir;w) are the Dirichlet 
eigenvalues of the system (1.1). Tb study the asymptotics of Dirichlet eigenvalues, 
we examine the  reroe of entire function յ/(*յս՚). We try  to  answer the question 
from the point of view of complex analysis is  this particular setting. In [1], a  
distribution of the eigenvalues with cocfficienU in term s of spectral invariants is 
described in [1, Theorem 4.4] applying the Newton’s m ethod. In this paper, we 
try  to  characterize the distribution of tho eigenvalues explicitly in terms of tho 
singularities themselves and find the composites of the Dirichlet eigenvalues. Can 
one really hear the  singularities of the potential p? T he next statem ent is the  main 
result of this paper.

T h e o re m  1.1. Let be the rearrangement o f the singular points
such that 0 = : u\) <  u>i < ս շ  < . . .  < ա յ <  u j +j :=» There exist exactly 2 J  +  2 
subsequences o f the zeros o f у[*;ы ), denoted <u {*«,}» where I =  1 ,2 , . . .  , 2 J  +  2, 
such that

(1.5) Zn, ~  — — —  +  0 (1 ) , as щ - ¥  ± oo  in  Z;
W| —

XS+2

(16) U  {•'".} =
Iml

in  which {z„} ore the zeros o f

In  particular, we recover the  point se t {<*>/}/-1 fr°m the  subsequences of Dirichlet 
eigenvalues corresponding to  each of these points We may refine the  asymptotics (1.1) 
to  next order by the  m ethod in  [9, p. 37]:

(1.7) ztl. ~ — — — +  0 (  — ), asn< -> ±oo in Z.
ШІ ֊  W |-1 Ո|

This is the  only eigenvalue asymptotics containing the information on the position 
o f the singularities of a  given potential function known to  the au thor. We may 
com pare the  result in  [в, 7, 9]. However, in  [6], they considered a  much general class
o f potential functions. O ne m ay sum up all of the subsequences to  obtain the  classic
eigenvalue density as  in [7, 9].

We s ta r t with the asym ptotic expansion of the solution of (1.1) which we refer 
to  [1, 2]. T he following asym ptotics holds:

M fi է գ ւ
+ 2  ^ ( - і Г І ^ І - ^ с о в ^ Я т - і ^ + г  X ) ( - i r +1l2w]-2m- 1sin{o«r}Om_i(ir)

m a t nv=l
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LUNO-1IUI ClIBN

^ ՜ 1 _
+ 2  5 3  ( - l ) m[2w)-Jm ՜ 3 X { 5 3  C2m.k8in{w[xr  2z2to.J,]}}

trv-0 **«.»<*

U f l - l
+ 2  2  ( - 1 ) га+1(2^ ]"* Я," 4 х { £  Cam+1>COe{W[z -2 * am+1^ ] > } + 0 ( ^ ^ ) ,

m-0 *»«.«•».»<*

if  w €  С  and

Qm(x) :=  %m(p;*) +  0), m  € No;

Qm(p;x) ( 5 3  рь^  +  г« ( ж)](п,)* r "C*) €  CM[0,irl.

This is essentially th e  (3.e) in [1, p. 84]. However, we deal w ith ш 6  С  in  this paper. 
The only difference is in the big О-term in the  end of (1.8). We refer the  proof to  
[1, p. 84), and  also [9], which comes from the repeated integration by parts. We will 
apply the  W ilder’s  theorem to  (1.8) which is a  sum of asym ptotically hyperbolic 
series to  obtain the  asymptoics of the  Dirichlet eigenvalues.

2. T he  W ilder’s  th e o rem

T here is an asym ptotic periodic structure [4, 5, 8] w ithin th e  zero se t of the 
asym ptotically hyperbolic sum, say, the asym ptotic expansion (1.8). We refer to  
[5, 8] for a  comprehensive study  on the  zero distribution theory  of this kind. To be 
more convincing, we s ta r t w ith the  following theorem. One can bypass this p art if 
familiar w ith the  entire function theory. T he indexing in  this section is independent 

o f the  others.

T h e o re m  2 .1  (Dickson |4]). Let

(2.1) R (a , 8, h)  :=  { z  =  z  +  ty  €  C | |z | <  h, у  e  (a, a  +  «]};

(2.2) NB{R (a , a, h ))  :=  { the number o f zeros o f g{z) in  A (a ,«, h )} , 

in  which

i - 1

where z  =  x  +  ty , A j փ 0, a»i <  աշ <  • •• <  u n . Then, there exists К  >  0  such that

(1) each zero o f g  is  in  \x \<  K ;
(2) fo r  each pair o f recUs (a , s) with в  > 0 ,

(2.3) |JVt ( % # ,* ) )  ֊  « К  ֊  « і) /(2 іг ) | <  n  - 1 .
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A SUB-DENSITY THEOREM OP CTURM-LIOUVILLE ...

L et us acquire a  more sophisticated theorem of this type. Let

(2.4) S M - X > j * 4 ( i+ < (> )k « * .

where n  >  1 and A j  and  պ  are complex n im bers such th a t A j փ  0  and  the 
ա յ are distinct; the m j  are non-negative integers; the  functions e are analytic for 
1*1 >  r0 >  0 with l im ^ o c  t( z )  =  0. W hen we are talking abou t the zeros of / ( z ) ,  
we arc referring to  its  zeros outside certain open ball arotm d the origin.

We se t up the  following quantities to  the / ( r )  in  (2.4): L et Q  be the broken line 
given by th e  ufy given in (2.4) w ith SJi, • • • , Z39 as its vertices. T he indices are labeled 
counterclockwise. Let Г,* be the  line segment (Ծ*,Ծ*+ւ] and  Фн :=  arg{Oj, -57/и-і) 
i n | - § . ^ ) .  Let

(2.5) e* =  e * ‘ .

Certain Z3p on L* are  assigned doubly indexed subscripts as follows: L et the convex 

hull of С;*, wfc+i and tp =  Up + iuipCk In which Op on Լ ա՛, assign subscripts j  =
1, • • • ,  ak  to  wjy so th a t  Uki =  w*. Ախ խ — w*+j and ту are vertices of this convex 
hull and  preceding in  a  counterclockwise direction from Ծ* -4- to  GJjt+i +
im * + ie * .  F b r  j  =  1 , • • • ,<r* - 1 ,

(2.0) m
which is real; п ц  is the  num ber of r p on L uj. In particu lar, if L kj  in  an  interval 
w ith exactly two end points, then we have n y  =  2.

M oreover, for j  =  1,** • ,а *  — 1 and h  >  0, we define

(2 7) Ѵ * ( Л ) {*| Щх/ек) >  0, |R(*/efc) +  ц ц  log |>|| <  h).

Тк(Ѳ) is defined to  be a  closed sector w ith vertex a t  zero of opening 29 abou t the 
outw ard norm al to  L k  through the origin. Ib r  the sam e к  and  j  and  cach trip le  of 
reals (a , a, h ), в  > 0 and  h  > 0, the set 

(2 .8)

./М аг .а .Л ) :=  {*| Q (z /e k) +  Цкj  a rg z  €  |а , а + 1], |R (a /e*) +  p kj  lo g \*\\ <  h ),

where arg s  €  (фи, ^к+тг) and  Rkj(<*, «, h) is in V/y (Л)ГН*(в). They are asym ptotically 
logarithm ic tubu la r neighborhoods. We refer to  (4] for a  comprehensive study. Now 

we s ta te  the  following theorem.

T h e o re m  2 .2  (Dickson [4]). Let / ( s )  be given ля m  (2-4)- Then, there exists h  > 0 
such that

(1) all bui a fin ite  number o f zeros o f f  o f modulus greater than  r 0 arc in

Ufcj v k j i
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(2) fo r  each pair o f positive reals e and s0, there exists on ct0 =  оц (с, з0) such 

that whenever a  > Do and а >  #o,

(2.9) |N /(fl**(a , «, h)) -  -  u/*j|/(2ir)| <  n kj  - 1  +  «.

This is exactly stated  ня in  [4j. T he proof is in  [5, Theorem 2, p.21). We refer to
[3] for another application of this theorem.

3. P roo f op T heorem  1.1

To apply Theorem 2.2 to  the hyperbolic sum (1.8), we rewrite (1.8): I t is well-known 
[0] th a t there is a  Cs depending on the distance to  the zeros of віпалг such tha t

(3 .1) exp |Эьлг| <  Cs sin{w*}.

Hence, (1.8) becomes

■+2 j 3 ( - l ) m (2w ]-am coe{a»r}Pfn_ I (ir)+ 2  £  ( - 1 ) л + 1 [ Н " 2 т " 1 sin{uwr}Qm _ ,(x )
tn>l mel

^ ֊ 1
+ 2  £  ( - l ) m[2 w ]"*" ՜*  X { £  C2m .* e in { w [i-2 z2 in,b] »

m«0 *»-,.»<»

+ !  ^  ( - і Г М - і " - ‘ * (  E  oi™+i> ам {ш [і -  2х ,,я+1>)}},
m —0

w Հ Z . Now we rearrange according to their exponential powers by the theorem 
assumption to  the following form:

պ ձ

ѵіт-.и) =  { ^ - I i  +  o t - S b J I + E C - i r W - ’ - f t . - . W
m-1

njel
J  1

i->  i - J
չ գ ւ

• H jb 1 + °(Д г ) ]  + E  l - i r w - ^ w
m—1

(3.2) ֊*  £  ( ֊ i r +1N _am" 1Om -. u; І  z ,
mat

in which the С Д т ,  w) and D )(m ,u )  can be obtained by comparing (3.2) w ith (1.8). 
Besides (3.2), the entire function y(x; w) is bounded near Z. W ithout loss of generality,
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A SUB-DENSITY THEOREM OP STURM-LIOUVILLB ...

we consider the zeros of Y fc )  :=  иу(ж \ш /і) by applying Theorem 2.2 in a  suitable 
s trip  containing the real axis. We observe the zeros of Y[w ) spread themselves 
vertically along the imaginary axis, th a t is, the zeros of y (x ;« )  spread themselves 
along the real axis. In particular, given the singularity sequence which
are all distinct by assumption with J  dem ents, we let խ յ ) յ ա1 be the rearrangement 
of such tha t

0 =  U»o<ta»i < Ա շ <  . . .  < ս յ  <  ա յ+  j =

We construct following 2 J  +  2 successive intervals in (—*,* ]:

L x :=  [ - 1Г, —x  +  2wi], Լ շ  :m [ - »  +  2wlt -ж +  2 ա շ ) , Լ յ +i :=  [—x  +  2 ա յ,0], 

L j + i  :=  [0, ж — 2w yJ,. . . ,  Լ շ յ+ \  :■  [ж -  2 w j,x  -  2w ,], L z j+ a  [ * - 2 ы і , і г ] .

These intervals a re  applied as the polygons described previously. However, wo note 
th a t L j + \U L j +i  combines to  generate a  sequence of zeros as described by (2.8) and 
then (2.9) after observing the exponential exponents in (3.2). T here are actually 
2 .7+ 1 asymptotically rectangular area on duty. W ithout loss of generality, w« take 
each {Լւ}ՀՀէ* to  generate an  asymptotically rectangular area as described
by (2.7) and (2.8). Finally, we note th a t one c&n no t identify the quantities { jik j}  
in (2.6), because no t being able to  locate the coefficients {m j} in  (2.4) again in  (3.2). 
Fbr our case, the quantities {e*} in (2.5) are equal to  1.

Let zeros in f t  be denoted as Zn„ I *» 1 ,2 , . . . ,  2 J  +  2 and ոհ e  N. Hence, (2.9) 
implies th a t

(3.3) |Afy(/Zi(a,«, Л)) -  $(ыі -  « ,_ , ) /» |  <  n, - 1  +  e, I - 1 , . . . , 2 J  +  2,

in  which քվ =  2 by the construction of intervals {Z»i) for all I. Here, we define 
«•4» J  +  1 <  f +  2 by the  symmetry of Finally, it is well-known th a t
the  zeros of у(жг,ы) are simple and real [9], so (3.3) implies

 +  0 ( l ) , f  =  l , . . . , 2 J  +  2 ; n , e N .
W| -  wj-1

Because the zeros of y(m  a») are symmetric to  the imaginary axis, we can rewrite 
the equation above to  be

(3.4) շ,» , -+  0 (1 ) , /  =  1............................... 2 J  +  2; n , e  Z.
WJ -  U > l- l

Once again, we note th a t {x»y+1} U {xnJ+t} »  the sequence of zeros generated by 
the  interval Լ յ+ \  U Լ յ+ շ. □

We may observe from (3.3) th a t the total number of the  zeros of у(ж-, w) is equal
to

aj+ a 2J+i
( J  Я і(а ,* ,Л ) )=  £  ^ ( * ( < * ,* , / 0 ) ~
1-1 l - l
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2V+2

~  ] T  Հա է -  b tt- \) l*  +  0(1) =  * +  of1).
Im 1

which implies the тегов of у(и; w) denoted as {*n}«ez have the following asymptotics:
z* ~  n  +  0 (1 ) , n  €  Z, which matches with the Counting Lemma in [9, p. 36).
T he bounded error term  in (3.4) avoids the  possible contradiction to  the classic
asym ptotics (9).
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