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А н н отац и я . Пусть Е  =  Е (а, Ь) некоторое банахово пространство нзморвм(о, Ь) 
функций; I  - единичный оператор; К  действующий в  Е  регулярный инте
гральный оператор типа Фредгольма, а  К ±  его треугольные части. Рассмат
ривается представление I  ֊  К  =  ( I  -  К - )(Г  -  0 ) ( І  -  К + ), для нескольких 
известных классов интегральных операторов. В частности показывается, что 
при определенных условиях оператор U положительный и его спектральный 
радиус г (й ')  <  1. Отмечаются некоторые возможные иримеиеиня рассмот
ренного представления.

M S C 2 0 1 0  n u m b e r :  45А05

К л ю ч е в ы е  сл о п а : треугольны е части интегрального оператора; факторизация;
положительность, уменьшение нормы.

1. В в е д е н и е

Рассмотрим интегральное уравнение тип а Ф редгольма второго рода:

( 1 .1 ) ( l - k ) s  =  g.

Здесь I  -  единичный оператор, а  К  интегральный оператор: 
ь

(1.2) К Ц х )  =  J  K{x,t)f(t)dl, х  Е (о,Ь) с  ( -о о .о о ) ,

ограниченно действующий в  некотором вещественном банаховом пространстве
Е  =  Е (а , Ь) измеримых ф ункций н а  (а,Ь) С  (—эо,оо).

Рассмотрим следующее трехф акторное представление оператора I  — К :

(1.8) f u ) ,

где К ±  -  треугольны е части  К :
X Ь(1.4) K+Hx) = jK{x,t)sm. k֊ttx) = j  K(x,t) №dt-

И сследование выполнено при финансовой поддержке Государственного комитета по науке 
МОН РА в рамках научного проекта ДО15Т-1А246.
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Преобразование ви да (1.3) было рассмотрено в работе [1] в связи с решением 
уравнения Винора-Хопфа. Оно допускает распространение на ш ирокие классы 
линейных интегральных операторов (а  такж е матриц). Д л я  этого достаточно 
потребовать обратимость операторов I  -  К ±  в Е .  Э то требование автоматиче
ски выполняется, если треугольные операторы І<± из рассматриваемого класса 
вольтерровы.

Будучи простым по форме и по способу построения, представление (1.3) может 
значительно способствовать численно-апалитичсскому решению уравнения (1.1), 
благодаря возможному улучшению некоторых свойств оператора (J  по сравнению 
с К ,  вклю чая уменьшение нормы.

Н астоящ ая работа посвящена изучению представления (1.3) д л я  некоторых 
известных классов интегральных операторов, и применению (1.3) к уравнению
(1.1). В частности показы вается, что если К  действующий в Լշ(օ-, Ն) отрицателіг- 
ный (в смысле гильбертовых пространств) оператор с произвольной нормой, то 
интегральный оператор Ս  положительный и сжимающ ий . Представление (1.3) 
может быть использовано в  вопросе численно-аналитического реш ения р я д а  ин
тегральны х уравнений математической физики.

2. К л а с с ы  и н т е г ра л ь н ы х  о п е ра т о ро в

Обозначим через В  =  В ( Е ) алгебру с единицей I  линейных ограниченных 
операторов, действующ их в  Е  =  Е(а,Ь ), снабженной операторной нормой в  Е. 
Рассмотрим некоторое банахово пространство П с  В  регулярны х интегральных 
операторов ви да (1.2). Оператор К  является регулярны м, если вместе с ним в'Е  
ограниченно действует такж е оператор \К \ с  ядром  \К \.

Предполагается, что  класс f t  обладает следующими свойствами.

а) f t  является прямой суммой подпространств f t* , состоящих из ниж них и 
верхних треугольны х (формально польтерровых) операторов вида (1.4).

б) К лассы  f t*  зам кнуты  относительно умножения и являю тся алгебрами.
в) Если Ѵ± €  f t*  , то

(2.1) Ѵ-Ѵ+ е  ft.

г) При умножении в ІІ имеет место обычное правило композиции ядер. 

Замкнутость всего класса Ո  относительно умножения не требуется.

З а м е ч а н и е  2 .1 . Условие (2.1) мооісет быть зам енено условием  Ѵ+Ѵ- €  П.

Пусть К  e f t  задается посредством (1.2). Ч ерез К Т  обозначается сопряжен
ный интегральный оператор с транспонированным ядром  K ( t , x ) .  Оператор К Т ,  
действующий в  сопряженном пространстве Е *, м ож ет к ак  принадлеж ать, так  и 
-  не принадлеж ать классу ft.



О п р е д е л е н и е  2 .1 . П уст ь К ±  е  П *. Операторы I  -  К ±  назовем  нормально  
обрат им ы ми по классам  Զ * , если

(2.2) ( / - £ ± ) ~ ' = . Г  +  Г ± , Г і б П * .

X  Ь

(2.3) f + / w - у  г + ( « ,«)/(«)<#, f - / w - J r ֊ { x , t ) f ( t ) d t .

3. П о с т р о е н и е  п р е д с т а в л е н и я  (1.3). С хем а  п р и м е н е н и я  к  (1.1)

П усть К  €  П, а  его треугольны е части К ±  6  f i*  определены  согласно (1.4). 
Предполагается, ч то  операторы I  -  ІС± нормально обратимы : имеют место р а 
венства (2.2). П редставление (1.3) м ож ет бы ть построено аналогично работе [1]. 

И з  равенства I  -  К  -  ( і  -  K - ' j  ( j  -  ճ ՜+ )  -  K - K +  с  учетом  (2.2) приходим к

(1.3), где Ս  =  ( j  +  Г _ )  К - К +  +  Г + ^ . Используя равен ства +  Г  _  j  К -  = 

Г ֊ , * + ( /  +  Г + ) = Г + получаем:

(3.1) U  =  Г _ Г +  е  Ո.

Имеет место следующий результат.

Л е м м а  3 .1 . П ри  вы полнении  условий  норм альной обрат им ост и  (2.2) им еет  
м ест о предст авление  (1.3), где оператор определяет ся согласно  (3.1).

И з (1.3) видно, что  оператор I  — U  обратим  в Е  тогд а  и  только  тогда, когда 
обратим  I  — К .

И так , построение представления (1.3) сводится к  определению  ядер  Г *  тре
угольны х о ператоров Г ± . В случае симметричного я д р а  К  достаточно найти Г + , 
поскольку тогда

(3.2) l - ( * , t ) - r * - ( t , * ) .

Р азлож ение (1.3) сводит (1.1) к  последовательному реш ению  следую щ их трех 
уравнений:

(3.3) ( / - £ _ )  л - S ,

(3.4)

(3.5) ( I - K . ) i  =  F„

Р еш ения уравнений (3.3) и  (3.5) вы раж аю тся через Г ± , которы е участвую т в
(1.3). О стается рассм отреть вопрос реш ения уравн ения (3.4).

Успех применения даппой схемы реш епия уравн ения (1.1) do многом зависит 
о т  того, каки е частн ы е свойства оп ератора К  переходят к  U  и  в  каком  отно
ш ении “улучш ается” U  по сравнению с К .  Э ти вопросы будут рассм отрены  для 
некоторы х известны х классов уравнений (1.1).
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4. С л у ч а й  с и м м ет ри ч н о го  о п ера то ра  К  в  Կ (ո ,ե )

4.1. О ц е н к а  с п е к т р а л ь п о г о  р а д и у с а  о п е р а т о р а  Ս. Пршіедсм некоторые вспо
могательные ф акты  из теории лилейных операторов ո гильбертовом простран
стве Լ 2(ռ, 6) со скалярпы м произведением { / ,д) (см. [2], |3]).

Действую щий в Լշ(« , 6) интегральный оператор W  с  всществеппым ядром W  
является положительным, если

ь ь
(W S ,1 )  =  J  V /E  £ 2(0 , 6).

а а

Положительный оператор обязательно является симметричным (вещественно са
мосопряженным) .

Пусть оператор А  €  3 ( Լ շ )  допускает представление

(4.1) Л  =  ՇՇ11',

где G  €  5 (Լ շ ) .  Тогда А  положительный.
Спектр а(А )  положительного оператора А  содержится в  положительной по

луоси: <г(А) С  [0,оо). Д л я  спектрального радиуса г (А )  симметричного оператора 
А  е  Թ (Լշ) имеет место следз'ющее равенство (см. [3, теорему 2 гл. 11.8]):

(4.2) г (А )  =  m ax (г+ , - г " )  . 

где

г + (і4) =  sup(x(i4) =  янр (А с, ж), r ~ (А) =  inf <т(Л) =  in f (Ах,х).
||х||<1 11*11 <1

Рассмотрим представление (1.3) при Е (а ,Ь ) =  Լ շ(օ , b). О т класса Ո  дополнитель
но потребуем замкнутость относительно операции транспонирования. Оператор 
К  будем считать симметричным: К 7՝ =  К .  Тогда из (1.4),(3.1) и  (3.3) будем 
иметь:

(4.3) к _  =  к і , г _  =  г £ ,  0 Т  =  О .

Операторы Г± имеют вид (2.3).

Т е о р е м а  4 .1 . П уст ь в  Լ շ(օ ,ծ ) оператор К  6  П с симліет ричны м ядром К ,  
удовлетворяет условию  нормальной обратимости (2.2). Тогда им еет  место  
представление (1.3) с полооісительным оператором Ս  €  П вида (3.1), причем:

а) Е сли  г +(К )  <  1, т о им еет  м ест о неравенство

(4.4) г(!>) <  1 -  ( і  — г  + ( /? ) )  ( | | /  -  Й Ѵ Ц ) ՜1 <  1.

б) Если

(4.5) г + ( / 0  =  1, то г ф )  =  1.

Доказат ельст во. Положительность оператора Ս  следует из (3.1), (4.3) ы усло
вия положительности (4.1). Отсюда, согласно (4.2) следует равенство г ф )  =

6
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г +(У ).  П усть /  е  Լ շ(ո ,ե )  и II/II =  1. Обозначим р  =  ( / +  Г + ) /  е  կ .  И з (1.3) 
имеем (у>, ( I  -  К)<р) =  ( / ,  ( /  -  Ս )ք)  =  1 -  ( f ,U f ) .  О тсю да получаем:

(4.6) ւ -  </, u j )  =  ІМІ2 -  (ѵ , Խ )  >  ІМІ2 ( ւ  ֊  Г+ (Л Г )).

И з равен ства /  =  ( /  -  К+)<р имеем ||<р|| >  ( | | /  - 1<+\\) . О тсю да и из (4.6)
получаем следующ ую оценку:

(4.7) < / , 0 / ) < 1 ֊ ( і - г + ( А ' ) ) ( | Ц - К + | | ) ՜ 2 , | | / | |  =  1.

П ри г+ (А') <  1 из (4.6) следует оценка (4.4). В случае г +{К )  =  1 из (4.6) имеем 
r(U )  <  1. Н еобратимость оператора I  — К  исклю чает неравенство r(U )  <  1, 
поэтому r(U ) =  1. Теорема доказана. □

Т еорем а 4.1 содерж ит следующие важ н ы е свойства оператора U. Одним из 
них является  тот  ф ак т , что  при г +( К )  <  1 вы полняю тся неравенство (4.3) н 
равенство (4.4), независимо от значения г ՜( К ) .  Второе свойство заклю чается в 
том , что  оператор U  полож ительны й при симметричном К .

Сведение (1.1) к  уравнению  (3.4) раскры вает возмож ности применения богат 
т о т  арсенала методов реш ения интегральны х уравнений с оператором сж атия.

В аж ны й класс  уравпеиий (1.1), удовлетворяю іцих условию г +(І( )  <  1 , со
ставляю т уравн ения с отрицательны м  оператором (то есть когда (—К )  положи
тельны й). Т огда спектр оператора К  сосредоточен н а  отрицательной полуоси, 
г +[К ) =  0. П оэтому д л я  применимости теоремы  4.1 остается выполнение усло
вий нормальной обратимости (2.2).

Уравнение (1.1) с отрицательны м оператором  возникает в  теории оптималь
ной ф ильтрации  случайны х процессов (см. [4l֊f6]), при реш ении обратны х задач 
теории переноса излучения (см. [7]) в  случае применения регуляризациониы х 
методов реш ения интегральны х уравнений первого ро д а  и др.

4.2. О  в ы п о л н е п и и  у с л о в и й  (2.2). В  случае конечного п ром еж утка (о, Ь), при 
достаточно общ их предполож ениях относительно классов треугольны х операто
ров П *, операторы  Ѵ± €  вольтерровы  в строгом  смысле (их  спектр состоит 
только из точ ки  0). Т огда условия (3.1) автоматически вы полняю тся. Т ак  обсто
ит дело в  случае операторов Гильберта-Ш м идта, которы й будет рассмотрен в 
следующем пункте и в случае ядерны х (по Гротенднку) операторов.

В  р яд е  случаев вы полнение неравенства г + (К )  <  1 обеспечивает нормальную  
обратимость 1 —К ± .  В  этом  вопросе м ож ет бы ть  и спользовала следую щ ая лемма.

Л е м м а  4 .1 . П уст ь V  €  Տ (Լշ((ւ, b)) u  А  =  V  +  Ѵ Т . Тогда

а) Е сли  г + (Л ) <  1 , т о им еет  м ест и nejmeeucmeo

(4.8) (Ѵч>,Ѵ>) ^  ^ І И І 2» tp e L - i(a ,b ) .

б) Е сли  V  вполне непрерывный, т о операторы I  — V  и  I  — Ѵ Т  обратимы.
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Доказательство. Пусть <р G Լ շ(« ,ե). Из г+ (Л ) £  1 и (4.1) получаем (Vtp,<p) +  
(V r tр, <р) <  ЦИІ2. С учетом равенства (Ѵ>, <р) =  (Ѵ7՜ір, <р) приходим к  (4.6). Дока- 
жем утверждение б) от противного. Пусть, например, 1 — V  необратим. Подстав
л я я  в неравенство (4.6) в качестве <р неподвижный элемент вполне непрерывного 
оператора V  приходим к  противоречию. Л ем м а доказана. □

Пусть регулярный оператор К  обладает вполне непрерывной мажорантой: 
\K (x ,t ) \  < K a (x ,t) ,  где оператор с ядром  K q(x , է) вполне непрерывный в Լշ(օ, b). 
И з теоремы о мажоранте (см.[8, теорему 5.10]) следует, что тогда вполне непре
рывны как К ,  так и - ее треугольные части К ± . Согласно лемме 4.1, при г +(К ) < 
1 операторы І —К ±  будут обратимы и соответствующие условия теоремы 4.1 вы
полняются.

4.3. С л у ч а й  о п е р а т о р о в  Г и л ь б е р т а -Ш м и д т а . Пусть J2 совпадает с алгеб
рой интегральных операторов Гильберта-Ш мидта, ядра которых интегрируемы 
с квадратом:

ь  ь

J  J  K * (x ,t)d x d t  <  +00.

Класс операторов Гильберта Ш мидта зам кнут относительно умножения и яв
ляется В. алгеброй. Алгебрами являю тся такж е Զ * . Треугольные операторы 
Ѵ± 6  Г2± вольтерровы (см. [9]), операторы I  — Ѵ± нормально обратимы.

В рассматриваемом случае теорему 4.1 можно перефразировать следующим 
образом:

Т е о р е м а  4 .2 . П уст ь К  интегральный оператор с симм ет ричны м ядром Гиль
берта-Ш мидта и  выполняется неравенство г +(К )  <  1. Тогда им еет  место 
представление (1.3), где Ս  полооюительный интегральный оператор с ядром 
Гильберта-Ш мидта. П ри г +( К ) <  1 им еет  место неравенство (4.7). Е сли ж е 
r + { k )  =  1, т о г  (О) =  1.

4.4. Ф о р м у л а  д л я  о б р а тн о го  о п е р а т о р а  ( j  -  . Пусть класс Ո является
банаховой алгеброй с операторной нормой. Н иж е будет приведена ф орм ула для 

обратного оператора ( і  — , непосредственно вы текаю щ ая из теоремы 4.1.

Согласно известной формуле Берлинга - Гельфапда (см. [3]), д л я  оператора U, 
фигурирующего в (1.3), имеем:

(4-9) г ф )  -  t f 0 4

И з (4.9) следует, что в  случае г ф )  < 1 оператор -  (j'j разлагается в ряд 

Неймана: ( і  -  U ) =  £  ^ ՞ \  который сходится быстрее любой геометриче-
4 '  т = 0

ской прогрессии со знаменателем q ֊  г ф )  +  е, 0 < е < 1 — г ф ) .
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П усть вы полнены условия утверж дения а) теоремы 4.1. Т огда выполняется 
неравенство r(U ) <  1, что приводит к формуле

(4.10) ( і - А ' ) _ ‘ =  ( /  +  Г + )  (յէ(ի\ ( 7 +  ք _ ) .

5. У р а в н е н и е  (1.1) с  с у бс т о х а с т и ч е с к и м  я д ро м  

В настоящ ем пункте в  качестве функционального пространства Е  Судет рас
смотрено пространство L i(a ,b ) .  К ласс П состоит из операторов, я д р а  которых 
удовлетворяю т условию

6

(5.1) К к ) =  J \K { x ,t ) \d x  <  + ос .

И меет место неравенство

(5.2) | * 1 հ  <  Հ Ո
Я д ро  К  яв ляется  стохастическим, если

ծ

(5.3) К ( х ,  t ) >  0, J  К { х ,  i ) d x  =  1.

Пусть
K ( x , t ) >  0 и  ц ( К ) <  1.

В  теории переноса такой (равномерно субстохастический) случай м ож ет соот
ветствовать диссипативному рассеянию . Т огда роль числа f i (K )  м ож ет играть 
альбедо рассеяния.

В диссипативном  случае, согласно (5.2), оператор К  сж имаю щ ий в L i(a ,b )  с 
коэф ф ициентом  сж ати я  թ. Сж имаю щ ими являю тся т ак ж е  о ператоры  К ±  поэто
м у вьш олняю тся у словия (3.1) нормальной обратимости. Согласно лемме 3.1, су
щ ествует представление (1.3). М ож но показать, что  тогда Г±(ж , і ) >  0, U (x , t ) > 
0, բ (Ս ) <  ц { К ) .  П ри значениях /і(/С) <  1, близких к  1, ядро  К  назы вается по
чти  консервативны м. Реш ение у равнения (1.1) в  таком  случае обычно сопряжено 
с больш ими трудностями. Т огда д аж е  небольш ое уменьш ение թԼՍ) по сравнению 
с !і{К )  м ож ет о казаться  сущ ественны м. В случае симметричного п очти консерваг 
тивного я д р а  К  мож но ож и дать  до четы рехкратного  увеличения числа 1 — ц{Ѵ )  
по сравнению  с 1 — ц { К ) ,  что приводит к  такому ж е  увеличению  скорости сходи
мости р я д а  Н ейм ана д л я  ( I  — Ս ) ՜1 по сравнению с (7  — К ) ՜ 1. Т ак  обстоит дело 
в случае уравн ения В инера-Х опф а с симметричны м диссипативны м ядром  (см. 

№
6. О д н о  у ра в н е н и е  В и н е ра -Х оп ф а  с  о т р и ц а т е л ь н ы м  я д р о м  

П усть теперь класс  Ռ состоит и з  интегральны х операторов Винера-Х опф а

(6.1) K f ( x ) =  J n x ֊ t ) f l f ) d t
О

9
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с ядерны ми ф ункциям и Т  6  L i( —oo,оо). Предполагается, что Е  совпадает с од
ним из <1>ункционалыіых пространств L p( 0, оо), 1 <  р  <  оо. И moot место оценка:

ІІ^ІІя <  (■ -  J  i n z \d x .

Оператор (6.1) некомпактный в  пространствах Е ,  треугольны е операторы К ±  
невольтерровы. К ласс П не зам кнут относительно умножения, однако выполнены 
все требования из пункта 2.

В |1| было изучено представление (1.3) д л я  случаи уравнения Винера-Х опф а

(6.2) / (* )  =  я(х) + [ т { х -  t)f(t)d t,
о

с положительным ядром. Н иж е будет рассмотрено уравнение (6.2) с четкой отри
цательной ядерной функцией К  е  Ь \  ( - о о ,  оо) представленной через экспоненты 
в  виде интеграла Стильтьеса:

Р
(6.3) К ( х )  =  - \  I  е -М ‘ <І7(«), ( » , д с ( 0 , о о ) ,  А >  0.

Здесь а  - неубываю щ ая ф ункция, удовлетворяю щ ая условию нормировки:
оо /3

J  К (х)(1х  =  2 J  і*г(») = 1.
Уравнение (6.2) с ядром  (6.3) и соответствующее уравнение на конечном проме
ж утке возникаю т в  теории линейной оптимальной ф ильтрации  случайны х про
цессов (см. [4]-[6]). В работе [10] изложен один способ его реш ения, основанный 
н а  прямое применение м етода уравнения В. А мбарцумяна. Уравнение (6.2), (6.3) 
возіш кает такж е при регуляризации уравнении В инерагХ опф а первого рода.

И з результатов работы [11] следует, что  в  случае я д р а  (6.3) операторы  I  -  К ±  
нормально обратимы и резольвентная ф ункция Г  имеет вид:

Г (х ,і)  =  Го(а; — է), Го(а:) =  — J  e~ xpdw(p),

где ш неубываю щ ая ф ункция,
оо /3

-  J  г o(x)dx = J  ^dw(p) =  <  1.

О а

В рассматриваемом случае полож ительный оператор U, фигурирую щ ий в (1.3) 
определяется по следующей формуле:

m . J ^  յ ա du>(s) >  0.
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И меет место равенство ||£/|| =  (շ+տ ) <  1- Сказанное означает, что  соответ
ствую щ ее уравнение (3.4) является уравнением В инера-Х онф а с  диссипативны м 
ядром . Оно м ож ет бы ть реш ено с применением уравн ения А м барцум яна (см. 
[12]) или методом усреднения я д р а  р аботы  [13].

А вторы  вы раж аю т благодарность А. Г. Б арсегян  з а  полезные обсуждения.

A b s t r a c t .  L e t Е  =  E (a ,b )  be  some Banach space of m easurable functions on (a , b), 
/  he  th e  iden tity  o pera to r, an d  le t К  be  a  FYedholm-typo regular in tegral operator 
ac ting  on E  and  I<± b e  its  trian g u la r рад-էտ. We consider th e  rep resen ta tion  I  — K  =  
( /  — /< _ ) ( /  — U ){I  — /$"+), for som e known classes o f integral operato rs. Iu  particu la r, 
we show th a t  un d e r certa in  conditions th e  ope ra to r U  is positive  and  its spectral 
rad iu s satisfies th e  condition  r  ( O j  <  1. Also, we give som e possible applications of 
th e  represen tation .
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А ннотация. Работа является продолжением работы [1], гдо с помощью спе
циального интегрального представления функций доказываются теоремы 
вложения для мультианизотропных функциональных пространств. В отли-

многоуголыіик имеет произвольное количество вершин анизотропности.

M S C 2010  n u m b e r : 32Q40.

К л ю ч е в ы е  с л о ва : теорема вложения; мультиапизотрошюе пространство; вполне 
правильный многоугольник; интегральное представление.

В в е д е н и е

В данной работе интегральные представления и теоремы вложения, которые в 
работе [1] были доказаны д л я  функций, принадлежащ их мультианизотропному 
функциональному пространству с  одной вершиной анизотропности, обобщаются 
для случая, когда вполне правильный многоугольник имеет произвольное коли
чество вершип анизотропности. Теоремы вложения впервые изучал С. Л . Собо
лев в [2]. В  дальнейшем этп результаты были обобщены другими математиками 
по разным направлениям. Отметим из них работы [3] -  [С] и монографию [7].

1. Я д р а  и н т е г р а л ь н о г о  п р е д с т а в л е н и я  и  и х  с в о й с т в а  

Пусть R 2 -  двумерное евклидово пространство, Z+ — множество двумер
ных мультииндексов, т.е. а  =  ( а і ,а г )  6  Z+, если &ւ, « շ  целые неотрицатель
ные числа. Д л я  £,т/ 6  R 2, а  6  2Հ. и  4 >  0 введем следующие обозначения: 

|а | =  <4 + о д , е  =  { ? '< ? '.  р  =  (I’ M ” ), Л  =  7557 (* “  і.* )!  О ’  =  есть
обобщенная производная но С.ЛСоболеву. Д ля некоторого набора мультииндек
сов обозначим через наименьший выпуклый многоугольник, содержаний все

‘Работа выполнена в рамках тематического финансирования РАУ из средств МОН Р<1> и 
при поддержке тематического финансирования комитета пауки при министерстве образования 
и науки РА (код проекта SCS е15Т-1А197).
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точки данного набора. М ногоугольник 91 назы вается вполне правильны м, ес

л и  имеет верш ину в  начале координат и  н а  всех координатны х осях, а  внешние 
нормали всех н екоординатны х сторон имеют полож ительны е компоненты. Пусть 

а 0 =  ( і | , 0) , а 1, . . . , а А/ =  (О,Կ) есть верш ины вполне правильного многоуголь
н и к а  ОТ. Соответствую щ ую  некоординатную  внешнюю норм аль стороны, прохо
дящ ей  через точ ки  а ‘, а ,+1 , обозначим /х,+1 (* =  0, 1, . . . ,  М  — 1), где уравнение 
соответствую щ ей стороны  дается ф ормулой (/і1+1, а )  =  1 [і =  0 , 1, . . . , М  -  1). 
К а к  и  в работе [1], с помощью верш ин многоугольника 91 введем следующий

/  o \ 2fe (  ,  l \ 2fe /  A l\2fc
многочлен: Р (у ,  Հ) =  Հ1՜  ' )  +  \ ս ՝ )  "*----- +  \ v  ՚ )  , где ւ/ >  О про
извольны й парам етр  и обозначим

П усть G'0( f , іу), G i j { t , v )  ( j  =  0 ,1  есть преобразования Ф урье соотнес
ствуюіцих ф ункций Go и  G i j  { j  =  0 , 1 , . . . ,  М ).  Очевидно, что  Go, G i j  ( j  =

0 . 1 . . . .  , М )  и их преобразования Ф урье принадлеж ат классу S  =  S(R'*). 
О бозначим через 7  =  (7 ւ .7 շ )  точ ку  пересечения л иний ( a . / t 1)  =  1 и  ( а ,д л /)  =

1. П усть (0 ,0 ) и  (0, а )  такие точки, что  Ѳц{։  =  1 и о ц \  =  1, а  N  такое чегное число, 

ч то  N ՞ /ւ ,  N 'yշ , N 0 , N a  -  четны е числа. Т огда д л я  яд ер  Go, G i j  (յ՜ =  0 , 1 , . . . ,  М )  
имеет место следую щ ая лем м а (аналог лем м ы  1.1 работы  [1]).

Л е м м а  1 .1 . Д л я  любого мулът ииндекса  т  =  (ա ւ ,ա շ )  сущ ест вую т  пост оян
ные числа Оі ,Ьі ,Сі (і  =  1, 2) т акие, чт о д ля  любого ѵ : 0 <  и  <  1 им ею т  место  

неравенст ва

О і А ( , -«(■>• е ')21՝ ' U = 0,1.....М).

(1.2)
о і I 1п у | +  ցշ

при 71 < 7 2 ,

(1.3)
_______ ծւ | 1ու/| +  ծշ_______

՚ ւ  +  ս - ո ^ է Հ ՜ ՞ + է ? * )
|£ Г - е и ( 4 , І / ) |< І / ' при  7 l  >  72.

(1.4)

C i |l n t / |  +  շ շ
при  7 l  =  Ъ  =  7-

՝ (ւ + ((« ,)" '' + (Г ))  (ւ + v ~ N  («its)"1, + tj'»))

А н алогичны е неравенст ва им ею т  м ест о и  для  Go (է, у ).
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Доказат ельст во. Для доказательства сначала изучим поведение интеграла

в зависимости от г-

I %

Рассмотрим точку а 1. Если то  после преобразования Հ =  и ‘‘'г/,

получим
/ ^ - ( И + М ) .

• J  J  Հ ո' r t f ’ է ՜Հ 1"'

<  с ѵ ( И + (т ,/‘1))-

7  7  ”ււ՜ ^ ՜ աշ̂ է -n3fc,> ~ ( ,;i ,̂B)  /  \
■ J d V i j v i  e Պ в \  /

<  С , - ( И + М  J t - e - ^ Л  j v ’r ^ ^ c - ^ d . n  <  С ы - < И + (— Ч), 

о 0

так как m i — Ц-է -  »ռշ >  —1.

Если ж е 2ք >  " ‘‘j rjf, то  рассмотрим последнюю некоординатпую сторону. При 

>  հԷ+1 . после преобразования £ =  і/_/‘ Т), получим аналогично предыду

щему случаю, что  I  < С ѵ ~ (Iм l+ (m,,‘ )).

Пусть теперь j j |  >  , ° Ь - г  <  jflj+f (случай равенства изучим отдельно),

тогда рассмотрим следующую точку а 2. Если , то  возьмем сторону,
проходящую через точки а 1 и  а ՛2 (т.е. рассмотрим внешнюю нормаль /і2), а  если 

то рассмотрим следующую точ ку  а 3. Т ак как по предположению 

р г  <  ’-̂ + \  • то  обязательно найдутся точки а ’ и а ,+1 (г =  0, 1. . . . .  М  — 1) из
вершин многоугольника ОТ такие, что

Ո 5) Ճ . >  Ші +  1 t t i+1 <  m i  +  1
<2շ 7Ոշ +  1 ’ Օշ+1 ա շ  +  1 "

Д окаж ем, что  I  <  C v ~ ^  + )) , где ц і+1 — нормаль стороны, проходящей
через точи о* и в ,+1. Д л я  этого в интеграле I  сделав замену переменных £ =  
и ՜ 11' г/, получим

I  <  С х -( І" " " І+ (“ ՝|,‘+՝) )  J  j dm dru.
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Д окаж ем , что сущ ествую т такие числа К  и L  ( К , L  >  —1), что

՜ Վ  (  f f V V
=  I v iv 2 1 1 I г м . 2 I

О тносительно К  и  L  имеем систем)'

m i — =  К  +

m 2 - | f  =  4 l <  +  L

откуда, согласно (1.5)

п іі  — (1 +  т г )  ~т-рг +  ^ Ігт
К  = --------------------- Հ  , 0 ,0 3  >  - l ,

1 ՜
(1 6 ) ն  . i+i 

ուշ -  (1 +  Ші) -*  +
ւ = -------------------- , ;+, ւ 0 » >  ֊ 1.

Исходя из этого, в интеграле I  сделав зам ену переменных է =  т щ  , т =  
а'+1/ а ‘+1 

քիշ՚հ . получпм

/  <  C v ֊ ( l '',+ ,l+ (m,'J<+1)) J  J  t K e - ta'x TLe - Ta'+1 d td r  < С ѵ ~ (К + ,Н "» .д 1+1)).
о о

Т ак  как  К , L  >  —1, т о  интегралы  сходятся.

Теперь изучим случай равенства. Пусть

, ,  а ? ՜ 1 _ m i + 1  a} m i + 1  a j+1 m i +  1 ..
( 4  4 ՜ 1 m j  + 1  ՛  <4 ՜  ա յ  + 1 ’ 0 j+ ‘ <  S ^ T T '  (‘  ~  1...M ~ l ) '

П ри i  =  1 д л я  a 0 =  .(/i,0 ) =  ( a i ,a § )  имеем, что  поэтому будем

считать, ч то  . А налогично, д л я  точки а м  =  (О, 1շ) =  (0^ , 0 ^ )  имеем
° і '  Հ  ՞էւ+1
a ?  m j+ l ՚

Разделим  I  н а  следующие интегралы :

I  =  І і  +  1շ +  І з  +  1հ

- 4

/ *  J  Հ շ +  J  d£շ +  J  d£i J  ԺՀշ+ J  մՀւ J ԺՀշ.



Оцепим каждое слагаемое отдельно. В կ  сделав замену переменных Հ =  и ՜ 11 т/, 

получим

О о

а  п / շ  сделав замену переменных £ =  получим

Л + ,-Л  оо
1 . / ■  Г ... »<“>} Sfcol а«)Л{+1 а/,с,‘+‘
I \  )) I  I  e 41 "а е-ч > ъ  drndrfr

о

=  ( Д г Я ^ І + ^ 4*1)).

• J J  U i% “ ‘ j e '  7,2 dVidrti,

где К  определяется (формулой (1.6). После замены переменных է =  щ щ ' , т = 

Ijj 2 r/շ, получим 

(1-8)

/ 2 <  0 ֊ ( К +‘И " ^ +1)) J е~*ака^ t “ d t j  e— ֊ d r ,

у  i+1 - 4 )  -  ~}тг ^ Ь т

так как jji =  ti)2 ° ՛ ' , t o  t  =  < 4 ՞ t/2 . Пусть /4 +1 <  / 4 ,  тогда имеем

т  >

Последнее неравенство следует из того, что ѵ  <  1 , /4+1 <  / 4 ,  f b r f ?  <  1 (т.к.

<  ^ + т  . f f  =  m j+ b  TO f f r r s f ' Հ  В итоге получим, что

t~ h r

так как ІІГ >  —1, а  интеграл f  e~ t7k°l t K  In td t  сходится при А' >  —1.

Г. А. КАРАПЕТЯН



Если ж е  а4+1 >  /4 .  то  обозначим через и =  ( /4+1 -  /Հ )  тогда из

формулы ( 1.8) получим

/

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ И ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ ...

կ  <  C i /- ( l" i+ ll+(m,',l+1))  J e - t3k° <lt K dt
1
/ 'LLr ~ dr+I lZT -

,тЬ т

<  (c i|i» i/ | +  օշ) v  d "  + И ”1'"

В կ  после зам ены  переменных Հ =  ^ ՜ ՚ լ\ ,  имеем

/3 < J  dijշ J  ' 1,2 2 e~’»i
о 1

=  „ - ( И + М ) .

- J  J  exp  j  -  Հ ] ^ շ 1՜  j   ̂Vi ՝*?i I զէ* 1)2 ] exp  ̂ -  I Հ դ դ2 ]  ̂j/Г՛1 <1ղչ .

^Ւ1՜Обозначив է =  т цщ 1 , т =  7/г а т/շ, переходим к интегралу

/°° ( “? _ tafc“l" 1
e- r 7ku*TLdT  /  ------d t  <  C i/- ( |/‘'l+ (m^ ) ) ,

о „ j - ‘

так  как  X >  —1. Наконец, д л я  оценки Լ  сделав замену переменных £ =  ւ/~ր’+'ղ ,  

ПОЛуЧПМ

/ 4 < J  dm J  1
d.112

ѵ»Г  - “I 1/"а

< J  e - ‘" " ' ' tK d t J  ՞ T ~ ~ - dT,

0 e

где с  =  (ւ/'4+1- / ' շ ) ( 1 - ^ ) է " * +1, то  есть կ  оценивается как  / շ  (см. неравенство 

(1.8). С ледовательно, д л я  /4  имеем
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В итоге получим, что для некоторых постоянных с і,с 2 >  О имеет место неравен

ство

(1.9) / < Խ | 1 „ , |  +  « . յ , - ’ ~ " (|՞ ' |+ (’- " , ) ) .

З а м е ч а н и е  1.1. М нож итель  | In и\ появляет ся т олько и том случае, когда для  
некоторых і  ( і  =  1, . . . ,  М  — 1) им еет  место соотношение (1.7).

Перейдем теперь к  доказательству неравенства (1.2). Пусть 7 і <  դշ. Д л я  лю
бого мультииндекса т  =  (т ւ, ուշ) имеем

=  ( г . 0 ,1 ........ М ).
П?

Пусть д ля некоторого номера i  (t =  0 ,1 ......М  -  1) имеет место неравенство

< - >  f  

Тогда после замены переменных Հ =  ս ՜ ' ,Ա ՛?/, получим

| я т <31іГ(і,і/) | <  c ^ - ( l ,i‘+ ,l+(m''‘'+1) )+(2fc- , ^ , - (" r ,/-'+՛) ) .

■II*о о
И з условия (1.10), как аналог условия (1.5), следует, что последний интеграл 
можно представить в виде

|D mG i , ( t , i / ) |  <  C * - ( l '‘“ ’ l+ (", ''‘'* ') )+< * - 1>(‘֊ ( « '. i - '" ) ) .

где К , Լ  > — 1 некоторые числа. Т ак как ѵ <  1, а  1 — то имеем

|o mG ,,r ( ( ,» ) | <  С к - ( l»“ l+ ("w ‘" ) ) .
В случае, когда д ля  некоторого і  (» =  0 , 1 , . . . ,  М  -  1)

« І _ m 1 +  (2f c - l ) a l  +  l  a *+1 ,  тщ +  (2fc -  1) a?  +  1 
a j  ուշ +  (2k  — 1) a j  +  1 ’ a j+1 m 2 +  (2*  -  1) +  1

появляется множитель |ln i / |,  как и при оценке интеграла I .
В итоге получим, что д ля некоторых постоянных Сі и  с2 имеет место неравен-

| л " < Ѵ м |  < . Г . - И ! * (И * М > м м  +  (!г).



Оценим теперь вы ражение i/~N t ^ ' llt ^ 'n D m G itr{ t ,v ) .  По свойству преобразо
вания Фурье имеем

=  i i /-"JJ 0{" ’ ‘І ) £1» е - « « ' { Г « г ՝’2* ( И “ Г) ” ֊ 1е - ' ч "'0<іеі<і{2,
л а

которое после интегріфованпя по частям  переходит в интеграл 

ռ*
И з ф орм улы  (1.8) работы [1], д л я  производной функции ԴՀՀ)շբ (Ա՝® имеем, что 
нуж но оценить следуюіцие интегралы

£  С|и 7 7 С | ( £ Г + ( » - 1к £ Г +
0+5=*7 Հ J

І/?І
. յ շ  «-'■<"'£> П с ? Ѵ ( > ' . О Ж А ,  
a i+...+ffll»l=fl i =0

где произведение берется д л я  тех  j ,  д л я  которы х |a J | >  0.

Рассмотрим один из интегралов в данной сумме и в нем степень обозначим
рх, а  степень Հշ -  թշ. Если

а) т о  после преобразования £ =  ս ՜ բ ?у д л я  степени ѵ, получим

Ш

j=3
где количество м нож ителей |/3|, а  индексы j  (J =  0 , 1 , . . . ,  М )  м огут повторяться. 
Т ак  к ак  (ІѴ7 , բ,1) =  N ,  ( а 1-, / ! 1)  <  1 (г =  0 , 1 , . . . , М ),  то  степень при и  будет 
больш е или равн а, чем — (І/х11 +  ( т ,  д 1) ) .  То есть получим

б) если то  рассмотрим последнюю неісоординатную сторону. Если

гЪг=т >  \

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ И ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ ...

то ж е  самое, только везде / г  заменится н а  թ
в) как  и  при оценке I ,  в  случае

Pi + 1

рассмотрим те мультииндексы а  и а 1՜1՜  , дли  которы х 

£վ  £ ւ + ձ  tt i+1 Pi + 1
а |  pa +  1 ’ a ? 1 ' P2 +  1

19



Тогда после преобразования Հ -  и~^‘+'ч  д ля  степени и, получим

|/<|
|/ - ( |/ і‘+1|+(»".м‘+,))ѵ- " ^ ' > ' ," ‘+І) і/і- (м '+ ,.“г) ք [ւ ,ւ -( յ* ,+*.“Ղ  

І = 1

Так как (N y ,  /*<+1) >  N , ( a ՛՛, ц 1+і) <  1 (г =  0 ,1 , . . . ,  М ), то  как и  в предыдущем 
случае степень ѵ будет больше или равна, чем -  ( |/і,+ І | +  (т ,/**+1) ) ,  то  есть

г) В случае, когда д л я  некоторого і  (і =  1 , . . . ,  М  -  1)

~!тт <  ^J+Ti то , как и при оценке интеграла Г, имеем

(1.11) <  . Г . - Г Ь Л И + С - Ѵ ) }  (с ч |1п И  +  «շ)

при некоторых постоянных а і  и սշ. Т ак как (N 6 ,/ik) > N  (к =  1 то
аналогичная оценка справедлива и  д л я  t ^ eG i<T(t, и), то есть

| ^ " і Г о і , « ^ ) |  <  к і  і » и + »3) ,

и неравенство (1.2) доказано.
Аналогично доказываю тся неравенства (1.3) и  (1.4). □

З а м е ч а н и е  1 .2 . Б  неравенствах (1.2)-(1.4) м нож ит ель  | in  і/\ появляет ся т оль
ко в  т ом  случае, когда для некоторого і  им еет  место соотношение (1.1).

2. И н т е г р а л ь н о е  п р е д с т а в л е н и е  и  т е о р е м ы -  в л о ж е н и я  

К ак  н в работе [1], д л я  любой функции /  рассмотрим усреднение с ядром 
усреднения Go (է, и)

(2 .1) f u{x) =  —  J  f{ t )G 0{t -  X,  v)dt.
R*

Справедливы следующие свойства усреднения /„(ж ).

Л е м м а  2 .1 . Е сли  /  €  L p (R2) ,  т о  / „  €  L p (R2) , ||/„ ||լ,(տ « ) ֊» 0 при ѵ  -► эо,
1 <  р  <  ос, а при  1 <  р  <  оо

1і п і | | / і / - / І І х , я(К») =  0-

Доказательство не отличается от доказательства леммы 2.1 работы [1].
И меет место следующая теорема об интегральном представлении.

20
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ И ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ ..

Т е о р е м а  2 .1 . П уст ь д ля  ф ункции f  сущ ест вую т  обобщенные производные  
D a /  (г =  0 , 1 , . . . ,  М ) ,  где а '  -  верш ины вполне правильного м ногоугольника  91 
и  D n ‘ J  б  Ьр (К 2) (г =  0 , 1 , . . . .  М ), тогда для почт и всех  і б К 2 им еет  место  

предст авление

(2.2) /(*) =  ш  +  lira £  J л -  /  Л*7(0*1.і(< -  X,  v)dt.
<=0 с R2

Д оказательство  не отличается о т  доказательства теоремы  3.1 работы  [1]. 
Наконец, прим еняя лемму 1.1 и теорем у 2.1, к ак  и  в  работе [1], можно доказать 

теорему влож ения.

Т еорем » 2.2. Пусть f  <= ТУ’1 (R2) =  ( / ; / £  L ,  (К5) , / ) • ’ / £  /-» ( К ') , 1 <  р <
зо, г " 0,1 ........М } , 7 =  (ті,7а) ՛  точке пересечения пряліых ~  1 и
կ tk l, а ) =  1. Тогда, если

X = ( И  +  ("■■ >“‘)) -  И  (> -   ̂+  J )  < 1 "Р“ 71 < 72,

*  “  ( И  +  ("*. »*‘)) -  И  ( ՝  -  I  +  j )  < 1 "Р“ 71 > 7J,

т о ест ь лю бая ф ункция  f  £  W ^ 1 (R 2) им еет  обоб

щ енную  производную  D m f ,  принадлеоісащую прост ранст ву Lq (К2) , и  при  71 Ф 
72 им еет  м ест о неравенство

(2.3)
м

l l^ m/IU,(R=») <  ( а і І І п Л Ц - о а ) ^ ! - 0 ^ / ! ^ ^ ^ ^  (Ьі| 1»/»| 4֊ ծշ) | | / | |M RS).

где пост оянны е  օ լ ,  Օշ, b \, հշ не зависят  от  ք  и  Іі, а հ\_,Կշ такоісе не зависят  

от  q, h  >  0 — произвольны й параметр. П ри  71 =  72 им еет  м ест о аналогич

ное неравенст во неравенст ву (2-3), где м ного'т ены  от носит ельно  | ln /t | им ею т  
вт орой порядок.

Доказат ельст во. С лучал  7 і <  72 и  71 >  72 д оказы ваю тся аналнгичио к ак  и в  до

казательстве теорем ы  4.1 работы  [1]. Д окаж ем  случай  71 =  72 =  7 . И з интеграль

ного представления (2 .2) имеем, что  д л я  лю бых парам етров е и  h  (0 <  е <  h)

м  h.  .

DmM x ) - D mfe(x) = J 2  /  &  /
J=o{  Հ

21
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Применяя неравенство Ю нга, получим

(2-4) А

II D - ա  -  Д"/.М1ад*> 5 Е  ի / I K ' I L d K ^ ' ^ L
і= °  с R*

где 1 -  р =  յ  -  ֊ .

Оценим (R2)- И з н еравенства (1.4) имеем

(■»|Հ) | #ւ, (Rj)  -  v  ....  ̂  ̂ ^  ( с і |1п И  +  c j)

U\
մ կ(1կ

( i + v ~n  կ ա ր + c ) ) r ( i + ( m f + * F ) J )

Оценим последний интеграл. Т ак как 7 і =  72 =  7 , то  |/Л | =  \/*м \, /»} >  / і '^ ,  сле
довательно, / 4  <  Цъ . Разделим интеграл н а  следующие слагаемые (показатель 
г  пропустим, потому что при п  =  2 он не влияет н а  сходимость интеграла):

І =  7 7 _________________________մէ\(1էշ_________________________

і і  (l + •֊" ((Ш"’’ +  i f " ) )  (1 +  *-« կհկք +  <f' ) )

/*} Բշ oo /*а /'x 00 00 00

=  J  d ti J  ժէշ +  J  d t\ j  ժէշ +  J  d ti J  մէշ +  J  d t\ J  с1էշ

0 0  Ml 0 0 ,/«£ „**1

=  /1 +  / շ  -I- /3 +  / 4.

В / j  произведя замену переменных է =  и ^  і), получим

h  < а У \  1 1 --------- <  а У \ ,
I  I  l  +  (»7i%) 7 +  Պ շ՞  

а  в / շ  произведя замену переменных է =  ѵм т\, получим

v^h-i "

1շ <  С ѵ У \  J  dr]! J  -j-—
d-դշ

(vnh f - '  + n r

s c > " ՛  Ա



ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ И ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ ... 

д л я  некоторы х постоянных гіі и  d2. В /3 после п реобразования է =  и11' і/, получим 

հ <  Ы“՝\]im j  1 + ln$T + vS,. S С " И  s С ѵ И .

После преобразования Հ =  u ^ i j  д л я  Կ ,  получим

В итоге имеем, что

..... ' )>+І!^  («D|ln»|> + . i | ] n * |  +  ^ )

=  (со I ln i/ |2 +  e i |  ln i/ | +  e2) v ~ x  

д л я  некоторы х постоянных е о ,е і,е з .

П одставляя полученную оценку в  (2.4) и интегрируя по и  (с учетом того, что 

X <  1 ) ,  получим

ц в-Л М  -  С” Л(*)І4,(і*) S А‘ ՜ *  («I ІпЛІа + »1ІЬЛ| + ъ )  ֆ  Ц о - '/Ц ^ .

Отсю да, к ак  и в работе [1], следует, что  Д -*  J  в  L;J (R 2) при Л -+ 0, и для 

/  сущ ествует обобщенная производная D "‘f ,  принадлеж ащ ая пространству կ ,  
д л я  которой вы полняется неравенство

м
І І ^ /І І а д іР )  -  հ '~ *  ( « |Ь /> |3 +  с ,|Ы А | +  с2) £  ի “' / | լ >(>1)

+ h~ x  (е0| 1п Л |2 +  е і | 1п Л |+  е2) | | / | | i p(Ra).

Теорема 2.2 доказана. □

3.1. В  неравенст ве (2 .S) мію эісит елъ  | I n /і| п оявляет ся  т олько а 

т ом  случае, когда для некоторого і (г =  0 , 1 , . . . ,  М ) им еет  м ест о соотноше
н ие  (1-Т)- В  прот ивном  случае коэффициенты  о і и  Ьі м ож но взя т ь  нулевы м и, 
и  неравенство (2 .3) преврат ит ся в  обычное инт ерполяционное неравенство. 

Н еобходимост ь появлен и я  логарифмического м н ож ит еля  в случае (1.7) обос

нована в  работе [1].

И з теоремы 2.2 д л я  влож ения D a W ^ ( R 2) *-> C (R 2) имеем:

Т е о р е м а  2 .3 . П уст ь  1 <  р  <  00, m  =  (m i, ա շ) - м ульт иинд екс. Обозначилі 

X  =  ( k I  +  (m > M ՛)) -  Ո  ■ ( l ~  ^  при  7 i  <  TS,



X = ,jy “ M ( И  + (™, »*')) ~ И  ■ ( յ ՜  ՜ )  "I™ ՜ո гтг-
Тогда, если х  <  1« то D m Wjfl(Ra) •֊> С'(К2), т о  еа п ь  для любого  /  €  W™ (R2) 
производная D m f  почт и всюду непрерывна в  R 2, и  им еет  м ест о неравенство

ю р  |D " 7 M l  <  Л1֊ х (оі|1пЛ | + Л ) g  1 ^ / 1 ^ , + * - * (Ь іІЬЛ І +  Ьг) І І / І І ^ д ,, .

Г. Л. КАРАПЕТЯН

A b s t r a c t .  T he present paper is a  continuation o f the  au tho r’s paper [1], where by 
means of a  special integral representation of functions we prove embedding theorems 
for m ultianisotropic functional spaces. In  contrast to  [1], here we consider the  case 
where th e  corresponding completely regular polyhedron has m any anisotropy vertices.
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A b s t r a c t .  T his paper is mainly concerned w ith the  existence of eoiutions for a certain 
class of discrete fractional difference inclusions w ith boundary conditions. Under certain 
suitable conditions, the  existence results arc established by using fixed point theory for 

multi-valued upper semi-continuous maps. Also, an example is presented to  illustrate 
the  possible applications o f th e  obtained results.1
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1. I n t r o d u c t i o n

For a, b G R, such tha t b — a is a nonnegative integer, we denote N0 =  {a, a  +  
1, a +  2i •••} and Nj| =  {a, a  + 1 , • • • , b}. In what, follows, for any function u: Na —► IS 
we assume that u (3) =  °> where ki, հշ 6  N„ with ki > fr2.

In this paper, we study the existence of solutions for the following discrete 
fractional difference inclusion with boundary conditions:

f —Д °и(і) €  F ( t  +  a  — l ,u ( t +  a  — 1)), t  £  N&,
1 '  \ ч ( а - 2) - Д “- Ч ( 6 + 1 ) = 0 ,

where a  6  (1,2], b 6  Ni, A °  denotes the discrete Rieinann-Liouville fractional 
difference of order a , F  : N ^t" ՜ 1 x l - >  V{  R) is a  multi-valued function, and P(R) 
stands for the fjtmily of all subsets of R.

I t is well known that th e  discrete analogues of differential equations can be very 
useful in applications, in particular, for using computer to  simulate the behavior 
of solutions for ccrtain dynamic equations (see [1, 2]). Although, compared to the 
continuous case, significantly less is known about the discrete fractional calculus, 
in recent several years, there has been an increase interest in developing the theory 
of discrete fractional difference equations (see [3-9], and reference therein). On the 
other hand, many real problems arising in applications, for instance, in economics, 
in optimal control, etc., can be modeled as differential inclusions. So, differential

'T h is  work was supported by the  Longdong University G rant XYZK-1402 and the  Science 
Research P ro ject o f G ansu University 2016B-103.
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inclusions were in the focus of many authors (see [10-12]). The study of fractional 
differential inclusions was initiated by Sayed and Ibrahim [13].

Although, the solvability of discrete boundary value problems for fractional 
difference equations has been studied extensively, there are only few papers dealing 
with discrete difference inclusions (see [14, 15]). Moreover, to  the best of our 
knowledge, the question of existence of solutions for discrete fractional difference 
inclusions with boundary conditions has not been studied. So, in this paper, we 
discuss this problem and provide some sufficient conditions for the existence of 
solutions for problem (1 .1 ).

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2, we present some 
preliminaries: necessary basic definitions and some results from discrete fractional 
calculus and multi-valued analysis. In Section 3, the existence results for the solution 
of the problem (1 .1 ) are established with the help of the fixed point theory for multi
valued upper semi-continuous maps. Finally, in Section 4, an example is provided 
to illustrate the possible applications of the obtained analytical results.

2. PRliLIMINAIUKS

In this section, we first present some necessary basic definitions and lemmas 
about discrete fractional calculus, which can be found in [3, 7].

D efinition 2.1. For a n yt and v, the falling factorial function is defined as follows:
_ ը * ± ւ ] _
r ( t  + L - v ) '

•provided that the right-hand side is well defined. We appeal to the convention that 
i f t  + l  — v  is a pole of the Gamma function and t  + 1 is not a pole, then t -  =  0. 

D efinition 2.2. For a given v  >  0, the v-th discrete fractional sum of a function 
f  : Na -» R is defined by

Also, we define the trivial sum  Д 2/(4) =  f ( t) ,  t  6  Na .

D efinition 2.3. For a given v  > 0, the v-th discrete Riemann-Liouville fractional 
difference of a function / : Na 4  1  is defined by

A «/W  =  Д пДГ1п~")/(*), t  €  Na+n_„,

where n  is the smallest integer greater than or equal to v  and Д" is the n-th oider 
forward difference operator. I f  и — n  e  N i, then Д"/(<) =  Д nf( t) .

L em m a 2.1. Let v > 0. Then

Д  vA uf ( t )  = f ( t )  +  cii— - + շշ է ^ ^ -+ • • ■ + cnt^=!i-, 

where զ  G R, i  =  1, • • • , n , and n  is the smallest integer greater than or equal to v. 
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L em m a 2.2. Let f  : Na —» R and і/,/і > 0. Then

A =  A a " " " /W  =  Д ^ р Д  r v w ,  * e  Na+/1+„.

L em m a 2.3. Ze£ a  G R and բ >  0 be given. Then, for v  € (n  — l , n ] , n € N lf 

Да+/і(^' ~  a )~ =  ~  t  6  No+^+h-,,.

Next, we briefly recall some basic definitions from the theory of multi-valued 
functions. For more details on multi-valued maps, wu refer the reader to [11).

For a  normed space (X, || • ||), let Рь(Х) = {Y  e  V (X )  : V is bounded}, where 
P (X )  denotes the family of all subsets of X .  Then a  multi-valued map G  : X  ֊¥ 
P {X ) is convex (closed, compact) valued if G(x) is convex (closed, compact) for all 
X G X . G is bounded on bounded sets if G(B) =  и х6вС(а;) is bounded in X  for 
all В G Рь(Х), tha t is, supxeB{sup{||j/|| : у  e  G(x)}} < oo. G is called upper semi- 
continuous (u.s.c., for short) on X  if for each xo € X  the set G(x0) is a nonempty, 
closed subset of X ,  and for each open set M  of X  containing G (xo), there exists 
an open neighborhood No  of xq such tha t G{Nо) С Ի1. G is said to be completely 
continuous if G(B) is relatively compact for every В e  Po{X). If a  multi-valued 
map G  is completely continuous with nonempty compact values, then G  is u.s.c. if 
and only if G  has a  closed graph, that is, x„ -> յ 0, yn -> շ/о. IIn 6  G{xn) imply 
Уо e  G(xo) Finally, we state two fixed point theorems for multi-valued maps, which 
will be used in the proofs of our main results.

L em m a 2.4. (see [16]). Let D  be a nonempty dosed convex subset of a Banach 
space E, and let G : D  —> V (D ) be an u.s.c. compact map with nonempty, closed 
and convex values. Then G has a fixed point in D.

L em m a 2.5. (see [16]). Let E  be a Banach space, U be an open subset of E  and 
Ѳ G U. Suppose G : U —> V (E ) is an u.s.c. compact map with nonempty, closed and 
convex values. Then either
(i) G  has a  fixed point in U, or

(ii) there are и  G dU and A G (0,1) such that и  G XG(u).

3. T he main results

In this section, we establish the existence of solutions for the problem (1.1). To 
accomplish this, we first give the definition of solutions for the problem (1 .1 ), and 
prove a  basic lemma which is crucial in the proofs of our main results.

D efin ition  3.1. A function и  : —¥ R is said to be a solution fo r problem (1.1)
i f  there exists a function v : —>■ R such that v(t) G F(t, u (t)) on
and

ք - ձ “ ս(է) =  փ  +  օ - 1 ) ,  t  G Nq,
1  j \ u ( a  -  2) =  Д а - 1и(Ь +  1) =  0,
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Lem m a 3.1. Let v : -> R  եռ given. The unique solution of (3.1) is given

Կ ь
«(*) =  І 2  G(i, e)v(« +  cr -  1), t G N*+S,

«=o
where

M  ^ ' » ) = ք ® { Տ , " “ " “ ՜ 1,~ ՛  I c n L ; , .

Proof. Suppose that и : ® satisfies the equation in problem (3.1). Then
we can apply Lemma 2.1 to conclude that

Վ է) =  -  j—  Y ^ t  - a -  l )2 ^ i t» (e  +  а  -  1) +  c jf2 = ±  +  c2t ^ ,  

for some e; € R, i  = 1,2, t  € N ^ .  By u{a — 2) =  0, we get շշ =  0. Therefore,

(3.3) <Հ1) =  - — £ ( t - » - l ) 2 = i » ( »  +  a - l )  +  al2=!., І Е » Й .

Next, by virtue of Lemmas 2.2 and 2.3, and the fact that the equality Д ‘Д ~լց[է) = 
g{t) holds for any function g  with ւ G (0,+oo), we have

(3.4) Д“- 1Ч») =  - £ « > ( »  +  о - 1 )  +  сіГ(а), ( e N j « .
s=0

Using the condition A °~ 1u(b +  1) =  0, from (3.4) we obtain 

Now, substituting the obtained relation of cj into (3.3), we get

* о - - ^ В * - . - 1> ^ ( . + ° - ч + ^ £ * = м . + « - ч  
՝  '  8=0 '  ՛  «=0 

b
-J2 0 ( t,a )v (a  + a - l ) ,  t € N ^ ,

s=0
whore G(t,s) is defined by (3.2), and the result follows. □

R em ark  3.1. From the expression o fG (t,s), given in (3.2), we can easily infer 
that

0 <  G (t,s) < (b + a -  1)2=1 for (f,s) 6  n !£ “ x  N{j.

Next, we denote X  = [ x :  ք ^էշ —v R} and Y  =  {y : N*+ “ _1  -+ R}, and observe 
that X  and Y  become Banach spaces when equipped with the usual maximum 
norm, that is, for any x  G X  and у  G Y , ||a;|| =  max{|a;(f)| : t G Ւ-1*՜էշ} and 
ІІ2/ІІ =  max {|y(t)| : « G N ^ ՜ 1}.

W. LV
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Define an operator N  : X  P {X )  by 
ь

(3.5) N[u) = {ft G X  : li{t) =  G[t, s)v(a +  а  -  1), v  G SpiU j ,  

where S>,„ = {v  E Y  : v{t) 6  F [t,u{t)), t  G
Now we list a  number of assumptions to be used in the statements of the main 
results.
(Hi) F  : N ^ta՜ 1 X R ֊> 'P(R) is a nonempty, compact and convex multi-valued 
map;
(11շ) X І-» F (t,x )  is u.s.c. for each t  G N£t“ -1 ;
(Нз) For each r  >  0, there exists a function <pr : N^t. " ՜ 1 [0, +oo) such that

(3.6) l№ * ) l l*  =  sup{|wl: У e  F {t,x)} < ipr(t)

for each {t,x) G N^t“ - 1  x [- r ,r ] , and liminfr _»+00 A w (s) =  P\
(H3 ) there exist nonnegative functions o, b 6  Y , and Ѳ e  (0,1) such that

||F (i,* )|| <  a(t) +  b(t)\x\°, (t , x ) G x  R.

(H4) there exist a nondecreasing function ф : [0,oo) -+ (0,oc), a  function p : 
b+a—l

_> [0 , 0 0) satisfying 53 P(0 7̂  0» and a  positive number M , such that 

||F(t,a:)||7> =  sup{|i/|: у  G F {t,x)}  <  p(f)V>(M)
Ь+ a —I

for (t,x )  G N^ “ - 1  x R > and M > ( b  + а -  1)ч=±ф{М) J 2  p(t) > 1.

Now we are in a position to state the main results of the paper.

T heorem  3.1. I f  assumptions (H1)-(H3) are fulfilled, ami

(3 .7 ) 0 (Ь +  а -  1 )2 = і < 1 , 

then problem (1 .1 ) has at least one solution in X .

P roof. We divide the proof into three steps, to show that the operator N ,  defined 
by (3.5), satisfies all the assumptions of Lemma 2.4.

Step 1. We show that the operator N (u) is convex for any u G X .
Indeed, if հղ,հշ G N (u), then there exist t>i,v2 G S f.u such that for each t G 

N *3 , we have
ь

hi(t) = ^ 2  G(t, 8)vi(s + а — 1), t = 1,2.
»=o

Let w  G [0,1], then for each t  G N^t.2, we have 
ь

[mhi +  (1 -  *օ)հշ](է) =  У )  G(t, a)[zav 1 (s +  a  -  1) 4- (1 - w ) v 2(s +  a  -  1)].
»=o

Sincc S f ,u is convcx (bccausc F  assumes convcx values), wc have ruhi + ( l - m ) h 2 G 
N (u), implying tha t N{u) is convex for any u  G X .
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Step 2. We show that there exists a number r1 > 0 such that N  : B,a ֊♦ V(Br>) is 
a  completely continuous map with compact values, where =  {« 6  X , ||u|| <»•'}. 
Indeed, if the claimed assertion is not true, then for each positive number r , a 
function ur  G B r can be found such that Лт 6  N (ur) and ||ftr|| >  г with 

ь
M 4  =  I 3 o ( i ,« K ( »  + « - i ) i  

»=0

for some vr G .9p,ur - On the other hand, from (3.6) in (H3) and Remark 3.1, we 
have

I 6 I
г <  И Aril =  max ] £ .G(t, a)vr(s + а  -  1)

I ,=o 1
b b

<(b +  а  — 1)— X] K (e + a  -  1)1 < (ծ + a  ֊  1)—  <pr{s + о -  1).
я= 0  «=()

Dividing both sides by r  and taking the lower limit as r  ֊> oo, wc conclude that 
0(b +  a  — 1)2=^ >  1, whicli contradicts (3.7). Ilence, the existence of a  positive 
number r ' is proved. Furthermore, since X  is a finite dimension space, the operator 
N  : Br> —» P (B T՛)  is completely continuous with compact values.

Step 3. We show that N  is a u.s.c. map.
For this purpose, we first define the linear continuous operator Ѳ : У -» X , by 

ь
V - t (Ѳѵ)(() = Y .  Cft »M* + 0 -1 )  i£  N«“ . 

a=0 ՛
Let u n ֊ > Щ, hn G W(un) and h„ —» ho as n  —> oo. It is easy to  see that we only have 
to show that lio G N (un). To this end, observe first that the relation h„ G Ar(u„) 
means that there exists v„ G 5>՝iUn such that /ц, =  Ѳип. Since {un}neNa is bounded, 
from its convergence and the condition (3.6) in (II3 ) it follows that there exists a 
compact set Ո of Y  with {vti}neN0 Q П (see [17, p. 262]). Therefore there exists a 
convergent subsequence {wnk}fceN0 of {un}neN0 such that v„k -* vq as к 0 0 .

Now, let v„k -» uo as A; 00 and v„k (t) G F (t, Unk (t)) for all t  G Then,
since F{t,-) is u.s.c. for all t  G Nj£.“-1 , we can conclude that vo(t) G F (t,v 0 (t)), 
implying that vo G 5f.uo. Next, since v„k -» uo as к -*■ oo and Ѳ is continuous, we 
see that hnk = Qv„k —► Ѳѵ0 as к 0 0 , and hence ho =  Qv0 G Q (S fiUu) = N(u0). 
As a result, AT is a u.s.c. map.

Thus, N  : Br՛ -¥ P(B r՛)  is a  compact multi-valued map, and is a  u.s.c. with 
convex closed values. Hence we can apply Lemma 2.4 to  conclude that N  has at 
least one fixed point и  G Br> с  X , which is a  solution of the problem (1.1). □
As an immediate consequence of Theorem 3.1, we can obtain the following result.

C orollary 3.1. I f  assumptions (Hi), (H2) and (H3) are fulfilled, then problem (1.1) 
has at least one solution.
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T h eo rem  3.2. I f  assumptions (H i), (H2) and (II4) are fulfilled, then problem (1.1) 
has at least one solution.

P ro o f. In order to use Lemma 2.5, we first show that the set 

S  =  (u  6  X  : и  G \N { v )  for some A G (0,1)} 

is bounded, where N  is defined by (3.5).
Let и  G S , then there exists a  function v  G S f,u such tha t for each t G 

we have u(£) =  A 5D*= 0  eM s +  <* -  1) for some A G (0,1). Ilence, in view of 
assumption (Н Д  for any t G N " t |,  we can write

I I b
|« (0 | =|A  У j G(t,s)v(s +  a  — 1) < max G(t,s)\v(s + a  -  1)|

I a= 0  I ,=o
b

<{b + a -  l )2 = i ] T p ( s  +  a -  l)i/>(|u(s +  a  -  1 )|)
*=o

Ն

<(!> +  a  -  1 )^ 0 ( IM I)  р(.ч + ռ  -  1).

This shows tha t the set S  is bounded, and the inequality

INI < {b +  a  -  l)S=ty(||«||) £ ; ; ( *  +  a  ֊  1)
«=о

holds for each и  Շ S . Then by (H4), there exists M  such tha t ||u|| փ M .
Define U =  {ti G X  : ||u|| <  Л/}. Just as in the proof of Theorem 3.1, we can 

show th at the operator N  :U  -*  P {X ) is a  compact multi-valued map, and is u.s.c. 
with convex closed values. Prom the choice of U, we can easily find tha t the second 
possibility given in Lemma 2.5 is ruled out. So, the first possibility of Lemma 2.5 
holds and we can conclude th a t N  has at least one fixed point и  G U С X ,  which 
is a  solution of problem (1 .1 ). □

4. An example

In this section, we discuss an example to illustrate the possible applications of 
the above established anatytical results.

E xam ple  4.1 . Consider the following problem

| - A a u ( t ) G F ( t  +  o - l , « ( t  +  a - l ) ) ,  t  GNg,
( ' > \ u ( a  -  2) =  A ° ~ 1u(b +  1) =  0,

where a  G (1,2], b G N1 and F  : N ^t“ ֊ 1  x  R —► P(R ) is a multi-valued map defined 

by

( t,z )-> F (M )=  [ s r f 2 + !, ^ f T  + ‘ + l]- 
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It is clear that F  satisfies assumptions (Hi) and (11շ). Then, for any v  6  [ф+շ +
է, + 1 + 1] , we have

|’,ւտ տ,սւ{ ^ ք շ + է ՚ ^  +  1 +  1} տ 1 + 6 + “
for each (t ,x ) €  x K. Therefore, ||F(t,® )||7> < l  + b + ռ, showing tha t the
assumption (H3 ) Is satisfied. So, in view of Corollary 3.1, we can conclude that
problem (4.1) has at least one solution on N^t-շ.
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А нно тация . В статье вводятся банаховы пространства гармонических ф унк
ций Лоо(¥>), Ло(ѵ>), и А'Сч), заданных в единичном ш аре в R” . Эти простран
ства  зависят от весовой ф ункции и весовой меры і). Д л я  заданной функціш  
Ч> и з достаточно широкого класса решается задача двойственности, т.е. стро
ятся меры х\ такие, что h 1 (»})* ~  Лоо(^) и ^ (ѵ 5)* ~  /і1 (ij).

M SC 2010 n u m b er: 30Н05, 46Е15.

К л ю ч ев ы е  слова: банахово пространство; гармоническая функция; весовая 
функция; весовая мера; ограниченный проектор; двойственность.

1. В ведение

Положительная, непрерывная и убывающая на [0,1) функция ір называет
ся весовой функцией, если limyj(r) =  0 при г —» 1. Конечная, положительная 
борелевская мера rj на [0,1) называется весовой мерой, если ее носитель не со
средоточен ни на каком подинтервале [0, /?), 0 <  р < 1.

Пусть /іооСѵ3) — банахово пространство комплекснозпачыых функций и, гар- 
моппческнх в единичном круге, с нормой ЦиЦ  ̂=  sup{u(z)^(|z |): \z\ <  1} и ho(tp) 
— замкнутое подпространство функций и, для которых |u(z)| =  o(l/ip{\z\)) при 

\z \ 1-
В работе [1] показано, что hoo(^) изометрически изоморфно второму сопря

женному пространству к հըկք). В [2] была поставлена и решена задача двой
ственности: найти весовую меру і) на [0,1) такую, что

h}(ri) =  { v €  Ll (dq(r) d0) : v  гармонично в \z\ < 1}

является промежуточным сопряженным, т. е. ~  Ы>(ф)’ и ~  /loo(v’)-
В указанной работе [2] рассмотрен случай ո  =  2. К ак известно, всякая гармони
ческая в единичном круге \z\ <  1 функция h  разлагается в ряд по степеням z  и 
շ, так как вещественнозначная гармоническая функция является вещественной 
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частью голоморфной функции. Это позволяет применять методы комплексного 
анализа.

Настоящая статья поспящепа решению задачи двойственности дли многомер
ного случая, а имепно, для функций, гармонических ո единичном шаре ո Р.", 
п  > 2. Многомерный случай имеет специфику в том смысле, что не приходится 
говорить о связи между гармоническими и голоморфными функциями, и вместо 
степеней г и г  мы имеем дело со сферическими гармониками.

Ниже применяются следующие обозначения:
К” — ո-мерное евклидово пространство;
В  = {х  G R " : |а:| <  1} — открытый единичный шар в К";
5  — его граница, являющаяся единичной сферой;
а  — борелевская мера на Տ, инвариантная относительно вращений и нормиро
ванная условием <г(5) =  1;
h(D) линейное пространство всех комплекснозначных, гармонических в В 
функций.
Символы С, с всюду будут обозначать положительные постоянные, возможно, 
различные в разных местах.

2. П р о с т ра н с т в а  г а рм о н и ч е с к и х  ф у н к ц и й  

Пусть ір(г) — весовая 4>ункция иг; — весовая мера. Продолжим ірп В , положив 
ір(х) =  ¥>(|х|). Дня и  е  h{B) іюложим

llu llv> =  в іір {|ս (® )|^(® ): X е в }  = s u p {A /00(u ,r )V>(r): г  <  l } ,

ІМ Іч =  /  [  W r C)l dri(r)dcT(Q = [  М і{и,г)Ф )(г),
J s  Jo Jo

где A/,»( u , r )  =  sup{|u(a:): խ | =  г}, M i (и, г) =  J  |u (t<)| da(Q  

Определим пространства гармонических функций: 

եօօկք) =  {и €  h(B ) : ||и||ѵ <  оо},

Կ{գ>) =  {« G h (B ): lim Moo(u,r)ip(r) =  0},

ЬЧч) =  {“ €  Ц Б ):  ||u||4 <  oo}.

Очевидно, ho{ip) с  (p), так что можно использовать норму ||и||ѵ для /іо(р). 
Следующие два предложения посвящены основным свойствам этих пространств.

П редлож ение 2.1. Пусть h  означает любое из трех введенных выше про
странств. Тогда:
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(і) если b — ограниченное подмнооісестоо h, то функции из b равномерно 
ограничены на каждом компактном подмножестве В;

(И) сходящаяся в h последовательность сходится равномерно на компакт
ных подмножествах В;

(iii) для любой точки х  6 В  значение а х  является ограниченным линейным 
функционалом на h;

(iv) h  — банахово пространство;
(ѵ) Ло(ѵ) является замкнутым подпространством hoofo)-

Доказательство. В [3, Предложение 2] для и €  получено неравенство,
имеющее в наших обозначениях вид

І« М І ^  7і— о г п - і  (  [  І* » (0 ІІ  ІМ І„  *  G в -
(1 -1*1; \j(i+ m )/2  )

Отсюда для и  €  Л1 С7?) следуют (і) и (ііі). Для hM(ip) и ho(<p) эти утверждения 
очевидны. Легко видеть, что (іі) следует из (і).

Докажем (іѵ). Очевидпо, пространства h  являются линейными нормирован
ными, поэтому достаточно доказать их полноту. Докажем полноту Пусть 
последовательность Uj фундаментальна в hr{iյ) и пусть К  — компактное под
множество В . Из (іі) следует, что существует константа С  = С (К )  такая, что

m ax|u(*)| <  С||и||„

для всех и  6  հ 1(ղ). Следовательно,

ІЧ#(*) -  и*(*)І ^  շ \\Պ -  «fcllu 

для любых х е к  a j , к. Поскольку Uj фундаментальна в  то отсюда сле
дует, что на компактных подмножествах В  последовательность uj  равномерно 
сходится к некоторой функции и, гармонической в В . Из фундаментальности щ  
следует, что

[  f  |uj(rC)| dr,{r)da{с) =  №11, <  ի ք  ֊  «fell* +  IK I I ,  <  с .
Js Jo

Из теоремы Фату следует, что

М . -  /  М К ) |* ? ( г )* г (0 < С .

т .е .и е
Случай hoo(ip) проще. Пусть щ  6  հ ^ Փ ) .  На компактном подмножестве К  

шара функция ір(х) отграничена от нуля, поэтому

խ յ(ւ) ֊  Uk(a:)| <  Сір(х)\щ{х) -  ufc( i) | =  Շ ի յ  -  tifc||v , x  G K.
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Е сл и  Այ фундаментальна в Лоо(ѵО> то отсюда следует, что на компактных под
множествах В  последовательность «,• равномерно сходится к некоторой функции 
и, гармонической в В. Нетрудно видеть, что u j сходится к и  и в норме 
(ѵ) следует из (іѵ). □

П редлож ение 2.2. Пусть ие(х) = и(дх), 0 <  Q <  1.

(i) Если и  в  h1 (г)) или и  € /*о (<р), то иа и  по норме, при в  -» 1 ;
(ii) если и  €  հըօԼՓ), то | |u j |v <  ||ս||*, « ս „ - » ս  поточечно о В;

(iii) гармонические полиномы плотны в /t*( rj) и вІЦ)(<р);
(іѵ) киоісдая функция и  6 hoo(ip) является поточечным пределом некоторой 

ограниченной по норме последовательности гармонических полиномов.

Доказательство, (і) Для Ло(^) это очевидно. Рассмотрим случай h l (ij). Для 
любого числа S е  (0,1) будем иметь

І К  -  4 ,  =  J  Լ  M e» 0  -  «(*01 М О  *?(»•) <

֊  Jo J s  М в 'О  ՜  « К ) І  M O  df)(r)+

(2.1) + J  Լ  (|«(շ»01 +  І«(*ОІ) <Ц О *?(г).

Ввиду того, что функция |u| субгармоиична, ее среднее по единичной сфере

т (е )  =  [  |и(егС)Г<^(0 
Js

является неубывающей величиной от о: т(д) <  т (1 ) . Отсюда и из (2.1)

11%֊ и||т? < [  [  \u (Q r0 ֊u (i'0 \M 0 d v(r) + 2 [  [  \u{rO\da{(,)dri(r),
Jo J s  Js J s

откуда видно, что выбрав число 6, а  затем в достаточно близкими к  1, правую 
часть этого неравенства можно сделать сколь угодно малой.

(іі) следует из принципа максимума и непрерывности. Как известно', функция 
Աը, гармоническая в окрестности В , равномерно на В  приближается гармониче
скими полиномами. Используя этот факт, получаем (ііі) и (іѵ). □

Отметим еще, что в [4] даны соответствующие свойства пространств голо
морфных функщій в единичном шаре из С".

3. В о с п р о и зв о д я щ е е  я д р о  

Рассмотрим сперва случай плоскости (т. е. п  =  2). Если функция и  гармонич
на в единичном круге Տշ, то, как известно, она является вещественной частью
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голоморфной в ]3շ функции / .  Так как и  =  ( /  +  / ) /2 ,  то из разложения в ряд 
Тейлора получаем разложение для и, имеющее вид

(3.1) и(геів) =  ^  акг ^ е ікѲ,

где 0 <  г  <  1. В многомерном случае (т. е. ո  >  2) такой связи между гармониче
скими и голоморфными функциями нет, но существует аналог разложения (3.1), 
в котором роль экспонент еікѲ играют сферические гармоники. В связи с этим 
напомним некоторые факты из теории гармонических функций (см., например,
[5]).

Через обозначается множество всех комплекснозначных однородных
гармонических полиномов степени к в пространстве

Сужение полинома из !Kfc(R” ) на сферу S  называется сферической гармоникой 
степени к. Множество всех сферических гармоник степени к обозначается через
3 4 S ) .

Всякая сферическая гармоника р  е  JCfc(S) единственным образом продолжа
ется до однородного гармонического полинома, который мы будем обозначать 
той же буквой р.

!Н*(5) является конечномерным замкнутым подпространством гильбертова 
пространства L 2(S) со скалярным произведением

(«»ѵ) =  Js u (£)v{£)da(Q.

Пусть точка Հ е  S  фиксирована Функционал Л: Oik(S) -» С, определяемый 
как значение в точке Հ: Л(р) =  р(£), очевидно, линеен. Из общей теории гильбер
товых пространств следует, что существует элемент Zfc(-,0 G такой, что
для всех р 6 IKfc(S)

p K ) =  ^ p (O Z»(C,«)<M C).

Функция Zu называется зональной гармоникой порядка к с полюсом в  точке £. 
Она вещественна п удовлетворяет условию 2*(С.О =  Z k(t, О-

Пусть <р — весовая функция и г/ — весовая мера. Введем меру dp = <pdi] п 
меру dp.', определенную равенством

(3.2) [ 1 f ( r ) d S ( r ) = [ 1 f ( r i )d ti(г), / 6 С [  0,1].
J  о Jo

Очевидно, обе эти меры борелевские, конечные, положительные и их носители 
не сосредоточены ни на каком подинтервале [0, р), 0 <  р < 1.
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Ниже используется полярная форма точек х ,у  е  R” , т. е. х  =  րՀ, у = Վ , где 
Հ, Հ 6 Տ, р > 0, г  >  0. Рассмотрим функцию

(3.3) R, ,(х,у) =  =  X )  **% (*>  ѵ)»
fc=0 fc=0

где tk = So Гк dll'(г) = ք0՝ r 2kdn(r). Во втором равенстве в (3.3) через Zk(x,y) 
обозначено продолжение 2 * ( ձ  С) по каждой переменной со сферы на все про
странство R" как однородного гармонического полинома степени к, поэтому 
pkrkZk(t,  С) =  Zk(x,y).

Мы будем пользоваться соотношением двойственности между hx (ip) и Аг(»?), 
которое задается билинейной формой:

(3.4) (и ,ѵ )=  [  [  u(rQv{rt)ip(r) (Լվւ-) (Խ(Հ), и бА о о Ы , v e h l fa ) .
У5 ./0

Следующее предложение утверждает, что (и(■), R,,(x,-)) =  и(х) для всех и  € 
/!«)(¥>) U Л1 (і?). В этом случае говорят, что функция Яц(х,у) является воспроиз
водящим ядром для билинейной формы (3.4).

П редлож ение 3.1. а) При фиксированной точке, х  6 В  функция Л ^(х,у) гар
монична в шаре {у: \у\ < И ՜ 1}.

Ь) Функция Яц(х,у) является воспроизводящим ядром для билинейной фор
мы (3.4), т.е. для всех и  € Aooto) U Л*(ч)

(3.5) <«(•), Лд(*, •)>=«(*)•

Доказательство. Как известно (см. [5, Theorem 5.33]), .

(3.6) | г * ( Ш £ * £ С * " - \  для всех ք,((=Տ ,

где dfc — размерность пространства IK*(S), С — абсолютная константа. Так как 
мера ц ' не равна нулю ни в какой окрестности 1, то

t k - J  r kd n '(r )> 8 k J  dn'{r), k  =  0 ,1 ,2 , . . . ,

откуда следует, что էՀ1 = 0 (s~ k), k - t  со, для каждого 0 <  տ < 1. Отсюда и из
(3.6) следует, что ряд в правой части (3.3) сходится абсолютно и равномерно на 
множестве {(ж, у) е  К2” : |х||у| <  q, 0 <  q < 1}, откуда и следует утверждение а).

С учетом того, что գ> dr/ = dfi, из (3.4) следует, что (3.5) является интегральным 
представлением: для всякой функции и  е  հ^կք )  или и е  Л1 (г/)

(3.7) и(х) = Լ  Լ  и К ) Д д(х, О  dp.(r) da{Q.
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Имеем

М ,  =  Լ  Լ  І« К ) І  d/i(r)da{С) = Լ  j  l«K)lv»W

откуда

(3.8) ||«||д <  И *  ք  ՃՎէ) < С ||« ||„
J  ս

и

(3.9) Hull,, <  m a x ^ r )  [  Ր  |u(r<)| dr,(r) da(Q < C||u||„.
J s J  о

Отсюда следует, что если и  G hx {ip) U h l (i]), то u G /і1 (/*)- Для функций же из 
հ 1 (ի) (d пссколько иных обозначениях) формула (3.7) доказана в [3, Theorem 1], 
откуда и следует утверждение Ь). □

П редлож ение 3.2. Пусть £ (Я д(х, •)) — линейная оболочка множества функ
ций [R,,(х, •): х  € В ). Тогда £(Дд(х, •)) плотна в Л1 (j/) и в հզկք).

Доказательство. Рассмотрим случай ft1 (г?), для ho(ip) доказательство аналогич
но. Согласно теореме Хана-Банаха, достаточно показать, что если Ф G Л1(т?)* и 
$(Rv (x, •)) =  0 для всех х  6 В , то Ф аннулирует все հէԼէյ).

Так как R ,,(x .y) гармонична в |у| <  |* |֊1 , ряд (3.3) этой функции сходится в 
В равномерно и, следовательно, также и по норме /і1 (rj). Поэтому

(3.10) փ ք ^ օ յ - ք Տ ^ փ ^ օ » , . ) )
fc=О

для всякой точки X Շ В .
Пусть ортонормальпый базис в JCk(S). Тогда Zk{x,y) =

(3.11) « (z » (* ,) )  =
3=1

где c f  =  Ф (е ^ ). Таким образом, <&(Zk(x\-)) G Wfc(Kn) и (3.10) является одно
родным разложением функции Ф(і?м(ж, ■)) на однородные полиномы. Покажем, 
что из равенства ф(Др (х,-)) =  0 следует Փ(/?յ.(ւ, •)) = 0 ,  к  =  0 ,1 ,—  Зафик
сируем С G 5  и рассмотрим сужение функции Ф(Лр(х, •)) на прямую х  = Վ ,
0 <  г  <  1. Имеем

ф (я „ к , о ) = • »  -  £ !* 1ф(г * к . » г ‘ տ 0
fc=0 к=О
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для всех 0 <  г  <  1. По теореме единственности для коэффициентов степенного 
ряда одной переменной, Ф(.2*(С, •)) — 0 (т- к - Ф 0)і А =  0 ,1 , . . . .  Отсюда и из
(3.11)

*(z»(C .-)) =  E cj‘4 4 K ) =  o. * =  0 . 1 ........
i = l

откуда в силу линейной независимости системы | ё ^ }   ̂ следует, что =  0
j  = 1 , . . . ,  rffc и для всех А: =  0 , 1 , . . . Значит, Ф аннулирует все гармонические 
полиномы, так как всякий гармонический полипом является конечной линей
ной комбинацией Согласно пункту (ііі) Предложения 2.2, Ф аннулирует все 
пространство Л1 (77). • □

Д ля весовой меры г/ обозначим через L x{dr)da) и L°°{dr]da) банаховы про
странства комплексозначных функций в В, которые интегрируемы и, соответ
ственно, существенно ограничены и измеримы относительно меры dr/da. Норму 
в этих пространствах обозначим, соответственно, через Ц • Ц, и Ц • ||оо- Пусть, далее 
Со (В) — банахово пространство комплексозначных непрерывных на 2? функций, 
обращающихся в нуль на S, с вир-нормой. К ак известно, двойственным (сопря
женным) к Со(В) является М (В ) — пространство комплексных конечпых бо- 
релевскпх мер в В , с нормой полной вариации. Мы отождествляем L l {drjda) с 
абсолютно непрерывными относительно dr) da  мерами.

Следующая теорема является основной.

Т еорем а 3.1. Пусть (р — весовая функция, tj — весовая мера и  Ііц — соот
ветствующее воспроизводящее ядро (3.3). Рассмотрим линейные интегральные 
операторы

( Ш * ) = /  Г я м(* ,гО /(гС )Л > М < И О  / е £ “ (<М *),J sJ o

( О д а ) - /  Ч-Лх . уЫ у) М у) ѵ € М ( В ) .
J  в

Тогда следующие условия эквивалентны:

m  И Л « . - ) І , < д д ,
(ii) Т  является ограниченным оператором из L°° {di) da) в /іоо(<р)-

(iii) S  является ограниченным оператором из М (В ) в Ь.1 (т/).
(iv) h1 {■[})* ~  /іоо(ѵО.
(ѵ) հօ(<ք)’ ~  h '{v ).
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Доказательство. Непосредственно из определения оператора Т  следует, что из 
(і) вытекает (іі). В самом деле,

| ( Г / ) ( * ) |  <  Ц/Цоо [  [  |Я / і( і , rC)| di](r) Ат(С)
J s  Jo

=  ІІ / І Іо . ||Ц ,(* ,О О ч <11/11-0 4 т ,  ip(x)
откуда следует, что \\Tf\\v  <  сЦ/Цоо.

Из теоремы Фубини следует, что из (і) вытекает также (ііі). В самом деле,

ІІ^ИІч= J B \JB ռ ւլ (7'Հ՝ v)v(v )  <Mv) J drl(r) AKO

- I А ! В  |л " (гС-г' ) Ігг’'М  М О )  ѵ (у) M b )

-  L w f ^ ^  М М - ' И -
Докажем, что из (ііі) следует (ѵ). Условие (ѵ) означает, что каждый элемент из 
Л1  (77) может быть отождествлен с линейным функционалом на Կ(գ>) посредством 
двойствсппого соотношсітя (3.4), а  точнее, сслп для заданной функции ѵ G Л1  (г/) 
определить функционал Іѵ(и) =  (и,ѵ ), и G հօ(ւք), то lv G hofo)*. Обратно, для 
каждого функционала I G Ло(ѵО* должна существовать единственная функция 
V G h l (ri) такая, что I  =  Іѵ. Кроме того, нормы ||/ѵ || и ЦѵЦ,, эквивалентны.

В самом деле, согласно неравенству Гельдера,

М « )І - <  И ,  н , .

Таким образом, lv G Ло(ѵ)* и ||/ѵ|| <  |խ||4. Осталось доказать, что существует 
константа с такая, что всякий функционал I G ho(ip)* представляется в виде 
է =  где V G h 1(ij) и ЦѵЦ, <  с ||Z||.

Отождествляя и  G ho(<p) с функцией utp G Co(B), мы можем рассматривать 
ho(<p) как подпространство Со(В). Из теоремы Хана-Банаха следует, что суще
ствует мер и  G М (В )  такая, что ||2|| =  |խ|| и l(u) = JB u(y)ip(y) du{y). Таким 
образом,

•)) =  f  R„{x,y)<p(y) di/(y) = (Si/)(x).
JB

Пусть V = Sv. Согласно (iii), v  G hl {rj) и |խ|| <  ||S|| |խ|| =  ||5 || ||/||. Далее, по Пред
ложению 3.1, lv (RM(x,-)) =  (Дд(х, -),v) = v(x) =  (Su)(x) =  l(R/t(x,-)). Таким 
образом, функционалы l и lv совпадают па линейной оболочке £(Я м(х, •)) мно
жества функций {Ям(х, •), X G В ). По Предложению 3.2, I =  Іѵ. Единственность 
следует также из Предложения 3.2, так как ѵ определяется воспроизводящим 
ядром.
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Аналогично доказывается, что из (іі) следует (іѵ). Только на этот раз нужно 
использовать двойственность пространств L1 (dr] (Խ) и Լ°°(մղ(Խ) вместо двой
ственности Со (В) и М (В).

Пусть, далее, выполнено (іѵ). Применив теорему Хана-Банаха, будем иметь

||Д/*(*.-)ІІч ^  с sUp{|<«, Я;1(гс,-)>1: «  € hoofo), ||ս||^ <  1}

Непосредственно из определения воспроизводящего ядра следует, что если Տ 
ограничен, то он является ограниченным проектором из М {В) на подпростран
ство

Рассмотрим оператор Т . Если и  € ЛооОр), то Т(ир) = и. Это следует из того, 
что ядро ІІИ воспроизводящее. Предположим, что Т  ограничен. Тйгда ||u |L  < 
ЦТЦ ||тхѵ?||оо- Следовательно, ւքհ^Լւք) можно рассматривать как замкнутое под
пространство L°°(di] (Խ). Таким образом, если Т  ограничен, то оператор <рТ 
осуществляет ограниченное проектирование из L^^di/da) на подпространство
iphooiip).

В этом разделе мы рассматриваем задачу двойственности для широкого клас
са весовых функций (р. Теорема 3.1, по существу, сводит задачу двойственности 
к оценке (і) воспроизводящего ядра, проверить которую легче, чем соотношения 
(іѵ) и (ѵ).

Пусть функция ф(І) положительна, непрерывно дифференцируема, монотон
но возрастает к +оо на [0,оо) и удовлетворяет следующим трем условиям:

П. Существуют а  >  0 и է0 >  0 такие, что Փ(է)/է* \  0 для է > է0, при t - t o o .  
ІП. Существует константа с >  0 такая, что

=  с sup {|«(а:)|: и  £ /іоо(у>), IN*. ^  ^ . х  € В.

Аналогично доказывается, что из (ѵ) следует (і). □

4. Д в о й с т в е н н о с т ь

Здесь использовано стандартное обозначение разности порядка р

=  В - 1 ) ' (* ) /(* + > > •j =О
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Л ем м а 4.1. [2, Лемма 1] Пусть функция положительна, непрерывна, мо
нотонно возрастает на [0, оо) и удовлетворяет условию II. Тогда существуют 
константы г., С  такие, что для 0 <  г <  1

Л ем м а  4.2. Пусть функция гр(і) положительна, непрерывна, монотонно воз
растает на [0, оо) и удовлетворяет условиям II  и III. Пусть

R{?,V) =  5^V'(A)Zfc(x,y).

Լ ո ^ - r : ) •

Доказательство. Применяя преобразование Абеля, получим

я к . г о - І г . ш ш . ю = £ т г і Ы ( . о
k=0 k=О
9-1

(4.1) О + Փ (է ի ° ռ ,( ( ,( ) ,
k=О

где Afc(f,C) =  E L = o  Zm(t> О-
Из (3.6) следует, что |D9(^, £)| <  C(q + 1)qn~2. С учетом этого неравенстна и 

условия II, будем иметь

Ш г Ч > ,  К , 01 <  С г '{ ,  + 1),*+ "֊2.

Отсюда следует, что при q —» оо последний член в правой части (4.1) стремится 
к пулю и мы получаем

л ( { , г с ) = £ ( д ‘« д а г ‘ )с * к ,< ) .
fc=0

Еще раз применив преобразование Абеля, получим

Д ( € Х ) =  f ;  (Д Ѵ (к)г*)(* +  № ( £ , С),
ь=п

k k
где Բհ(Հ, С) =  У ,  (С С) =  У ,  (fc +  1 -  m)Zm(^, О- Используя тождество

т =0 т =О

A 2(i/)(k)rk) =  [(1 -  r )V (* ) +  2 r( l ֊  г)Д Ѵ (*) +  гад V (fc)]rfc,
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получаем оценку

№ г о і s  a  -  г)2 £ > + т і = У п ( ( , о +
к=О

+  2(1 -  г) £ >  +  1)( ֊  Д Ѵ№ ))г‘+1П (е, С) +  f >  +  1) |Д **(*)г*«| Fk((, С). 
fc=0 fc=o

Далее, поскольку Zm(£, ■) является однородным гармоническим полиномом сте
пени 771, то имеем

( « )  / а д « ж о - « . о )  =  { ; ՛  ес™
1 0 , если in  > 1.

k
Учитывая, что С) =  X ] (* +  1 ~  т )^т(^, С), из (4.2) получим

тл=0

[  Fk( i ,0 c b ( 0  = k  + 1.
Js

Поэтому

/  |л « ,  гОІ * 7 (0  <  (1 -  r )s ք >  +  іЖ Ч г *
«  І Я

(4.3) +  2(1 -  г)  f >  +  1)( -  Д V ( t ) ) r * + I +  f >  +  1) IД V (t)> -*+1| . 

Применяя Лемму 4.1 к функции (а; +  1)ф(х), имеем

(4.4) +

Для ո >  хо из П следует

ф(п + е ) -ф (п )  ф(п) ф(п)
(п + 1 )°  п“ (п +  1)и

Далее, ф(п + 1) -  ф(п) < ф(п) [(1 + 1  /п )“ -  і] <  сф(п)/п, т. е.

- Д  Ѵ ( п ) < с ^ ^ ,  ո =  1 ,2 ,3 ,.... ո
Отсюда и из Леммы 4.1

(4.0) £ № +  1 ) ( ֊ Д Ѵ ( Ч ) г« < ֊ ^ - ^ - 1 - Ѵ
к=0 1 1  Ч1 Г/
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Применяя условие ІП, затем суммируя по частям и еще раз применяя Лемму 4.1, 
будем иметь

j r > + 1 ) |д ѵ (* )г * +1| <  c f ; ( (  ֊  д  ѵ ( ч к + *  
к=0 к=0

(4.6) <  сг(1 -  г) 5 3  Ф(к)гк -  сф{0)г2 < с ф ^ '

Из (4.3)-(4.6) следует

1 \Լ֊ \1  — г
я ^ ,г О М О < С Ф І ^

Учитывая, что Щр£, Վ ) = Ո(Հ,թրՀ), отсюда получаем утверждение леммы. □

Теперь мы в состоянии доказать основную теорему о двойственности.

Т еорем а 4.1. Пусть <р — весовая функция вида ір(г) =  . *----- -г-, где Փ(է)ф [ \/ ( \֊ г ) )
положительна, непрерывно дифференцируема, монотонно возрастает к оо на 
[О, оо) и удовлетворяет условиям I, I I  и  III. Тогда сухцествует весовая мера 
такая, что հզկթ)* ~  hl (rf) и h (rj)* ~  /іоо(< )̂ относительно двойственного со
отношения (3.4).

Доказательство. Для каждого целого числа т  > 1 построим весовую меру г)т, 
которая удовлетворяет заключению теоремы. Зафиксируем т  и заметим, что 
вместе с ф условиям I, II и III удовлетворяет также и фт. Проверяется это эле
ментарно. Из условия I следует, что существует положительная конечная боре- 
лепская мера /і'т на [0,1) такая, что

ф(к)~т =  Г  r fed//m(r), А: =  0 ,1 ,2 . . . . .  
Jo

Д ля этого достаточно применить известный критерий разрешимости пробло 
мы моментов Хаусдорфа для последовательности f (k ) ,  а именно: Дp/(fc) >  0, 
к ,р  =  0 ,1 ,2 , . . .  (см. [6, стр. 97, Теорема 2.6.4]). Заметим, что носитель р!т не 
сосредоточен ни на каком подинтервале [0, р), 0 <  р < 1, так как в противном 
случае ф[к)т имел бы экспоненциальный рост, что противоречило бы условию 
П. Определим Цт согласно (3.2), т.е.

[ ՝  / Н  І /С М  -  [ ՝  / И  d ^ r ) ,  1  е  С[о, і],
Jo Jo

и положим dT]m(r) = ф{ 1/(1 -  г)) dnm(r). Для того, чтобы Т),„ была бы весовой 
мерой, остается показать, что она конечна. Из Предложения 3.1 следует, что
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воспроизводящее ядро, ассоциированное с <р и т/,„, имеет вид

ЛтСя.ѵ) =  Y ^ ^ ) mZk(x,y). 
к=0

Таким образом, для доказательства теоремы достаточно доказать оценку (і) Тео
ремы 3.1 для Ііт, т. е.

(4>7) J Լ  > £ » ■

Более того, из (4.7) при а: =  0 следует, что мера гіт/т  конечна.
Применение Леммы 4.2 для Ѵт  сводит (4.7) к неравенству

t48) £ * ( т = р )  1 ֊ )■  ° S P < 1 .
доказательство которого приведено в [2, Theorem 4]. □

В заключение приведем примеры функций ѴЧз-՛), удовлетворяющих условиям 
Теоремы 4.1:

■ф[х) = (х  +  1)“ , V'(x) =  [1п(а: 4- 2)]“ , ір(х) =  [In ln(® -I- 4)]“ , a  >  0. 

Заметим, что весовые функции <р{х), которым здесь соответствуют -ф(х) =  [Іп(®+ 
2)]“ и 1р(х) =  [lnln(® +  4)]°, ие являются нормальными.

A b stra c t. The paper studies the Banach spaces /loo(v’), h0(<p), and lil (ту) of harmonic 
functions over the unit ball in Rr‘. These spaces depend on a  weight function <p 
and a  weight measure т/. For a given function գ> from a  sufficiently broad class of 
functions, we solve the duality problem, that is, we construct measures r) such that 
h1^ )*  ~  hcoitp) and ho{<p)* ~  h l (rj).
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D e d ic a te d  t o  t h e  7 5 th  b ir th d a y  a n n iv e rsa ry  o f  P ro fe s so r  t l a r i  M . S r iv a s ta v a

A b s t r a c t .  In th is  paper, m otivated by certain  recent extensions of th e  R uler’s  be ta, G auss’ 
hypergeometric and confluent hypergeometric functions (see [•!]), we extend the  SrivasLava’s 
triple hypergeometric function H a  by making use of two additional param eters in the  integ

rand . System atic investigation of its  p roperties including, among others, various integral rep
resentations of Euler and Laplace type , Mcllin transform s, Laguerre polynomial representation, 

transform ation form ulas and  a  recurrence relation, is presented. Also, by v irtue  o f Luke’s  bounds 
for hypergeometric functions and various bounds upon th e  Uessel functions appearing in  the 

kernels o f  th e  newly established integral representations, we deduce a  set of bounding inequalities 
for the  extended Srivastava’s  trip le  hypergeometric function HA.p.q-1

M S C 2 0 1 0  n u m b e r s :  P rih ia ry  33B20, 33C20, 33B15, 33C05.
K e y w o rd s :  (p, g )-ex tended  B e ta  function ; (p. g)-ex tended  hypergeom etric  function; 
ex tended  A ppell function ; M ellin  transform ; L aguerre po lynom ial; b ound ing  inequality.

l .  I n t r o d u c t i o n  a n d  p r e l i m in a r ie s

T h ro u g h o u t th e  p ap e r, N , 7 ՜  a n d  С  will deno te  th e  sets o f positive integers, 

negative in tegers and  com plex num bers, respectively. A lso, we d en o te  N 0 =  N  U {0} 

and  Zq =  Z ~  U {0}.
T h e  definition o f th e  generalized hypergeometric Junc tion  w ith  r  nu m era to r and  

s  d en om ina to r param e te rs , as a  series, reads as follows:

b , , , b. ; z )  =  b.-, 2 ) :=  £  '

w here bj €  C \Z q  , j  =  TTs- T h e  series converges for a ll z  6  С  i f  r  <  s.  I t  is divergent 

for all z  փ  0 w hen r  >  s  + 1, unless a t  least one n u m era to r param e te r is a  negative 

in teger, in  w h id i case i t  becom es a  po lynom ial. F inally , if  г  =  s  + 1 ,  th e  series 

converges on  th e  u n i t  circle \z\ =  1 w hen — Y2 aj )  >  0 - ”̂ h e celebrated
G auss’ hypergeom etric  function  is շ -Fi, and  th e  confluent K u m m er’s func tion  is

JT he research of T ib o r K . Pog iny  has been supported in p a rt by C roatian Science Foundation 
under th e  p ro jec t N o. 3435.
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Ф =  iF \ .  Extensions, generalizations and unifications of E uler’s  B e ta  function 
together w ith related higher transcendent hypergeom etric type special functions 
were investigated recently by a  num ber of au thors (see [2,3 ], a nd  references therein). 
In  particu lar, C haudhry et al. [2, p . 20, E quation (1.7)] p resen ted  th e  following 
extension of th e  B eta  function:

(1.1) В ( x ,y ; p ) =  [  i* ՜ 1 (1 - t )v ՜ 1 e ՜W ֊ 1) d t , S R (p )> 0 ;
Jo

where for p  =  0, т т { Я (® ) ,  Щ у)}  >  0. They  also ob tained re la ted  connections of 
В (x ,y ;p )  w ith  M acdonald (or modified Bessel function of th e  second kind), error 
and W hittaker functions. Further, C haudhry et al. [3] used B (x ,y ,p )  to  ex tend  the 
G auss’ hypergeom etric and  th e  confluent (K um m er’s) hypergeoinetric functions in 
the  following manner:

(L2)
f p<«,6; 4 *) -  £  («)„  Б (ь^ ‘' ес_ ~ ц ; | , )  ֊ ,  r  >  0, M  <  1 : В Д  >  В Д  >  о ,

(1.3) фр ( ^ ' )  =  Е т Г 7 ^ 5 ,  Р > 0 ; ! В Д > В Д > 0 ,
n>0 ՝  ’ '

respectively. M ore recently, Ozarslan and  Ozergin [14] defined the extended first 
Appell function in th e  form:

(1.4)

і ц « А * з « . к г і - j C m - t t o .  ~ ^ " ֊ a ) a ' P) д  Տ ՛ а д а о ՛

provided th a t  m ax{ |* |, |j/|} <  1. T hey  obtained  th e  following integral representation 
(see [14, p . 1826, Eq. (2.1)]):

(1.5) F ^a ,b ,b '- ,c -,x ,v ,p ) =  J  ‘ (1 ֊  * t)~ ‘ Cl -  y t ) ՜" '  ,

for all 3l(p) >  0 and  m ax{| a rg ( l  -  ®)|, | a rg ( l  -  y )|}  <  7r; 3?(c) >  ՝Ji(a) >  0.
It  is clear th a t  th e  special cases o f (1.1) -  (1.4) when p  =  0 reduce to  th e  classical 

Euler’s Beta, G auss’ hypergeom etric, confluent hypergeom etric and  th e  first A ppell 
functions, respectively.

Recently, Choi et a l  [4] have introduced further extensions for functions B (z , y ;p ), 
Fp (a, ծ; с; z )  and  Фр(6; с; z ) in  th e  following m anner:

(!-6) B(x,j/;p,qr) =  f  f*_1( l  -  i ) » - 1e ~ ? " ’* d t .
Jo

when min{3i(:E),K(j/)} >  0;m in{K(p),3?(g)} >  0, and  by  m eans of (1.6):

(1.7) 1̂ , ,( а ,Ь ;с :г )  =  £  խ )ո  B t t  +  ^  ^ , |г | <  1; В Д  >  В Д  >  0,



(1.8) к л і і і а д > а д > 0 .

R elated  p roperties, various integral representations, M ellin transform  are  also given 
in [4].

A fu rther ex tension  of ex tended  A ppell function (1.5), in term s of the  extended 
b e ta  function B (x ,y - ,p ,q )  (1.6), we in troduce as th e  series:

(1.9) E ( ‘ i - f t B ( , t : + ¥ | ‘ ; | , | , ) ^ .ուՀո>օ В  (а , с - о )  m l n!

whicli tu rn s  o u t to  be  a  special case of th e  double series 5 j ' gn° w hen щ  =  1 
(see [20, p . 256, Eq . (6.3)]). I t  should be no ted  th a t  th e  thorough  stu d y  o f these 
functions is s till an  in te resting  open question. N ote th a t  series (1.9) plays one of 
th e  cen tral roles in th e  presen t paper. Also, i t  is clear th a t  w hen p  =  q  (resp. 
p  -  q =  0), th e  functions in (1.6) -  (1.9) reduce to  (1.1) -  (1.4) (reap., to  th e  
classical E uler B eta , G auss hypergeom etric, confluent hypergeom etric and  Appell 
functions), respectively.

In  te rm s o f th e  ex tended  b e ta  function  B (x ,y ;p ,q )  defined by  (1.6), we now 
in troduce th e  extended Srivastava 's triple hyper geometric fu nc tion  for all a ,  0 ,  0 ' G 
С  a n d  7 , Y  €  С  \  Zq in th e  form:

(1-10) Н А 'Р 'Л а.А /З '-.'у .У -.х .у .г] =

E (a )k + „ (0 )k+m B ( p  +  m  +  ո , У  -  p , q) x k y m z"
„ > о  В О З '.У -Д О  k\ m l  n! ’

when min{p,</} >  0 ; |®| <  r ,  |y | <  s ,  \z\ <  t , while r  =  (1 -  s ) ( l  -  t ) when 
p  =  q =  0. T h e  special case of (1.10), Яд.о.о =  H a  reduces to  th e  S rivastava’s 

trip le  hypergeom etric  function  H a ,  in troduced  in  [16] (see also [17]): 

гг h  v - r  „  ֊1 V 4 (“ )*+"(£)*+"» ЩР' +  т +  п,'у, - р ' ) х к ут гп
H A o M  o -------- W i ----------------в ѵ . т - т — й й ш

.  .  _  (q)fc+ n(j8)fc+m (i9 ')m +n

ս ,ե > օ  Ш т % » «  fc! m l n! 1 

where |x | <  r ,  |y | <  a, |z | <  t ; г  =  (1 -  a ) ( l  - t )  (com pare also [18, p . 43, Eq. (11)], 

and references therein).
M otivated  essentially by th e  p o ten tia l applications of functions B ( x ,y ,p ,q ) ,  

Fp,q(a. 6; c; z ) ,  ФР։Ч{Ь\ с; z )  and  th e  extended Appell’s function F i(a , b ,b ';c \x , y ;p ,q )  

in  diverse areas of m athem atica l, physical, engineering and  sta tis tica l sciences (see 
[4], and  references th e re in ), our aim  is to  in troduce and  investigate, in  a  ra th er 

system atic m anner, th e  extended S rivastava’s trip le  hypergeom etric functions Н а ,РіЧ, 

by  presenting:
(i) various E u ler and  Laplace ty p e  integral representations, a s  well as, fu rther
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integral representations involving the Besse! and  modified Bessel functions iii the 

kernel;
(ii) Mellin transform , Laguerre polynom ial representations and  certa in  recurrence 

relations;
(iii) a  set o f bounding inequalities, using th e  underlying new  integral expressions, 
where th e  m ain tool is th e  Luke’s ra tiona l and  exponential bounds for th e  generalized 
hypergeom etric functions rFr , and  as a  counterpart, d iverse bounds u pon th e  Bessel 
functions appearing  in th e  kernels o f integral representations.

2. O n  t h e  e x t e n d e d  S r iv a s t a v a ’s  t r i p l e  h y p e r g e o m e t r ic  f u n c t io n  

եւ th is  section wo s tudy  three d ifferent categories o f resu lts concerning th e  newly 
defined special function Н л,Рл  th a t  are: integral representations, recurrence and 
transform ations formulas.

2.1. I n te g r a l  r e p r e s e n ta t io n s .  In  th is  subsection, we establish a  sot o f E uler and 
Laplace ty p e  integral representations for function Н а ։Р։П. We also ob tain  certain  

integral representations for Н л,р,ч involving th e  Bessel and  m odified Bessel functions. 
We begin w ith  a  simple auxiliary in tegral represen tation  resu lt, which, to  th e  best 
of ou r knowledge, is new, and  is o f in terest by itself.

L e m m a  2 .1 . F o r  all m in{ 8?(p ), 5 i(g)}  >  0  and  in a x { | a rg ( l  — x ) \ ,  | a r g ( l  - y ) | }  <  ir; 

3i(c) >  Sl(a) >  0, we have 

(2,1)
F i( a ,b , l / ; c ; x ,y ,p ,q )  =  [  — ^ -— (1 - ® t ) - 6 ( l  -  i/t)~ b' с ՜ ^ ՜ ^  ձ է .

Jo b ( a ,  c — a)

P ro o f .  A pplying th e  integral expression (1.6) to  th e  extended B eta-function  kernel, 
we can write

F , ( o ,6, * ч . , к р . 1Й -  £  (Ч - M .  Ц  «1ՀՀ>օ В (а, с - а )  . 7тг! п!

о В (а ’с ~ “ ) m l n l Jo

■E. (») ( յք
Taking into account th e  binom ial series expansion (1 + u ) ~ “  =  £ fc>0 (~ " )u fc; |ті| <  
1, by  leg itim ate  exchange of th e  order of in tegration and sum m ation , we obtain 

(2-1)- □  
Now, we are  in  position  to  s ta te  ou r first m ain integral represen tation  resu lt for 

function H A,p,q.

50



T h e o r e m  2 .1 . For all min{5l(p), K(g)} >  0 and fo r  all !R(Y) >  >  0 when
p  =  q =  0, we have

я Л м [ а , м ' і х Ѵ ; * , М  =  £  в ( у , Х у к І - С у ( ՜ ! - . . ) -

(2.2) к  л  ( * ,Л т .  ( і — Г Г ^ )  = - ; - *  * - •

P ro o f .  Observe first th a t th e  extended Srivastava’s trip le  hypergeom etric function 
Нл,р,ч- defined by (1.10), can  be expressed as a  single series by th e  extended Appell 
functions (1.9) as follows:

(2.3)

H a , „[<*, 0 ,  f t- , 7 , i ; * . V , A  =  Y ,  (° У *  V .  я  +  *• “  +  ъ 1 ՛ ՛  V , »; P, 1] Й  •
fc>0 *•

N ext, substitu ting  th e  integral in  (2.1) in to  (2.3), we obtain 

Я л л, . . М , 0 ' ; 7 ,т ' ; * ,у . * ]  =  в ( у , у  - у )  ^ Լ  / ՜ 1(1 - * ] ’ ' ՜ ' " ՚ ( 1 - 4 ) ՜ '

(2.4)

Fuially, changing th e  order of suinination and  in tegration in  (2.4), we arrive a t
(2.2). Theorem  2.1 is proved. □

In  th e  nex t theorem , we s ta te  two equivalent double integral expressions for 

function Н л,р.ч■

T h e o r e m  2 .2 . L et the assum ptions o f Theorem 2.1 be fulfilled. Then

П .  u ^ - 1t)^/ - 1 ( l  — tx)1 ՜ ^ ՜ 1 
В ( л , 7 - й в ( Л ' , Ѵ - «

,  ч (1 - ѵ У г' - ' 5' - 1(1 ֊ ѵ у ) ° - 0  .(2.5) ------- -------------—  д . ■ e » *  dudw ,
՝  '  — и х  — v y  — v z  +  v 1y z )a

and fo r  all inin{9?(p), 3i(g)} >  0 we have

я „  , „ [  а .  f t  7 , V ; * ,  * . *] =  в № 7 _ Я в ( У .т - - У )

(2 6) X Ր  f  e - S - A  d ud„ .
• ՝ ՛ *  Уо л  ( i - * u - ( » + * ) » + » * * » ) *

l f p  =  4 =  0) then  (2.6) Aofds u/ften Щ*у) >  Յէ(/Ց) >  0 and  9t(Y ) >  Щ Р') >  0. 

P ro o f .  Using th e  w ell-know n in tegral form ula

• "  e  *> =  m $ h b )  j f  ^ ՜ 1 (1 - t ) M  (1 -  “ r ՜ d(
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for a ll £ (c ) >  31(b) >  0; | a rg (l -  z)\ < n  -  e, 0 <  e <  тг, from (2.2) we obtain  (2.5). 
Next, the representation (2.G) can easily be deduced from (2.5) after some simp!e 
algebraic m anipulations. Theorem  2.2 is proved. □

T h e o re m  2 .3 . Let min{3t(p),3?(g)} >  0 and x  >  0, inax{?i(i/),5R(z)} <  1, and 
inin{3i(a), 3i(/3)} >  0 when p  =  q =  0. Then we have

(2.7) x |  յ ^ ք շ +

P ro o f .  Using the integral form of the Pochham m er symbols (a)fc+n and  (/5)fc+m 
and the elem entary series identity  (see [18, p . 52, Eq. 1.6(2)]):

£  n ( m , + m j )  ^ 7 ^ 7  =  E  n (“ )
fii ,ma>n m>0

{xi +  x 2)'n

in (1.10) , and  afterw ard applying th e  definition o f extended confluent hypergeom etric 

function (1.8), we obtain

Н л , ,А ° Л Р '; ъ т '- . * ,ѵ л ]  =  щ ֊ щ І  Լ  e— *!— «»-■

(2.8) X 0-Fi( - ;  7 ; Xfti) ®p,qW՝’ V ; y s  +  z t)  d s  d t .

Next, observe th a t the  Bessel function J„ (z ) and  th e  modified Bessel function I v {z) 
can be expressed in term s of hypergeom etric functions as follows (see [21]):
(2.9)

« ■ »  ֊  f $ i j  • *  ( ֊ ; ' + *  - И  -  Г $ Г І )  Л  ( - ;  * + : Կ ,

being V €  C \ Z ~  in bo th  cases. Finally, combining (2.8) and  (2.9), we obtain  (2.7). 
Theorem  2.3 is proved. □

2.2. M e ff in  t r a n s f o r m s  a n d  r e p r e s e n ta t io n s  v ia  L a g u e r r e  p o ly n o m ia ls . 
T he double M ellin transform s of su itab le  classes of integrable functions f i x ,  y) 
with indices r  and  a are  usually defined by (see [15, p . 293, Eq. (7.1.6)]):

M { f{ x ,y ) } { r ,a )  =  j  Լ  x r~ 1y ’ ~l f ( x . y )  d x d y ,

provided th a t the  im proper integral exists.

T h e o re m  2 .4 . For all m in{3i(r), 31(a)} >  0 and Щ Р' +  r )  >  0, Щ У  +  s - f ) ' ) >  0 
the M ellin transform  o f Н а ,р,ч шіУі respect to p ,q >  0 is given by formula:
(2.10)

М {Ил ,„Нт,.) = rMrWBtf' + nV + . - y )  я л[о,в,Г+г;7.У+г+»'.і.»,г].



P ro o f .  Using th e  definition of M ellin transform , we find from (1.10) th a t

М { Н а , р л } { г ,8 ) =  Г °  f  pr ~ l q '~ l  H A,P,q[a, /3,/3';7 , 7 ';  x ,  y , z] d pdq  
Jo Jo

_  Г°°r  „r- l ns- x (  Y ՝  (a b+n(ff)fc+m в (0 ' +  ТП +  Tt, 7 '  - P ' ; p , q) x k y m z n \  . 
U  W *  Л! m! n l у

_ 1 у ՝  (a)fc+n(^)fc+m x ^ y ^ z ^
В ( / 3 ' , У ֊ , 0 ' ) ^ > О (7)fc f c lm ln !

X [  [  pr ~1qt ~ 1B(/3l + m  +  n t 'y/ — P '',p, q)dpdq.
Jo Jo

N ext, applying th e  form ula (see [4, p.342, Eq . (2.1)])

[  [  p r ~ V - 1B(®, у ; p f?) d pdg  =  Г (г)Г (в )В (х + г , j/+ s) (9 i(r) >  0, 3?(s) >  0)
Jo Jo

to  th e  double in tegral, we obtain

M  {Н л,р,ч} (г, s) =  Г (г)Г (з) X 

{a)k+nW )k+m  в + m  +  n  +  r , Y  -  p ՛  +  s ) x k y m z n

EXTENDED SRIVASTAVA-S TRIPLE HYPERGEOMETRIC HA,P,Q FUNCTION ...

E
n,n>0 fa )k  В  (/S', 7 '  -  Բ') fc! m! n! ’

which, in view o f (1.11), gives (2.10). T heorem  2.4 is proved. □
T he special case of (2.10) w hen г  =  а =  1 yields th e  following relation  betw een the 
function Н а ,р ,ч and  th e  S rivastava’s trip le  hypergeom etric function  H a -

J  Ha,p,q[oi,/J, /У; 7 , 7 1; x ,y ,  z] d p dq  =  у H A [ a , P , P ' 7 '+ 2; a , 2/ , z ] , 

provided th a t  9?(t/) >  Щ /Յ՚) >  0.

T h e o r e m  2 .5 . T he follow ing Laguerre polynom ial representation holds fo r  3i(p) >  

0, R{q) >  0:

=  B ( y  у ’ y )  £  B p ' + n + l . Y - f l ' + m  +  l )

X H A ,p,q[a, բ ,  բ '  +  n  +  1; 7 ,7 ՜  +  m  +  n  +  2; x ,  y , z] L m {p) L n (q) .

P ro o f .  W e s ta r t  by  recalling th e  following identity , in  a slightly corrected fo rm , due 

to  Choi e t al. [4, p . 350, Eq. (5.5)]:

4  (-? - 1֊)  = j £  im(p) Ыя) .tn+I (1 ֊  i)m+1}
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Using this identity, from (2.2) we obtain

B a m [», А Л 7 .У і* .У .* і  ֊  Լ  ’' " ՜ ՜ ՛ է 1 ՜  -  » » ) - ' ( !  ֊  »*)

P-И)

X л  [«■** { „ £  i “ (p)i"(,)””+,(1‘ ֊ r + ‘}
Now, changing integration and  sum m ation order in  th e  representation (2.11) and 
using (2-2), we ob tain  th e  desired result. Theorem  2.5 is proved. □

2.3. T ra n s fo rm a tio n s  a n d  r c c u r r c n c c  r e la tio n s .  In th is subscction, we first 
derive a  transform ation form ula and  th en  obtain  a  recurrence relation for function 

Н а ,р ,ч-

T h e o re m  2 .6 . The following transformation form ula fo r  Н а ։РЛ holds:

Н А,р,ч[а, P, P '\7 . V ; X, y , z)

(2 .12)

-  1 1 - r t  -  , ) ֊ ”ЯЛ„  [ в .Д У - Л т .У і  յ Լ .

P ro o f .  Applying to  (2.8) th e  extended Kum m er’s transform ation (see [4, p . 361,
Eq. (11.4)]): ФРі,(/3; 7 ;г )  =  e* Ф,,Р(7  -  /3; 7 ; - z ) ,  we find th a t

W * f  յք V-
X o-Pi ( - ;  7 ; ®et) Ф9,Р(т / -  /б՜; 7 ՜;  —ye -  «t) d* ds.

T he substitution Վ 1 — z) =  u, s ( l  — y)  =  v  leads to

b a m m ^ . ^ 1 f  Г

which is exactly th e  sam e as (2.12). Theorem  2.6 is proved. □

T h e o re m  2 .7 . The following recurrence relation fo r  H a ,p,4 holds:

H A,P,q[a • A  7 . 7 '; я . г/. 2] =  # л ,р ,? К  0 , 0 ';  7  - 1 .7 ՜;  у . г]

+  7 (f _ g7 ) +  М  + 1 > ^ ';7 + 1. У ; * .» .* ]  ■

P ro o f .  Using in th e  integral representation (2.8) and th e  contiguous relation

o-Pi(—;7  — i ; - o-Fi(—; 7 ; д ) -  ՚վ ^ _ ^  o-Fi(—;7 ՚+ 1 ;* )  =  0 ,

we obtain  th e  desired result. Theorem  2.7 is proved. □
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3. BOUNDING INEQUALITIES 

Iu  th is section, we find bounding  inequalities for th e  extended Srivastava’s triple 
hypergeom etric function  # л ,Рів. W e begin w ith a  simple auxiliary lem m a th a t  gives 
a  functional bou n d  for function  B (x , y \p ,  q), delined by (1.6).

L e m m a  3 .1 . For all min{p,<7} >  0 and  miu{5R(x),3?(i/)} >  0 we have

(3.1) B { x ,y ;p ,q )  <  B { x ,y ) .

Indeed, using th e  sh arp  estim ate

sup  exp  {  —7  — — 1 =  e- ^ +^ a , min{j), 7} >  0 , 
o < t< i  Լ t  1 - t J

from (1.6) we o b ta in  (3.1).

3.1. B o u n d s  o b ta in e d  v ia  s e r ie s  r e p r e s e n ta t io n s .  A pplying th e  functional 

bound (3.1) to  a ll series represen tations of newly ex tended special functions involving 
th e  function  B (x ,y ;p ,q ) ,  such as th e  ex tended G auss’ hypergeom etric Fp,q> the 
ex tended  K um m er’s confluent hypergeom etric ФР։Ч, th e  ex tended  A ppell’s F \ and 
th e  ex tended S rivastava’s trip le  hypergeom etric Н ^,р,ч functions, given by (1.7) -

(1.10), respectively, we o b ta in  th e  following functional bounds.

T h e o r e m  3 .1 . For all m in{p, q} >  0; St(c) >  St(b) >  0 and  fo r  all \z\ < 1 we have

(3.2) Fp<q(a, b; с; z ) <  е ֊ ^ѵ^+%/ч)а շբ 1 (a, b; c; z )

(3 .3) Ф ,.,(Ь ',с ;г) <  е- < ѵ * + Л ' Ф( i ; c ;2) .

Moreover, fo r  m ax{| a rg ( l  -  x ) |, | a rg ( l  -  y )\}  <  7г; 5i(c) >  SR(a) >  0, we have 

F i(a ,b ,b '; c ; x ,y ;p ,q ) <  e ՜ ^ 4՜ ^ *  F i(a ,b ,b '; c ; x ,y ) ; 

while f o r  |a:| <  r , |y | <  3, \z\ < t  and  t  =  (1 -  r ) ( l  -  s) w hen p  =  q =  0 , we have

Н л ,p .,[а ,Й ,P \ l , І \ X, !/,*] <  П л [ а ,P , 7 , V ; * . У, A  ■

P ro o f .  To prove th e  inequality  (3.2), observe th a t  all param eters and  expressions 

in  (3 .2) a re  p ositive, and  h ence we c an  use th e  series represen tation  of th e  extended 

G auss’ hypergeom etric function  (1.7) and  L em m a 2 to  conclude th a t:

e- ( \/p + \/9)a , z n
F M (a, b - ,c \z )<  B (6 c ~ _ y  5 3 (a)„B (b  +  n , с -  b) ^

_  е -і.у/р+Ѵч)аГ (с) (а )пГ(Ь +  n ) z ^  _  - ( ,/p + r f)1 у ՝  (в)п(Ь)я

m  r <c + n )  n! ծ  (c)"  n ! ՛

EVom th e  la s t re la tio n  we easily ob ta in  (3.2). T h e  o ther th ree  inequalities can be 

proved similarly, a n d  so we o m it th e  details. Theorem  3.1 is proved. □
55
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3.2. B o u n d s  o b ta in e d  v ia  in te g ra l  r e p re s e n ta t io n s .  In  th is subsection, we 
establish another type bounding inequalities for function Н л,ѵ,ч, combining its 
newly derived integral expressions and  the bound (3.1) s ta ted  in Lem m a 2. Since 
th e  integrands consist o f e ither th e  exponential e x p { - p / t  -  17/(1 -  t ) }  o r ra tional 
functions (Theorem s 2.1 and  2.2) and  extended K um m cr’s Фр>,  together with 
th e  modified Bessel functions (Theorem 3), we need auxiliary tools to  bound the 
involved special functions.

In  [11], Y. Luke, has s tudied, am ong o thers, th e  problem  o f two-sided inequalities 
for - ty p e  generalized hyper geom etric function, where the bounds consist of 
polynomials a n d /o r  exponential expressions. W e recall some results from [11], which 
are  usable for K um m er’s function Ф. If  bj >  պ  >  0 , j  =  IT?, th en  for all x  > 0 we 
have (see [11, p . 57, Theorem  16, Eq. (6.6)]):

(3.4) e0x <  r Fr{ar\ br\ z)  <  1 -  0 ( l  -  ex) , 

where
m ax a,-

(3.5) ° = ' - Գ Հ -4 m in о,-
l < j < r  1

For all с >  b >  0, th e  b ilateral inequality  (3.4), applied to  th e  K um m er’s confluent 
function Փ (ւ) =  iF i ( 6; c ՝,x), reduces to  th e  following:

(3.6) <  Ф(Ь; e; *) <  1 -  ‘ (1 -  e1)  ,

where th e  equality  holds for b =  c. Also, we poin t o u t some o ther estim ates for շ F\ 
from [11, p . 55, Theorem  13, Eqs. (4.21), (4.23)], which are  too  com plicated to  be 
used here.

For another estim ation  purposes we recall certa in  bounding  inequalities for function 
«/„(£) on th e  positive rea l half-axis. W e first m ention von Lommel’s  resu lts (see |9J, 
[10, pp. 548-549], and  also [21, p . 406J):

(3.7) ІЛ М І <  1, ІЛ + іМ І  <  « > 0 , « 6 К ,  ■

and th e  bound obtained  by M inakshisundaram  an d  Szdsz (see [12, p . 37]):

(3.8) 1 6 R .

A nother bounds were derived by Landau [8], who gave in  a  sense th e  b est possible 
bounds for J u(t)  w ith  respect to  v  and  t. T hese bounds read  as follows:

(3.9) І Л ( 0 І < І Ь * '" 1/3, ե լ  =  v^2supA i(t),

(3.10) І І ( 1) І < « К | - 1/Э, щ  =  8и р ^ » л т ,
t>0

where Ai(-) s tan d s for th e  A iry function.
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K rasikov [5] established uniform  bounds for |J v(t)|- Let и  >  —1 /2 , then 

j 2 (t)  <  4 (4 t2 - ( 2 „  +  l ) ( 2 H - 5 ) )
"  U  ՜  тг((4«2 -  A)3/2 ֊  A) v

for all t  >  A +  A2/ 3, A :=  (2і/ +  l)(2 i/ +  3). T his estim ate  is sharp  in  a  certain  
sense (see [5, T heorem  2]). In  tu rn , K rasikov recently  has ob tained  a  sot o f more 
precise and  sim pler bounds fo r | J „ ( t ) | (see [6, 7]). M ore precisely, for all и > 1 /2  
and  for all t  >  0 th e  following inequality  holds (see [6, p . 210, T heorem  3]):

(3-11) |‘a -  խ 3 ֊  | | |  ;  | J , ( t ) t < y f ,

w here th e  constan t on  th e  righ t-hand  side is sharp. N ext, Theorem  4 from [6. p. 
210] im plies th e  following inequality:

(3.12) j | < - 3 /J , f > o , H < i ,  

w here
I ) * ' 7 , ։  >  0 , M  <  1 /2

0  <  I  <  , /խ 2  ֊  Щ ,  V >  1 /2

z  >  V W  -  Щ ,  »  >  1/ 2-
H ere th e  con stan t с cannot be less th en  1/\/2тг. For ano th e r kind of bounds for 

function J „ ( ( )  consu lt [6, Theorem s 2, 5 , 6] an d  [7, Theorem s 2, 4].
I t  is w orth  to  m ention  th a t  O lenko [13, T heorem  1] estab lished  th e  following 

u p p e r bound:

(3.13) sup  Տ է \Ա է ) \  <  bLyJv1/3 +  -£ffc +  j j ^  =  d o , V >  0 ,

where a i  is th e  sm allest positive zero o f th e  A iry-function  Ai and  ե լ  is th e  L an d au ’s 
constan t from  above. In  th is  respect we also p o in t o u t K rasikov’s re su lt [6 , p. 211, 

Eq. (7)].
F u rth e r  considerable u p p e r  bounds are  listed, for instance, in  [1, 19].

Finally , a  different app roach  to  es tim ate  th e  function  | J M(t) | w as used by S rivastava 
and  P o g in y  in [19]. L e t us d eno te  by  X s(x ) th e  characteristic  (or indicator) function 

o f a  se t S ,  th a t  is, X s (x )  =  1 for a: e  S  and  x s ( z )  =  0 elsewhere. In  th is  approach, 
th e  in teg ra tion  interval is th e  positive real half-axis, therefore we need a n  efficient 

bound  for |J „ ( t ) |  o n  (0, Л], A  >  л/А +  А2/ 3/ 2 - So, we use th e  bounding  function

(3.14) | J , < 0 |  <  Г „ ( і)  :=  —  X(oA jW  +  Ք ^ է ) (1 ֊  X (O A j(0 ) , 

where, by  sim plic ity  reasons, we choose

=  § (A +  (A +  1)2/3) , 

because J5„(i) is positive a n d  m onotone decreasing for t  e  | ( ( A  +  A2/ 3),o o )  (cf. [19, 

§3]). N otice  th a t  as A \  can  b e  tak en  any  function  of th e  form  5 (A +  (A +  tj)2/3)
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with 77 >  0. (T he interested reader is referred to  [1], too). Obviously, combining
(3.11), (3-12) in Հ լ(է )  replacing Olenko’s result a n d /o r  Я „(і) in (3.1-1), we can 
define further bounding functions for | J„(f)|.

Since the in tegral representation (2.7) can also b e  expressed in term s o f modified 
Bessel function we can apply the Luke’s estim ate to  bound Н л .Р,п. T his inequality 
reads as follows (see [11]):

Now we are  ready to  s ta te  and  prove o u r second se t of bounding inequality results.

T h e o re m  3 .2 . Let min{9?(p),9l(g)} >  0 and fo r  all т о х{Щ у),Щ г)} <  1, min{!ft(a), 
Щ Р)} >  0 when p =  q =  Ci. Then under  2 in in { a ,f t)  4- 1 >  7  >  0 we have

I {1 - £ ( 1  ֊ ( i - r ( i - > ) ՜ ' ) } .

here the bound above holds i f  6a —З7 + 2  >  0, while the expression below appears fo r  
4 a —27+ I  >  0. Moreover, fo r  a ll m in{a, f t ,7 } >  0 and fo r  all y , z e  ( 0 ,1 -  y /x ), x  >
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(3.15) <  f ^ T T T ) 00811 *' 1 >  0 , / i + 1 >  ° ՜

IH A,p,4\ a , f t , f t ' \ ' ) , ' / \ - x , y , z ) \  <
Г(7 ) Г ( в - 2 = 1 ) 1 4 1 -  V ) | x | ^  

\ /2  Г  (« )Г  (ft) e( v/*)2

(3.16) * { * "  t 7 ( X ՜ (1 — ѵ )֊/*+ а ? і ( 1 "  •г) " п + 1 ? і)  }

In  the same paiximeter range fo r  all x  >  0 we have

И і м К А Л Т і Ѵ і - * ! » , » ] !  <
г ( т )  Г (а  -  ^ j r )  Г (?  -  35I )  M  Կ*

(3.17)

For all m in{a, ft, 7 } > 0  and fo r  x  >  0; y, z  <  1, we have

(3.18)

For m in{a, f t]  >  0; 7  >  1 and fo r  x  >  0; y , z  < 1, we have

X
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0 , we have

i ֊ Z\Н А,р л [а ,0 , 0 ' \ 7 , 7 ';  X ,у , z]\ <  е~1у/Р+у/ч>'։

(3.19)

(1 -  у /х )а+Р 

£
(1 - у / х - у ) Р { 1  -  у /х

P r o o f .  БѴот th e  double integral represen tation  (2.7) and  th e  estim ate  (3.3), we 
obtain

I f f * f t f f i T . Y ; - * , M l < 'г м п т м ^  /  /  ' ՜ ' ՜ 1* " ՜4 1 ՜ 1» " ՜4 1 ՜ 1Г (а )Г {0 )  | . c | t -  Jo Jo
(3.20)

l  A - i ( V i i i )  J  * " ՛ ՝ •  г м г т и ч 1

N ext, using th e  second inequality  in  (3.6), we get

« 1 1 — — (1 ֊  ev' + I t) J  d s d l = :  R ,  .

Now, we bound  th e  m odulus o f th e  Bessel functions in  th e  in teg rand  of R-շ for each 
of th e  cases of th e  theorem . F irs t, using th e  von Lommel’s uniform  bound (3.7), 

valid for all 7  >  0, from  (3.20) an d  (3.21) we ob tain  (3.16). In  sim ilar m anner,
(3.17) follows from  th e  L an d au ’s first inequality  (3.9) and  (3.20), (3.21).

T h e  b ound  (3.8) d u e  to  M inakshisundaram  a nd  Szdsz is o f m agn itude  |J 7_ i ( t ) |  <  
Cy t K, and  so do  th e  second L andau ’s (3.10) and  O lenko’s (3.13) inequalities, where 

C-, >  0, к  €  { и ,—g , — շ ) ,  respectively. T hus, by  these  th ree  inequalities, we get

Я г < С \ Ы *  Լ  Լ  e— *«“ + “ 4 11- I se + “ 4 11- 1 d » d i

=  C , |x |»  { ( ւ - ք ) ք {  e — ' t “ + ‘=P 1- , a',+!!=9±1- , <lsdt

+ ̂  Լ  J  e_(1_1,)*_fl'I)tin+î±1֊1/+iL̂±i"1dsdi|
=  £3,1=1* Г  ( о  +  Г  և  +

" է  (1 -  у ) р+й=^  (1 -  z ) a + -  

Now, choosing к  =  7  — 1 we arrive a t  (3.18), th en  for к  =  - g ,  — 5  we realize th e  

bounds affiliated t o  th e  second L andau’s and  Olenko’s estim ates, respectively.
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As to  the use of the  bound (3.15) to  estim ate  Ռ շ, we rem ark  th a t  cosh и  <  
c “ u  >  0 , and  hence by the arithm etic  m ean-geom etric m ean inequality, we get

* 5  { i  -  г  (— ■)} * *

j * [ V  Ր  ր  e - ( i - v S ) — (ւ ֊ -տ յւ  J—  1 „ « - I  _  Ճ  (1 _  e» - + .< ) !  ( I ,  d i  = :  Л з .
Г (7) Jo Jo  I  7  J

T hus, we have

Г ( « ) Г М | . | Ѵ  f  1 - f  ______________ I ______________ 1
f f r )  \  (1 ֊,/£ )"+ < >  - * ) » / '

which proves th e  upper bound in  (3.19). Theorem  3.2 is proved. □

4 . C o n c l u d in g  r r m a r k s  a n d  o b s e r v a t io n s

In th e  presen t paper, we have in troduced th e  ex tended  Srivastava trip le  hypergeom etric 
functions Н а ,рл  w ith  th e  help o f th e  ex tended  B e ta  function B(a:, y ;  p ,q ).  T he 
special cases of (2.2) -  (2.8) and  (2.12) for p  =  q =  0, reduce to  th e  already  known 
results for th e  trip le  hypergeom etric function H a  (see [16, 17, 18]).

To refine th e  bounds p resen ted  above, we can also apply  Luke’s companion 
estim ate  to  (3.4) (see [11, p. 57, T heorem  16, Eq. (5.8)])

(4.1) 1 +  O x К ; z )  <  1 +  Ox (^1 ֊  |  ,

where Ѳ is given by  (3.5), and

These no tations simplify (4.1) to  

.  , ծ / 1  +  6 
1 +  ; І в х р І 2( і Т Б Г ֊ո )

Now, following th e  procedure, used in th e  p roof of T heorem  3.2 w ith  th is  upper 
bound a n d /o r  replacing som e of bounds for th e  Bessel J u used there  e ither by 

Krasikov’s resu lts (3.11), (3.12) o r ano ther kind bounds exposed in [6, 7|, we 
can ob tain  a  new  se t of bounding  inequalities for function H A<P։4. However, th is 
approach will be  exploited in  some fu ture  work.

A c k n o w le d g e m e n ts . T h e  au tho rs  are  indebted to  th e  anonym ous referee for 
constructive com m ents and  suggestions, w hich substan tia lly  encom passed th e  present, 
paper. We a re  also thankfid  for draw ing ou r a tten tion  to  im p o rtan t publications 
[6, 7].
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MEAN COVARIOGRAM OF CYLINDERS AND APPLICATIONS 
TO BOOLEAN RANDOM SETS
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A b s t r a c t .  T his work focuses on the  variance properties o f isotropic Boolean random  sets 
containing randomly-oriented cylinders w ith circular cross-section. Em phasis is pu l on 
cylinders w ith large aspect ratios, of the  oblale and prolat e types. A  link is established 

between the  power law decay of the  covariance function and the  variance of the  estim ates 
o f the  volume fraction of cylinders. T he covariance and integral range of the  Boolean 
m ixtures are expressed in term s of the  orientation-averaged covariogram of cylinders, 

for which exact analytical form ulas and approxim ate expressions are provided.

M S C 2 0 1 0  n u m b e r s :  60D05, 52A22, 53CG5.
K e y w o rd s :  S tochastic  geom etry; geom etrical covariogram ; B oolean m odel; cylinder.

1. I n t r o d u c t i o n

T h e  covariogram , originally  in troduced  by  G . M atheron  [13], gives th e  volume 
o f th e  intersection  o f a  (convex) b ody  w ith  a  tran sla tio n  of itself. T h is  function  is 
closely re la ted  to  th e  d istrib u tio n  o f th e  length  of th e  chords o f a  body, and  also is 
a  key ingred ien t in the th eo ry  of B oolean stochastic  m odels based  on Poisson poin t 
processes (see [14, 16, 17, 22, 2], and  references there in ). A  key theo rem  relates 
th e  covariance function  o f s ta tio n a ry  Boolean se ts  in th e  E uclidean  space to  th e  
Poisson in tensity  o f th e  p o in t process and  to  th e  covariogram  o f th e  p rim ary  grain. 
In  tu rn , th e  covariance function  itse lf  governs basic fea tu res  of th e  m odel, such as 
th e  specific surface a rea  and  th e  in teg ra l range. T h e  in teg ra l range  is linked to  th e  
e stim ates on finite-size volum es of th e  random  se t volum e fraction .

A no ther p ro p erty  of in te re st concerns th e  p robab ility  th a t  a  segm ent is entirely  
contained  in  th e  com plem entary  se t o f a  B oolean m odel. T h is  probab ility  takes 
a  sim ple form  for convcx p rim ary  grains, w hich depends on  th e  derivative o f th e  
covariogram  a t  0 (sec [22]). L inear erosion allows o ne  to  com pu te  th is  p robability  
num erically  w hich is especially useful for m odel iden tification (see [18, 11J).

A n im p o rtan t subclass o f B oolean m odels, com m only used  in  m ateria l science 
for m odeling h eterogeneous m ateria ls, concern iso trop ic  random  sets. In  dim ension 
3, th is  m odel requires one to  average th e  covariogram  over all d irections uniform ly 
on th e  sphere. In  th e  rest o f th is  artic le , th e  orien tation-averaged  covariogram , also 
denoted “iso trop ized  covariogram ” in  th e  lite ra tu re , will b e  referred  to  as “m ean 
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covariogram ’’. T h e  m ean covariogram  is a  special case of th e  so-called “kinem atic" 
in tegrals (see [21], C hap te r 5) o f th e  form  (in dim ension d):

(1.1) /  Vd ( M n g A ) v ( d g ) ,
JGd

w here a  convex b ody  A  is moved in to  g A  and  th e  volum e of th e  intersection 
o f g A  w ith  a  convex se t M  is averaged w ith  respect to  th e  m easure /t over all 
transfo rm ations g  in th e  m otion group G d. T h e  m easure  / t  is invarian t in G d. T he 
m ean covariogram , required  for describing isotropic Boolean models, is obtained 
by tak ing  tran sla tio n s a t  a  fixed d istance uniform ly d is trib u ted  on  th e  sphere for 
Gd a n d  /і an d  M  =  A . U nfortunately , such a  k inem atic  covariogram  is usually 
no t know n explicitly, especially  in dim ension 3 (3D). Som e notab le  exceptions 
include th e  sphere, parallelepiped, cylinder (see [6 , 8]) and  th e  Poisson polyhedra 
([15]). T h e  m eau  covariogram  for cylinders is useful for identifying s tochastic  fibrous 
m odels from  experim en tal 2D (e.g., SEM ) o r 3D (e.g., tom ography) im ages o f fibrous 
m ateria ls (see [18 -  20]). M ore generally, heterogeneous m icrostructures, stud ied  for 
various in d u stria l applications, can  b e  approached  by  random  m odels of cylinders. 
Exam ples include flakes in op tics [4] o r p la te le ts  in  m esoporous m ateria ls [24].

T his work focuses on  th e  m ean covariogram  of 3D cylinders w ith a  circular 

cross-section and  its  app lications to  Boolean m odels, and  is organized as follows. 
T he covariogram  o f a  cylinder is recalled in  Section 2. T h e  m ean covariogram  is 
derived in  Section  3. B oolean m odels o f cylinders are  considered in Section 4. T he 
integral range is given in Section 4.1. V ariance properties a re  d iscussed in  Sections 
4.2 a n d  4.3. Section 5 concludes th e  paper.

2. COVARIOGRAM O F A CYLINDER 

Consider a  cylinder С  o f h e igh t h  and  circular cross-section o f rad ius r ,  and  a  
C artesian  coo rd inate  system  w ith  origin О  an d  axes eXt e„  and  e - .  VVe assum e tha t 
О  is a t  th e  cen te r o f one o f th e  bases of С  and  th a t  e ,  is paralle l to  th e  cylinder 
m ain  axis. C onsider now th e  tran s la tio n  C '  o f th e  cylinder С  by a  vector v .  We 
param eterize  v  by  its  no rm  է =  խ | an d  tw o angles ф €  [0;27г] and  Ѳ €  [—7г /2; 7г /2] 
in  spherical coord inates. T h e  azim uthal angle ф is th e  angle betw een  e x an d  th e  
pro jection  o f V  on to  th e  p lane  (0; e x , Gy). T h e  variable Ѳ denotes th e  angle betw een
V and  th e  p lan e  (0; e z , e u) so t h a t  Ѳ =  тг/2 w hen v  is paralle l to  e z and  Ѳ =  0 when
V is contained  in  th e  p lane (0 ;е х ,еу ) . N ote th a t ,  using th is  convention, Ѳ is th e  

com plem entary  o f th e  p o la r angle.
T h e  (oriented) covariogram  o f a  cylinder К  (0 , t)  is defined as th e  volum e of th e  

intersection  of С  w ith  C ':

(2.1) K ( e , t )  =  L 3 { C r \ C ' ) ,
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where L3 denotes th e  Lebesgue m easure in R 3. T he covariogram К  depends on r ,  h, 
t  and  Ѳ b u t n o t on ф. For conciseness, th e  dependence on r  and  h  is om itted  in the 
notation  for К  and  in th e  no tation  for other variables hereafter. Let us introduce 

the ratios:
t  h  

(2.2) *  =  s . « = , ■

T he two variables x  and  y, n o t to  be confounded w ith C artesian  coordinates, will 
he used preferentially to  t,  h  and  r .  Furtherm ore, th e  variable t  as argum ent of a  
function will be replaced indifferently by x  o r y. For instance, К (Ѳ ,і)  is also denoted

A '(M ) .
T h e  expression for th e  covariogram К  is derived from th e  form ula of covariogram 

of a  d isk in  th e  p lane and  reads as follows (see |9j):

(2.3a) К (Ѳ ,і)  =  К (Ѳ ,х)Н (Ѳ ,Ь),

(2.3b) К {Ѳ ,х)  =  4r a -  хяіпѲ ) [cos՜ 1 (xcosfl) -  x  cos 0 \ / l  -  x 2 cos2 0\ ,

where Н{Ѳ, t)  =  1 w hen Ѳ and  t  are  such th a t  th e  two cylinders С  a nd  C '  intersect, 
and  0 otherwise. M ore precisely:

і і л  я г е  t)  =  /  1 if  * s  t  Л  i f e e l f t u u i - J f e l ,
 ̂ ՜  '  ( ’ ՝  լ  0 otherwise, max \  if 0 e  [tan ՜ 1 | ] .

T he term  cos՜ 1 in  Eq. (2.3a) refers to  th e  inverse cosine function, also denoted 
arccos, and  ta n ՜ 1 in (2.4) denotes the  inverse tangent function. Likewise, sin ՜ 1 
hereafter is used to  denote th e  inverse sine function.

T h e  nex t section is concerned w ith th e  norm alized m ean covariogram:

(2.3) H t ) ~ W  = ֊ l  = £  d S ^ M c o s f l,

where th e  m ean is taken  over a ll d irections o n  th e  sphere, assum ing th e  d istribution 
of orientations is uniform  on th e  la tte r. Here, th e  covariogram К  is norm alized by 
th e  cylinder volume and  surface a rea  of th e  un it sphere so th a t  th e  k ( t)  =  1 when 
t  =  0 and  k ( t)  =  0  w hen t  =  oo. Sim ilar to  K ,  th e  function fc depends.on r  >  0 and 
h > 0 .

3. M e a n  c o v a r io g r a m  o f  a  c y l in d e r

In  th is  section, th e  isotropized covariogram of a  cylinder w ith circular cross- 
section is given. We refer to  [6 -  8, 23], w here th is  problem  has been stud ied  in 
details.

3.1. P r o l a t e  c y l in d e rs .  In  th is  subsection, we com pute th e  lim it &«>(*) of k h [t) 
as h  - y  oo w ith г  and  t  being fixed. T h e  condition t  <  fmax (see E q . (2.4)) reduces 
to  X cos Ѳ <  1, which is satisfied for all Ѳ when x  <  1, and  for Ѳ >  c o s ՜լ  (1/ж) 
when X  >  1. Therefore in  (2.5), th e  te rm  К  can be replaced by К  provided the
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in tegration  is carried o u t over th e  intervals [0; 7г/2] (x  <  1) and  [cos- 1( l /a : ) ;7r / 2] 
( x  >  1). T hus, we have

/„ 1» . / \  _ f  Іітд -ю о  J ^ /2 (1ѲК(Ѳ, x )  COS0, i f  X <  l ,  

if X >  1.

Observe however th a t ,  w hen x  >  1, К{Ѳ, t)  is purely  im aginary  h i th e  dom ain 
0 <  Ѳ <  cos_ 1( l / x ) .  Accordingly, i t  is sufficient to  in teg ra te  over th e  interval 
[0; 7r / 2] in stead  o f [cos- 1( l /a : ) ;7r / 2], provided th e  im aginary p a r t  o f th e  ii 
discarded:

(3.2) W , )  =  S . S i l l t l  f  d « i? (S ,x )c ™ < iy ,

where R e{s} s tan d s  for th e  rea l p a r t  o f a  complex num ber z .  R eplacing К  by its  
expression given in  (2.3a) and  expanding  th e  in tegrand  a t first o rder in  1 / h ,  we 
get

И Г

>art o f a  com 
rpanding the

(3.3) fcoo(s) =  ~  I У  d6cos0 jc o s ՜1 (rccosfl) — x cosѲ\/\ — x 2 cos2 (?J | .

As it  was seen above, depends on  t  and  г  only th rough  x  =  t / ( 2 r ) .  T h e  integral 
in  (3.3) is read ily  com puted  in  th e  com plex dom ain using a  sym bolic calculator 
(see [26]). T h e  expression depends on  th e  com plete e lliptic in tegrals o f th e  first 
and  second k ind, denoted  by  F  and  E , respectively, a n d  defined by  th e  following 
form ulas:

'w/2 du ч Г ՛*Г ' 2 d  u  Ր ' 2 /------------ я—
(3.4) F ( z ) =  /  -== ,  E (z )  — I d u  \ J \ -  z  sin2 u.

Jo y l  —z s in  tt Jo

T he above functions F  an d  E  a re  real-valued w hen z  <  1, and  are  complex-valued 
w ith  non-zero rea l and  im aginary p a r ts  w hen z  >  1. W e refer to  th e  online resources 
([25, ?J and  references th e re in ) for an  overview of th e ir  p roperties. N o te th a t  the 
elliptic functions a re  usually  defined by z  F (y /z ) ,  z  - ‘t  E ( - / z ) .  In  th is  work we 
follow th e  n o ta tio n  used  in  [26].

T h e  e llip tic functions F  a nd  E  ap p ear in  th e  in teg ra tion  of b o th  th e  square root 
a n d  inverse cosine te rm s in  (3.3). F or instance, w hen x  <  1, th e  cos՜ 1 te rm  is 

in teg ra ted  b y  p a r ts  as follows:

■ „ Ր /2 x s m 2 №  (  1 \  ^  2ч E ( x 2)
A B c o s -  ( z » s 8 ) c o S9 -  Լ  ^  ^  =  ( z - - )  F (*  ) +  —

ր / շ  
/  d 6 

Jo

(3.5)
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where Im {z} denotes th e  im aginary p a r t  o f a  complex num ber z. T h e  final formula 
for koa{x), after sim plification in  th e  regions x  < 1 and  x  > 1, reads as follows:

(3.6)

fcoofc)
/  1 -  I 1™ \E  ( t ^ ) ]  +  2jLT L e  +  3F  ( ^ r r j )  }■

T he function кж is represented in  Fig. 1(a) (top curve).

3.2. C y lin d e r s  o f  a r b i t r a r y  a s p e c t  r a t io .  T his subsection is devoted to  the  
general case, t h a t  is, for finite h  and  r .  T h e  intervals o f in tegration  for Ѳ a re  required 
for com puting (2.5). Take first li < 2r  and  exam ine th e  condition t  <  t max in  (2.4). 
T he q u an tity  К  in (2.3a) is non-zero in th e  following intervals for Ѳ (recall th a t 

y  =  h /t) :

(  [0 ; i r /2]
(3.7) « €  < [0,sin J(y)]

լ  [cos՜ 1 ( l /ж ), sin  *1

> 2r, К  18 non-zero if:

f [0; w/2]
• ^ [cos վ ւ խ ) ,* /2 ]

(  |cos֊1 ( l / l ) ,s in

if t  <  ft, 
if  ft < t  <  2r ,

Ш  if 2r <  t.

W hereas, when ft > 2r, К  is non-zero if:

if  t  <  2r,
(3.8) 9 6  { [cos- 1( l /a : ) ,7r / 2] if  2r < t <  ft,

- .................- '( # ) ]  if  ft <  t.

As in Subsection 3.1, К  is purely-im aginary w hen 0 6  [0; cos" 1 (1/a:)], so  one m ay 
carry  o u t th e  in tegration  in  (2.5) along th e  intervals [0;n] w ith a  =  тт/2 o r a  =  
sin ֊ 1(y), depending on conditions specified in  (3.7) and  (3.8), respectively. We are 
left w ith th e  evaluation  of th e  following integral:

(3.9) k { x ,y )  =  Rc { յ թ £
x )  cos Ѳ 

h n r2

Now, according to  (3.7) a n d  (3.8), a  =  it/ 2  w hen у  >  1 (t  <  ft) aud  и =  sin -1  у 
when у  <  1 (t  >  ft). W e first exam ine th e  case a  =  -к/2 ,  th a t  is, у  >  1. In  th is  case, 
equation (3.9) takes th e  form:

(3.10) H x ,y )  =  k y> i{x ,y ) =  kooix)

—֊ j R e I  f g f i e  cos(0) sin(0) [cos՜ 1 (x  cos Ѳ) -  x  cos ѲѴ1 -  x 2 cos2 Ѳ) j  ,

where we have identified k ^ x ) ,  th e  covariogram for ft =  oo given in (3.6). The 
integral in  (3.10) is com puted using a  software for sym bolic com putations, and. 
after rearranging  th e  term s, we get

(З .И )

I [ ( _ L  +  I ) , A - r ^ + ( _ L _  2)
2yir
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where IV  is a step  function given by:

(3.12) - ! [ „ + « , ! - {  £; | * > 1 .

As expected, th e  q u an tity  betw een square brackets in (3.11) is real when x  <  1 and 
so is k (x ,  у ) for all x .

We now consider th e  case у  <  1 ( t  >  h) and  th e  integral in  (3.9) w ith  a  =  sin ՜ 1 y. 
T h e  symbolic c alcu lator (see [26]) provides a  lengthy form ula for th e  solution. After 
sim plification, the  expression takes different forms for x  <  1 and  x  >  1. For x  >  1 
and  у  <  1, th e  covariogram  к  reads:

<313) ~ h  ( f  +  255 +  i )  ՝ / Г Г » Ѵ 1 ֊  « Ч 1 ֊  »“>■
T he functions of two variables F{ip\z) an d  Е(ф \г)  a re  th e  incom plete  elliptic 

in tegrals o f th e  first a nd  second k ind, respectively, defined b y  th e  following formulas 

(see [25]):

(3.14) Е { ф \г ) =  [ V l  — z s in 2 udM, F  (ф \г) =  [  d ti = ■
J  0 J o y  1 — z s i n 'u

N otice th a t  th e  com plete e llip tic in tegrals in  (3.4) are  special cases o f Р (ф \г) and  
Е(ф \г):

(3.15) E ( z )  =  e ( £ \ z) ,  F ( 2) =  F ( | | z ) .

T h e  incom plete e llip tic in tegrals are  real-valued if .г sin2 ф <  1. N ote th a t  th is  is 
never th e  case for th e  a rgum ents o f E  and  F  in  (3.13), so th a t  th e  tw o functions 
have com plex values. N o te also th a t ,  owing to  t <  V h? +  4r 2:

(3.16) x y / \  -  j/2 <  1, 1 — * 2(1 — J/2) <  1.

and  so k v<i ( x ,y )  in  (3.13) is real. Now, w hen x , y < l ,  one finds for k (x ,y ) :
x > \

+  ( ;  ՝+ “ տ_1 + ^  “ - ՜ 11

_ J _  ( a + - L + h ՝) ֊  ̂ ( i  -  л +
2tt V 3 2 x y  y j  v  v  47Г2/ І

(3.17) + \ n y x 2 ^ ՜ 1 ( x V l - ! / 2 +  V^l — гс2-ч/1 — a;2( i  — y a) )  .

N o te  th e  sim ilarities w ith  th e  form ula for x  >  1 in  (3.13). Also, a ll th ree  expressions 
inside cos՜ 1 in  th e  above a re  com prised betw een 0 and  1 and  so k [ x ,y )  is real.
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Р и с .  1. Norm alized m ean covariogram k(t)  as a  function of t: (a ) 
w ith  r  =  1 /2  fixed an d  increasing height h  =  0.01, 0.05, 0.2, 0.5,
1, 2, + 0 0  (bo ttom  to  top , solid lines); (b ) w ith h  =  1 fixed and
increasing rad ius r  =  0.02, 0.1, 0.3, 0.5, 1, 2, + oo  (bottom  to  top, 
solid lines). D ashed  lines: covariogram of a  sphere of d iam eter 1.

l b  sum m arize, th e  exact expression for k (x , y ) is given by  (3.11) and  (3.6) when
у  >  1, by (3.13) w hen у  <  1 <  x ,  and  by (3.17) when x  <  1 and  у  <  1. T he
covariogram is p lo tted  as a  function of t  in Fig. 1 (a) and  2(b) for various values of 
r  and  h  (solid lines), and  com pared with th a t  of a  sphere (do tted  lines).

An asym pto tic  expansion of k{t)  when t  ->  0 is now carried ou t. Use the 
expansion (as m  0):

(3.18)

F  (ф\т) =  £  ( * M  =

we find
(3.19)

M « ) =  1 - - + O C ’), *(*) =  1 ֊ К ?  + я ) ‘ + з^ ‘2 +  0(,8)' i - , a
As expected, th e  derivative of k{t)  a t  t  =  0 is equal (up to  th e  sign) to  the 
surface/volum e ra tio  o f th e  cylinder.

T h e  second-order derivative of k ( t)  becomes infinite a t  th e  po in t t ~  h  (see [6]). 
Connections betw een th e  second-order derivative o f th e  covariogram of a  compact 
se t and  its  singular po in ts have been  previously no ticed  in  th e  p lane [5].

3.3. O b la te  c y l in d e r s .  C onsider now th e  lim it r  -> oo w ith h  fixed so th a t  x  ->  0 
and  у  rem ains finite. W e take  th e  lim it in  th e  form ula (3.17) w hen у  <  1 and  (3.11) 
when у  >  1. T h e  covariogram к  depends of у  only and  reads:

( « о ,  * * ) - { * . " * ■

N ote th a t,  in  th e  lim it r  —Ւ oo th e  cylinders am ount to  infinite layers enclosed 
between two planes. T h e  sam e asym pto tic  lim it would accordingly be recovered 
when considering cylinders w ith  o ther non-circular cross-section. T his is in  contrast
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to  th e  p ro la te  case (Section 3.1), w here th e  covariogram  depends on th e  shape of 
th e  cylinders cross-section.

3.4. A p p r o x im a te  fo rm u la s .  W c now give approxim ate  expressions of th e  cxact 
solutions w hich do n o t involve elliptic functions. Such sim pler expressions are  useful 
for m ateria l applications, in  particu la r, for identifying random  m odels, w hen a  h igh 
accuracy is h o t required.

We first consider th e  dom ain г  »  ft. T h e  exact solution is given by  (3.20) when 
r  =  oo and  by  (3.11) and  (3.17) w hen r  <  oo. W e first le t r  —> oo and  t  —t  oo w ith 
ft and  th e  ra tio  t / r  fixed, and  expand  (3.17) to  o rder 0 ( r ՜ 3). In  th e  region t  <  ft, 
th a t  is, у  >  1, we le t t  -+  0 and  com pute an  expansion to  0 ( t 3) w ith  r ,  ft fixed. In  
th e  region t  >  2r ,  we se t к  »  0. O ne obtains:

N ote th a t  th e  above expansion is continuous except a t  p o in t t  =  ft, and  is exact 
in th e  lim it г  =  oo only. I t  tu rn s  o u t, however, th a t  form ula (3.21) is a  very good 
approxim ation  of th e  exact covariogram  for r  >  ft. T h e  m axim al e rro r su p t |fc(i) — 
*Ѵ»л(*)І betw een (3.21) and  th e  exact resu lt is a tta in ed  w hen t  £  ft whenever 
г  >  ft. As expected, th is  erro r decreases and  ten d s to  0 w hen r / h  —► oo. I t  is abou t 
0.5% for r  =  ft an d  0.1% for r  =  4ft (Fig. 2). T h e  e rro r is m uch sm aller a t  points 
է Ф h: for instance, th e  mean- e rro r (\k{t) — fcr> / i( i) |) t  is 0.1% and  0.004% when 
r  =  ft an d  r  =  4ft, respectively. T h e  approxim ation  (3.21) is good in  th e  region 
ft/2  <  г  <  ft. T h e  e rro rs a re  a b o u t supt |fc — Av»/»| =  2-6% and  (|fc — &r»/t |)t =  0.6% 
w hen r  =  f t /2 .

We now consider th e  dom ain  ft »  г  and  com pute a n  approxim ation  of k ( t)  valid 
in  th e  region ft S> r .  T h is  ta sk  is m ore difficult th a n  in  th e  ob la te  case ft <£. г  because 
th e  exac t resu lt for ft =  oo involves e llip tic functions. In  th e  dom ain 2 r  <  t  <  ft, we 
le t ft -*  oo and  t  oo w ith  r  an d  th e  ra tio  f t / i  fixed and  expand  (3.11) to  0 ( f t - 4 ). 
W e use th e  sam e expression in  th e  dom ain  t  >  ft, as long as th e  la t te r  is positive 
an d  0 otherw ise. In  th e  dom ain t  <  2r ,  we expand  (3.13) w hen ft, t  -»  oo w ith  r  

an d  th e  ra tio  ft/ է  fixed, to  0 ( f t - 4 ). O ne finds:

(3.21)

if t  <  ft,

k{t) »  &г»л(0  —
\ i  h  <  t  < 2r, 

if t  >  2r .

(3.22) k ( t )  и  Av«b(t) =

69



F. WILLOT

k [ t ) ,  Խ »հ(է)>  K<£h{t)

Р и с .  2 . M ean norm alized covariogram к  o f a  cylinder: com parison 
between th e  exact result (solid line) and  approxim ations (3.21) 
and  (3.22) (do tted  lines) when r  =  h  =  1 and  r  =  1, h  =  2.9, 
respectively.

We em phasize th a t,  contrary  to  (3.21), th e  expressions above a re  n o t asym ptotically  
correct in  th e  lim it h  -*  oo. Also, approxim ation A v</,(t) is discontinuous a t  t  =  2r. 
T he m axim al erro r 8up t |A(t) -  & г«ь(і)| is a tta in ed  a t  t  ^  2r ,  is constan t and  equal 
to  abou t 1.1% for h  >  2r. In  th e  dom ain 1.6r <  li <  2r ,  th e  m axim al erro r is less 
th an  1.4% (Fig. 2).

To sum m arize, a  good approxim ation of th e  covariogram is given by (3.21) when 
h  <  1 .6r and  by (3.22) when h  >  1 .6r w ith  a  m axim al abso lu te  error of 1.8%.

4 . B o o l e a n  m o d e l  o f  c y l in d e r s  

In  th is  section, we consider a  Boolean m odel of cylinders w ith rad ius г  and  height 
h  (see [17]). T h e  B oolean m odel is defined by  a n  hom ogeneous Poisson poin t process 
of intensity  ip ( th e  average num ber of po in ts p e r  u n it area). A cylinder С  oriented 
in  a  random  direction, uniform ly d is tribu ted  on th e  sphere, is im plan ted  on  each 
Poisson po in t. T h e  cylinder volum e fraction, denoted  by  p ,  is linked to  th e  Poisson 
in tensity  th rough  th e  following form ula (see [16]):

(4.1) log(p) =  -iJjTrhr2.

H ereafter, we exam ine th e  in tegral range  o f Boolean random  sets m ade o f cylinders. 
T he Boolean m odel, denoted  by  В  is th e  union o f all cylinders C ,  im plan ted  a t 
Poisson poin ts so th a t  th e  cylinders m ay in terpenetrate . I ts  characteristic  function 
is denoted  by xb -

4.1. I n t e g r a l  r a n g e .  T h e  covariance C {t)  o f th e  Boolean m odel of cylinders В  
reads

(4.2) c { t )  =  { z  e  в ,  z + 1 e  в ,  | t |  =  t} =  2p  — 1 +  ( 1 —
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Р и с .  3 . N orm alized in teg ra l range  A 3(p) in  a  B oolean m odel of 
cy linders w ith  rad iu s  r  =  1 /2  as a  func tion  o f th e  volum e fraction  
p  o f cy linders, w ith  vary ing  cylinder heigh ts h  =  3 , 10, 102 (solid 
grey  lines, to p  to  b o tto m ), 1 /3 , 1 0 ՜1, 1 0 ՜2, (d o tted  b lack lines, 
top  to  bo tto m ) and  h  =  1 (solid b lack line). D ark-grey  solid line 
o n  top : norm alized  in teg ra l range  for a  B oolean m odel o f spheres 
o f d iam e te r 1.

Аз = Д І Г Д  Г M in t* P M  - Л  -  — ,,~ p) j f to *  -  l ] ,

w here th e  in teg ran d  С  Լէ) —p 2 is th e  cen tered  covariance. For cy linders th e  centered 
covariance is iden tically  zero for t > t c w here t c =  y /4 r2 +  h 2 is th e  m axim um  length  
o f a  chord  in  th e  cy linder. T h e  in teg ra l range  is useful to  q uan tify  th e  rep resen ta tive  
vo lum e e lem ent for th e  se t B . U sing  th e  exac t expression derived in Section 3.2, 
we co m pu te  th e  norm alized  covariogram :

(4-4)

for r  =  1 /2  (F ig . 3 ). T h e  la t te r  is equal to  1 w hen p  =  0. N o te  t h a t  th e  in teg ra l 
range  is  very  close, b u t n o t equal, to  th a t  o f  a  B oolean  m odel o f sphere  of d iam eter 

1:

W hen  p  =  1 /2 , th e  m ax im um  value o f A 3 is found  to  occur fo r li sligh tly  sm aller 
th a n  1 (F ig . 4 ). T h is  value is s till sm aller th a n  ЛзРІ1вгв. F u rtherm ore , num erical 

co m p u ta tio n s show  th a t  th e  no rm alized  integral range  A 3 is a lm ost unchanged 

w hen h  is rep laced  by  L /h  (F ig . 3).

4.2. V a r ia n c e s  a n d  r e p r e s e n t a t i v e  v o lu m e  e le m e n t :  p r o l a t e  a n d  o b la te  
c y l in d e r s .  L e t p w  b e  th e  m easu re  of th e  volum e frac tion  o f cylinders over a  dom ain 

W  o f vo lum e V :

I ts  in teg ra l range  is defined by  (see [17]):

(4-3)

(4.5) A ? " "  =  —  / ’ i t  Г(1 -  -  1 +  p i .
7ГP Jo  *■ J

(4.6)
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h

Р и с .  4 . Norm alized integral range Л3(р) in a  Boolean model 
of cylinders w ith  rad ius г  =  1 /2  and  volume fraction p  =  1/2 
as a  function of th e  cylinders height k  (solid lhie). Dashed line: 
norm alized integral range for a  Boolean m odel o f spheres of 
d iam eter 1.

D enote by P w  th e  m ean o f th e  e stim ates piy, taken  over N  independent realizations 
W  =  W i, ..., W n  o f volume V .  T he variance D ^ ( V )  o f th e  estim ates p w t is given 

by:
(4.7)

=  . H ֊ h ]  ~ b ' t [ ( v L , d'‘ x a M )  ~ A ]  '

Talcing N  large and  p w  w  p  in  (4.7), we get

(4.8) d | ( V )  =  ^ j 5 Z ^ ^  [ а ( « Ь И ֊ і ? ] * і * .

Take W i —> R 3 and  use th e  cliange of variable t  =  v  — u . T he double integral 
am ounts to  an  in tegral o f th e  centered covariance function, and  so we get

(4.9) D l< y ) = ± jw  [ C ( t ) - p “] d 4 - p ( l - p ) ^ i ,

a  resu lt first derived by M atheron in  [17]. T he asym pto tic  expansion (4.9) is actually  
valid for volumes V  m uch larger th a n  A 3 , and  so requires t h a t  ճ 3 (and  Կ ) is finite. 
T he la tte r  shows th a t,  w hen V  »  Ճ3, th e  volume W  acts a s n  independent domains 
of volume A 3 w ith  n  =  W /A 3. T hus, th e  volume A 3 is said to  be  “representative” 
of th e  Boolean m odel B . Note, however, th a t  th e  variance D q (V )  also depends on 
th e  po in t variance p (  1 — p).

W hen Ճ 3 is infinite, a  scaling law different from (4.9) is expected [12]. For prolate 
and  oblate  cylinders, th e  theo ry  respectively pred icts [10]:

(4.10) D H W ) ֊ ^ ,  D Hw) ֊ ֊ ,  V > A , ,

where a ,  a ՛  a re  prefactors. T h e  scaling laws above indicate a  slower decrease of 
th e  variance w ith respect to  th e  volume th a n  in (4.9), due to  infin ite  correlation 
lengths.
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For p ro late  and  oblate  cylinders, th e  behavior o f D ^ ( W )  should be linked to 
th a t  o f th e  integral o f th e  covariance C (t)  as t  -»  oo. Consider first the  asym ptotic 
behavior o f k{t)  as t  -► oo in th e  cases Л =  oo and  r  =  oo. M alting use of the 
expansions for ф -> 0:

(4.11a) F W m )  -  Փ + Գ  +  ™ Հ - * ) Փ \ 0 ^ ն

(4.11Ь) Е (ф \т )  =  Փ - Հ ^  +  Հ ճ і ^ 0 ^  +  о ( Л

one finds, as t  -*  oo:
(4.12)

*oc(0 =  ^ 2 + o ( ? ) ,  (іГЛ =  + о с ), ko{t) =  —  +  О  , ( i f r  =  + oo).

For p ro la te  and  oblate  cylinders, th e  integral o f th e  centered covariance on  a 
spherical dom ain of rad ius f  diverges as:
(4.13)

Լ * ::;
W e rem ark  th a t  A 3(£)/£3 behave as ~  V ՜ 2/ 3 and  ~  V ՜1/ 3, respectively, for p ro late 
a nd  ob la te  cylinders, w here V  is th e  sphere of rad ius  £. T h is  qualita tively  explains 
th e  expansions (4.10).

However, th e  variable change t  =  v ֊ u  leading to  (4.9) can n o t b e  d irectly  carried 
ou t fo r finite dom ains №,• and  infinite integral range. W e derive it  here for spherical 
dom ains Wf of rad ius  £. O ne needs to  com putc th e  probab ility  d P ( t ,  £) th a t  two 
poin ts A  and  В  in  a  sphere are  separa ted  from  a  distance in  th e  interval [t; t  +  dt]. 
W e first fix A , a  p o in t a t  a  distance 0 <  о  <  £ o f th e  sphere center. T h e  volume of 
po in ts a t  a  d istance in  th e  interval [t; t  +  dt] from  A  is given by: 

f  47rt2d t, if t  < £ -  a,

(4.14) dV* =  լ 2 * է ձ է ( է - § +  т £ ) ,  i ! l - a < t < e + a .  

In teg ra ting  over a , one finds th e  required probability:

(4.15) J f ( i , f l  =  “ j ( l - ^ ) ‘ ( l  +  ֊ ) ,  0 < t < 2 l .

Replace now th e  te rm  х в (и )х в (^ )  in  (4.8) by C {t)  and  in teg rate  over t:
(4.16)

0 |( Ю  =  І  £  TH [[ [xb WXB W  -  J>2] dudu ss /  [C(f) -  p2] d/>((, Q.
^  ~ [ v  JJu.veWi Jt< 2t

T he above integral is analy tically  solvable as a  closed-form expression, for oblate
cylinders ( r  =  oo). W hen 21 > h, th e  solution involves th e  exponential in tegral
function E i(z )  =  -  / “  e “ * /sd s . T he exact solution is a  lengthy  expression, which,
for conciseness, is n o t given here. I t  is provided by  th e  softw are M athem atica  [26].
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Р и с .  5. Variance D ^ ( V )  o f th e  estim ate  of th e  volum e fraction 
m easured in a  spherical dom ain W  vs. volume size V  o f th e  dom ain 
for ob late  cylinders ( r  =  +oo). T h e  cylinders height is fixed to 
h  =  1. Top to  bo ttom : volume fraction of cylinders p  =  0.5, 0.4, 
0.6, 0.3, 0.7, 0.2, 0.8, 0.1, 0.9.

T he variance D ^ ( V )  is p lo tted  as a  function of V  for various volume fraction of 
cylinders in  Fig. 5.

T aking th e  lim it f. o o  and  using th e  expansion (4.12) yields:

as t  —¥ oo, w ith V  =  (4/ 3)7t£3. N ote th a t  th e  above results arc  identical up  to  a 
constan t fac to r to  those ob tained  by replacing A 3 in  (4.9) by Л3(£) from  (4.13).

4.3. V a r ia n c e s  a n d  r e p r e s e n ta t iv e  v o lu m e  e le m e n t:  c y l in d e r s  w i th  f in ite  
h e ig h t  a n d  r a d iu s .  T his section is concerned w ith th e  behavior o f -the variance 
D U V )  for r  o r h  large b u t n o t infinite. We first exam ine th e  case w here h  is 
large. T h e  integral in  Eq. (4.16) is com puted num erically for increasing values of 
h  =  10, 102, ..., 104 w ith  r  =  1 /2  fixed (Fig. 6a). T he d a ta  is com pared to  h  =  00 
(solid line, top) and  to  th e  expansion (4.17) (dashed line, top). T he variance D |( V )  
asym ptotically  scales as ~  \ / V  for very large V , as long as h  is finite. However, for 
h  > 10, an  in term ediate  regime appears w here D ^ ( V )  ~  I /V 2/ 3. T his scaling law 
occurs for V  <ՀԼ /і3, th a t  is, i  h . I t  is тегу close to  th e  asym pto tic  lim it (4.17). 
T he change between th e  tw o regimes takes place, as expected, when (  is o f the 
sam e order as h. N m nerical d a ta  indicates l  и  ЗЛ. A sim ilar behavior happens for 
r  »  /1 w ith  h =  1 fixed (Fig. 6b): when £ »  r ,  th e  scaling law  D q (V ) ~  1 /V  holds, 
w hereas D ^ [ V )  ~  1 /V 1/3 w hen I  <  r. T h e  change betw een th e  two regimes occurs

(4.17b)

(4.17a)
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(a) (b)

Р и с .  6 . V ariance D g (V ) of th e  estim ate  of th e  volume fraction 
m easured  in  a  spherical dom ain W  vs. volum e size V  o f th e  dom ain, 
in  log-log plot. T he cylinders volume fraction  is fixed to  p  =  1/2.
G rey  solid lines, bo tto m  to  top  : (a )  cylinders height h  =  1, 10,
100, 103, 104, oo w ith  rad ius fixed to  г  =  1/ 2; (b ) cylinders radius 
r  — 1, 10, 100, 103, oo w ith  height fixed to  h  =  1. D otted  lines in 
black: expansions (4.17).

w hen г  « i .  P lugging  6 =  3h  and  i  =  r  in to  (4.17) yields:

(4.18») О Ц Ѵ )  ~  - З П І - р у - г і ^  ( ( > k > r ) i  

(4 .i8b ) D i m  ~  - w - a y (, > r > 4 .

T he above tw o expansions a re  in  good agreem ent w ith th e  num erical d a ta  shown 
in F ig. 6.

5. C o n c l u s io n

In  th is  work, th e  covariance a nd  integral range o f th e  Boolean m odel of cylinders 
have been  com puted  using th e  geom etrical covariogram  o f cylinders. A s expected, 
th e  in teg ral range takes  th e  form  o f a  divergent integral for fla t (oblate) o r highly- 
elongated (pro late) cylinders. T h is  resu lts in  peculiar scaling laws o f th e  variance of 
th e  m easurem ent o f th e  volum e fraction of cylinders over subdom ains of volum e V. 
T h e  la tte r  variance scales as ~  V ~ 1/3 for th e  ob late  and  ~  V ~2/3 for th e  pro late  
ty p e  w hen V  oo. T h e  low cst-ordcr correction in  th e  asym pto tic  expansion for 
th e  variance h as  been  derived fo r dom ains of volum e V  —> oo w ith  a  spherical 
shape. For cylinders w ith  finite (b u t large) aspec t ra tio , th e  scaling law  ~  V՜ ՜ 1/ 3 
o r ~  V ՜ ՜ 2/ 3 occurs in  an  in te rm ed ia te  region w here L  =  V Հ̂  is com prised between 
th e  lowest and  h ighest dim ensions o f th e  cylinders. T h e  classical scaling law ~  l / V  
is recovered w hen L  is m uch larger th a n  b o th  cylinders dim ensions. T hese results 
have im plications regard ing  th e  effective therm al an d  elastic  p roperties of cylinder 
m odels w here sim ilar pow er laws have been  observed (see [3,1]).
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С Х О Д И М О С Т Ь  Р А З Л О Ж Е Н И Й  П О  С О Б С Т В Е Н Н Ы М  
Ф У Н К Ц И Я М  И  А С И М П Т О Т И К А  С П Е К Т Р А Л Ы І Ы Х  Д А Н Н Ы Х  

З А Д А Ч И  Ш Т У Р М А - Л И У В И Л Л Я

А . А. ПА ХЛ ЕВА ІІЯІІ

Институт математика Н А Н  А р м ен и и 1 
E-m ail: apahlevanyan@ instmath.sci. am

А н н о та ц и я . Доказывается равномерная сходимость разложения абсолют
но непрерывной ф ункции по собственным функциям задачи Ш турма-Лпувилля 
—у"+ Ч  (х )ѵ  ֊  МІі V (0) ~  0 ,y ( ir )c o s j8 + j/  (я) sin 0  — 0, 0  6  (0 ,тт) с суммируе
мым потенциалом q  6  [0, эг]. Э тот результат используется для получения
новых, более точны х асимптотических формул д л я  собственных значений и 
нормировочных постоянных этой задачи.

M S C 2 0 1 0  n u m b e r :  34В24, 34L05, 34L10, 34L20

К л ю ч е в ы е  с л о в а : зад а ч а  Ш турм а-Л иувилля; р азлож ение по собственным ф унк
циям; асим птотика собственных значений и  нормировочны х постоянных.

1 . В в е д е н и е  и  ф о р м у л и р о в к а  р е з у л ь т а т о в  

О бозначим через  L (q ,a , /3 )  следую щ ую  краевую  задачу  Ш турм а-Л иувилля

(1.1) - у "  +  Գ ( * )  У  =  М ) =  А2!/, ® €  (0 ,7Г), / /  G С,

(1 .2) у  (0) cos а  +  y '  (0)  տեւ а  =  0, а  €  (0 , 7г ] ,

(1.3) у  (тг) cos Р +  y '  (іг) sin  թ  =  0, թ  €  [0, ir) ,

где q вещ ественная, сум м ируем ая н а  [0,7г] ф ун кц и я (м ы  пиш ем q £  Lf> [0,7г]). 

Ч ерез  Լ  (q, а ,  /3) будем обозначать т ак ж е  самосопряж енны й о ператор, порожден

ны й задачей  ( І . І ) - ( І .З )  в  гильбертовом  пространстве L 2 [0,7г] (см. [1, 2]). Х орошо 

известно, ч то  спектр  оператора  L  (q , а , /?) чисто д искретен п  состоит и з  просты х, 
действительны х собственных значений (см. [1] [3]), которы е мы обозначаем че

рез (q, а ,  /3 ), ո  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  подчеркивая зависим ость от  q, а  и  թ. П редпола
гается, ч то  собственные значения пронумерованы  в  порядке возрастания:

Но {q,a,0) <fii{q,a,0) < < /х„ (g, а, յՏ) < ...  .

И сследование выполнено при финансовой поддержке Государственного комитета по науке 
МОН РА  а  рамках научною  проекта No. 16YR-1A017.
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A. A. ПЛХЛЕВАІІЯН

Обозначим через ір ( х , / і ,а ) и ф  (х , /л,/і)  реш ения уравнения (1.1), удовлетворяю 

щие начальны м условиям

ір(0 , ц ,а )  =  sin а ,  <ք' (0, թ, а ) =  — cos а , 

if) (ж,ІХ, jS) =  Sin /9, 1p'{n,n,p) =  -COSj0.
Хорошо известно ([1, 2, 4]), что д л я  фиксированного х , ір, <ք\ ф, 1ի' я в л я ю т  
ся целыми функциями от ц . Обозначим через WQjp  (x ,/ t)  вронскиан решений 

ір { х ,ц ,а )  и  :

(1.4) W a ,p (х , բ )  := Ч> (®- /*> “ ) V1'  (*. /*> Բ) -  V ՛ ( я . Д, а )  V (* . 1Կ V) ■

И з формулы Л иувилля д л я  вронскиана следует (см. например, [о]) что W Ui0 (х , ц) 
не зависит от  х. Л егко видеть что  функции tpn (х )  :=  < р(х,ііп ,а) и фп (х) :=  
ф (х ,Ц п ,Р ) , п  =  0 , 1 , 2, . . . ,  являю тся собственными ф ункциям и, соответствую
щими собственному значению /м,,. Т ак как собственные значения простые, то 
существуют ՝ш сл а  /?„ =  0 п [q, а ,  /? ) , п  =  0, 1 , 2, . . . ,  такие что

(1.5) (х) =  0„<Рп ( х ) , /9„ փ  0.

К вадраты  £ 2-норм этих собственных функций:

(1 .6) а,, = О п  (q, а ,Р )  =  J  ip* (х) d x ,  Ьп =  Ь„ (q , а ,  0 ) =  J  վ>է (х ) dx,
о о

называю тся нормировочными постоянными.

О дна из основных теорем спектральной теории дис})ференциальпых операто
ров (см. [1]) гласит:

Т е о р е м а  1 .1 . f l l ,  стр. 90]j В сякая ф ункция и з области определения самосопря

ж енного дифференциального оператора разлагает ся в  равномерно сходящ ийся  
обобщенный ряд  Фурье по собст венным ф грікциям этого оператора.

Э тот результат не м ожет бы ть применен д л я  функций, не принадлеж ащ их 
области определения самосопряж енного диф ф еренциального оператора. В слу
чае оператора Ш турм агЛ иувилля доказано (см. например, [6]), что  при условии 
sin  а  փ  0 , sin  ,6 փ  0  (т.е. а 1(8 е  (0 , 7г)) равномерная сходимость разлож ения имеет 
место д л я  любой абсолютно непрерывной функции, а  именно имеет место (см. 
такж е [5, 2, 7])

Т е о р е м а  1 .2 . П уст ь q  6  Լ Լ  [0,тг], а , 0  €  (0 , 7г) и  /  абсолютно непрерывная  
ф ункция на  [0,іг] . Тогда

I N  I ր

К ^  ~  X )  (Х) =  °> =  —  / о /  (*) (t ) d t ,
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где <р„ (т.) ֊  tp (х , Цп (q, a ,

Первой целью  данной работы является  д оказательство  того, что  аналогичны е 
результаты  имею т место т ак ж е  дли  задач  Լ  (q, ո ,Բ ) ,  0  е  (0 ,7г) и Լ  (q, а ,  0 ) ,  а  €
(0 , я ՜) , причем ири  более общем условии q  €  L r  [0 , тт] :

Т е о р е м а  1 .3 . П уст ь q  6  Լ ա [0 , 7г] , а  =  іг, (3 е  (0 ,7г) и  ք  абсолютно непрерывная  
ф ункция  на  [0 ,7г]. Тогда для любого а  е  (0 ,7г)

\ n  I ,
(1.7) lira m a x . /  (х) -  ^  с„ѵ»„ (х) =  0, сп =  —  /  /  (t) <рп

Л —»oox€[a.irj a n J  о

где v?„ (х ) =  <р (х , р„  (9 . іг ,0 ) ,п )= < р  (х , բ ո , тг).

Т е о р е м а  1 .4 . П уст ь q  €••£>$> [0 , 7г ] , а  6  (0 ,7г ) , fi =  0 «  /  абсолютно непрерывная  
ф ункция  на  [0 ,7г] . Тогда д ля  лю бого Ь е  (0 ,7г)

I N  І 1 Г
(1 .8) lim  m ax  /  (х ) -  ] Г  е„<р„ (х ) =  0 , с,, =  —  /  f  {t) ipn (t)d t,

,ѵ->оо*б[0,Ь] I "  I a „ J o

где tp„ (x) =  ip (x , թո  (g, a ,  0) ,  a ) .

З а м е ч а н и е  1 .1 . Л егко видет ь, чт о улуч ш и т ь  р езульт ат ы  Теорем 1.3 и  1-4 

(получит ь равном ерную  сходим ост ь рядов в  (1.7) it (1.8) н а  всем от резке  [О.тг] 
без д ополнит ельны х условий) невозмож но. Д ей ст вит ельн о , д ля  абсолютно нітре- 
ры вію й ф унк ции  /  =  —, х  €  [0,27г], им еет  м ест о тож дест во (см. например,

[8, ф орм ула 37 н а  стр. 578],)

2 հ օ  ո + 5

т .е. Теорема 1.3 д ля  нее верна, но если  зам ен ит ь  гаах | . . .  | н а  m ax | . . .  | , то*е[о,іг] *е[о,іг]
т еорема перест ает  быт ь верной. С  другой стороны, если  в  Теореме 1.3 взят ь  
ք  (0) =  0, т огда р яд  в  (1.7) сходит ся равномерно на  всем  от резке  [0,7г ] . А н ало

гичное ут верж дение верно д ля  Теоремы 1.Հ, если взя т ь  f  ( i t )  =  0.

В торой целью  наш ей работы  яв ляется  получение асим птотической ф ормулы 
д л я  собственных значений задачи  Լ  (д ,тг,/9) при  q  6  £ ^ [ 0 , 7г] и в е  (0,іг)  (т.е. 

s in /З փ  0). П реж д е чем  сф орм улировать результат, зам етим , что  в  работе [9] Т.

Н . А рутю нян ввел понятие ф ункци и  <5П ( а ,  Р ) , которая  определяется формулой

6п  ( а ,  Բ) :=  Ѵ м п ( 0 , а ,^  -  ո  =  А„ (0 , а ,0 )  -  А„ ((), | )  , ո  >  2,
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и доказал  что - 1  <  Sn (« , 0)  <  1 и 8п ( а ,0 )  является решением следующего 
трансцендентного уравнения:

1 co sa
(1.9) Sn ( a ,  0 )  =  -  arccos , -

П \ / (»  +  S„ (a , 0 ) ?  sin2 a  +  cos2 a

— -  a rccos_____________ cos/3_____________

y /(n  +  <5,. ( a ,  0 ) ) 2 sin2 0  +  cos2 0

Т е о р е м а  1 .5 . П уст ь q  €  L r  [0,7г] и  пуст ь Հ  (q, a ,  0 )  =  /х„ (q, a ,  0 ) .  Тогда

(a) им еет  м ест о асимпт от ическое соотношении  (п  —> оо)

(1.10) А„ Ь ,  О, Я  -  Ո + і „  (О, Я  +  + '»  to ,« ,  Я  +  О  ( і ) ,

г<?е [q] =  -  [  Я (*) dt,
*  Ja

Լ  (Q,  a ,  0 )  =  27ք(ռ +  լ  ( a , 0 ) )  £  2  +  S n  W  x d x ՝  n  e  (°* * ) •

(1.11) կ  = ln (q,ir,0) = ֊ 2jr լո  +  լ  ^ ^  J  q (x )cos2 (n+ 6n (ir,0))xdx.

Оценка остатка О  ® (1-Ю) равномерна по всем  а , 0  €  [0 , 7г] и  q  из  

ограниченных подмнож ест в  Lp, [0,7г] ^аш  будем писат ь q €  B L ^  [0, 7r]j.
(b) Ф ункция l, определенная формулой

(1 .12) l(x) =  ( 9 . /5)sin (n  + 6» (“ . 0)) s .
n = 2

абсолютно непрерывна на  произвольном  от резке  [а, ծ] С  (0,27г) , т .е. I 6 

Л С ( 0 , 2тг).

В работе [10] утверж дение (Ь) теоремы  1.5 было доказано при условии а . 0  € 
(0 ,7т) и  в случае a  =  ж, 0  =  0. М ы  д окаж ем , что  это утверж дение верно такж е 
при а  =  7Г, 0  е  (0 ,7г ) . Этому посвящ ен раздел 3. Третьей целыо нашей работы 

является получение асимптотических формул д л я  нормировочных постоянных 
ОпИ Ьп (см. (1 .6)).

Т е о р е м а  1 .6 . Д л я  нормировочных пост оянны х On и  Ъп

(а) им ею т  мест о следующие асимпт от ические соот нош ения  (п  —» о о ) :

А. А. ПАХЛЕВАНЯН
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г1 +  _2 . . ( » , а , я
2 [n +  J „ (o ,f f l]2 L ir [n  +  J (o ,f f l ]  

6n to ,а , Я  =  ֊  [ l +  + p „ ]  s m ^ +

2 [ n +  £«(<*, 0)]2 L 7Г [n +  (5 (a ,  /3)] 
где

1 Ր
sn =  s n (9- a .  0 ) =  -  շ  J  { * ~ t ) q  ( i)  sin  2 [n +  5,v (a ,  /3)] itft,

r n =  r n (<?»л,/3) =  О  u  r n =  rn (q ,a ,/S )  =  О  ( j j ? )  3,06 01<е’,кв

верна д ля  р„ и  рп) ,  когда ո  —> оо, равномерна  по воем « ,/?  €  [0,тг] и 

q G J3Lh [0> •
(b ) Ф ункция  s , определенная формулой

» w  -  £  я ~ Ш а , д  “ » I ՞  +  М ° ,  Я !  *

абсолютно непрерывна на  произвольном  отрезке [а,і>] с  (0,27г) , т .е. s  е  

А С  (0 ,2 іг).

В работе [11] утверж дение (Ь) теорем ы  1.6 было доказано при условии ռ , 0  е  
(0 , 7г) и в  случае а  =  іг, 0  =  0. М етодами, примененными при д о к аз а т е л ь с т в  

теоремы  1.5 м ож по доказать , что  утверж дение верно т ак ж е  при a  =  іг, 0  G (0 ,7г).

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1.3 И 1.4 

М ы  приведем доказательство  д л я  Т еоремы 1.3. Теорема 1.4 м ож ет б ы ть докаг 

зан а  аналогично.

Д оказат ельст во. Д л я  |А| -*  оо, имеют место следующ ие асимптотические фор

мулы ([1, 4 , 10])

(2.1) <р (х , ц, тг) :=  у*  (х , ц) =  у», (х, А2) =  +  О
/е |У тА |* \

V ІАІ2 ) '
/ е | / т А |х \

(2.2) у>' (х,А*,7г) :=  գՀ. (х,/і) =  ѵ4 (х,А ) =  cosAx +  О J  ,

ф (х, ц, 0) := ірр(х,іі) = трр (х, А2) =  cos A {it -  х) sin 0  +  sinAiZ[— ^ІІС

< м >  + 0  С ^ - іл і— )  +  0  ( — ІІр— j cos^-



Ц  ( x ,l i ,p )  '■= 1H  Ի ,  r t  =  V'J> (* . As) =  ( a sin A (ir -  z )  +  О  )  s ta 0 _

/  / е |/тА |(ж ֊* )Л  \
(2.4) -  ^соа A (ir -  я) +  0  Լ ----- щ ----- )  j  =»/>.

И з (1.4) и (2.3) следует, что  для  вронскиана W „ j (fi) мы имеем следующую оцен

ку

(2.5) W„,p (ц) =  W *,p  (А2) =  -ф р  (0,/л) =  -  cos Атг sin  /5 -  cos 0+

/ е | / т Л |і г \  /  _ |/m A |ir\

Обозначим через Z j/g  следующую область комплексной плоскости С:

Z 1/6 =  { a 6 C : |а - | |  >  i ,  n e z j .

Следующая лем м а д оказана в [12], методами которы е использовались в  [13].

Л е м м а  2 .1 . (|12]j Е сли  А е  Z i /G, тогда

(2.0) |зіп7гА| >  І е М " ,  |со8 ігА| >  І еІ'” А|«.

И з (2.5) и  (2.6) следует что  д л я  достаточно большого А* >  0, существует 
константа С \ >  0 такая  что

(2.7) \Wn,p (А2) I > С іе|ЛпЛ|*і)іп0, при  А е  Z 1/6, |А| >  А*.

Рассмотрим следующую краевую  задачу

(2.8) - у "  +  q ( x ) y  =  W J - І ( х ) ,  X е  (0,іт), ц  е  С , f  €  L 1 [О.іг] ,

(2.9) յ / (0) =  0, г/(7г )cos^ -К յ/Հ(7г )s i n =  0, ,8 е ( 0, 7г).

Хорошо известно, что решение у  (х , թ, / )  краевой задачи  (2.8)-(2.9) можно запи
сать в  следующей форме (см. например, [1, 7])

(2 .10) у  (х , /* , /)  =  — j щ ф р [ х ,ц )  f  (է) <рп (է, ц ) d t+

+ (x ՝ ̂  J  *  ®  ^ dL
Т ак как tp, ф  и W T։p  являю тся целыми ф ункциям и от /х, то  у  (х , ц , / )  является 
мероморфной функцией от /х, с полюсами в нулях функции W„,p или, что то
ж е  самое, в  собственных значениях (іп , п  =  0 .1 ,2 ,___П оскольку W„tp (n n )  =

՜փ ՜^ ո ,0  (Мп) =  /Տ„Օո (см. [6 , Л ем м а 1.1.1]), то используя (1.5), м ы получаем вычет

(2.11) Res у (* , f i ,  f )  =  1 ֊ Ѵіг (а;, թո) [  f  ( t) Ч>* (*> М») dt.
М—М» On J  о
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И з (2-1), (2.3), (2.7) и (2.10) следует, что  сущ ествуют полож ительны е числа С, 
Օ շ, Օ՛ձ. С і  такие что  при А 6  Z j/g , |А| >  А* имеет место следую щ ая оценка

|М * , А а) |  Іѵ , (է ,Л1) I f  І / М І Л

<212> °------+
\ч>ж ( x , A2)I  m ax  \фР { t ,A2) |  f  \ f { t ) \ d t

.______________ №1*.*)_____________J x __________  Հ
С,еІ'тЛ|*8Іп^ -

. ^ - > ( ^ + T + C s W + c ^ )
£7і е |/тА|іг дід թ

х е " т Ц І ш + с ф ) і ' ' і т Л і

^ Г І/й|Л(щ+0й ) * w

Рассмотрим теперь функцию  /  е  А С  [0,7г]. И спользуя тот  ф акт, что <р„ (ж, /х) и 

трд ( і ,  ц )  являю тся реш ениями (1 .1) , мы можем переписать представление (2.10) 
д л я  у  (х ,  /t, / )  в  следую щ ем виде (сравните с [6]):

(,13)
где Տ
(2.1-4) х ж /

Փքէ (®, ц ) [  ք ՛ (է) <Հ (է; n ) d t  +  <p„ (* , /х) [  f  (է) Փ՚թ (է, թ) d t ք 
• է \___________ Jo____________________________ Jx_________________Z i  ( x , n , n , P , f )  =

W n,e ііл)

(2.15) Z 2 (x , и ,  тт. Բ) =  ~ f  ( " )  ՜Փ՚ք f r .  н) w}X0(ti j + V ̂X’ 4̂  =
= /  (тг) cosp ՝— ^ ֊  +  у  {x, Hi q f )  ■

П окаж ем, что



С начала предположим, что  / '  абсолютно непреры вная ф ункци я н а  [0, тг]. Тогда 
существует / "  6  Ь 1 [0,тг] и  (2.14) можно записать в  следующем виде

Z, (г, р. тг, А  / ' )  =  М 8І" ^ ՜

J  f ' W V i f o r i d t  +  V *  { X j f l )  J  J "  { t ) i l i B { t , l i ) d t  

~  1 ՛
В силу (2.1)-(2.4) и  (2.7) мы получаем, что  существует число С  >  0, такое что 

m ax \Z \ (х ,/1,т с,Р ,/')\ <  ^ г ,  при А е  Z l/e . |А| >  А*.
*6(0, х | |Л|

О тсю да следует (2.16) в случае / '  6  А С  [0,тг].
Теперь обратимся к  общему случаю  д  :=  / '  6  L 1 [0,тг]. Заф иксируем  е >  0 и 

выберем абсолютно непрерывную функцию  де, так  что

Тогда, согласно (2.1)-(2 .4), (2.7) и (2.14) д л я  А €  Z 1/B, |А| >  А*, мы имеем

m ax , \Z i (X , ц , тг, 0 ,д ) \<  m ax  \ZX (х , ц ,  тг, 0 ,  ре) |+  m ax  |Z X (;с, ц ,  п , 0 , д -  Л )| <  
геіо,*] *е[о,іг] *е[о.іг]

< £ и  ^ t a £ t m a x  f g i |ւ?- +  | y- К Հ
-  |A| +  16 I C ie \lmX\* ma.fi I 5

^ C ( 6) , C j s i n 0  (  8el/mAl* \ ^ C ( e )  с
֊  Ж  + ~ £. ? й  U ie i ^ s m ^  ճ  պ  +  շ-

Л егко видеть, что  если мы выберем А* =  ТОгд а  д л я  А €  1 і / в и  |А| >  Ճ'

мы имеем m ax \Z i ( х ,/л ,п ,0 ) \  <  е. В  силу произвольности е  >  0, мы приходим *6[օ,*ւ
к  (2.16). Теперь оценим 2 շ  ( х ,ц , тг,0 )  (см. (2.15)). П оскольку q f  6  -L1 [0,тг], то 

оценки в  (2.12) верны  такж е д л я  y ( x , i i , q f ) .  И спользуя (2.1), (2.7), (2.12) и  тот 
ф ак т , что  s in /Յ փ  0 мы получаем следующ ие оценки (при *  6  Z i/o , |А| >  А*):

- | J ՝ '  p |A |C iel'” J l* sm ^ | | Л | - С і  |Л| +  |A| -  |A|’
где C r — C j  полож ительны е числа. Рассмотрим следующ ий контурны й интеграл

lN{֊x ) = h i  у х̂ ՝
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где Гы  =  | / х : \ц\ =  ( n  +  ՜յ[ )  }  (с обходом против часовой стрелки). С одной 

стороны , используя теорему Кош и о вы четах  (см. [14]), из (2.11) мы получаем 

N  1 Г
(2-18) /л г (х )  =  ^ —  /  /  ( t) <pr  ( t, n n)dt<pn  (« , ц п) .

п=0 "

С  другой стороны , из (2.13), (2.16) и (2.17) имеем, что

(2.19) I n  (X) =  / ( х )  +  Լ  +  «  0 4 ,

где бтѵ ( х ) , согласно (2.1G) и  (2.17), равномерно сходится к  0 :

СХОДИМОСТЬ РАЗЛОЖЕНИЙ ПО СОБСТВЕННЫМ ФУНКЦИЯМ ...

Б ез  потерн общ ности, будем считать что ц  =  0 не яв ляется  собственным значе

нием задачи  L (q ,T T ,P ). В  самом деле, из чистой дискретности сп ектра  следует, 
что  сущ ествует число с такое, что  числа Цп +  с փ  0 , п  =  0, 1 , 2 , . . . ,  являю тся 
собственными значениям и задачи  L ( q  +  c, п , 0 ) с  теми ж е  собственными ф унк
циями ք ո  и  нормировочны ми постояпны ми On, что  и  у  задачи  L (q ,  7г,/3) .  Тогда 

фв (х, /t)
ф ункци я — —Т  \ имеет полю сы только  первого порядка и используя теорему 

К ош и о вы четах  мы можем легко вы числить, что

a  ЛИ — - Լ Հ  (* ’!*) r/fi т>г-  ■ у  n „  Ф ѳ і ^ н )  _
2тгг J Tn hW t .p  (m) m=о lxWXtfl (/*) ^  /*=#*« (м)

_  фр (x , Q) ■A  Փթ (x , /Xtt) _  Փթ (x ,  Q) . f  А.Утг (x՝M n) _
и'тг./з (o) ^  (м..) w *./» (°)  “ о

Теперь покаж ем , ч то  последовательность ф к (х )  сходится к  0 (при N  - ^  оо) 

равномерно н а  сегменте [а, 7г], д л я  произвольного а  G (0, тг).

Т ак  к ак  р п  (х) =  ЬШ +  О  ( J - ' j  равномерно н а  [0,тг] (см. (2 .1)), =

Mn (я, тг, уЗ) =  ^п +  ^  +  О  (1) (см. [9, Теорема 1 н а  стр. 286 и асимптотические 

оценки д л я  6п (тг,0) п а  стр . 292]) и а„ =  On (д ,тг,0) =  շ  ^  +  ^ 2  +  0  ( й ) )

(см. [11, Т еорем а 1.1 ], стр. 9-10), то гд а  фи  (х) (см. (2.20)) мож но зап исать в 

85



А. Л. ПАХЛЕВАНЯН

следующем виде:

. _  ip f i jx ,0) 2 Հ ր  sin  (»  +  s ) g  +  у  (д.)

где q„ (ж) =  О  ^  равномерно н а  [0,7г].

П оскольку У '  տա (п  +  а) -  =  о <  ж <  27г (см. например, [8 , ф орм ула (37)
п + з 2

н а  стр. 578]), тогд а  последовательность фы (ж) сходится к  непрерывной функции 
ф (ж) (при Аг —> оо) равномерно н а  сегменте [а, 7г], д л я  произвольного а  G (0, я ՜) .

Теперь, чтобы  доказать , что  ф (х) =  0, х  £  (0 ,7г], достаточно показать, что 

ф — 0  п.в.
С делал некоторы е вы числения, получим:

(2.21) J Ф (х)ірт ( х ) с і г = ֊ ^ щ 1  ̂ | ) ( ւ , 0) ( օ „ ( ւ ) ւ 1յ! +  — ,

О О

w w

(2 .22) Ihr, J  фд (ж, 0) ірт  (ж) d x  =  J  (<pm  (ж) ^  (ж, 0) -  (ж) фц (ж, 0))  d x  =
о о

=  (<р,п (ж) фр (ж, 0) -  Ѵ»т (Х) ‘Фр (®. ° ))  1о =  (°«°) =  -  W*<e (0)  •

И з (2.21) И (2.22) следует

J  ф (ж) tpm (ж) d x  =  0 , т  =  0 , 1 , 2 , —  
о

П оскольку система собственных функций {ѵ?т (ж) } “ _ 0 краевой задачи  Լ  (г/, 7г, fi) 
является  полной и  ортогональной в  L 2 (0, 7г), то  ф =  0 п.в. С равнивая этот ре

зультат с (2.18), (2.19) и  переходя к  пределу при N  -> оо в (2.19), м ы  приходим 
к  (1.7). Т еорем а 1.3 доказана- □

З а м е ч а н и е  2 .1 . Хорош о извест но, чт о одно и з доказат ельст в теоремы 1.2 ос

новывает ся н а  т ак называемой т еореме о равномерной равносходим ост и, кото

рая ут верж дает , чт о разлоэісение по собст венным ф унк циям  задачи L  (q , а ,  0 ) ,  

а ,Р  £  (0 , 7г) эквивалент но разлож ению  по собст венны м ф унк циям  задачи  

Ь  (о, —, —)  , т .е .,  {созтіж} п > 0 (см. [5, 2, 7]). Д а л ее  моэісно п р им ен ит ь т еоре

м у  Д и р ихле-Ж ордан а  (см. [15, стр. 121-122],) и  Теорема 1.2 будет  доказана. 
Тот ж е подход н е  м ож ет  быт ь прим енен  о наш ем  случае, а им енно: нет руд

но уст ановит ь чт о разлож ение по собст венным ф ун к ц и ям  задачи L  (q, ж, 0 ) ,



■
т .е ., по собст венны м  ф унк циям  задачи L  (см. [5, зам ечание п а  стр.
304] и  [2, зам ечание н а  стр. 71\). С  другой стороны, насколько шім  извест но, 
п ет  аналога т еоремы Д и р ихле-Ж ордан а  для разлож ен ия  по сист ем е ф ункций  

| s i n  .т j (по ат ом у поводу см . [16, Т еорем а 2 .6 ]/

3. А с и м п т о т и к а  с о б с т в е н н ы х  з н а ч е н и й  

С т о и т  зам ети ть  что  приведенное ո работе [10] д оказательство  утверж дения
(Ь) теорем ы  1.5 д л я  сл у ч ая  а , 0  Е (0 ,7г) не проходит д л я  случая а  =  іг, 0  е  
( 0 ,7г ) . Н иж е, используя теоремы  1.3 и 1.4, мы разберем  это т  случай . Обозначим

сг(х) =  /  ղ ( t)  d t  и  запиш ем  ln (.q, 7г, /3) (см. (1.11)) в следую щ ей форме:
J  о

. о  (тг) cos 2тг6п (тг, /?) 1 Г2"  .
=  ~  2тг(п +  дп (7г|і8)) ՜  տ / „  ° ՜1 (* )* И (»  +  ^ ( 1 Г . « ) « Ь .

где о  լ  (х ) =  о՜ абсолю тно непреры вная ф ун кц и я н а  [0,27г].

З ам етим  что единственность реш ения 6п (а ,  0 )  уравнения (1.9) при а  =  іг 
и  0  €  [0 , тг) м ож но  д о к азать  исходя и з  того , ч то  arccos яв ляется  убывающей 

ф ункцией .

И з (1.9) легко  ви деть  (подробности см. [9]), что  д л я  0  6  (0 ,7г) м ы  имеем

<3 1 > « • < * '«  ֊  5  +  w h )  + 0  G O  -  з + 0  ( = )  ■
и следовательно,

(3.2) cos 27Г<У„ (я ՜, 0 )  =  - 1  +  cLn, sin  2тгй„ (п , 0 )  =  еп ,

СХОДИМОСТЬ РАЗЛОЖЕНИЙ ПО СОБСТВЕННЫМ ФУНКЦИЯМ ...

П оэтому, I ( х ,0 )  (см . (1.12)) м ож но представить в  виде сум м ы  трех  функций 

I (х , 0 )  =  h  (ж, 0 ) +  1շ  (х , 0 ) +  կ  (х , 0 ) ,

где
. ,  < г Ы  ^ s m ( n  +  i „ ( i r , / 3 ) ) i  

h  ֊  ֊ £ 7  Ճ  " ( „  +  * , ( * . « )  ’

(3 3 )  М * . Я  =  2іг ( „  +  * , ( * , Я )  ՚

(3 .4) Із (г , Д  -= £  Л  sin  (в  +  4 . (» , Я )  X ,
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И / „  =  J  Oi (t) sin  (n  +  6„ (тг. P )) td t.

Поскольку f„  =  Լ  (T\ ( 0  sin  (n  +  Su (тг, P)) td t  +  J  o \  ( t) sin  (n +  S„ (ir, p ))  td t и

J  Ծւ (t) sin (n  +  Sn (тг, P)) tdt = J  ̂  -a y  ( - t )  sin (« +  6n (тг, P)) tdt =

=  f  —<tj (2tt — t) sin (n  +  <5,i (тг, /3)) (i — 2тг) dt =
Jo

=  J  a i ( 2i r - t ) ( ( l - d n )B in (n  +  6n [n ,0 ) ) t  +  en co s (n  +  6n (‘ir ,P )) t )d t  =

= J  a  ^тг -  ((1 -  d„) sin (n +  6n (тг, 0)) f +  e,, cos (n +  S„ (тг, P)) i) dt,

TO

(3.5) / „  =  J  ( a  (J ^ J  +  CT{ ^ ~ ^ ) )  sin  (n  +  Sn (x » W W t~

՜ ^ Լ  +  +  ° ՜ ( " ՜ ՜ ! )  008 (u  +  <yn ( jr ,^ ) )  t.

Следует отметить, что <5„ (a ,  /9) определена только д л я  ո  >  2, поэтому мы запи
шем Ао (0, тг, >3), At (0,тг,у3) и А„ (О,тг,0) =  ո + ծ „  (тг, /9) д л я  всех ո  >  2. У читы вая, 
что система функций

Խ  Խ Ո ”  ք зіцЛ,. (О, іг .Я  д )  1 ք<ա (ո +  4 , ( » ' , 0 ) ) » '1“
{*> „(* )}„„  լ  А .( 0 ,Х ,Д  і „ о и 1 »  +  « „ ( * , «  ) , „ г

является системой собственных функций задачи  L  (0, тг, Р) и применяя Теорему
1.3, получаем

(3.6) с г ( | )  + ^ ( ^ ֊ 1 )  =<72 ( і )  +

00 /  ( I )  +<т ք " ՜  | ) ) з іп (и +  <М"-.0 ))*<й
+  £  Уо V V 2 ; r  V 2 ) ) -------------------------------- s in (n  +  (тг,0 ) ) x

n=2 /  sin2 (n  +  <5„ (тг, P)) tdt
Jo

где ряд  сходится равномерно н а  произвольном отрезке [а, тг] С  (0, тг] и 

/  ( СТ ( ! )  +(7 ( ՞ ~  Ш  sinА„ ( 0 , 7 Г , £rft
01 W  £  ° У K J  г  ---------------------------s in  Л . (О, X, Я  ,

I  տա2 А„ (0 , тг, բ )  td t



СХОДИМОСТЬ РАЗЛОЖЕНИЙ ПО СОБСТВЕННЫМ ФУНКЦИЯМ ... 

И спользуя (3.1) и  (3.2), мы вычисляем

(3.7) / в т 2 ( » + М * . / г ) ) < *  =

7Г ЫІП 2тг (п  +  5„(7Г, Р)) IX
4 (п  +  6„(іг ,р ))  2 4 (п  +  <5„(тг,0))'

И з (3.7), легко  видеть, что

2еп

՜ ' +Տ” ’ ГДа * ՜  « Р М "  +  и * . Я ) - Л
О

Теперь м ы  можем зап исать (3.6) в форме

(3.8) Y 1  ~  Լ  +  ° ՜ ^ 71՜  ՜  0  )  8ІП (ո  +  *•» К  Р )) td t  sin  (ո  +  ծո (it, P)) x  =

=  ֊  5 3  ff"  Լ  ( ° ՜ ( I )  +  (тг ֊  sin  (n  +  Sn (тг, P)) td t  sin  (n  +  S„ (тг, P )) x +

+ f f ( l ) + a ( 7r - f ) ֊ в 4 ^ ’ 
где ряд ы  сходятся равномерно н а  произвольном отрезке [а, тг] С  (0, тг].

И з (3.4), (3.5), (3.8) следует ч то  д л я  произвольного х  €  (0, тг]

(3.9) կ  (х , Р) =  \  ( ֊ о ՜  ( I )  ֊  а  (тг -  I )  +  а*  (х ))  +

+ հ լ  i p  /  ( ст ( I ) + °  ( *  ~  I ) ) sin ( ո + Տ ո  ( ո ՝  f i ) t d t  sin + 5 n  ( * ՝  f i ) x +

+  ^  d„ J  O ^ТГ — sin (n  +  S„ (тг, P )) td t  sin  (n  +  ճ„ (7Г, P )) x —

— ^  e " J  a  ՜  I ) cos (n + f i ) t d t  sin + f i )  *•

П оскольку (Ա =  0  ' 6n J  °  "  I )  c o s (n  +  ( * » £ ) )* *  =  О  ՛  5n =

О > тогд а  կ  е  A C  (0 ,тг]. С  другой стороны , так  как  (см. (3.4) и  (3.2))

Т Г Г ° Ш -



TO կ  €  A C  [7Г, 2тг) и  следовательно կ  6  A C  (0 ,2тт). П оскольку ՜ ^ խ  +  Տ ՚1{ո ՝0 ))  

абсолютно непреры вная ф ункци я на (0,2эт) (см. [12, 10]), тогда /і €  А С ( 0,27г). 

Поскольку d,, =  О  • 1,0 Ра д  0 (3-3) и его первая производная сходятся аб

солютно и равномерно н а  [0,2іг] и, следовательно կ  е  А С  [0,2тг\. Утверждение
(Ь) теоремы 1.6 при а  =  тг, թ е  (0 , 7г) доказано. □

Б л а г о д а р н о с т ь .  А втор вы раж ает благодарность профессору Т. II. Арутю пяну 
з а  постановку задачи  и внимание к  работе.

A b s t r a c t .  Uniform convergence of th e  expansion of an  absolutely continuous function 
for eigenfunctions of the S turm -Liouville problem  - y "  +  q (x ) у  =  ц у , у  (0) =  0, 
у  (я՜) cos P  +  у7 (тг) sin  0  =  0, 0  €  (0, 7г) w ith surnm able po ten tia l q G L \  [0, tt\ is 

proved. T his result is used to  o b ta in  m ore precise a sym pto tic  form ulae for eigenvalues 
and  nruin in g  constan ts o f th is  problem.
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