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Abstract. T h e  paper contains result* on localization of singularities for th e  power 
series (in term s of their coefficients) on boundary arcs of the disk of convergence.

M S C 2 0 1 0  n u m b e r s :  30B10, 30B40.
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1. I n t r o d u c t io n

1.1. N o t a t io n .  T he following standard notation are used throughout th is paper. 

The let ters N, Z. R and С will denote the sets o f  natural, integer, real and com plex  

num bers, respectively, w ith  known algebraic structure and topology. For E  с  С the  

sets E , E" and d E  will denote correspondingly the closure, the interior and the 

boundary o f  E .  A lso, we set:

N0 :=  N U {0}: R+ =  { x  €  К : x  >  0};

In.b '■= [a* b], |/„,ь| =  b -  a  >  0 ; 1Լ հ :=  (a, b). | / ՞  b| =  b -  a  >  0 ;

D r,с '•= { z  €  С  : \z  — c\ <  r )  - an  open disk o f radius r >  0  and center at c f C :

D \ :=  { z  E С  : \z\ <  1 } - the u n it  disk; d D \  =  {£  €  С  : |C| =  1} - the unit, circle;

կ  ;== { z  =  r e i0 : r  €  R + >  0} • a  ray in direction elff for Ѳ G R.

For «  €  (0, 2tt], '3 f. [0,27r) and ц  e  0 D \  denote:

A  չ) :=  { z  ե  С : |a rg c | <  /3 /2 }  - an angle o f  opening 3  6  [0 .2тг) and bisector R + . 

70 i#1 :=  {С E d D \  : |a r g (£ //i) | <  5 /2 }  - an £trc on d D \  o f lengt h centered a t p\

7 ® Ц :=  {£  €  d.D\ : |a rg (^ //i) | <  f t /2 }  - an arc on 0 D \  o f  len gth  ft centered at p..

For a closed se t  E  С С  and a  dom ain Si С С denote:

C (E )  - the class o f continuous functions /  : E  —> C:

II(Q )  - the class o f holom orphic functions in 12.

1.2. T h e  p r o b le m  1 ° . T h e notion s o f an analytic elem ent ( elem en t, for short) and 

its  an alytic  con tin u ation  are fundam ental in the version o f the an alytic  functions 

theory, proposed by Karl W eierstrass (see |1 |. §2). An e lem en t , centered at с  6  С,
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is a power series w ith  coefficients { / „ } ^ n c  c - converging in a disk D r c :

(1.1) / ( * )  =  Y .  ~  c->" for г  6  D r c
71—0

and presenting a holoinorpliic function /  £  H (D r<c) \  conversely, any /  e  H (D r,c) 

has a unique expansion o f form ( 1.1).

T he m ain aim o f  the W eierstrass approach w as to in vestigate the global properties 

of an analytic function / ,  using the term s o f its local presentation by an elem ent 

of form (1.1). Th is includes, in  particular, the problems: on possib ility  o f analytic  

continuation o f an elem ent (1.1) to  u dom ain, containing D r.c , on restoration  of that, 

continuation (if is known its  possibility), on localization  o f possib le singularities o f

( 1.1) out o f  Dr.c-

Recall that a  point // £  DD r,c is said to be a  regular point o f elem ent (1.1) if 

there is a direct analytic continuation o f (1.1) from D r,c to  som e neighborhood D pi/t 

o f д: otherw ise fj. is called a singular point of (1.1). Thus, the set o f  regular points 

of (1.1) on  d D r.c is its  open subset or is empty. A n elem ent (1.1) has a  singular 

point on c)Dr%c if  and only if it is a  canonical clem ent, that is. if  r is the radius of 

its convergence, and 0 D r,c is the natural boundary o f  (1.1) if all г €  d D r<c are the 

singular points o f  (1 .1).

T he m ain subject o f this paper is the problem on localization  th e  singularities of 

a canonical elem ent (1.1 ) along d D r,c• N ote that it suffice to  consider this problem  

for the norm alized  elem ents /  with the u nit dish D \ o f convergence:
oc

( 1.2) f ( z )  =  £  f „ z " for И  <  1, lim su p  =  1.
ո=0 Ո-+00

The m entioned problem  for an elem ent (1.2) was a  su b ject for a number o f classical 

investigations, due to K. W eierstrass, J. Hadamard, E. Fabry. G. Polya and other 

authors (see [1]. §2). The first results, concerning conditions guaranteeing th at d D i  

is the natural boundary for (1.2). were obtained by K. W eierstrass and J. Hadamard  

in term s o f the gap  or lacuna  set o f  (1.2 ):

(1-3) L / : = { n e N 0 : / „  =  0 } .

E. Fabry has exploited a  new approach for investigating the next general problem: 

find conditions on coefficients f n o f (1 .2 ) (using the term s o f their m odulus  and 

argum ents), guaranteeing for (1 .2 ) the existence o f a  singular  point on a  given arc 

7 С ՕՕհ. T he solution o f this problem  was the aim o f E. Fabry’s known General 

Theorem  (see |2] and [1|, Theorem  2.1.1). More perfect and strongly proved version  

o f this result has been obtained later by G. Рбіуа (see [3j and [lj. Theorem  2.1.3). 

using th e  introduced notions o f m inim al and m axim al densities for th e  subsets of

1
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No (see (3) and [4], VI E, Section 3). T he obtained so lu tion  w as satisfactory in case 

o f using the term s o f the gap sets (1.3) (see Fabry-Polya theorem  on gaps in [1]). 

Its exactness has been discussed in a  number o f  papers (see |3] and [5], IX B ). and 

was proved in [6j. M ention also the extension o f  the noted theorem , obtained in [7].

O ther principal result o f  the Fabry’s approach was th e  theorem  on argum ents 

(see |8j and |1 |, Theorem  2.3.1), obtained in the special case, when the boundary 

arc դ actually  is reduced to a point. M ention also th e  papers [9]-[l()| on this subject, 

extend ing the G eneral Theorem  and the noted concepts in different directions.

T he aim  o f th is paper is the description o f som e necessary conditions on coefficients 

o f an elem ent ( 1 .2 ) (expressed in term s of their m odulus and argum ents), in order 

a given open arc 7 ° С  d D \  be an arc o f regularity for (1 .2). T h is w ill allow to  

find som e sufficient conditions, guaranteeing the existence 011 7 0 (and also on  7 ) of  

som e sin gular  points o f ( 1.2), extend ing the resu lts on singularities, obtained in [9] 

and [7]. A  necessary instrum ent to  solve the above s ta ted  problem s is th e  so-called  

“Coefficient function” m ethod, based 011 the idea o f in terpola tion  the coefficients 

{ f n } n==o ° f  ( 1-2) 011 'h e  set No by entire functions <p o f exponential type with som e 

special properties.

2 ° . Returning to  the norm alized elem ent (1 .2), w e present som e prelim inary 

notation  and term s. A ssociate with the coefficients { /» }o °  С С o f (1.2) a  definite 

sequence o f their argum ents { w „ } *  :

(1 .4 ) /„  =  | / t iI ctu)" for n  fc N0 ,

selected  by settin g  Au>„ :=  cjv -  wrt - 1 for 11 €  No w ith  w _ i — 0 and defining each 

argum ent uj„ for n  €  No uniquely by induction via m inim izing |До;„| condition:

, ,  f  A w „  =  0 for n  G L / ,
լ Аи>„ €  ( — 7Г, 7r] for Ո  Հ h f .

S etting  now N o \L / :=  {nfc}£Lo with քՈԼ. փ 0 for к G No, one can present elem ent

( 1.2) in th e  form:

( 1.2 ') f ( z )  =  for |շ | <  1 . lim su p  \ іп к 'У Пк - 1 .
k=0 *'

Then it follows from (1 .2 ’) and (1.0) that

0 - 5 ’)  A u „„  =  a rg (/„ „ / /„ „ _ , )  6  ( -Я -.5Г] for к >  1,

w ith  Дш„„ =  =  arg քՈռ 6  (-тг.тг].

3°. Consider now th e  related with (1.2) norm alized elem ent

(1.6) f ' ( z )  :=  S ( - z )  =  Y ,  №  for lz l <  1
n = 0
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with coefficients

(1.7) /,!  :=  ( - 1 ) " / . .  =  ІЛ.І for n  6  No.

where the argum ents u>‘ o f /*  are defined uniquely by induction. Set for this Дц>* :=

ы* _  ա* _ ղ for n  e  No w ith  u i l i  = 0 .  assum ing as in  (1.5). that ДсՀ  =  0  for ո  €  L /

with ճ ս ;;10 =  ւսԼ =  a rg / * 0 €  (-тг,тг]. Then it follows by (1 .5 ’) and (1.7). th at ձ ա Հ

can be defined v ia  АшПк uniquely, since either ձ ս )Լ  =  ■ or A w *fc =  ( - l ) A w „ fc

(correspondingly if n* -  «Jfc- ւ  is an even or odd num ber). In the second case one

can choose the sign o f arg(—1) =  =fc тг, by setting:

. „ _  f Aw»»* +  7г. if ձ ա Ոհ €  (—7Г,0],
( 1 8 )  ՜  \  -  тт. if Д и „ ,  6  (О.тг].

Then with the condition Да»* =  0  for ո  €  L /  we obtain  as in (1 .5), that

(1.9) ձ Ա ո  £  (—7Г. 7г] for n  €  N0.

4°. Consider now for the elem ent /  in (1.2)-(1.'2’) and for any interval l p_(, :=  [p. </j 

w ith p . q e  N0 the quantity:

(1.10) ѵ ,{ ітл)-.=  £  ІДш " І =  E
»i€(p,</) nfc €(p,q]

the varia tion  o f the coefficient argum ents o f /  on Ip.q. T his quantity can be defined 

also for any interval Іа,ь С IK | by formula:

(1 11) v f(Ia ,b)  =  niax {V f( I P։q) : l P,q С Іа,ь).

assum ing V f(Ia,b) =  0 , if  there is no any І Р։Ч С І а,ь w ith  p. q e  No, p  <  q. Then by

(1.5) and ( l . lO ) - ( l . l l ) ,  we have

( 1.12) Ѵ /(/віЬ) < і г | / віЬ|.

Introduce also the quantity:

(1.13) u/(a,b) =  Vf ( I a,b)/\Ia,b\ 6 [0,тг],

the m ean varia tion  o f  the coefficient argum ents o f /  in  ( 1.2 ) on

D e f in it io n  1 .1 . The introduced in  ( l . lO ) - ( l . lS )  quantities V f(Ia fl) w ith  v j{u ,  b) 

fo r  the elem ent f  in  ( 1.2)  can be defined also fo r  the elem ent z  —» f ( —z )  =  f * ( z )  

in  (1 .6 )-(1 .7), replacing them  the argum ents {wn }o° Կ  {w *}y°. defined in (1 .7)-

(1 .9 ) fo r  /*, and correspondingly replacing in (1 .1 0 )-(1 .1 8 ), V f(Ia.b) by V f [ I a,b) 

and V f(a ,b ) by V j(a ,b ) .

T he rest o f  the paper is organized as follows: Sections 2 and 3 contain the 

descriptions o f som e necessary auxiliary notions and results, including the above
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noted "Coefficient function "method with som e new necessary constructions. The 

statem en ts and proofs o f  the m ain results are presented in Section 4 .

2 . A u x il ia r y  r e s u l t s

2.1. E n tir e  fu n c t io n s  o f  e x p o n e n t ia l  ty p e .  The class £  o f en tire  fu n ction s ip 

o f exponential type  (see (11|-|13 |) is defined by condition:

=  l in isu p f ls l" 1 loS+ M * ) l )  <  +OG,
l* H «

where cr  ̂ is the exponential type  o f y?. T hen ір,ф  (= £  im plies <p +  ib €  £  and ірф €  £.

T h e m ain characteristic for the behavior of any Հթ €  £  along a  ray Iq for Ѳ 6  R 

is Hie exponential in d ica tor  ( in dicator , for short) function h^  o f  p  (see (ll)-(13j),  

defined by form ula (excluding the case v? =  0 ):

(2.1) Ь.Ѵ(Ѳ) =  lim su p  { r ՜ 1 log |v?(rel0) |}  for Ѳ e  R.

In th is term s the growth and decrease on С o f any <p £  £  is restricted by the

inequality:

(2.2) \ч>{ге іѲ)\ <  схр{г[Лѵ (0) + e (r ) ] }  for г е гѲ 6  С,

where e (r )  -4  0  a s  r  - 4  + o o , uniform ly for Ѳ €  R. Below  som e properties o f the

exponential indicator h =  h v  arc presented.

(a) h<p is a real valued, 27г - periodic and bounded by function:—^  <  hv {9 ) <  

Ծհ, for в  6  R.

(b) For €  £  and any Ѳ €  R the following inequalities are satisfied:

(2.3) іі>гф[Ѳ) <  hv {&) +  Ну,(Ѳ) and h ^ + ^ O ) <  іа ьх {І іѵ (Ѳ), Іі^(Ѳ)}.

(с) hyfi has the property o f trigon om etric  convexity , (see [13]): fo r  any trip le  #լ <

Ѳ <  Օշ w ith  9շ — 0) <  7Г the follow ing inequality is satisfied:

(2 .4) / i„ (0 )s in (0 2 -  Ѳі) <  /i9 (0 i)s in (0 2 -  0) +  hv (02)sin (0  ֊  0 ,) .

T h is property im plies the continu ity o f  the indicator hv  : R —> [—<тѵ , а ѵ \ and, in 

addition, the following property:

(d) a t each point 0 €  R, h#  has one sided d eriva tives h'^(6 - )  (from  the left) and 

/i^(0+ )  (from th e  right), satisfying:

(2.5) A j,(0_) <  Л^(0+ ) for 6/ €  R,

where th e  equality holds, that is, actually  th e  derivative h'v (0 ) ex ists, except may 

b e only a  countable se t  o f points 0 €  R.

D e f in it io n  2 .1 .  D en ote by £ q the subclass o f  the. fu n ction s  уз 6  £  with the exponential 

in d ica tor  /iv , sa tisfy in g  the condition h^ (0) =  0 .

7
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(e) For any <p G £0 and S €  (0,7г) the following inequality is satisfied (see [7|):

(2 .6 ) M * )  ^  M 5) ls in 0 l for И  ^  5՝

where for S G (0, я /2 )

c  (fi) •=  >  о
' ՞ sin <5

Actually, (2.6) follows from property (c) w ith  (2.4) for the triples 0  <  Ѳ <  S and 

—S <  Ѳ <  0, while (2.5) for the triple —6 < 0 < S  w ith  6 G (0, тг/2) sta tes that 

հ^(Տ) +  1 կ { - 6 )  >  0, im plying с^(6) >  0.

(f) For any p  G So and S G (0. rr) from (2.2) and (2.6) we obtain the asym ptotic  

inequality

(2.7) \<p{z)\ <  exp{<v((5) |Im z | +  \ z \e { \z \ ) }  for շ  G Д 2(5,

w here г ( |г |)  —* 0 a s  \z\ —> + o c .

(g) It follows from properties (d )-(e) that. c.^{8) in (2.6) with v? G So has the 

lim it, as ծ —> 0 :

(2.8) lim C u,(6) =  lim su p  {/i* ,(0)/ |0 |}  :=  m.* >  0.
Ճ-Ю 0_>o

where

(2.9) n ip  :=  г а а х {-Л ^ (0 _ ), h'v {0 + )} .

R e m a r k  2 .1 . It follow s from  (2 .9 ) and (2 .5 ) that.

(2 . 10) — ուտ <  /i^ (0 _ )  <  h'v (0+ )  <  m 9 ,

so that m.v  >  0. Here m v  =  0 **=> Л^(0 _ )  =  Л^(0+) =  0, tha t is, i f  there exists the 

derivative  h'v (0) =  0. A b o . (2 .12) im plies the following, m ore stron ger than (2.11), 

ir.lat.ion fo r  m_p :

(2.9’) m f  =  max{|A'v ( 0 _ ) | , |ft£,(0+)|},

with the. equivalent to  (2 .8)  с д г ш Ш ф т ц ^ о =  ո կ  =  lim su pe_,0 |/ i„ (0 ) / 0 |.

2.2. T h e  " C o eff ic ien t  fu n c t io n ” m e t h o d . 1°. T h is m ethod is the m ain tool

for analyzing the behavior o f a norm alized elem ent (1.2 ) v ia  in terpola tion  the 

coefficients { / n }£L0 o f (1-2) th e  set N0 by a function tp G S  or ip G Я(Д,<?) 
o f exponential growth:

(2-11) <p(n) =  f n for n  G N0 .

The m ethod was used m ainly to  establish a criterion on possib ility  o f the analytic  

continuation  o f ( 1.2 ) outside the unit disk Dy in term s o f  (p (see | 1). §7 ; [14|. 

C hapter X and |15]-|18|). In particular, there is such a  criterion for th e  elem ent

N. H. ARAKELIAN



PO W E R  SFiniRS: LOCALIZATION O F  SIN G U LA R ITIES

(1 .2 ) on regularity  o f som e open arcs o f t he unit circle O D i. which can be applied  

in problem s 011 localization o f sin gular d ies  o f (1.2) on OD \ (see [10] and (7|).

N ext, as a  “Coefficient function5' for (1.2) and for th e  related series we will use 

the functions from ձօ- T h e following criterion (sec [14] and [7]. T heorem  2) on 

regularity for (1.2) o f an open  proper subarc o f d D \  is essential for us.

C r ite r io n  2 .1 . The open a rcO D i \A f l  onD D y fo r  /3 €  [0,27г) is  an arc o f  regularity 

fo r  the norm alized  clement. (1 .2)  i f  and only i f  there is  a  fu n ctio n  ip  e  So- satisfying  

the in terpola tion  conditions (2-11)  find the condition

(2 .12) lim su p  {h ^ (6 ) /  |0 |} :=  m v  <  f i / 2 .
0->O

N ote that by Rem ark 2 .1 ,7/iv  >  0 and m v  can be defined also by form ula (2.9).

2°. Let now j3 :=  2я՜ — л  e  [0 ,2тг) in (1.15) w ith  a  (0, 27r], so  that actually  

d D i \ A s  :=  Та,֊ 1 is an  open  arc of d D \  o f  len gth  ft and center ֊ 1 .  T hen the open  

arc 7 ®л С d D \  o f length ft and center 1 will be an arc o f regularity for the elem ent 

/  in ( 1.2 ) if and on ly  if d D i \ A,? is an arc o f regularity for the elem ent z  —* f ( —z) 

w ith  coefficients (—! )" /«  for n e  No, and in v iew  o f Criterion 2.1 and Rem ark 2.1 

we get th e  following result.

C o r o lla r y  2 .1 .  The open arc. 7 ®j  с  OD  1 o f length a  e  (0,27г] and cen ter  1 is 

an arc o f regularity fo r  the norm alized clem ent f  in ( 1.2)  i f  and only i f  there is  a 

fu n ction  '-Ք €  00 . sa tisfy in g  the in terpola tion  conditions:

(2 .13) ( -  O ’V(rc) =  fn  fo r  n  €  N0.

and the cxjndition (2 .12) with' 13 — 2 tt — cv, where m v  can be defined also by form ulas 

(2 . 11)  o r  (2 . 9 ’) .  I f  ft =  27Г. that is, в  =  0 , im plying  =  0 , then  there ex ists  the 

d eriva tive  hL (0) =  0 .

N ote that the interpolation conditions (2.13) are m ore adapted  for the applications  

of Lem m a 3.1 in Subsection 3.1. T h e next Rem ark 2.2 is adapting for th is also the 

interpolation conditions (2.11) in Criterion 1.

R e m a r k  2 .2 . The in terpola tion  conditions (2 .11 ) can also be w ritten  as follows: 

(2 .11’) (—l)* V (n )  =  fn  fo r  n €  N 0 ,

w ith  f *  :=  ( — 1 )nfn  -  \ fn \e*“,« , allowing to  use the selected in  (1 .! ) - (1 .9 )  argum ents 

<  o f f ; , .

3°. Consider now th e  open  arc 7 " /t С d D \  o f len gth  ft €  ( 0 ,27r] and center 

/і =  e?x w ith  A 6  ( —7Г, 7г), s o  th at /і Ф — 1. Then obviously 7 " /t w ill b e an op en  arc
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o f regularity for the elem ent /  in (1.2) if and only if 7a. 1 *s an arc regularity for 

the norm alized element, с -> f ( / i z )  w ith  coefficients {e ,An/ n } J S -  B y Corollary 2.1, 

the necessary and sufficient condition for this is the existence o f a function <̂ A €  £0 

with т ^ А < n -  o f  2 , satisfying by (2 .10) the interpolation conditions:

(2.13') ( —1)тѴ а (п ) =  e iXnfn  for r> e  No.

N ext, consider the function p  €  £o- defined by formula

(2 .1 4 )  Ф )  =  *>*(;;) e x p (- iA z )  for г  =  г е 'ѳ €  С ,

satisfying the interpolation conditions (2.13). In addition, by (2.14), we have

ft* (в) =  hV!i(0 ) + A s n i0  for 0 e R ,

во that, ip e  e  with Луг(0 ) =  1 կ ձ ° )  ՜  0 . that is, v  €  £„• S ince h ^ ( 0 ± )  =  A*(0± ) - A ,  

it follows from (2.9) and Remark 2.1 for <p\ that

(2.15) m VA max{A /і/„(0 _ ),/i^ ,(0+) -  A}.

Then by (2.15), either - h ^ ( 0 _ )  =  ու^ճ -  A with h'^{0+ ) <  mVA -f A, or alternatively  

ft.^(0-) <  m ^A -  A w ith  /i^,(0+) =  m Vx +  A, so  that

(2.10) m v  =  ш а х { т ѵлл -  A,rnVA +  A} =  т ѵ,л +  |A |.

Now, by Corollary 2.1 and (2.10), the above condition (2.12) for <p\ is equivalent

to the next, condition for ip :

(2.17) <  7Г — a / 2  +  |A |.

In addition, if a  =  2л՜, that is, /3 =  0, then by (2-12) it follows that ո գ ճ =  0, 

im plying b y  Corollary 2.1 the existence o f the derivative /i£,a (0) =  0. that is, the 

existence o f the derivative /t^,(0) =  A, and by (2.16) the equation =  |A |.

From the above discussion we com e to  the following criterion.

C r ite r io n  2 .2 . The open arc 7 ° /t С d D \ or the sym m etric  open arc 7 " С ODy 

o f  length, ex G ( 0 ,2л՜] and cen ter  // o r  —\x w ith  ft =  e ‘A fo r  A €  ( —тг, 7г) will be an 

arc o f  regularity fo r  the clem ent ( 1.2)  i f  and only if  there із  a fu n ction  <p €  £q, 

satisfying the condition (2 .17) with (2 .9 ) and the in terpola tion  conditions: (2 .13)  

fo r  the cen ter  թ and (2 .11) fo r  —ц . In  both cases i t  fo llow s fo r  a  =  2n the existence  

o f  /i^,(0) =  A with m v  =  |A |.

Actually, the Criterion 2 for the center /t follows from C orollary 1 with (2 1 5 )-

(2.17). The case with center - ц  follows from the case for /t. applied to the related  

with (1.2) elem ent 3 -> f ( - z )  in (1 .16)-(1.17) (sec also Rem ark 2.2).



P O W E R  SE R IE S: LOCA LIZA TIO N  OK SIN G U LA R ITIES

3. TW O AUXILIARY ANALYTIC FUNCTIONS

3.1. T h e  a u x i lia r y  f u n c t io n  p v  for  a  " C o e ff ic ie n t  fu n c t io n " ^ . A function  

V’ : Іа.ь —> К is called real analytic  if ф has a locally  convergent power series 

expansion around any center с €  In,b, guaranteeing for ф  a  unique real analytic  

continuation on som e open  interval, containing Іа.ь- If- in  addition. ф{с) =  0  for 

som e с  6  / п,б, then it follows (excluding the case ф =  0  on Inj,)  I,lit; existence of 

som e rn €  N and a real analytic on Iu,b function фс w ith  фс(с) փ 0. such that

ф (х ) =  (x  -  с)тфс{х)  for X €  Іи.ь,

that is, с is a zero  o f  th e  function Ф o f  m u ltip licity  in. D enote by n v (Ia,o) the to ta l 

number o f  zeros o f Ф on Іа,ь- taking aLso into account their m ultiplicity. T h e uext 

lem m a on  estim ation  o f  Ч ф { І 0 .ь)  will be useful for us (see Lem m a 3  ill |9 |).

L e m m a  3 .1 . L et ф be a real analytic function  on the in terva l IP։(J with p. q t  Z, 

and let Wy,(Jp,9) be the num ber o f the sign changes in  the f in ite  sequence ( —1 )"ф{п) 

fo r  n  €  l p,4 Ո Z . Then  n * ( /Pt9) >  | / PlV| ֊  w * ( / )  w ith  \IP։4\ =  q -  p.

N ow  our aim  is to  use the above Criterion 2.2 to  describe the conditions on 

regularity  for norm alized elem ent (1.2) the open  arc 7 ''  ̂ С cJD 1 o f len gth  a  6  (0, 2 л՜] 

and center /1 =  e ,x for Л €  (—7г ,7г) in term s o f the function <p €  So, satisfy ing  the  

necessary and sufficient conditions (2.13) and (2.17). Presen t for this the condition

(2.13) in term s (1 .4 )-(1 .5 ) o f the m odulus and argum ents o f the coefficients o f  (1.2):

(3 .1 ) ( - l ) TV ( n )  =  / , ,  ■  ІДІ e,w-  for n  €  No.

Since in general ֊ք is not real valued on any interval 1а,ь С R+ , then to  apply Lem ma

3.1 , we need to  replace by another function w ith  th is property and closely related  

to  <p.

A ssociate  w ith  G £0 from Criterion 2 the function <pv €  S  w ith  the param eter 

1 ) 6 ( 0 , 7r):

(3.2) Vr,{ z )  =  Ш е < "  +  ё ( г ) е Г ‘' У 2 for г g  С, 

where

ip{z)  :=  v?(z ) for z  G C, 

so that Ф €  £0 with h $ (0 ) =  h.ip( - 0 )  for Ѳ €  R. Then is real valued  on К for any 

t1 €  (0 . n) :

(3 .3) <£•»/(#) =  Re[y>(.x,)et'7] for x  €  K,

11



N. H. ARAKELIAN

satisfying by (3.1) and (3.3) the interpolation conditions:

(3 .4 ) ( ֊ l)'V r ,(n ) =  R c( /„ « ”') =  |/n  I coe(w„ 4 -»;) for n  €  N0.

To estim ate the growth o f on C, note that by (3.2).

\4>„{z)\ <  m ax{|v?(z)|, \<p(z)\] for г G С, 

and from (2.7) with գ ( ծ )  in (2.G) it follows for 6 G ( 0 .7г) the asym p totic  inequality

(3.5) ІѴі»(*)І <  exp{c*(<5) |1 т г |  +  \ z \ e ( \ z \) }  for z  €  ձՀտ,

where е ( |г |)  —► 0 as \z\ -+  + oo , uniform ly for ?; G (0 . 7t).

3.2. E s t im a t io n  o f  t h e  n u m b e r  o f  z e r o s  o f  o n  In С R + . A pply now  

Lem ma 3.1 to  the real analytic function V՛ :=  Р̂ѵ I ^  in (3-3) on any interval Jp<q 

w ith p ,q  G No, noting that the quantity w ф{ІРіЧ) for the function (3.3) is equal by

(3.4) to  the number o f the sign changes S/(r/. l p_q) in the fin ite sequence {R o (f1,e 1'1) }  

for n G Ip,q Ո No w ith any fixed r/ G ( 0 .7г), where { / „ } (J° arc th e  coefficients of the 

elem ent /  in (1.2). T hen for the number п ^ ( / Р;7) o f zeros o f  on Ip q . it follows 

with \կ ,ղ \ =  q — p  the inequality:

( 3 .6 )  > V , ( W  5  I W  -  I p .q )  f o r  7J €  (0 ,7 Г ).

To use this estim ate, we need som e additional inform ation on th e  character of 

dependence o f s / ( r / , /p>(7) on the parameter г/ G (0 , 7г). Consider for this with the 

coefficients { /„ }£ L 0 o f O -2) also the subsequence { / ո*}*Լօ for ~  N o \L /

o f the nonzero  coefficients o f ( 1.2 ) as in ( 1.2 ՝). w ith  the subsequence {wn). }£L0 ° f  

their argum ents, satisfying the condition (1 .5 ’). T hen , we have

( 3 .7 )  s , ( / , / , , , ) =  5 1  М ч . - Г п » )  f o r  J) 6  ( 0 ,  tt) ,

t h £ (p -q\

w here I Uk =  [ո*_ւ, ո*] for к• G N, and settin g

(3.8) e„„ =  {r/ 6  ( 0 , i r ) : s / ( r , , / „ J  =  1},

w i t h  s  f (r i, I n t )  =  0  f o r  tj e  ( 0 ,  i r ) \ e „ t , w e  h a v e  b y  ( 3 .4 )  t h a t  j | e e „ , c  (0 ,  vr) i f  a n d  

only if

(3.9) cos(w„fc , 4- rj) cos(wnk +  //) <  0.

2". Our next aim is to  calculate the length |enJ  o f the set еПк in (3 .8). N ote for 

this th at by (3 .9). the condition ձ ա Ոլ =  0 (that is. шПк =  шПк , )  im plies сПк =  0  

with խ „ յ  =  0. Let us show' that, conversely the condition Auj,։te ф  0 im plies that 

l« n j  =  |A wnJ  G (O.jt].

1 2
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To th is end, first note that if Д u)nk. =  7г. that is. шПк =  и пь_г +  п . then (3.9) is

equivalent to  the condition cos2(w»fc +  >]) >  Ո. so  that either еПк =  ( 0 ,7r). or eTH. =

(0 , 7г ) \{ 7/о} for som e G (U. тг) w ith  co&(uHk + 770) =  0. im plyin g |enJ  =  tt =  ձ ա Ոհ 

in both cases.

Consider now the ense Аш„к փ 0 w ith  Аш Пк փ тг, th a t is, if |A w nJ  G (0 ,7г) 

by (1 .5), and let us see that then always we have |eT, J  =  |A w nfc|. S etting  for 

thisu;'4  =  ւոու{էմ,ս _յ ,u;/4 } and w"fc =  m ax{w ,tJ-._ , ,w nfc}, consider the open  interval 

(ս-'н,.. u>"fc) w ith  |A w rJ  =  uJ„k ֊  w(lfc G (0 ,7r). D enote by X  the se t  o f  zeros o f cosine 

function, th at is, X  =  { i m} ^ _ iX) w ith  x m  =  7г/ 2  +  7гm  and m  G Z.

R e m a r k  3 .1 . Let. )Ди;Пк| G (0. тг). The condition (3 .9 ) w ill be sa tisfied  fo r  som e  

77 G (0. тг) i f  and only if  there is (a unique) x p G X  fu r  some, p  G Z. satisfying

ip  e  I?, ■= ( Հ ա +  գ ս Լ  +  п) ѵ м ь  |Л°| =  |Д “ .чІ <  *■

The existence o f  х ѵ and its uniqueness follows from (3.9) by the m ean value 

property o f  cos .г՝ for x  G 1Հ and by condition |/^ | <  7г. Conversely, for any such 

x p G X  П /,'* w ith  | / j |  <  7Г the condition (3.9) w ill be satisfied.

3°. N ow  to ca lcu late |c „ J  in case |A wnJ  G (0,тг), there are two a lternative cases:

a) ( Հ 4 , Հ է) Ո 1  փ 0  and b) (cu'nk, ս)'Լ) Ո X  =  0 . For both  cases there is x m G Л' 

with m  G Z, such th at the following inequalities are satisfied:

(3.10) Xm_ i  <  J nk <  X m  <  Ա ՛Լ  <  Im + l  

in the case a ), and

(3.11) x m_ , <  ս'ՈԽ <  Հ [ հ <  x m . 

in the case b).

B y  Rem ark 3 .1 , the condition (3.9) will be satisfied in both  cases a) and b) for 

som e 1] G (0, тг) if  there is a  unique x p G T", satisfy ing  th e  inequality:

(3.12) x p_ i <  ( Հ ,  +  7j <  x p <  w"k +  »/ <  .rp+1.

Nam ely, (3 .12) w ill b e satisfied in the case a) w ith  (3.10) if and only if

„ < = /  O  for P =  m ,
1  Հ ,  =  (-Cm+l ֊  ա Լ , * )  for p  =  m  +  1, 

so that fi„fc =  e'„k Ս Հ„ with Ո Հ ,  =  0  and |Հ _  | =  x m ֊  ւՀԱ, |Հ ,  | =  <Հ, -  * „ .
im plying |cnJ  — |A w nJ . In the case b) w ith  (3.11). th e  inequality (3.12) w ill be

satisfied  for p  =  n i  and i) G enjt :=  (x„, -  w"fc,.Tm -  w'lfc) w ith  |(?Ufc| =  |A wnfc | •

C o n c lu s io n  3 .1 .  The equivalence o f (3 .8 ) and (3 .9), and the above cases a) and

b) im ply that always  |cnfc| =  |Дь;П|г| ,  .so that enik փ 0  |A w ,tJ  €  (0, тг] and  

еПк =  0  <=> Auj„k — 0 by openness o f e r,k .
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Using now (3.7)-(3 .9) aiul Conclusion 3.1, on e can calculate for an interval 1M  

with p. q  6  N(, the integral

Ы тг л ) ՝=  f  » / ( 4 . ^ ) * / =  Z  /  « A ' h i n M v
J° nk€lp.4)Jr-^

so that

(3.13) 3 / ( W =  £  Iе ". I =  И
пке(р,ч) пке(ѵ,ч\

Then, by (1.10) it follows that

(3.14) V /(/,,.,,) :=  |Д ш „ |=  Y  |Д ш „,| =  3 / ( /p ., ) .
.,e<M J n .6 (p«]

Finally, integrating the Inequality (3.0) by »/ 6  (0 , яг) and taking in to account (3.7) 

with (3 .13)-(3 .14). we obtain the inequality:

(3.15) I  n ^ ( I v , ,) ։lr i> ir [ \Ip .q\ - V t { I p.q)].
./0

C o r o lla r y  3 .1 .  I t follow s from  (3. 15) that fo r  an y 1„.ь С 1R+ w ith  a  €  N o r  ծ €  N

the follow ing inequality is  satisfied:

(3 .16) [  ւկ „ (Ia,h)dn > шах{0, |я-(|/«.ь| -  1) -  V / ( /л,ь)]},
Jo

where V j{ ln,b) w the varia tion  on l„ j, o f  the argum ents  {wn }§° o f  coefficients { / „ I *  

of (1.2) .  defined in ( 1. 11) - (  1. 12).

Actually, if |/„.ь| >  1 w ith  a  €  N or b €  N. then there is Ip q С Іа,ь w ith  p. q  G No 

and p  <  q, so  that V /(IP<4) <  V j(Ia,b) and \lp,q\ >  | / я,б| — 1 >  0.

R e m a r k  3 .2 . Applying Corollary 2  fo r  the norm alized  elem ent (1 .0 ) w ith  coefficients 

{f n }o° *n (1 -V  aT,d  their argum ents {w* }օ°, defined- in  ( 1. 7 )-(  1 .9), then using the 

fu n ction  if,) from  (3 .2 ) fo r  corresponding  €  £a in  Crit-erion 2 .2 . in  Corollary 3.1 

instead o f (3 .10), we obtain the inequality:

(3.16') n V4( l aj,)(h i >  m ax{0 , [л-(|/а.ь| -  1) -  Ѵ /{І а .ь)]},

where. V f ( l u.b) is the varia tion  on o f the argum ents in  (l.G )-(1 .9 )  (see

Defin ition I).

3.3. A n  a u x i lia r y  B la s c h k c  p r o d u c t .  1 ° . Consider the closed disk D rд  of the 

radius r  €  (0 ,1 )  and center 1 w ith the diam eter I(r) :=  V i- г,і и  - Below arc 

presented som e notation, related with D r.\.

We first introduce th e  family o f  closed subintervals { / ' }  o f I(r)  for r  €  Tn{ r ) \ { l } ,  

by setting

<з л 7 > i l r > l :
14
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so  that 1 է  (Դ )°  and | / ;  | =  г f  |1 -  т | . N ext, for any г  e  / ° ( г ) \ { 1 } denote b y  D£ 

the closed disk with diam eter I'T :

(3 .18) D ; :=  D rr ,cv С D r.i,

where the radius r T <  r  and the center cT 6  ( / '  ) ° \ { 1} o f ID>£ can be presented with  

s T =  s g n ( l  -  r )  by formulas:

(3.19) r T :=  (r +  |1 -  t \ ) /2  and сv :=  1 +  s T(r  -  r T).

Also, let gT for r  €  {Гт)" \{  1} be the Green’s fu n ctio n  o f D>r in (3.18)-(3.19):

(3.20) gT{ z , C) =  ֊  log \bT{ z . C)| for г , (  f  Ю>Г, г փ Հ, 

where bT{ z .£ )  is  the following В las d ike  fa c to r  for :

(3.21) bT( z ,£ )  :=  rT(c  — ( ) / l T( z , 0

with ZT(s,C ) =  ' r  -  (C -  c r ) ( z  -  Ct). satisfying

(3.22) IM * » 0 I  =  1 for г €  0 ІУг and Հ €  (D’T)°.

2 ° . We use m ainly the special case g T[z )  ՛■= <h(z - 1) o f gT for г  €  Ю>г\ {  1} :

(3.23) O rU ) =  log , for г e  D ; \ { 1 } ,r T \z — l\

where /r (c )  :=  lT(z ,  1) is a non-constant, linear function o f  z , w ith  real valued

restriction lT( l)  for Լ £  1Հ՝.

(3 .24) ZT(£) =  r'i +  ( c ,  ֊  l ) ( f  -  Cr) =  IT(1) +  i ; ( l ) ( t  ֊  1),

increasing  on 1Լ for r  <  1 and decreasing  for r  >  1 by (3 .19). since l'T(t)  == cT 1.

T hus, we have

(3.25) I t ( t )  <  lT{t)  <  l T{v T) for t  €  / I .

where vT =  1 +  r s T is the op p osite  to  r  endpoint o f  /£ .  U sing (3 .1 8 )-(3 .19), we find 

from (3.25)

(3.26) ZT(r )  =  r r |1 -  r | . lT{ur ) =  r r T, lT( \ )  =  r | l  ֊  r | . |^ ( l ) |  =  r - r r .

It follows from (3 .25)-(3 .26 ) that lT{t)  >  0  for t €  JT{r).  T h en  from (3 .23)-(3 .24) we 

have for t  G Դ \ { 1 )  that pT( t)  :=  (1 -  t)g'T{t)  =  fr ( l ) / / r (<) >  0 . im plying g'T(t)  >  0 

for t  <  J and g'T[t)  <  0  for t  >  1. T h is w ith  gr ( i)  =  0  for I =  т. t  =  vr  g ives us 

after in tegration by parts the equality

(3.27) X  :=  J  gT( t) d t  =  J ' p T( t)d t.  

and settin g  kT :=  ZT( 1 ) /  |Z^-(1)| >  0, we obtain

(3.28) 3 T =  k Ts r f d \o g lT(t)  =  k r log j ֊^— r.
•//; І1 - Л
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Now let Ir  for r  G ( 7 ^ )° \{ l )  be the interval with endpoints т and 1 independently 

from r. Then using (3 .26)-(3 .26), sim ilar to  (3.28), wc obtain

(3.29) Հ  :=  J  P r ( t)d i  =  k T.sr d lo g l r { t)  =  kr  log <  k T.

3 °. T he so lu tion  o f the D irichlet problem  for D>'r with boundary d ata  փ G C (L T) 

for L T =  ® r  can be. presented by the Роінноп integral:

(3.30) Р г [ф)(г) := {2n)~l 0(CK W t(~,C) MCI for г  G (Ю>;)л,

where d„gr  is the derivative o f gT( - ,0 -  given by (3 .20)-(3 .21), in direction o f the 

inn er  normal vector v  on LT.

Next, if и  is a  subhaim onic  function on D" w ith  continuous extension on L r , 

then by th e  m axim um  principle, we have

(3.31) « (* ) <  P r[u ](z)  for շ  G D ;,

with (’quality sign for all շ  G D ՞ ,  if и  is harm onic  on D".

E x a m p le  3 .1 . C on sider the subharm onic on  DT fu n ction  u(J :

(3.32) « o ( -)  =  |1ուտ| fo r  z  G Dr-

Then the P o isson  integral (3 .30) until boundan/ data ф =  щ  \ L T sa tisfies fo r  z  =  1 

the relation:

p TM ( i )  =  * ■ -% ,

where 3 T is аз in  (3 .27)-(3 .28 ).

Actually, the function Uo G C (D r) in (3.32) is harm onic  in both  half-disks:

ID)* =  { z  G Ю>’Г : ±  lm  z  >  0}

and «о =  0 w ith  д,/Щ) =  1 on  It {t ) (from both  sides o f /£ ) .  A lso, by (3.23), 

the function z  -*  g r (z )  is harm onic on Ю>7Г. except the intcgrable singularity at 

շ  =  1 G Hr , so that

(3.34) J J  [ііоДяг ֊  дТЛ и 0]<ІѴ =  П.

Apply now to  the pair o f functions uq. gT and to  both closed half-disks D>̂  the

G reen’s identity (see [19|) with Laplace operator Д . by noting that gT =  0 on

i ) 3 T• Since =  / ;  U L *  w ith  L f  =  L T Ո D f ,  by (3.34), (3 .27) and (3.30) for 

ф =  uo \ L T w ith  2 =  1, we have

0  =  y ^ o (C )d „ 9 r ( l ,C )K 1  ֊ 2 ^  gr(t )<U =  2 * V r [ u o } { l ) - 2 3 r .

N. H. A RAKELIAN
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im plying (3.33).

4 ° . Consider th e  BlascJike product w ith the finite num ber o f  zeros { z 3}\" С В ՞  :

(3.35) B r {z )  =  Y [ b r { z , z j )  for г  e  D'r
i - i

where br (z ,  Հ) is the Blaschke factor for given by (3.21) and satisfying (3.22), 

so  that

(3.30) I Вт (շ) I S  1 for 2 6  LT.

In term s o f the G reen’s function gT( z , 0  (see (3 .20 )-(3 .21)), it follows from (3.36) 

that

- \ o g \ B T(z)\ =  Y ^ ( /r ( z .Z j)  for г е О ; ,

and. in particular,

(3.37) - l o g | B r ( l ) |  =  £ > ( * i ) .
>=1

4. P o w e r  s e r i e s : l o c a l iz a t io n  o f  s i n g u l a r i t i e s

4.1. A p p lic a t io n  o f  t h e  a u x ilia r y  f u n c t io n  <pv . 1 ° . W e sta rt with the following 

definition.

D e f in it io n  4 .1 . A n y  sequence Q  =  С No w ill be called india l fo r  the

norm alized  elem ent f  in ( 1.2)  if

(4 .1) lim  If n \l/q '  =  1,k—¥oo

and the (n o n -em p ty) se t o f  all such sequences Q  w ill be denoted  by 71/ (see  /7/, 

D efin ition  3).

O bviously, any radial sequence Q  G TZ/ will be sim ultan eou sly a  radial sequence  

also for th e  elem ent / *  in (1 .6 )-(1 .7 ). sin ce | / * |  =  | /„ | for n  G No-

Consider now- the auxiliary function defined by (3.2). T h en  by (1 .4), (3.3)-

(3.4) and (4.1) w ith  any Q  =  {qkYjfLi E.7Z/ the following condition is satisfied:

(4 .2 ) q l '  to g І ^ Ы І  :=  4է ' tog|cos(<*'41i + 1/)| +  e k ,

where t'fc —► 0 as к  —¥ ос.

R eturning to  the closed disk D r.i from Subsection 3.2 w ith  the fixed radius 

r G (0 ,1 )  and the diam eter /(?•) :=  [1 — 7՝. 1 +  r], w'e will assum e further that  

r  G (0, rg) w ith  r«5 =  sin Ց for S G (0, 7t / 2 ). im plying D T%\  С &շտ- T h en  it follows
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for 2 G D r. 1 and A; €  N that qkz  G D rk,ch С Д 2л w ith rk =  qkr, ck =  qk , that is,

T5rk,ck =  qkD r.l .  im plying by (3.5) the inequality:

(4.3) 7 ,:1 log \ipv (qkz)\ <  c.v (S) |Im z\ 4- £*, 

with ek ->  0 as A: ->  + o c , uniformly for շ  G D rj  and 7/ e  ( 0 ,7г).

Consider the fam ily o f closed disks DT С D r<i in (3 .17)-(3 .19) with diam eter Vr

for r  6  ( /Л Л Ш -  For a fixe(1 4k £  Q  denote by t j  =  tj,k {r ,r i), j  =  1, 2 . . . . ,m k 

possible finite number solutions o f the equation:

(4.4) ^»/(7fc0 =  0 for /  6  I ° (r ) .  ij G ( 0 ,7г),

the zeros o f 4>n(qkt) on I ° ( r ), taking also into account their m ultiplicity. D enote by

B r.n the finite Blaschkc product for the closed disk DT (see (3 .35)) with the zeros 

tj'k  G ( / ; y \  satisfying by (3.36) th e  condition \B r<4{z)\ =  1 for z  e  L T :=  d B T. 

O therwise we will set Dr%1){z )  — 1 for z  G ID>T, if  4>,,(qkt)  has no zeros on (/£)" . So

that in both cases we have \B T.r}{z)\ =  1 for z  €  L T.

N ext, for a fixed к  G N, consider the function "фТ11 G //(D>T) :

(4.5) V;r.r,(2) :=  <Pr,(qkz)/Br.T,(z) for շ  G Ю>т С D r<1, 

and introduce the subharm onic function

(4.6) u T(z )  :=  q* 1 lo g \Фт,ѵ{г)\ for г  €  Ю>;,

whicli is continuous on L T and, by (4.3) and (4 .5 )-(4 .6 ), satisfies the inequality

(4.7) tiT(C) <  cv (6) |Im <| 4- £k for < €  L r .

Then from the m axim um  principle (3 .31), applied to uT in (4.6) at the point 2 = 1, 

and from Exam ple 1 w ith  (3 .32)-(3 .33), it follows that

(4-8) u T( l )  <  Vr[uT]{l) < t t l c ^ 6 ) 3 T + e k ,

where Ek -4  0  as к -> 4-oo. In addition, by (4 .4)-(4 .5) and (3.37), we have

(4.9) Mt(1) =  <7fc1 lo g |^ (< 7*)| +  A. with Л =  ^ ՜1 ^  9r { t j ) ,
tj £(/;)»

setting  Л =  0. if  the equation (4.3) has no zeros on l" (r ) .

2 ° . N ext, for any t  G IR + \{1}, denote by Լ  the closed interval o f the length  

\h \ =  \t -  1| w ith  the endpoints t. and 1. Also, for any q G N. denote by q l t  the  

closed interval o f  the length q \J t \ =  q \ t  -  1| with the endpoints q t and q. In this 

term s let us present the sum  in (4.9) by an integral, if  Л փ  0 . T hen the number 

n s v (4k-Ii), the solutions t j  €  qkh  o f equation (4.4) on Լ  according their m ultiplicity, 

is a  function o f t  G ^(f’) \ { l } .  decreasing for / <  1 and increasing for t  >  1. Also, 

taking into account that, in contrary to n ^։l(qkh)-. the function gT(t)  is ivcrxuising
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for t <  1 and decreasing for t  >  1, and, in addition, is vanishing a t the endpoints 

of I T (useful for integration by parts), we obtain for any r  G I ° ( r ) \ {  1}:

« Л  =  I  |Лч>„(<ІікЛ)| =  Լ  \g 'r(t)\d t.

Using the notation  pT( 0  ՝— (1 ~  Offr(0  >  0 for t  G Гт w ith  pT( l )  =  1. we obtain  

the equality

Л =  J  (і>„„(9кЛ)/(і«: |Л Ш М < )Л .

which is preserving also in th e  case A =  0  w ith  n ^ „{qkh )  =  0  for t  G (/£)" . This 

equality together w ith  (3.2), (4 .8), (4.9) gives us the asym p totic  inequality:

(4.10) J  [ I V , ( » / . ) / ( » ІЛІ) -  * - l cv (6)]pT( t)d t  <  Հ ,

where e’k =  տլ -  q ^ l k M  with ?*.(»;) =  log |cos(w„, +  rj)| and -+  0 as к -»  +no. 

Integrating both  sides o f (4 .11) by ц 6  (0, тг) and settin g

(4.11) Зѵ ( я М ~  [  iV „ (« J t)* 7 >
Jo

we com e from (4.11) with т £  (^ ')" \{ 1 }  to  the inequality

(4.12) J  [ \ ( q M / ( q k \ U \ ) - c A s ) ]P T ( t )d t< e 'i ,

where վ  :=  -  9 է ՚3 ( ս „ )  and 3(օ.՚41) =  J՝* lk{v)<bl- Now since Э(шт ) =  3 (0 ),

by 7Г - period icity o f  the function tj ->  /* (77), it follows t h at ԺԼ -*  0  as A: ->• oo.

4.2. N c c e s s a r y  m c t r ic  c o n d it io n s  o n  r e g u la r ity  a r c s  o f  ( 1 .2 ) .  After the  

above preparation, we can form ulate the m ain resu lts o f  th is paper, using som e 

additional notation. For a m d ia l  sequence Q  =  {qk}%Li €  7Zf o f  th e  elem ent /  in

(1 .2 ) consider the varia tion  V j(q k lt)  o f the argum en ts  {էմո }օ° o f  the coefficients 

{ /„ }q °  o f (1 .2) on  th e  interval quit  for t  G R + \ { 1 } ,  so  th at V f{q k h )  =  0 , if 

qk |/« | <  1. Now for г G (0 ,r$ ) we set:

(4.13) V f( t,Q )  =  lim su p i//(< fc/t) €  [0 .7г] for t  G J ( r ) \ { l } .
Jb—»oc

where U f(qkh)  =  V fi4k h ) / ( 9k |/* |)  is the mean varia tion  o f the argum ents {w„}o° 

on th e  interval q k h  (see (1.13). N ext, denote

(4.14) v7  ( r . Q ) =  sup v / ( t ,Q )  and v 7 ( r ,Q )  =  sup V f( t.Q ) ,
i€ ll-r ,l]  i€[l,l+rl

so  that both  t’f i r ,  Q )  are non-decreasing  functions o f r, having the lim its as r —> 0  :

(4.15) v f { Q )  =  lim v f  (r, Q )  G [0,ir].

Finally, introduce the quantity:

(4.16) v j( Q )  :=  m in { v J (Q ) ,v ^ (Q )}  G [0, тг],
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the m ean den sity  the vuriation o f {A w n}g° along Q.

Analogously, using Definition 2.2 and replacing in (4 .13)-(4 .15) the elem ent /  

by the norm alized elem ent z  -*  f ( - z )  =  f * ( z )  in ( 1.0) with coefficient argum ents 

{Ч*}о° *n ( l-7 )- ( l-9 ) ,  we obtain  for the elem ent (1.2) also the quantity:

(4.17) v '( Q )  :=  in m { !^ .(Q ) ,t^ .(Q )}  6  [O.ir],

th e  m ean density the variation of th e  argum ents along Q.

Now wc urc in position  to sta te  the m ain results o f  th is paper.

T h e o r e m  4 .1 . Let fo r  a  G ( 0 ,27г] and ц  =  e*A with  A €  ( —п ,л )  the open arc 

7 " С d D i o r  the sym m etric  open arc 7 " _ /t С d D  1 be an arc o f regularity fo r  the

clem ent f  in (1 .2). Then fo r  an y radial sequence Q  G 71/ the follow ing inequality

is satisfied:

(4 .1 8 )  fr  s -'  լ  «;<<?) +1^1 for _ (I.

P r o o f . From Corollary 2.2 for the interval Іа,ь =  q k h  with t G У (г )\{1 } we have 

the next estim ate from below for the integral O ^iqkh), defined in (4.11):

(4.19) >  п м х { 0 ,[ іг (»  Mil ֊  1) ֊  Vj{qkl t ) \) .

For է €  7 ( r ) \ { l } ,  define the function

(4.20) <Tk(t)  :=  (  °  ՝ f * ֊ ՛
\  I if \ h \ > % ' \

satisfying the condition: a k {t)  -► 1 as A: ֊*  oc for t  G Д г ) \ { 1 } ,  where r  G (0 ,r*)  

for rs  =  sin w ith  S G ( 0 ,7г /2 ). Then from (4.12) and (1 .19)-(1 .20) for any r  G 

/ ° ( г ) \ { 1} we obtain  the inequality:

(4.21) [ * ~ c v (6) ] f  a k( t)p T( t)d t  <  ^  \v f (q k h )  +  -nqk ll'2\pT[t)d l  + Հ ' ,

where e" -¥  0  as к  ->  oc. A pplying to (4.21) the Fatou’s lem m a (see |20 |), we come 

w ith к  oo to the inequality:

(4.22) [ж -  Cp(j)]3r <  J  V f( t,Q )p T( t)d t,  

where

3 T =  J '  P r ( t ) d t .

Then from (4.22) and (4.14), for s T =  sg n {  1 -  r )  w ith  r  6  / “( r ) \ { l ) ,  it follows 

that [tt -  с«Д<5)]3Т <  Ут +  i ’У  ( r ,Q )3 T, where Ут is the next integral on the interval 

I T w ith  the endpoints r  and 1 :
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Using the relations for 3 T and Ут from (3 .28)-(3 .29), w e obtain  [тт — Су,(£)]/,.(т) <

1 +  VjT{r. Q )lr (T՜), where

Ц т )֊.=  l o g j Y ֊ .

D ividing both sides by / r (r )  and letting r  -»  1 with r  <  1 and r  >  1, in view  of

(4 .13 )-(4 .14 ), we obtain

(4.23) tt -  c^(<5) <  m \n { v J ( i \  Q ), Vf ( r ,Q ) }  for r  G (0 ,1 ) .

N ow  letting  here r  -4  0. and using (4.15)-(4.1G), we obtain  7г — с^(д') <  V /(Q ).  

Finally, by (2 .8), c^(5) ->  as S ->  0, im plying

(4.21) tt <  V f(Q )  +  in v .

Then by Criterion 2, <  тг —a / 2 + |A | , w hich together w ith  (4.24) im plies (4.18)

for 7 Հ fl. Applying th e  above argum ents for the norm alized elem ent г -> f * ( z )  —

/ ( ֊  z )  in (1.6) w ith  coefficients { / * } g0 in (1.7), we obtain  (4.19) for 7 ° ,_ M- □

4.3. S o m e  c o n s e q u c n c e s  fro m  T h e o r e m  4 .1 . From the n ecessary  condition

(4.18) o f T heorem  4.1 on regularity o f the elem ent (1.2) on the open  arcs o f  0 D \  

we infer the following result.

C o r o lla r y  4 .1 .  F or an y a  G (0. 2тг] and  /і =  сгЛ w ith  A G ( —7Г,7т) the elem ent 

f  in (1 .2 )  has a sin gular point on the open arc 7 " քլ С d D \ o r  on  the sym m etric  

open arc դ Լ - քլ С d D \ , i f  fo r  som e radial scquencc. Q  G TZ.j, o r  correspondingly for  

Q ' G 7Z j. the follow ing inequality is  satisfied:

(4 .25) « / 2 > {  ”{ } Տ ձ ' ա' \  »»/(Q ) +  |A| fo r

Concerning the singularities o f the elem ent (1.2) on closed  arcs o f  d D i , from

Corollary 4.1 we obtain  the next result.

C o r o lla r y  4 .2 .  For any Ց G [0.27г) and ц  =  е іЛ with  A G (—тг,7г) the elem ent 

f  in (1 .2 ) has a singular point on the arc  7 3 ,  ̂ С d D \  o r  on  the. sym m etr ic  arc. 

7j8.-/i С d D 1. i f  fo r  som e radial scquencc Q  G IZ f, or correspondingly f o r  Q ' G 7Zf, 

the follow ing inequality is satisfied:

(4 .26) №  >  (
1 <7 (Q  ) +  W  h r  ~te,-n

A ctually, if Ір .ц  contains only regular points o f  / ,  then the open  arc 7 ® ր for 

a  =  $  +  £ w ith  sufficiently sm all £ >  0 w ill be an arc o f  regularity for / ,  which 

w ill contradict. C orollary 4.1 for 7 "^. O f course. Corollary 4.2 is satisfied  also for 

=  27Г. since the norm alized clem ent (1.2) always has a  singular point 011 d D ] .
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R e m a r k  4 .1 .  I f  the inequalities in  ( 1 2 5 )  are satisfied sim ultaneously fo r  7^  and  

7 0 _  „  then the singular pon ds on these arcs w ill be diffeir.nl fo i a  G (0 ,тг), since 

7," ,, ո  7л -11 =  0 - A sim ilar 7-emark w ith  ft G [0. n) is true also fo r  the inequalities  

in (Հ.20) o f  Corollary Հ.2.

T he next corollary contains som e more concrete cases o f the Corollaries 3-4.

C o r o lla r y  4 .3 .  For the e lem ent f  in  (1 .2 ) w ith  a radial sequent*. Q  Հ П /  the 

follow ing assertion s hold:

1) If  A = 0  and V f(Q ) <  n fo r  som e Q  €  К / ,  then fo r  f t =  2V f(Q )  €  (0,2тг), 

it follow s from  Corollary Հ.2 that f  has a singular poin t on the arc 7^,1- im plying  

fo r  v /{ Q )  =  0 with ft =  0 , that the point 1 is  и singular poin t o f f .  I f  A =  0 and 

Vf(Q ')  <  тг fo r  som e Q ՛ G 11; . then f  has a singular p o in t on the arc 7 # _ j  with  

ft =  2V j(Q ') and cen ter  - 1, im plying fo r  vJ(Q ') =  0 , tha t the poin t - 1  is  a  singular 

poin t o f f .
2 ) Let /1 =  e*A with  A G ( - л ՜,  тг)\{0}. and  2 |A| <  a  <  2n. Then fo r  ձ =  a  —

2 |A |, from  C orollary Հ.1 with (4 .25) it follow s that Վ ճ С 7 ° <x an d  Վ _ ճ С

im plying by 1) fo r  7 ^ ±1, that: a) the point 1 is  a singular poin t օքդԼ^  if  vf (Q )  0;

b) the point. - 1  is  a singular point, o f  7a,-,*  \ f  V}{Q ')  =  0 .

S) Let fo r  c lem ent f  in (1 .2 ) w ith  radial sequences Q  G TZ/ and Q ՛ G 71 / ,  and 

fo r  a  G ( 0 .2n) and /л =  e iX with  A G (—7r, n) the follow ing inequalities be satisfied:

(4 .27) a / 2  >  v j( Q )  +  |A| and f t /2  >  v ){Q f)  +  |A |,

where ft =  2тг — a  G [0,27г). Then by Corollaries Հ .1-Հ .2 and (Հ.27), the elem ent f  

has (different) sin gular points on both com plem entary arcs 7 ® բ and ՜Г в- բ  on 0 D \  

with  7 rf,_ /4 =  d D j\7 ft,M-

N ote th a t in Theorem  1.1 and in Corollaries 4 .1-4.2 instead o f  v j( Q )  one can 

use also som e other quantities o f  the elem ent /  in (1.2). related w ith  any radial 

sequence Q  =  {qk)kL i €  TZf, using in (4.13)-(4 .17) d irectly the quantities {ճս;ո }օ° 

and {Ao>*}q°, defined in (1 .4)-(1 .5) and (1 .7)-(1 .9).

For r  G (0, r s )  and qк G Q  we set:

w j ( r .q k )  =  m ax |Aa>„| and w f  (r, qk) =  m ax |A wT, | , 
n€qitJr n£qkl t

where 1 ՜  =  [1— r, 1] and I + =  [1 ,1+ r]. T hen for r  G (0, rs )  the functionsu>*(r. Q ) =

lim sup^^oo w f  (r, qk) G [0 .7г] are both m onotonic having the lim itslim r_>o u ՝f  (r , Q )  =

U’/ ( Q )  G [0 . 7г]. and we define

(4.28) w f {Q )  :=  m in{ti;J(Q ), w f  (Q )} .
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Replacing in this definition /  in (1.2) by the related with /  elem ent / *  in (l.G )-(1.7) 

w ith th e  coefficient argum ents (o'* }o°> we com e for J  to  the second quantity

(4 .29) v>’i ( Q )  ■■= W f ( Q )  =  m in fu 'y . (Q )}  e  [0,тг].

The com parison o f  (4 .28)-(4 .29) and (4.16)-(4 .17) shows that

0  <  vf (Q ) <  w / ( Q )  <  it and 0  <  v* (Q ) <  w } [Q )  <  n.

Thus, replacing in Theorem  1 and in Corollaries 3-4 the quantity v /( Q )  by u>/(Q) 

and correspondingly v* (Q )  by W j ( Q ). we will obtain  som e new, and perhaps intu itively  

more clear corollaries, including the influence o f the gaps in coefficients o f the  

elem ent / ,  taking into account that if  / „  =  0  for som e n  €  N(), then also Да>„ =  0 

or Да;* =  0. T h e converse is not true, since if JrJ / n_ j >  0, then again Да;,, — 0 

by (1 .4 )-(1 .5 ), but f n / f n -1  <  0  w ith  Да;* =  7Г by (1.8).

A ssum ing now that the condition 1 ітп_юо |Да;г,| =  0  or l im , , - ^  |Да;*| =  0 

is satisfied, it will follow* from (4.28)-(4 .29) that correspondingly w j( Q )  =  0 or 

u ՝}(Q )  =  0 for arbitrary  radial subsequence Q  €  T lf.  T h is will im ply in Corollary

4.3, item  1) the singularity o f  the points 1 or correspondingly ֊ 1  for any Q  £  71
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О  В О С С Т А Н О В Л Е Н И И  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В  Р Я Д А  
Ф Р А Н К Л И Н А  С  “Х О Р О Ш Е Й ”  М А Ж О Р А Н Т О Й  Ч А С Т И Ч Н Ы Х  

С У М М

А н н о т а ц и я .  Найдены формулы восстановления коэффициентов кратного 
ряда Ф ранклина по ого сумме, удовлетворяющего условиям: 1) квадратные; 
частичные суммы с номерами '1Ѵ почти всюду сходятся, 2) м аж оранта ча­
стичных сумм с номерами 2" удовлетворяет некоторому необходимому усло­
вию.

M S C 2 0 1 0  n u m b e r : 12В05, 120)5, 42С10, 12С25.

К л ю ч е в ы е  сл о в а : кратны е ряды Франклина; теорема единственности; теорема 
восстановления.

Ортонормнрованная система Франклина состоит из кусочно-линейных и непре­

рывных функций. Э та система построена Ф. Франклином [1] как  первый пример 

полной ортонормнрованной системы, которая является базисом в пространстве 

непрерывных на [0; 1] функций. Д л я формулировки результатов напомним неко­

торые определения.

Пусть ո =  2*‘ +  і/, ի  > 0, где 1 <  ѵ < 2м. Обозначим

Через S n обозначим пространство функций, непрерывных и кусочно-линейных 

па [();!] с узлами {л-„.і}”=0, т.е. /  6  S u , если /  6  С[0;1] и линейная па каж ­

дом отрезке [ап.«-і; *п.»Ь > =  1,2. Ясно, что d im S n =  / 7 + 1  и множество

этому, существует единственная функция f n G S n , которая ортогональна Տո і .

1 Исследование первого автора выполнено при финансовой поддержке Государственного ко­
митета по науке М О ІІ РА в рамках научного проекта 10-3/1-41

Г. Г. ГЕВОРКЯН, М. П. ПОГОСИН

Ереванский государственный университет, А рм ения1 
Американский университет Армении  

E-mails: gtjg@ysu.am, inichatl@ysu.am

1. В в е д е н и е

{տո,;}՞_ո получается добавлением точки տ„.շ„_] к множеству По-
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/„ («„,21. О >  (I И ІІЛ.ІІ2 =  1. Полагая /„ (* ) =  1, / і ( * )  =  \/3 (2 ւ  -  1), х  6  [0; 1), по­
лучим ортонормированную систему {/„(х)}Я ,о . которая эквивалентным образом 

определена Ф. Франклином |1|.
В настоящей работе рассматриваются кратные ряды но системе Франклина. 
Пусть (I некоторое натуральное число. Рассмотрим d-мерные р я д а  Франклина

(1.1) Y .
mfeNjj

где га — ( m i . ..., тл) 6  Nq-boktop с неотрицательными целочисленными коорди­

натами. X — ( . т ь G [0; l]J  и f tn(x) =  / Wl(x i) •... • fm 4(Xd)-
Обозначим через <x„(x) квадратные частичные суммы ряда (1.1) с номерами

2", т.е.

(1.2) сг„(х) =  а ,„ /т (х),

где т  =  ( т \ , т а ) .  Положим

о* (х) =  sup |<т„(х)|.

В работе [2] анонсирована и в работе |3| доказана следующая теорема.

Т е о р ем а  1.1. Если суммы (1.2) сходятся по мере к интегрируемой функции  /  

и выполняет ся условие

(1.3) H minf (Л • mcs {х 6 [0; 1]#/: <7*(х) >  А}) =  0. 

то ряд (1.1) являет ся рядом Фурье-Франклина ф ункции  / .

В настоящей работе мы докажем следующую теорему.

Т е о р ем а  1.2. П уст ь суммы (1.2) сходятся по мере к некоторой ф ункции f  и 

для некоторой последовательности  А* —> + эо  выполняет ся

(1.4) ^ lim (А* • mes {xG  [0; l]d : ст*(х) >  A*■}) =  0.

Тогда для любого m  G Njj им еет  место

(1.5) « „ =  lim [  [/(x)]AJk/m (x )d x !
*-*+<» J  [о,i]4

где

/ ( x ) ,  если  | / ( x ) |  <  A.

Г Г. Г Е В О Р К Я Н , М. П. п о г о о я н

(1.6) [ /(x )]A =
0, если  | / ( x ) |  >  A.
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Напомним, что функш ія /  называется Л-интегрируемой на [0; l]d, если выпол- 
няется

(1.7) д Нш^ (Л ■ mcs {х е  [0; l] rf : | / ( х ) |  >  А}) =  0

п существует

(1.8) lim /  [ /(х )]АЛс = : (Л) /  f( x )d x .
Л—► Ւօօ У[0:!] ‘ J [ 0;1]J

Поскольку для любого фиксированного ш  е  Nq ф ункция / ,„ (х )  ограничена, то
ири выполнении (1.7) имеет место

lim / [/(х))л/т(х)ійс= Urn f  |/(x)/m(x)]*rfx,
A -*+ oc J [ 0; i y  A—*+oo • / [0;1]մ

если хотя бы один из этих пределов существует.

Поэтому из теоремы 1.2 следует

Т е о р е м а  1.3. Если сумм ы  (1-2) по мере сходятся к некоторой функции ք и 
выполняет ся ус.аоиие (1.7). то фгункция /  являет ся Л-интегрируемаи и ряд 

(1.1) являе.т сл рядом Фуры՛- Ф]хшклина в смысле А-инт егрирования, յո .с. для 

любого in  G N[{ ішеет. место

а,п =  (Л) [  f  ( x ) / in (x)flx.
J[0;iy

Аналоги теорем 1.1 1.3 д л я  простых (однократных) рядов <1>ранклина дока­

заны  в работах |4|, |5|. В работе (6] аналогичная теорема доказана для  простых 

рядов по общеіі системе Ф ранклина, порожденной квазидиадической и сильно 

регулярной последовательностью. Поскольку в настоящ ей работе общая систе­

ма Ф ранклина не рассматривается, то определение этой системы приводится не 

будет. В работах |4]֊ [С] вместо мажоранты частичных сумм с номерами 2" ф игу­

рирует маж оранта всех частичных сумм. Поэтому, теоремы 1.1 1.3 новые также 

дл я  просты х рядов Ф ранклина.

Аналогичные вопросы для систем Прайса, порожденной ограниченной после­

довательностью . рассмотрены В. В. Костиным [7], [8|. При доказательстве Тео­

ремы 1.2 в основном применяем методы из работы первого автора |3|. И местами, 

ради полноты изложения, мы вынуждены повториться.

2. Д о к а з а т е л ь с т в о  Т е о р е м ы  1.2

Введем некоторые обозначения. Положим t j  = при 0 <  j  <  2", а  также 

t v_ x =  tg =  0 и էշ„+1 = էշս =  1. Обозначим 6յ = (էյ_
27
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Д л я любого и > \  определим функции В ? (г), і  =  0 ......2", следующим обрагюм:

В Ж )  -  (  n P " ‘ =  J ' , } - О ,...,2", II JBTW линейна на [ t J L , : # ,  յ  =  1 ,....2 “ . 
՚ 1 ՚ [ 0. при г փ յ .  յ  յ

Положим N j =  {0.1..... Тогда

(Т„(х) =  ^ 2  
meKj;

Д л я вектора j  =  ( j \ , ....jd ) 6  NJ* обозначим

(21 ) Д |  =  Դ  X ■ • X  <%, էյ" ֊  (<J,......t j , )

И

B j'(t) =  B f { t i ..... td) =  в ; ,  («о •... • B fd(td).

Нетрудно заметить, что ^2j=o Щ (х ) =  когда x  €  [0; 1]. Поэтому 

/3j'(x) =  1. когда X f: [0; I]4*, и suppBJ' =  A j՜.
J«=Nj!

Нетрудно заметить такж е, что

L v ̂ (х)Л- Լ  B i '( x ) d x - n Լ =п ̂
Поэтому для 

< « )  =  

имеем

(2.3) f  Mi (x)dx  =  1.

Очевидно, что как система функций {Bj'JjeN*, так  и система функций {Af^}j€№i, 
образуют базис в линейном пространстве

(2-'l) S* :=  < ^ 2  om/m (x) : a m 6  I

Поэтому верна следующая лемма.

Л е м м а  2 .1 . Ясли F  е  Տ,, и F  փ 0, то существует  j  6  N'j . такое, что

(Р ,М П :=  [  F(x)Atf(x)dx  փ 0.
■ W

В рабо те |3| доказаны следующие леммы
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О ВОССТАНОВЛЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ РЯДА ФРАНКЛИНА 

Л е м м а  2 .2 . Д л я  любых M j* (x ) и  и > щ  существуют числа  a-j такие что

М £ (х )  =  Y .  aj'W j'fx),
JGN̂

причем

rtj =  1. O j >  0 и O j =  0. если  Д і' <քլ Д"°.
j€Nj*

Л е м м а  2 .3 . Пусть функция. F  определена па  Д  :=  [пч;#і] х  • • х  [eyelid],

d G 14, и являет ся линейной функцией по каждой переменной. 'Горда если I, =  

іпахеед |-F(t)|, то

m c s | t  6  Д  : |F ( t) | >

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1.2. Пусть суммы (1.2) но мере сходится к функции 

/  и ряд (1.1) удовлетворяет условию (1.4). Сначала докаж ем, что дл я  произволь­
ного Щ и jo €  имеет место

(2.5) f  a-„։(x)A f!J'(x)dx =  lim [  [ /(х )]А̂ Л/.";'(х)»/х.
J  (О; 1 )** k ~ tx j[  0;i]rf յ "

Обозначим

Ek. -  {х  6 slipp,W £ =  : a - (x )  >  At } .

П усть =-произвольное положительное число. По условию теоремы, можно вы­

брать такое ко. чтобы выполнялись

(2.6) 2 ,м  • Ղ""'1 • Лд. • m es(£*) < £, когда к > ко, 

и

(2.7) m es(£*) <  2 ՜ 8rfmes(suppA /^’). когда к > K՝q.

Д л я I* > ио обозначим

П'  =  { Л : Л - f ) x - x ( Գ 1 ’ % ) ' Л с  “ p p -V ?  }

Если для некоторого А  €  П„ выполняется

(2.8) х&щ{Еи Ր А) < 2֊2dm es(/l), 

то

(2.9) \аѵ{х)\ < 2,l\ k ,  когда х  е  А.
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Действительно, поскольку на А  функция <г„(х) линейная но каждой переменной
Xj , j =  ] ..... і ,  то в силу леммы 2.3 получим, что если бы имело место Ы « о ) |  >

2d ■ Л а, для  некоторого хо € -4. тогда выполнялось бы

mcs{x 6 А : |ст„(х)| >  Л*} >  3 ՜* ա օ Հ ձ ) ,

которое противоречит (2.8).

И з (2.7) следует, что

(2 .10) п ісв(£*П Л ) <  2 " 7,'іпга(Л). когда А  6  П„,.

Теперь для // >  ѵв ио иидѵкции определим семейства f l j  и HJ. Д л я і/ =  щ  

положим

п ; =  {Л е  Г2„„ : пкв(Л  Ո £*) >  2 ՜“  • пкк(Л)} , Qn  =  ( J  Л.

u

Տ1Լ =  {Л 6 ՏԱ : Л է  « ֊» } . =  Ս  ճ -

И з (2.10) следует, что Q„„ =  0 и Р,„ =  suppM "^.
Допуская, что определены f l j , , l i j , . Q„- и Р„-, для  і /  <  I/, определим семейства 

i l l  и ІІ~ следующим образом.

(2.11) (ІІ  = j-4  6 І1„ : աօտ(ճՈ£?է) >  2~Mm os(/l) и .4 £  Ա  ^  .

Г. Г. Г Е В О Р К Я Н , м. п. погосян

<э„ =  Ս  л -
леи}.

Զ ՜ =  I  .4 6  Ը„ : .4 £

Положим также

у.0-}
р„ =  и  А -

лег#
Таким образом определенные семейства i l l ,  i'll 11 множества Q v . Ր„ обладают 

следующими свойствами: i'll с  С
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Из (211) и (2.13) следует, что

(2.14) racs ^  ( J  <  26dm cs(£lfc) для  любого и.

Обозначим

(2.15) j „ =  { j : д у  Ո Q v փ 0 ս Ду с  P „ _ L} .

Ei—in j  =  ( j \ ,  : . j d )  €  J./ И Д]" =  p ~ i  j X ■ ■ X то для

любого множества

(216) в  := [ ՜^ շ 7 ՜; ^ ]  *■•՛ * [ ^ 2 ^ ’ ^ j  ’ гдс ** = U  n jm j,+ 1, </ =  1 ... ,d,

имеет место

(2.17) mes(Z? Ո £* ) <  2֊r,dmes(i?).

Действительно. если д л я  некоторого В  не выполняется (2.17), тогда д л я  куба 

D  €  Զ „_ւ, с условием В с  D, выполнится

(2.18) mes( D  Ո Е к) > 2 ՜ք,,/ւււօվ Ո ) ,

так как mes(jD) — 2r f mes(В ). Из соотношения (2.18) следует, что D  с  U 

Следовательно. В  С и Ду Ո  {Ս„՚<ս Q v՛) Ф W, которое; противоречит
условию Ду С Ріу- і  из (2.15) и соотношению (2.12).

В силу (2.8), (2-9), из (2.15)-(2.17) получим

(2.19) 1<МХ)1 <  2<* • когда X € Д у, j  6  J „ .

Очевидно, аналогично получим

(2.20) М х ) |  <  2d ■ Л/... когда х  G Ду С Рѵ.

Теперь по индукции определим разложения фп д л я  , удовлетворяющие усло­

виям:

(2.21) ^  Е  « №
| /< »  jfc J „  j :A j‘C P n

(2.22) Е Е < і  + Е  “յ” - 1- < і^ ° <  "յ՞տօ.

П оложим ՜Փւ/0 =  Очевидно г/>„„ удовлетворяет условиям (2.21), (2.22). Д о­
пуская. что определено -0П. удовлетворяющее условиям (2.21), (2.22). определим
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фп П . Д ли j .  с условием Д]‘ С Р,„ и силу леммы 2.2, имеем

( 2 .2 3 )  A fj"  =  2 3  І у Л ' К " ,  с  Л  > « -

ѵ:Д» 1 OnppAAj"

Заметим. что если Д]' С Рп и выполняется (2.23), то либо Д £+ | Ո Q „ + 1 փ 0, 
и поэтому V € J „ + i. -Iибо Д ” +1 С Р „+1 • Поэтому, подставляя (2.23) а (2.21), и 
группируя подобные члены (одно и тоже Д у4 1 может входить и разные суммы

(2.23)), получим

(2.24) = Ф п П =  Е  Т , < У М І +  Е
i / < n + l J t J „  j :A j, + , C Р „М

IІеотрпIіа тел ьность коэффициентов օ £ յ \  o j<+I в (2-24) следует из неотрицатель­
ности коэффициентов в (2.23) и (2.21). Учитывая, что интегралы всех функций 

МУ равны единице (см. (2.3)), из (2.24) получим

Е  Е < і '  +  Е  ° а ' г о ,
K n + l j t . T „  .|:Д ',+ І С Р П. | |

Итак, мы доказали возможность представления (2.21). с коэффициентами (2.22). 

Отметим, что если uq < і/ < ո  и для  р  — ( р \ . ...,р л ) выполняется m a x ; >  2". то 

(/р. М р  =  0. дня j  € Поэтому

խ ո , м р  = Е  м п  = Е  м /р -  щ ) = (»»• щ у

peN^ p€N;I

Следовательно, с учетом (2.21), для п  >  Vq имеем

(2.251 [  ^ 0(х)Л /;*(х)сЬс= [  (Tn (x)A/JJ, (x)rfx =
./[o;ij" ” У д ;;՛

Е Е < і ( * " - м Л +  Е  а . Г К , м ; ‘) =
i / < n j e J „  і : Д ; с р п

Е  Е  м п  +  Е  « I V » . = : '».> +
І'<ѵ j e J „  j t A j 'C n

Из (219) и (2.3) следует

(2.26) | /„ д | < Е  Е  < і і к . м л і  < 2" ՛ Е  Е  « ՞ յ  /

Из (2.22) и (2.21) имеем

(2.27) Е  Е  < і  /  M j (x )d x  <  f  M £{x .)dx ,
"<>i jcJ, 7<ճյ •'D-
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где

(2 .28) д .  =  и  и  д і'-

Из определения множества З и (с.м. (2.15)) следует, что

m p s(A j-n < b ) >  ,2 - d
mes(Aj') ՜

Из последнего и (2.14), (2.13) получаем, что

(2.29) mes(£)n ) <  2 ,л ■ m es(Ek).

Поэтому, из (2.26). (2 27) н (2.6) следует, что

(2.30) |/„ ,1 1 <  ■ 2м  ■ А* • rues(£*) <  2" “ е.

Д л я շ имеем

(2.31) Ա » .  £  п1 м 1 I =
\  і:Д ,~ С Р „ /

О  В О С С Т А Н О В Л Е Н И И  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В  Р Я Д А  Ф РА Н К Л И Н А  .

ԾՈ -  (/]л„. Y 1  аі МІ ‘ + ( W ^ ՛  аі Мі  ~  ք».3 +  ք".4
V і :Л ;с р „ /  V J^ i 'C P »  /

Обозначим Н п =  Ц^дрс/*» 11 =  { х Е  A jJ : | / ( х ) |  >  А*}. Ясно, что Т к С £* ,
и поэтому mes(Т*) <  rues(£/,). Следовательно (см. (2.6))

(2.32) raes(Tjt) < е -2 ш  ^  • А ;1.

И з (2.20) имеем, что

|<тп(х)| <  2(І • А*, когда х  е  Нп .

Следовательно

(2.33) -  [ /(x )]aJ  <  (2d +  1) • Afc. когда x  £ Я „.

Очевидно

(2.3-1) |/„ ,з | <  2й"' /  К ( х )  -  [/(х )]* . Мх =
J h „

2v°d { I  К ( х )  -  [/(x)]Al Idx+  [  \(т„(x) -  1/(х)]а„|rfx ) -
\ J H n \Tk JH ~ r\ T k )

И з (2.33) и (2.32) следует, что второй интеграл в (2.34) меньше -г/3 при всех п.

А первый интеграл стремится к нулю когда п  —> оо, поскольку подинтегральная
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функция на Нп ограничена и но мере стремится к нулю вне Т/,. Следовательно

для / ,1,3 имеем

(2 .3 5 )  |/» .з | <  s / 2 ,  когда п  достаточно большое.

Д ля Іп<4 и:і (2.21) имеем

(2.36) = ([/]л«. м£) - 1 [/]*.■ Е Е <jm> j =: (Шл.• «;:՛) +
V ^<nj€J„ /

Из (2.28). (2.29) и (2.G) следует, что

mes ^supp  ^  ^  ^  <  2?і mes^ * ^  Հ  ■ £ ■ Xk 1.

Кроме того (см. (2.21). (2.22)) имеем

Y ,  < г Ч Г ( х )
j e J . .

<  |Л С (х ) | <  2°у"+ |),/.

Следовательно

(2.37) |Л , ,5 І < 2 - - ' 'г .

Из (2.30). (2.31). (2.35) (2.37) и (2.25) вытекает, что

/  » » ( * № ( * ) * ֊  /  1/(х)]л«, Л/£" (х)йх <  с когда
J  [0 ; I]'1 7 [0 ;1]** J

Соотношение (2.5) доказано.

Теперь докажем, что для любого m  € Njj выполняется (1.5). С начала заф ик­
сируем некоторое і/, с у ровн ем  2Ѵ >  ш ах і<£<^ггц. Тогда (см. (2.4)) / т  е  Տ„. 

Учитывая, что система функций {A/j'jjgHg образует базис в S„. найдутся коэф­
фициенты ;5j, j  €  Nf,, такие что

(2.38) /„ (X )  =  £  JjA /flx ).
jGN;'

Очевидно

«m =  K , / m )  =  ^  j9j(<T ,̂ A f/).
Jew*

Отсюда, с применением (2.5) и (2.38). получим

° “ =  E f t * S “  /  [ / ( x ) k .M f (x ) r fx =  Ііш /  [/(x)]A ,./m(x)rfx.
j €N rf 4 0 0 -/fO;!]-' 00 • / [0 ;J)**

Теорема 1.2  полностью доказана.



О ВО С С ТА Н О В Л ЕН И И  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В  Р Я Д А  Ф РА Н К Л И Н А

A b s tr a c t .  In this paper, we obtain recovery formulas for coefficients of multiple 
Franklin series by means of its sum, if the series sat isfies the following conditions: 1) 

the square partia l sums w ith indices 2" converge alm ost everywhere, 2) the m ajorant 
of partial sums with indices 2" satisfies some necessary condition.
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A b s t r a c t .  In Ibis paper wc give a  characterization of points a t which Iհր 
Marcinkiewicz-Fcj<5r means of double Vilenkin Fourier series converge. 1

M SC2010 numbers: 42C10.
Keywords: Vilenkin function; Pointwise suminability: Marcinkiewicz-Fejer mean; 
Lebesgue point.

Lebesgue's theorem |14| is well known for trigonometric Fourier series: Lhe Fejer 
means a „ /  of a function f  € Lj([0.2тг)) converge to f  almost everywhere if (see 
also Zygmund [20]). An analogous result for Walsh-Fourier series is due to Fine 
|3j. Later Schipp [19] showed that the maximal operator a* of the Fejer means of 
one-dimensional Walsh-Fourier series is of weak type (1,1), from which the a. e. 
convergence can be deduced by standard arguments.

For two-dimensional trigonometric Fourier series. Marcinkiewicz [15| established 
that the MarCinkie w icz- Fej6r means

of a function /  e  LlogL([0,27г) x  [0,27г)) converge a.e. to /  as n o c .  where 
Sj.j ( / )  denotes the cubic partial sums of the Fourier series of / .  Later Zhizhiashvili 
[24. 25] extended this result to all /  6 L]([0.2тг) x [0,2тг)). An analogous result for 
two-dimensional Walsh-Fourier series is due to Weisz [211.

In one-dimensional case the set of convergence is characterized with the help of 
Lebesgue points. It is known that an a.e. point x  6 [0.2n) is a Lebesgue point 
of /  £ L[ ([0,2тг)) and the Fejer means of the trigonometric Fourier series of /  t

'T h e  research was supported  by Shota Rustaveli National Scicncc Foundation gran t no .D I/9 /5-

1. I n t r o d u c t io n

100 13.
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Lj ((0,2тг)) converge to /  at each Lebesgue point (see Butzer and Nessel [2]). Weisz 
(20] introduced the notion of Walsh-Lebesgue points and proved the analogous results 
for Walsh-Fourier series.

For Vilenkin-Fourier scries, the author and Gogoladze (11) introduced the notion of 
Vilenkin-Lebesgue points and proved that the Fej6r means of Vilenkin-Fourier series 
of /  e  Li (Gm) converge to /  at each Vilenkin-Lebesgue point-

In this paper we generalize these results for the Marcinkiewicz-Fcj6r means of 
double Vilenkin-Fourier series, and characterize the set of convergence of these means. 
We introduce the notion of Marcinkiewicz-Lebesgue points, and prove that a.e. point 
is a Marcinkiewicz-Lebesgue point of an integrable function /  and the Marcinkiewicz- 
Fe,j6r means of double Vilenkin-Fourier series of /  converge to /  at each Marcinkiewicz- 
Lebesgue point. The summability problems of cubic partial sums of multiple Fourier 
series have been investigated in [4|-[13|.

2. Definitions and Notation

Let N+ denote the set of positive integers, and N =  N+u{0}. Let m =  (mo, m i,...)
denote a sequence of positive integers not less than 2. Denote by Zinic = {0. 1.....m* —
I} the additive group of integers modulo m*. Define the group Gm to be the complete 
direct product of the groups Zm., wit h the product of the discret e topologies of Zm ’s. 
The direct product of the measures

W (0 ՜}) :=  —  0  6 ZmJ,  nik
denoted by ц, is the Ilaar measure on Grn with fi(G,„) =  1. If the sequence m is 
bounded, then Gm is called a bounded Vilenkin group. The elements of Gm can be 
represented by sequences x  := (x0,ar1: ...). (xj e  Zmj). The group operation
" +  ” in Gm is given by X +  у =  (:r0 +  ijq (niodmo), xk +  yk (modink) ....), where 
X =  (x0, •••,.£*;....) and у =  (уц...., у і ...) 6 Gm. The inverse of is denoted by 
In this paper we consider only bounded Vilenkin groups.

A base for the neighborhoods of Gm can be given as follows: for .r € G„, and n € N 
define

M s) := f'mi 

^.(•t) := {y  € Gm\yo = x0,...,y i ։ - 1 =  xn_i}.

Also, define In =  7n(0) for n 6 N+ . For n € N we set en := (0,..., 0 .1 ,0 ,...) € Gm the 
n th coordinate of which is 1 and the remaining are zeros.
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If we deline the so-called generalized number system based on m in the following 
way: Mil := l,M l+ i mkMk(k € N), then every n 6 N can be uniquely expressed 
as н =  £  njM։ , where n, e  Zm, (j e  N+) and only a finite number of ոՀտ differ 

from zero°We also use the following notation: |n| := max{fc € N : m, փ 0}, that is, 

M|„| < n < Л-/|„|+і for it > 0.
Next, we introduce on G „  an orthonormal system which is called the Vilenkin 

system. To this end, we first define the complex valued functions r h ( x )  : Gm ֊> C, 
the generalized Rademacher functions as follows:

,■,.(*):= exp ( — )  (.2 =  ֊1 , x e G m. k  6N ).
\  mk /

It is known that

\ j  0, if xn փ 0
(2 D Ճ  r! .W =  I m„, if z„ =  o.

t = 0  v

Now define the Vilenkin system ф := (ipn '■ n e  N) 011 Gm as follows:

l / 'n ( x ) : = n C W  (" € N ).
0

In the special case m =  2. this system is called the Walsh-Paley system.
Observe that the Vilenkin system is orthonormal and complete in L l (Gm) (see [1]). 
We consider the double system {Vv»(z) x ipm(v) ■ n , m €  N} 011 GmxG m. Throughout 
the paper, the notation a < b will stand for a < cb, where с Ls an absolute constant.

The rectangular partial sums of the double Vilenkin-Fourier series of a function /  

are defined as follows:
M -1 n -  1

S m.n  { x , y , f ) :=  J 2  Y s  / ( * ՛З) Фі (x) Фі (у) .
»=0 j=0

where the number

h i ,  j )  = J  f  (*. v) t i  (*) (v) (*. v)
G„, xG'm

is said to be the (t.j)tli Vilenkin-Fourier coefiicient of /.
The norm (or quasinorm) of the space Lp (G„, x Gm) is defined by
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The space weak-Lp (Gm x G,„) consists of all measurable functions f  for which 

ІІ/llwonk—t,,(Gm xGm) := sup A/X (I/I > A)1/* < + 0 0 .
'  A > 0

The a-algebra generated by the dyadic 2-dimensional կ  x Ik cube of measure 1 x
Мкл will be denoted by Fk (к € N ). Denote by /  =  6 N) the one-parameter
martingales with respect to (F„,n e  N) (for details see |22|). The maximal function
of a martingale /  is defined by f  =  sup | / (,,)|. In the case /  £ Ly (G„, x Gm). the 

»>€N
maximal function can also be given by

ր խ ՝ ’ ) ա ^ ա & ա
J  f  {t, it) dp (/., it)

U.(c)xl„(y)
(%:У) G Gm X Gm.

For 0 < p < oc the dyadic martingale Hardy space HV(G x G) consists of all 
martingales for which \\/\\Нр := | | / ‘ ||,, < oc. If /  e  L\ (Gin x Gm), then it is easy 
to show that the sequence (S\in,M„ ( /)  : 71 € N) is a martingale. If /  is a martingale, 
that is, /  =  ( f ( ° \  ք ^ Հ ...), then the Vilenkin-Fourier coefficients must be defined in 
a slightly different way:

f ( i j )  =  Jim  J  f w  (*, y) to (*) Ы  d/1 (X , y ) .
G,„XC,„

The Vilenkin-Fourier coefficients of /  € L\ {Grn x Gm) are the same as those of the 
martingale (Sm„.a/„ ( /)  ■ н е  N) obtained from / .

For 71 =  1,2.... and a martingale / ,  the Marcinkicwicz-Fejer means of order n of 
the 2-dimensional Vilenkin-Fourier series of /  are given by

1 ""՛
«■» (*• V՛ f )  =  ~ Y l  ’ V' ■

՛  j=0
Denoting by

1 n"՛
K„ (j-, y) := -  Dk (x) Dk (y)

1 A=0
the 2-diinensioual Marcinkiewicz-Fejdr kernel of order n, we can writ e

(2.2) » « (* ,! / ; / )=  J  f ( t , u ) K „ ( x ֊ t , y ֊ u )  dfi ( t u ) .
G,ny.Gm

A bounded measurable function a is said to be a />-atom, if there exists a generalized
square /  x ./ e  Fn, such that

a) J adp = 0; b) ЦаЦ  ̂< p(I x c) supp a С /  x J.
TxJ
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An operator T, which maps the set of martingales into the collection of measurable 
functions, be called /յ-quasi-local if there exists a constant Cp >  t) such that for every 

p-atom a
J  ITaV < C P < * o,

OmxGm\(lxJ)
where /  x J is the support of the atom.

3 .  M a r c i n k i e w i c z - L e d e s g u e  p o i n t s

In one-dimensional case a point x € (—oc, oo) is called a Lebesgue point of a 
function /  if

h
l im f  [  \f (% +  t) — f  (•>*) \dt =  0. 

о
It is known that a.e. point x 6 [0.2-n) is a Lebesgue point of /  € L\ ((0.27г)) and 
that the Fcj6r means of the trigonometric Fourier series of /  € L\ (fO, 2л-)) converge 
to /  at each Lebesgue point (see Butzer and Nessel (2)). Feichtinger and Weisz [18| 
extended these results to two-dimensional trigonometric Fourier series, to arbitrary 
summability method and to all f  € L (log L)+ ([(). 27г)2) .

In |20). Weisz introduced the notion of one-dimensional Walsh-Lebesgue point: 
X € Շշ is a Walsh-Lebesgue point of /  6 Li (G-շ) if

/  I / (* +  0 - / (* ) |A =  0.
k=0 i „ M

He proved that an a.e. point x G G-շ is a Walsh-Lebesgue point of an integrable 
function / .  and the Fej6r means of the Walsh-Fourier series of /  6 (G-շ) converge
to /  at each Walsh-Lebesgue point. The higher dimensional extension of this result 
can be found in [11, 23].

In [11]. the author and Gogoladze have introduced the notion of Vilenkin-Lebcsgue 
points as follows. Consider the operator 

A - l  m , - l

WaS (*) := £  M‘ E  /  I/ (*) -  f  (*) №  № ■
s= 0  r * = l  JА ( х —г»ел)

A point X € Gm is said to be a Vilenkin-Lebcsgue point of a function /  G L\  (Gm) if 

^ ~  I11! ^ *-s characterized the set of convergence of Vilenkin-Fej6r
means. Specifically the following results were proved in [11].
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Theorem GG ([II])- Let f  € Li (Gm), whim G,„ is a bounded Vilenkin group. 
Then for all Vilenkin-Lebesgue points of f

Jliin̂  (Tr։f  (x) =  /  (x) .

Corollary G G l (|11|)- Lcl /  € Li (£»,„).. where G,„ is a bounded Vilenkin group

thus an a. e. point is a Vilenkin-Lebesgue point of f .

Corollary GG2 (111)). Let /  € />i (Gf„ ) . when. Gm is и bounded Vilenkin group. 
Then

For two-dimensional Walsh-Fourier series, Weisz [21| has proved that for all /  e 
L[(G X G) the Marcinkiewicz-Fejer means a nf  converge a.e. to /  as n —> oo.

In [13] it is characterized the set of convergence of Mareinkiewicz-Fej6r means of 
two-dimensional Walsh-Fourior series.

For two-dimensional Vilenkin-Fourier series, Gat [1] has proved that for all /  € 
Lv (Gm X Gm) the Maicinkiewicz-Fej^r means anf  converge a.e. to f  as n —> oo.

In this paper we characterize the set of convergence of Marcinkiewicz-Fejer means 
with respcct to bouuded Vilenkin system. We introduce the notion of Marcinkiewicz- 
Lebesgue points and prove that an a.e. point is a Marcinkiewicz-Lebesgue point, of 
an integrable function /  and the Marcinkiewicz-Fej6r means of the two-dimensional 
Vilenkin-Fourier series of /  converge to /  at each Marcinkiewicz-Lebesgue point.

Then
liin \VAf ( x )  =  0 for a. e. x £ Gm,

On (jr; f )  /  (x) for a.e. x e  G,

We set
J-l j - l  m'i-1

V=(U=(/ u4 = l

h.Xh(u4CQ)

4 1
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,=o,= , ' - - ‘ /.(i.cjx /,

where

r , . „ (■'• </) =  П  ( £  ո , , ( * + 1/))
/=«՛ \  s = 0  /

Using (2.1), it. is easy to show that

( minimi • • • m„, if x, +  yj (modmj) =  0, j  =  *,* + 1. 
լ  q otherwise.

A point (x, y) G Gm X Gm is said to be a Marcinkiewicz-Lebesgue point (for bounded 
Vilenkin group) of f  €. L i (G,n x Gm) if lim Wn (x,y; f)  — 0. Setn-»oo

( 3 .1 )  М Ч : / ) : = Е Е Е »
<7=0 *•=,, « ,= 1  A

x  i  ~ ~  u ^ ^ r+Mr<modm'-)= 0 ’r=:fc+1- ->,* - 1> (^>70 Ф  (*»u)
h ( t „ e 4) x l h

п-Ія-ШЧ-1

І к х 1 к (и че я )

J  f  (x — t>y~  'W)I{tr buP(modmr)=0.r=A:+l....n - 1} (^ «) d/ւ (t, u) d/ւ (t,u)

ո  n  m . - l

Y ,  J 2  МяМі  /  f ( x - t , y -  u)d/i  (t,u)
A=0 і= д  .V

/„ x l i { u ,e . )

n , 1»• n m, 1 . 4
+  £  £  Ц  /  ք խ - է . ց - ս ) < 1 բ (է,ս) =  յ շ  V„01 (x. .Vi / ) ,

.=Oi=. ՚ = կ Հյ . Ա Ա  

where If; stands for the characteristic function of set E.
It is easy to see that (x, y) -* 0 as n -+ oo if and only if

v" ^  ~ к * ՛ (*’ w) = o.

We also will use the following notation:

V f  := suplKi/l, v W / :=  sup|V„(,)/ | ,  (' =  1.2.3.4.
n II
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4 . T h e  m a i n  r e s u l t s  

In this section we state the main results of tlio paper.

Theorem 4.1. Let f  € L\ (Gm x Gin). Then \nn an (x ,y , f )  •֊ f  (x.y) for all 
Marcinkieunez- Lebesgue points of f .

Theorem 4.2. Let p > 1/2. Then \\Vf\\p < Cp ||/ | |p for any f  e  II,, (Grn x Gm) and 
sup A It { V f  > A} < с ll/ll,.

A

It Ls easy to show that lini Wn (%, V\ f )  =  0 for every Vilenkin polynomial and 
(.r.ji) e  Gm X Gm- Taking into account that the Vilenkin polynomials are dense in 
Li(G„, X G„,)4 from Theorem 4.2 and usual density arguments (see Marcinkiewicz 
and Zygmund |lfi|), we obtain the following result .

Corollary 4.1. Let f  € L\ (Gtn x Gm). Then

lim Wn (x ,y \ f )  =  0 a. e. (x,y) € Gm x Gm,
II ֊>30

and thus a. e. point is Marcinkiewicz-Lebesgue point of f .

Corollary 4.2 (Gat [4]). Let f  € L\ {G„, x G,,,). Then

Jiin^<7rt (x. y : f )  =  f  (.r, ւյ) a. e. (x , y) e  Gm x Gm.

5 .  A u x i l i a r y  p r o p o s i t i o n s

In tliis section we state some auxiliary results that will be used in the proofs of 
main results.

Theorem W  (Weisz [22]). Suppose that the operator T  is a-sublineur and p-quasi- 

local for each 0 < po < p < 1 ■ IfT  is bounded from ԼԴc(Gin x Gm) to Loc(Gm x Gm), 
then for every 0 < po < p < oo ||T /||p < cv \\f\\p, ( f  € llv (Gm x Gm)). In particular, 
for f  € L\ (Gm X Gm) the inequality holds:

ll^/IL™*_MG„ix<7m) -  c II/III ■

Lemma 5.1. We have

МАК Мл (ж, у) =  ri'A-i (x +  y) +
A — 1 m k - l  / г - I  \  / r - 1  \

+  rfc+i A -1  Or. У) A//. ( հԼ I ( Y ( y )  ) DMk (а;) £>мк ІУ)
k =  0 r = ]  \« j= 0  /  \ * = 0  /
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A -  I "Ո  - 1 / Լ ՜  I \

r / c + i . A  - i  ( * . y )  ( ճ Լ  ' 'i'Mk (;c) )  "'ЛА f o )  ° л /* ( a ՛)  М к К Мы ( у )  
fc=() I \fl*»0 /

w * 1 / г - 1  \

(*• y) Y1  ( H  ^Mh (У П Փն, (•'•) D m, (у) Ah K m, (x) .
.4 -1

+ ^ 2  Vk+l,A-l 
k—0

Proof. Since (see [7])

Dj..

j  — 0. 1...., Мл — 1. r  = 1.2 ,.... in a - i — 1,

Dj+гМл (■'') =  ( YL'I’Mл (*) j  D "A (*) +  Ѵ4/л (* )Dj (as)

w e  c a n  w r i t e

Л /л  1

Ma 1<ma (■>՝■ v) ՜  Di №  =  Мл- 1 К мл֊ і (^-?/)
j=o

mA - j -1 Л/л - 1 -1
+ £  £  Dj+гМл-1 (я) Dj+тМл-х {у) =  Ma ֊ іК м л_х {x,y)

г —1 ; = 0

» М - і - і М д . і - і / г - է  \  / г ՜ , \

+ £  £  E < v , w  Կ - . w  Е О )
Г - 1  .7 = 0  ѵ / —О /  \ ч = 0  /

т д -  լ  1 Мл _ լ 1

+  £  £  Ѵ’м „  , ( * )  Ф \ і л _ , (г /)  я ,  ( х )  D j  ( ц )
7 - 1  j = 0

тл - I —1 Мл-і ~ I fv- \  \
+  £  £  ( £ ՛ & . , . , ( * ) ) d Ua_ , (х) ф'Ма_։ (v )D j (y )

»•=] ,=0 \(/=0 /

(у) ФІіл_, (x) Dj (x)

r = l  j  

I М л - і  — 1

- 0

/ 7 - 1

£  1
j= 0 \</=(>

1 М л - i  — J / 7 - 1

£  1£*
j = 0 Ѵл—()jW

!II

1

ПМ-І-1 /г—1 \  /  r—1 \
+ V ՝ ֊ 1 £  ( £ > « ֊ < - .  w j  | £ a ,  , ( # ) J O n , , (x)DMA_,(y)

" M - | ֊ 1  /7 - 1  \

,  ( * ) )  ( ! / ) % յ - ,  ( х ) М л ֊ і К М л _ ,  (у )
r=l \,=o /

/ ,-1  V
£  ( £ й < . - |  (»)J  ѵ)'мД-, ( х ) 0 Мл_, (у ) М А- і К Ыл , (х).

Iterating this equality we complete the proof.
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By results of [17] we have
д у  1

(51) \K m* (x )I £  5 1  Т Г  5 1  (-t  ՜  ж*с*) •
a = 0  ' Л  յ» =  1

Л

( 5 .2 )  Ո  |A 'n  ( x ) |  <  ] Г  M J \ K M> ( * ) |  ՝ М л  <  Ո  <  M A + i -
j=о

Then from (5.1) and (5.2) we can write
A  j  t n ,  - 1

(0.3) -l|A'„ Wl < Е Е Л/- E  Д«,(*-*.е.).7=0 я=0 x„ = l
~  5 1 м * 5 1  D mj (-t  *«'■-) •

.,=0 i= ,  .r„ = l

Lcinma 5.2. Let Ma < ti <  MA+1 - Then wc have
A  j  1 j  1 m , - 1

7i IA*n (*,»)i < E E E r‘-+'j-» (*■ y) A/' i (*) E /Jm* (»- »«««)
j - 0 q - 0 l i = . q  ,iq - 1

Л  j  1 J  1 m . , - 1

+E E E ,t+ij - ՝ ('՛՛w)Mi°>u(у) E  (*-**«»)
j= Q  q—Q k❁= q  a-,, —  1

Л j  J  ills  1

+E (*) E E E (»- w-e*)
j - 0  я— 0 t=s y.,=l

Л  j  j  m „ - 1

+ E * 4 W E « .E  E  d m . ( x - x , c ) .

.7=0 .4=0 i= #  Л „ =  1

Proof. Ill |9| it is proved i hat
.1 .4

ո I A'„ (i՝. ;/)| < V *՝/j I A'm, (.t,!/)| + E M 1Ш1Х 11 ІЛ,‘ Ml 
j= 0  j —0 !< ..< » ՛'■

+  У  Aw, (y) max n|A'„ (,t)|.L-' 1 է՞ոՀ-ոքյ)

where n^՛) =  £  nk^h-. k=о
Hence, in view of Lemma 5.1 and formula (5.2). we can write

A  j -J

n|A'„ ( s .y)| < E E ' t J - .  ( r.3/) Д ѵ , W  Af* |А'Л(і (j/)| 
j= 0  k - 0
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- Е Е  П и  j - 1  (x. у) Омк (у ) Л'Д |А'лл. (-т)І
j = 0  fc=()

+  £  [dm, (х) шах и \1Հ„ (ւ/)| 4 D m (у) nuix ււ|/ք„(ւ)||1 Кп<«») l<n<n'J)
j = i I L -------

A  j - l  к  т . , — I

^ Е Е  r i + i . j - 1  ( x . y ) D m , ,  (х) Е іИ» E
j = ( U - 0  <7=0 W'i =  1

Л  J  1 А,- "I-, 1

I 5 3 £ i‘+1.j-> (-T.y)Dm,  ( , ) £ * ,  £  D« .  l1
jr.- ()/,= () <7=0 X<,= 1

/1 j  j  m , - l

+ 5 3  Dm, (j-) 5 3  л/» E  E  ° M< (» ՜  »«('«)
j = 0  *= 0 і= л  t/„ =  l

/I j  j  m„ - 1

+5 3  (») E  M” E  E  Пы՛ (՛՛՛՛ ՜  x‘c"՝> ■
j = 0  4 = 0  і= я  j ., =  1

Lemma 5.2 is proved.

6. P r o o f s  o f  m a in  r e s u l t s  

Proof of Theorem 4.1. We can write

К  (*■ Մ, I)  -  /  (x, !/)l < f  I/ (* - « . у - ! » ) - /  (x, y)| | # „  (t, u)| rf/j (( ,«)
0 , „ x G , n

A  7 - 1  j - l  « * ,-1„  Я  յ - ւ յ ֊ ւ ա . , - 1

* - Е Е Е Е  /
J = 0  4=0fc֊4 » 4 =  JGt

X r*fij i(t-u)МчОмк(

/1 j-l j- l  "*4-1 -

+^EEE E /  i/(x-(,i/-<i
j = 0  q = 0  A-г/ t4 =  l G  x G

_____________  \ f ( x - t , y - u ) - f { x . y ) \
3 = 0  q = 0 k ^ q  ,«4 = l G>/>i G ni

xr/cfij i(t. u)MqDMk {t)DMk (u -  uqe4)dfi (t . a)

Л  j-1 j- l  N1,-1

+ ֊ £ £ £ £  J !/(*-«.»-и)֊/(*.»)!
‘ CmXCn

Xf> 11 j - 1((, И )MqD\ tL(t -  t4cq)D\ik {u)dfi (t. u)

j  Л  J - l  J  n ' , - 1  ,

+ « E  E E  £  Л/* /  1/(* -  У -  «) -  /(x , y)l D m, (t)DM, (и -  U.e.)d/I ((, и)
’ = “  * = “ • = "  “ ■ =  , C „ . x C , „

c -I J-l j in*-!
+ - £ £ £  E w» / I/(*-(,»-«)-/(i,j)iд«,(I֊ ia)om,(ս)փ(ւ,«).i=o»=oi=« t.=i „ Հ,..
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=  ; E £ E E  M„Ml [  U ( x - t - U - u ) ~ f ( x , y ) \

Xr*+lj-|(J ,u)rf/l(t,u)

л j - l j - l m ,- !

P O IN T W IS E  C O N V E R G E N C E  O F  M A R C IN K IE W IC Z -FE JlbR  M EA N S ...

"EEL Z J  |/(x-i,v->*) ֊ г ц . ,ւ),կէ(է.ս)
յ ^ 0 , - 1 1 1 _ ,  « , ^ 1

A j  j  m ,  — 1 -

+-EEZ E
n j = 0 , = 0  ;JX

A  j  j  Ш , - 1 -+ ֊ £ £ £  £  / I/(a:- i.I/֊u) ֊/(і,#)|ф(1,«)
j=0(i=l)i=* ff=l

< ֊ E  A/jlVj (*.»;/). 
j= 0

The last, expression tends to 0 as 7i -> oo. and the result follows. □
4

Proof o f Theorem 4.2. Since V f  <  hi view of Theorem W, to complete
j=l

the proof it is enough to show that the operators i =  1,2,3.4 arc ^quasi-local 
for each 1/2 < p  < 1 and bounded from L00(Gm x Gm) to Loo{Gm x G„,). It follows 
from (3.1) that

\\Vf IL  < c ll/IU  S» p £  £  ^  < r: | | / |և  .
Ո q= O k= q ”

Let. a be an arbitrary atom with support /д  (z ' .z ") =  In(z') x In{z"). It is easy to 
see that V'n(a) =  0 if n <  N. Therefore we can suppose that n > N. We may assume 
that z ՛  — z "  =  0. Hence

(6.1) supp (a) С In x /д .

The rest of the proof we split into three steps.
Step 1: Integrating over Iд  x /д .  If q > N, then by (3.1) we have у — и փ 7д, 

and hence a (;c — t ,y  — u) =  0. Consequently, we can write
А Г -1Л Г —I , f  , ,  » » , - 1

е м - Е Е ^ Е  
«7=0 * < ,= 1

J  о ( l  -  f, У -  li) I(lrH u,(moJ„.r)=0,,-=t I 1. ... 1) (*. “ ) (*• ») •
/fc(t«e«)x/<r

4 7
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Then, in view of (0.1), a(x  -  t.y  -  и) ф 0 implies that

t -  (l),...,0,/„,0....,0..r*.....

X = (0,....(),6„0,...,0,хч-,...:хлг-і. •)

и  =  ( 0 ........O .y i , .  n ilc + l  — X fc+ I, -  T - N - i . U x ,  . . . )

у  =  ( 0 .  . . . , 0 . у к , п і к + і  -  s tfc + i, . . . , т д г _ і  -  : с л г - ь у л г . . . . ) .

շ/,, Л'- lN - l
Ѵ »՛ (*.»;«> Տ •V ,/=0 krzq

and

— a՛fc+ւ rn s՛ I— XX- i) (у)

(0 .2 ) /  (ѵ<» ^  Af  g  Ч ^ д - д -
I .s/X I

N- 1 ЛГ-1
E  Л/Г ‘ < Դ < oo (1/2 < p  < l ) .

l/=r0 fc=r/
Analogously, we can prove that

(6.3) J  ( v (a) (*,!/; a)) d/i(x.y) < դ  < oo ( l / 2 < p < l ) .

7,v x7,v

Since X +  է փ /,ѵ, we obtain Ц[3  ̂(x.y.u) =  0. Similarly it can be shown that 
V;i4) (x, y; a) =  0. Using these and combining with (3.1) and (6.2), (6.3). we obtain

(6.4) J  (V {x, y. a))r A\i (*, у) <  ст ( 1 / 2 < р < 1 ) .
7д- х7л.

Step 2: Integrating over Լ \  x /,у. Since 1Հ՝յ) (х,у\и) =  0 for q > N, we have

(6.5) Ц,(1|(х,£;а) =  E  E  Ё  /  a ( j r ֊ t u - u )
n—Ո I ֊ ♦ — I J

JV-l » , ,  ՛
x I{ t,.+ u ,.( i i io d H i,. )= 0 ,r= fc + l ,. . . ,u ֊ l}  (/•, «0 d p  [L, u )  +  E E —  E  

q —0 *= /V  W * t4 — 1

J  (l(x — t , y  — 1l) H{tr + u r (in odm ,.)= 0 ,7 -= fc+ l......n -1} {է. u) Ժ/ւ (t.,u)
h ( t qcq ) x l k

(;r, ?/; a )  +  V^1,2* (x, y :  a ) .
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In view of (6.1), V»1'1̂  (x,y\a) փ 0 implies that

? i =  ( 0 . 0 , u j v ,  ■•■), у  =  (0 , . . . .0 ,  у м , . ..)

է =  ( 0 ........0 , է * , 0 , .

X =  ( 0 , . . . ,  0 ,  էգ , 0 , . . . ,  0 ,  tie . О , О ,  X /վ ,  . . . )  . 

Consequently, we have
. r 2 / p r / - l j y ֊ l  Tf*g -  1 ТПк -  1

к ІЫ ,(*,ѵ;«)| փ ւ ւ  MkM, Z  £ »
1 N  7 —0 к= ч  t g= l  f I:=1

M ',*,+«»!») W l(«  (!/)

and

( 6 - 0 )  /  ( ™ p | K , ( L , ) ( * , » ; e ) | )  5 ֊ Z  т а - s  Դ -

In view of (6.1), V i, 2> (,r, t/; a) փ 0 implies that

(  =  ( 0 , 0 ,  t „  0 , 0 ,  կ ........ ( „  - i ,  , X =  ( 0 ........ 0 ,  f „  0 , 0 ,  z j v , . . . )

u  =  ( 0 .......0 ,u f c , a k + 1 , . . . , a „ _ i , u „ , . . . ) , и  =  ( 0 ........0 , ( / л . , . . . ) ,

where
„ ' j  ^  0
“ » •  \  0 ,  <J = 0 ,  j  =  t +  l , . . . , n - l .

Thus, we have
л /2/р - ^ 1^ 1 

Т Г
7 = 0  fc=7

c M f ' ՜

■ j 2 /Р  Л —l i v  —1 iiiq — ւ

| ^ (,л> (* ,# :« ) | <  — ֊  z  Z  Z  W . )  (* )!/»  (У)

cMVr и - 1

— 77—  Z  (v)
,= 0

and (n > N)

(6.7) J  ^8up|v,J‘-JI(*.K;e)|^ մբ (j .y ) < 5 3  МЦ < Գ  < эр-
7,.x;» ' ,=0

Combining (6.5)-(6.7) we conclude that

(6.8) J  (|i/(l)(x,»;n)|)P<i/'(i, //) < cp < OO.
7 л-х/лг

Let q < N. Then it is easy to show that y — ււփ /д- and consequently a(x  — t, у — и) 
О, КІ2) (я. у; я) =  0. Now let q > N. Then x — t I s  andKi2  ̂(x, y \a) =  0. Hence

(6.9) (x,y՝,a) =  0.
49
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Analogously, we can prove that

( 6 .1 0 )  v ( 4 ) ( * . i / ; e )  = o .

The estimation of (x, y. n) is similar to that of (x, y,a),  and it can be shown 

that

(6.11) J  [ \ ѵ (л)( х , у ; а ) \ У(ln(xt y)<c.p <oo ( \ / 2 < p <  1).

/л> X /n

Combining (6.8)-(6.11) we conclude that

(6.12) J  (|K  (x,y;a)\)p d/i (x,y) < դ  < oo (1 /2  < p <  1).

7 Nxls
Step 3: Integrating over I s  x I s .  This case is similar to the Step 2, and we obtain

(6.13) J  (|K (x,y\a)\)r d^(r ,y )  <  դ  < TO (1/2 < p  < 1).

/.V x7,v
Combining (6.4), (6.12) and (6.13) we complete the proof of the theorem. П
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О Ц Е Н К И  С Н И З У  М Н О Г О Ч Л Е Н О В  М Н О Г И Х  П Е Р Е М Е Н Н Ы Х

В. Н. М АРГАРЯН, Г. Г. КА ЗА РЯ Н

Российско - армянский (Славянский) университет 
Математический институт НАН Армении 

E-mails: haikghazaryan&inail.ru; vachagan.maryaryun@yahoo.com

А н н о т а ц и я . Многочлен Բ(Հ) — Բ(Հւ,. .. ,Հո ) называется почти гипоэллип- 
тическим (см. [16] ), если все его производные D v Ր(Հ)  оцениваются сверху 
через Р ( 0 -  И з Теоремы Зайдеиберга - Тарского следует, что д ля  каждого 
многочлена Ր(Հ) удовлетворяющего условию Ր(Հ) >  О g  R" существуют 
числа <т >  0 и Г  €  R 1 такие, что Բ(Հ) > <7(1 +  |£ |)т  е  5 " .  Наибольшее 
из чисел Т ,  удовлетворяющее этому соотношению, обозначим через S T ( P )  
и назовем числом Зайденберга - Тарского многочлена Р.  Известно, что если 
к тому ж е Р  ё  т.е. |Р (£ )| 00 ПРИ ІС| -* ъо, то  Т  ֊  Т ( Р )  >  0. В работе
для  одного класса почти гипоэллиптических многочленов п > 2  перемен­
ных находятся достаточные условия при которых S T ( P )  > 1, а  в случае 
ո  =  2 доказы вается, что S T ( P )  >  1 для любого почти гипоэллиптического 
многочлена Р  Е Յշ.

M S C 2010  num ber: 12Е10, 26С05.
К лю ч евы е слова: почти гииоэллиитический оператор; число Зайденберга •
Тарского; многогранник Ыыотоиа1.

1. П о с т а н о в к а  з а д а ч и  и  в с п о м о г а т е л ь н ы е  п р е д л о ж е н и я

Будем пользоваться следующими стандартными обозначениями: N множе­

ство натуральных чисел, No =  NU {0}, Nq =  No x ... x  No множество п-мерных 

мультииндексов, Е" и К” ո-мерные эвклидовы пространства точек (векторов) 

соответственно х =  (жі,...,а;„) и Հ =  (Հւ,—,ՀՈ), R+ =  {£ € Rr' : Հյ >  0 (j  =
1......ո ) ,} Щ  =  {Հ G R" : Հւ  • -Հո փ 0 } . Для Հ €  ВГ.х 6  E’\  a  e  N ft, А е Е ^ П Г ^

и է >  0 положим £а =  Հ Հ' ■■Հո" ՝ =  D ,

1«1 = ^/«?+ ••• + « •  l«.A| =  v /lf i l2/x‘ + . -  +  |{»|I / * .,  И  = 

где D j =  или D j =  щ -, (j  =  l , . . . ,n ) ,  (А ,а) =  A i«i +  • • • +  Ana n. tx =  

(*AV  , / A"), t  =  - , t A4 n ) .

И сследование выполнено при финансовой поддержке ГКН  МОН РА в рамках научного 
проекта N SCS 15Т-1А 197 и Тематического Фонда Российско-Армянского университета мини­
стерства образования и науки Российской Федерации.
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ОЦЕНКИ СНИЗУ МНОГОЧЛЕНОВ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Многие свойства решений тех или иных задач линейных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами определяются поведением на беско­
нечности характеристического многочлена (символа) Բ(Հ) =  Р (£ і, ...,ՀՈ) диффе­

ренциального оператора P (D ) =  P { D \ . D n). отвечающего данному дифферен­
циальному уравнению. Хорошо известно, что символ Բ(Հ) гипоэ л л иптического 
по Л. Хермандеру оператора бесконечно возрастает при бесконечном возраста­
нии модуля аргумента (см. |1| или |2|), при этом из теоремы 11.1.3 моногра­
фии |1| следует существование положительных чисел а  и со =  cq( P )  таких, что 

|Р(ч)| >  <*[1 +  |£|':°] для всех достаточно больших |£|. Обозначим через с =  с(Р) 

наибольшее из чисел с՝о(Р) и назовем его числом гипоэллиптичности оператора 
Р. Символы эллиптических операторов возрастают оптимально, т.е. для любого 

эллитического оператора P(D )  порядка тп существует число а  >  0 такое, что 

|Р(ч)І ^  +  К Г ] Дяя вссх достаточно больших Հ G К'1.
Что касается символов общих линейных дифференциальных операторов с по­

стоянными коеффициентами, то из теоремы Зайденберга - Тарского следует (см. 

[3], 14], или [1], Пример А.2.6). что для каждого оператора P (D ). символ которо- 
го удовлетворяет условию Р(£) >  О € К" существуют числа а  >  0 и Т  €  R1 

такие, что Р(£) >  гт{ 1 +  |£|)т  €  К". Наибольшее из чисел Т . удовлетворяю­

щее этому соотношению, обозначим через S T (P )  и назовем числом Зайденберга
- Тарского. Таким образом, для гнпоэллиитического оператора (многочлена) Р  

S T {P )  =  с{Р). а для эллптического оператора Р  порядка rn S T (P ) =  т.

Для гнпоэллиптического оператора P (D )  числом Зайденберга - Тарског о S Т (Р )  

определяются те классы Жсвре. к которым принадлежат решения уравнения 

P (D )u  =  0, а для общих линейных дифференциальных операторов с постоян­

ными коэффициентами этим числом определяются поведение фундаментальных 

решений в начале координат и на бесконечности и другие свойства (см. [5] - [8]).

Обозначим через Іп множество многочленов с вещественными коэффициента­

ми п  переменных таких, что |Р(£)І 00 ПРН І£І 00 • Очевидно, что умножением
на (—1) и добавлением положительной константы всегда можно добиться того, 

что любой многочлен Р  €  1շ будет положительным для всех значений Հ G К”.
В работе [9] для многочленов двух переменных, представляющихся в виде сум­

мы трех однородных многочленов, найдены необходимые и достаточные условия 

принадлежности этих многочленов множеству 1շ . а в [10] найден алгоритм вы­

числения числа Зайденберга - Тарского дня таких многочленов. Отмеченные
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условия и алгоритм получены в терминах порядков и кратностей нулей соответ­
ствующих однородных многочленов. В работе (11) получены необходимые и до­
статочные условия принадлежности почти гипоэллиптического многочлена (см. 
ниже, определение 1.1) п >  2 переменных к կ  в терминах устойчивости мно­
гочленов относительно линейных невырожденных преобразований. В работе В. 
П. Михайлова |12) найдены достаточные условия принадлежности многочлена к 

Լ, в терминах невырожденности соответствующих подмногочленов, а в работе 
Л. Р. Волевича и С. Г. Гиндикина |13| в терминах устойчивости многочленов 

относительно возмущения коэффициентов исследуемого многочлена.
Из теоремы Зайденбері-а - Тарского следует, что для многочлена Р  € /շ  чис­

ло S T (P )  является положительным. Однако во многих вопросах теории линей­
ных дифференциальных уравнений особый инте{к*с представляет случай, когда 

S T (P ) >  1, поэтому часто на изучаемый оператор априори ставится условие 

S T (P ) >  1. Это обеспечивает, например, существование достаточно богатого 

множества бесконечно дифференцируемых решений в множестве обобщенных 

решений негипоэллиптического (например, почти гипоэллиптического) уравне­
ния P {D ) =  0 (см., например, [14] - [15)).

Целью настоящей работы является нахождение алгебраических условий на по­

чти гипоэллиптический многочлен Р  €  ІП; при которых S T (P ) >  1. Основными 
результатами работы являются:

А/
Т еорем а I (см. Следствие 1.1) Пусть Р{£) =  £  Р ,(Հ) почти гипоэллиптичк-

з=о
ский многочлен (с, вообще, говоря, комплексными ко:*рфициентами), где. Pj mj

- однородный многочлен ( j  — 0 .1 ...., М : то >  ѵ ц  >  ... >  m м ). Пусть для всех 

Т) €  £ ( / յօ) кратность ну.ом l(ij) многочлена Pq меньше itiq. Если Р  €  І„. то с 

некоторой постоянной С  >  0 и для всех Հ 6  R" имеет место неравенство

КІ <  с  [|Р(£)І +  !]•

Т еор ем а II (см. Теорема 3.1) Пусть п =  2 и Р  €  1շ почти гипоэллиптический 

многочлен. Тогда с некоторой постоянной С  >  0 и для всех: £ € R2 имеем

1«1< с [ | р « ) |  +  1].

Статья имеет следующую структуру: в оставшейся части этого параграфа мы 

формулируем некоторые вспомогательные результаты и доказываем Теорему I
54



(см. Следствие 1.1). В §2 мы изучаем некоторые свойства многочленов двух пере­
менных, которые мы используем в §3 д ля доказательства Теоремы II (см. Теорему

3.1).
Следующий пример показывает, что принадлежность многочлена Р  множе­

ству /„  не гарантирует оценку S T (P ) >  1. Пусть ո =  2, Р(£) =  Բ(Հւ,Հշ) =  

(£і -  Հշ)2 +  Հ1 Очевидно, Р  6  1շ. Рассмотрим поведение Р  на последователь­
ности {£* =  («1/4. «)}§2=і при 5 -> ос. Очевидно, что для достаточно больших տ 

Р (£я) =  տ1/2, а  |ГІ ~  5, т.е P(^s) / |^ |  -> 0 при տ -> оо. поэтому многочлен Р  не 
удовлетворяет соо тношению S T (P ) >  1. Отметим, что многочлен Р  в этом при­
мере не является почти гииоэллиптическим, так как, например, 1̂ ?Р(^'Ч) |/Р (^ )
=  32 а՛2 —» оо при .տ -4 оо.

Далее под ո-мерным многочленом мы будем понимать многочлен Р ( 0  =  

Р(^ і, ...,£») =  Хл<ѵ£'‘ такой, что для каждого j  =  1,..., я  существует точка 

£* €  Rn такая, что D jP (& ) փ 0. Обозначим через (Р ) множество а  €  N[j, для 

которых 7rt փ 0 .

Л ем м а  1 .1 . Пусть M ,rij €  No, п.ѵ/ >  ... >  no >  0 x .a j  €  К 1 (.7 =  0 ,1 ,..., М ). 
м

оо • ■ • а и  փ 0 и г(х )  =  ^  « j*Wi • Тогда кратность нуля любого ненулевого корпя 
j =о

многочлена г  не превосходит М .

Д ок азател ь ств о . Пусть, наоборот, для некоторого хо փ 0

(1 .1 )  r<j , (* o )  =  0 . j  =  0 , 1 , . . . , М .

Тогда система соотношений (1.1) эквивалентна системе 

(1.1') х£г°>(хо) =  0 յ  =  0,1 ..........М.

Рассмотрим эту систему как линейную систему алгебраических уравнений отно­

сительно коэффициентов {о7 }. Введем обозначения а(хо) =  (опхЦ", «іх-ц1,..., aд/x(,)‘л, 

и
/ 1  1 . . .  1 ^

По П \  . . .  П \1

А =  \
М -1  М -1  М -1

П  (« О - i )  П  ( m - j )  • •• І К п м - j )
\  j =о J=(| >=о /

Тогда систему (1.1 ) можно записать в виде Аа(хо) =  0. Так как xq / О н  detA փ

0, то Այ =  0. j  =  0 .1 ,..., Л/. Полученное противоречие доказывает лемму. □

ОЦЕНКИ СНИЗУ МНОГОЧЛЕНОВ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ
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О п р едел ен и е 1.1. (см. /16]) Многочлен Р  назовем почти гипоэллиптическим, 

если с некоторой постоянной С  >  0 и для всех Հ €  Rn

Е  |В “ Р « ) | < С [ | Р « ) |  +  і ] .
.ken;;

Пусть R  однородный многочлен порядка тп (т  - однородный многочлен).
Через £(/?) обозначим множество его вещественных корней на единичной сфере:
Е(7?) =  {// €  ІГ , \т}\ =  l,R {rj)  =  0}. а через /д(г/) кратность корня // £. Е(Л) и
положим /(Я) := sup ln(rj). Из формулы Эйлера для однородных функций 

»/€Е(Л)
непосредственно следует утверждение.

Л ем м а 1.2. Если для гп-однородного многочлена R I. =  /(Я ) < т .  то

inf ^  !D °/? (r /)|> 0  ( j  =  1,1 +  1, . . . ,т ) .
Т/ * І«І=і

Л ем м а 1.3. Пусть R т - однородный многочлен с. вещественными коэффици­

ентами и Т] €  £(/?.). Если Ռ(Հ) >  О Ѵ( е  R'*, то т  и 1( t j )  четны,с чіила.

Д ок азател ь ств о . Четность т  очевидна. Докажем четность /(ту), при этом до­

статочно рассмотреть случай /(г/) <  т. В силу определения l(rj) имеем
\D nR{tj)\ փ 0; поэтому существует точка г  € Яп такая, что Y1 — փ 

l« N 0?> |а|=/(ч)
0. Применяя формулу Лейбница, получаем

0 <  П(т) -И г )  = u ' ՝ m . tH„) у ՝  D '‘ R M Ta t l„i
л!

Отсюда при է —> ос имеем

0 < R { r ) +  t r )  =  t l^ [  Y ,  — y (T?>t ct](1 + o ( l ) ) .
|о|=і(»?) Л'

Откуда непосредственно следует, что £  >  о и число 1(у) четное. □

Пусть Л =  (Л ь...,А „) е  R n. Многочлен R(£) =  R(£i, ...,£„) назовем А - од­

нородным A-порядка d  =  d(R, А), если R (tx£) =  Л(£Аі£і, ...,էճոՀո) =  tdR(£) для 

всех է >  0 и Հ €  Жп. Очевидно, А—однородный многочлен Я(£) А—порядка d. 

представляется в виде

( i -շ )  щ ) =  Е
(A,«)=rf



:

Л ем м а  1.4. Пусть п  =  2, Ai,A2 G N взаимно простые числа, R  А =  (Аі, Ад) 
однородный многочлен А—порядка d вида (1.2) такой, что /?(0 , 1) • /?(1. 0 ) փ 0 . 
Тогда 1) d ,d /X \ ,d /X 2 €  N, 2) существуют числа d \ €  N и Uj 6  К 1 (j  ~  0 .1 ..... dy) 
таких:, что мпого-члсп И можно представить в виде 

d,
=  V £ e R ' J .

0

Д ок азател ь ств о . Что d  е  N. очевидно. Из условия Я (0 ,1) • Я (1,0) փ 0 следует, 
что множество (И) содержит ненулевые мультииндексы (aj.O) ц (0 , « 2) такие. что 
r>!А1 =  а 2 А2 =  d. откуда следует, что d /X y .d /X 2 £  N. Это доказываем первый 

пункт леммы.

Для доказательства второго пункта отметим, что из взаимной простоты чисел 

Аі и Ао следует, что d] := Л/(Х\ А2) G N. Положим П := {а  <Е N^,(A .a) =  d) 

и пусть 0  €  П, т.е. Аі в і  +  ճշ Յշ =  d  =  d\ Ai ճշ, или, что то же самое, ^  Аі 

=  d\ Ai — Ձշ.

Так как c/iAi — 0շ €  No и числа Аі и A-շ взаимно простые, то € Nq. Сле­

довательно П := {(А2 j , Ai (d\ -  j ) )  j  =  0. l , . . . , t / i} .  Так как (Я) с  П, то отсюда 

имеем

=  А, «?■')•' (Հշ')յ ' յ  Ч е к 2,
j= 0

где *fj \ 2,(<ii—j) a , =  0 ПРИ 0'A2,(rfi -  j )  Ai) ^ (Я), что доказывает требуемое 
представление. Лемма доказана. □

Л ем м а  1.5. Пусть Р  почти гипоэллиптический многочлен т-ого порядка, 

представленный в виде суммы однородных многочленов:
м

(1-3) Р( 0  =  £ > т Л 0 .
j =о

где т  =  т о  >  т -і >  ... >  тд./ > 0 ,  Pmj in j- однородный многочлен (j  =  0 ,..., М ). 

Если I =  1(Рт ) <  тп, mo 1) Р  € /„ , существует положительное чисао а  

такое, что

(1 .4 )  І«І2 < М  +  і ) т - ' < с і [ | Р ( О І  +  і ]  V f e R " .

Д ок азател ь ств о . В силу леммы 1.2 и m-однородіюети многочлена Р,„ с неко- 

торой постоянной Сі >  0 имеем для всех 0 փ Հ €  R”

If Г '<Сі|£Г ' £  І(Д“Я»)(«/КІ)
|« |= /
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-c .itr  £  І(0“Я„,)«)| = С. Y. І(°“р™)({)1-
\,ж\֊1 |а|=і

Так как многочлен Р  почти гииоэллинтичеи, то отсюда имеем с некоторыми 
положительными постоянными Շշ и Сз

іег՜' < с, Y, \к°ар)(0 -оа(р- рт)(ш
|о|-/

< с ,  յ շ  K ^ m j i + ^ K i + i r ՜ '
\„\=ւ

< C*[\P{t)\ +  1] +  C M  +  l)mi՜ '  V4 € R".

Так как тгц <  in, то отсюда с некоторой постоянной С.\ >  0 имеем

(1.5) І і Г ՜'  <  с 4[|Я(01 +  1] Ѵ« 6 К".

Тпк как I <  m , то это значит, что Р е  І„, что доказывает первый пункт леммы. 

Неравенством (1.5) доказана также правая часть неравенства (1.4)
Для доказательства левой части неравенства (1.4), нам надо показать, что 

ո ւ - 1 >  2. С этой целью заметим (см. [17], лемма 3.1), что для многочлена Р  €  Д„ 

подмногочлен Рт  (с вещественными коэффициентами) сохраняет знак в Я". А 

это по лемме 1.3 означает, что числа ш  и lpm(rj) чётные для всех т) €  £(/*«,). В 

силу того, что I <  тп отсюда следует, что m  — I >  2 . если m  >  2 и I =  0 , если 

m =  2. Этим левая часть (1.4) и тем самым лемма 1.5 доказана. □

С ледств и е 1.1. (с.м. Теорему I в пункте 1) Так как многочлен Р  (с. вообще 

говоря, комплексными коэффициентами) и многочлен |Р |2 одновременно при­

надлежат или нет  І„, то в силу леммы 1.5 существует число с >  0 такое, 

что

(1 .в) іеіа <  (1 +  lei)2»՞՛»-') <  с [ |p (o is + 1] v« e  r ՛

где I := sup Հղ). 
j;eE(P0)

Это дает ответ (достаточное условие) на поставленный вопрос в случае, когда 

почти гипоэллиитический многочлен вида (1.3) удовлетворяв!՝ условию 1(Рт) < 

т. Нам не известно, является ли это условие также необходимым для п —мерных 

почти гиноэллиптических многочленов Р  € Д„ при п  >  2? Но ниже мы пока­
жем, что любой почти гипоэллиптический многочлен двух переменных Р  €  1շ 
удовлетворяет соотношению ( 1.6).

D. И. МАРГАРИН. Г. Г. КАЗАРЯН
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Отметим, что принадлежность многочлена множеству П„ не гарантирует его 
гиноэллинтичность, что следѵет из следующего примера: нус г п =  3, Р(£) =

(С2 +  Հ2 -  Հ2) ' +  Հ2 ■+ Հշ Ь Сѵ Применяя теорему 3.1 работы |17| убедимся, что 
это почти гипоэллиптический многочлен, а из теоремы 1 работы 111J следует, что 
Р  €  Из, при этом это не гипоэллиптический многочлен, так как не удовлетворяет 
необходимому условию гиноэллинтичностн (см. |19| , теорема I).

2. Н е к о т о р ы е  с в о й с т в а  м н о г о ч л е н о в  д в у х  п е р е м е н н ы х

Многоугольником Ньютона многочлена Բ(Հ) =  Բ(Հւ,Հշ) назовем наименьший 

выпуклый многоугольник Щ Р) С R+ с вершинами из И», содержащий множе­
ство (Р ) Ս  {0}. Очевидно, многоугольник Ньютона 2-м ерного многочлена я в л я ­

ется 2—мерным, т.е. Ո К+ Ո Rfi փ W.

Многоугольник 9? назовем правильным, если дня любого ѵ €  3? П(»ѵ) := {/լ fc 

R+,/* <  "} с  ft. Для 2—мерного многоугольника С R  + чеіиіз А(5?) обозна­
чим множество внешних (относительно Я?) нормалей одномерных некоординат- 

uux сторон. Легко убедиться, что 2-мерный многоугольник Ы С М+ является 

правильным тогда и только тогда, когда А(3?) С R+. В [17] доказано, что много­
угольник Ньютона почти гиноэллиптического многочлена является правильным.

Так как вершины многоугольника ІІыотона любого многочлена являются муль­

тииндексами, то среди внешних нормалей любой (одномерной) стороны (норма­

лей из Л(Я?)) существует вектор с рациональными и. следовательно, с целыми ко­
ординатами. При этом, если Л какая - то внешняя нормаль (одномерной) стороны 

Г многоугольника Щ Р) многочлена Р(£) =  £  , то уравнение прямой содеіь

жащей сторону Г задастся формулой (Л, а ) =  т {А), где т (А) =  max{(A, ft),ft G 

(Р )) . В этом случае т(А )-однородны й многочлен Рт(Х)(£) =  7<*£° иа-
(А.«)=ш(А)

зовем подмногочленом многочлена Р. отвечающим стороне Г.

Л ем м а  2 .1 . Пусть Щ Р) правильный многоугольник Ньютона почти гипоэл- 

липтического многочлена Р  £ կ .  Если существует некоординатная (одномер­

ная) сторона Г многоугольника Щ Р ): среди внешних нормалей которой имеет­

ся вектор А =  (Aj. Аг) с взаимно простыми натуральными компонентами, то 

подмногочлен Р„,(\) сохраняет знак в К2.

Д ок азател ь ств о . Так как многочлен Р ТО(А) А—однородный, то достаточно по­

казать, что Р т (А) сохраняет знак на множестве D  =  {Հ G R2, |£, А| =  1}.
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Пусть, наоборот, РШ(Л )(ѵх) >  0, Рт (А)0?2) <  0 для пары точек 7/1.?;2 е Н и  

пусть /. —> оо. Тогда

Р ( * Ѵ )  =  t'n(X)Prn(X)(T1l ) +  о(Г<А>) ֊4 + 00,

Р ( * V )  =  <”*(А)^ т(А ) ( Л  +  0 ( < ^ А>) ֊>  -ОО.

Это значит, что для любого достаточно большого է существует точка ^(/.) е  'D

такая, что Р(/.Л7/(0) =  0. Из компактности множества 'D следует существование
последовательности {£»}£Լւ такой, что է9 —> ос и последовательность 
сходится к некоторой точке т б ' 1)  при տ —► оо.

Так как //(է„) -> г, 0 =  Բ(էԷղ(է.4)) =  Pm(A)(*?(**)) + о (< Г ^ ) при ծ- —> ос. то
Р,п(А)И ֊  0, т.е. г  G Е(Р,м(л).А), где Е(Р„і(а).А) =  {г/ <Е Я". |£,А| -  1 ,Рт{А)(т?) =  

0 }.
Так как многочлен Рт(\) является Л—однородным, то существуют тшсла I \ , կ  6 

No и A-однородный многочлен Я. А—порядка т (А ) — 1\ճւ — կ ճ շ  >  Ո такие, 

что Я (0 ,1) • Я( 1,0) փ 0 и многочлен Р,„(а) представляется в виде РТ„(А)(£) =

Հ տ Հ ո Ա )  ѵ« е  я 2
Вследствие того, что Я А—однородный многочлен А—порядка т (А) — Zі Аі -  

/гАа >  0 такой, что Я (0 ,1) • Я (1,0) փ 0 и А вектор с целочисленными компо­

нентами, из первого пункта леммы 1.4 следует, что числа т (А) — / յ А լ -  կ ճ շ ,  

(m(А) — /іАі — կ ճ շ ) / ճ լ  и (т (А) — ZiAj — կ \ շ ) / ճ շ  натуральные. Имея в виду, 
что числа А] и A-շ взаимно простые, из второго пункта леммы 1.4 получим, что 

/п(А) -  /і А] — կ ճ շ  =  1 ճ \ ճ շ  для некоторого I €  N. множество {a  G N2, (А, а ) =  т ) 

можно представить в виде {(Аշ(/ - j ), A] j )  (j  — 0. 1,..., /)} и, что многочлен Р„,(А) 
представляется в виде

I

(2-1) Ят(Л)«) =  ձ՝Հ շ՝ Я (0  =  Ѵ{ 6 К2.
J - 0

где <5() =  Я(0,1),(5/ =  Я (1.0).

Рассмотрим следующие три возможности: 1) ті = 0  (следовательно т =  (0. +1)),
2) 7՜շ =  0 ( следовательно т =  (± 1 ,0 )), 3) Т\Т2 փ 0.

В случае 1) из представления (2.1) и из того, что Я (0 ,1 ) ^ 0  следует, что /і >  1 
и Т)[' Рт (А)(т) փ 0. Так как rj(t„) -4  т  при s  —> ос. то с некоторой постоянной 

Сі > 0 имеем для достаточно больших s

| ( D ' - P ) ( t f  , ( « . ) ) |  >  | ( D i ‘ P „ w ) ( ^ i 7 ( t . ) ) l  ֊  I P i ' [ P - P m W l( ^ > ; ( ( . ) ) l

> С (Л) ,,А' 1(0 'і'Рт(Л)(п(<.)I ֊  ° ( C W ՝,,л ' ) >  С’і с <л| ' ,А' ■

60

D. H. МАРГАРИН. Г. I' КАЗАРЯН



Из почти гиіюэллиптичности Р  отсюда имеем с некоторыми постоянными С2, Сл > 
О для всех достаточно больших а

С т  ' ,А' < С а | ( 0 [ ' Р ) Й ч ( « . ) ) | < С з [ | Р ( ^ ч ( 4 . ) ) |  +  1] =  С’з ,

что противоречит тому, что т {А) — կճւ  >  0 и t.a —у оо при s —► ос.
В случае 2 ) из представлении (2 .1 )  следует, что 1շ >  1. Проводя аналогичные 

рассуждения, получим с некоторыми постоянными Сл, Сг> >  0 для всех доста­
точно больших я

tm W  I,А, <  С і I( օ կ ր ) ( Հ  ч(( ,)) | <  C5(|P(t* Т7«,»| +  1] =  с 5,

что противоречит тому, что т{ А) — /2А2 >  0 и ta —> ос при s оо.

В случае 3) зафиксируем т2 и рассмотрим R{x, ті) как многочлен от х , за­

висящий от параметра ՜շ .  Так как в силу леммы 1.1 х  =  т\ является корнем 

многочлена R(x, т2) кратности /0 <  Լ то 2Э|"Рт (х)(т) — т[1 R ( t)  /  0 . И так

как Օլ" Рт (А)(»К<я)) -+ ^і"^пі(А)(т) ИРИ տ -► ос, то существует число 6’6 >  0 такое, 
что для всех достаточно больших в

|0І»Р„,(А) (էճա  =  С (АН'"Л|ЮІ"Р,„(А) (ч(М )і > С <ЛЬ',,Л‘ - 

Отсюда с некоторой постоянной СѴ >  0 имеем для всех достаточно больших .ч

I ,((.))! > |£>;"Р,„(Л) (0ч((.))1 ֊  |£>І"[Г -  Рт(л)](0ч(‘ .))1

> Об t nl(X)- 'oXl — o[t.m(X̂  n̂Xl) >  С7 յա(^)՜՜^օ^ւ

Имея в виду почти гииоэллиптичность многочлена Р. отсюда имеем с некоторой 

постоянной Сн >  0 для вссх достаточно больших տ

(2.2) (Г<л, ,оА‘ < с * [|Р(0ч(».))| + г] =  С».

Не умаляя общности, можно считать, что Аі < А2. тогда пі(А) — /оАі =  т (А ) — 

Z1A1—Z2A2+  /і А̂  -f՜/շ А2—/у А չ =  /АіА2-/оА і4- / і A ւ + /շ  А2 >  /Аі(А2—1) -І-/1A і -Ь/շ А2 >  0. 

Так как /а -4- оо при .տ —» сю, то это противоречит соотношению (2.2) и доказывает 

лемму. П

Л ем м а  2 .2 . Пусть многочлен Р  удовлетворяет условиям леммы 2.1 и ճ շ  >  Aj. 

Тогда существует число С  >  0 такое, что для вссх Հ €  К 2 имеем
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Д ок азательств о. В ходе доказательства будем пользоваться обозначениями, 
введенными в доказательстве леммы 2.1. Сначала отметим следующую простую 

цепь неравенств при Аг > Aj и для всех £ 6  Я2

|? |г і* г  < с.[ і +  І « і І ^  +  ІЫ 2 І^ ]

<  Call +  ( \ / k x l 2/Al + |O I 2^ ) 2,Aa ■)] =  c a l u - 1 € - A |3<A= ■>].

Так, что мы докажем больше, если покажем, что с некоторой постоянной С і >  О

(2.4) |f ,A |2<A' - ‘> <  С ,[ |Р ({ ) | +  1] Vf € я 2.

Предположим обратное, что существует последовательность {£А}^?,| такая, что 

If*, А| —► ос при я -> оо и

(2.5) |Р ( Г ) |/ |^ .Л |2(Аг ‘' ֊ ю .

Положим тя =  А|А (s  =  1,2. ...)• Из леммы 2.1 следует, что многочлен
Рт(а) сохраняет знак: Рт»»(А)(0 ^ в Я2, а из леммы 1.4 следует, что числа 1\ ,
1շ. и тгі(А) четные, при этом т(А ) — 1\Хі — 1շճշ >  0 . Поэтому гп(А) >  2.

С другой стороны так как |г*\ А| =  1 (տ =  1-2,...) и при я —> оо

Р (С )  =  |?*,ЛГ<А> Р„„л,(т*) +  о(|<*,А|"“ а>):

го из предположения (2.5) следует, что предельные точки последовательности 

{т 4} принадлежат множеству Е(Рт (» ,А ) :— {£ G Я2. |£.А| — 1.Ят (д )(0  =  0}. 

Пусть т €  Е(Рт (л)) одна из этих предельных точек. Не умаляя общности, можно 

считать, что тя —> г при я —► ос. П одставим многочлен РТП(\)  в виде (2.1) и, 

как при доказательстве леммы 2 .1, рассмотрим следующие три возможности: 
1) т\ =  0 (следовательно т =  (0 . ± 1)), 2) т2 =  0 (следовательно т =  ( ± 1. 0 )),

3) ո  то փ 0 . Так как в случае 1) Рт(\)(т) Іііт^Щт) ֊  /]!Я( 0 . 1) / О н
D[l Р„,(\)(тя) -> D [j Р1П(Х)(т) при я оо, то с некоторой постоянной Օշ > О 
имеем для достатотю  больших я

і в ‘՝р (е* )і >  | л і 'р га(А)к ' ) і  ֊ |о ' ч р  ֊  р ,„(а)Ж * ) і

=  If», A |-W ֊I.* . I o ' .  P„,w (t*)| -  o ( | f ,  ЛГ<А)֊ '‘А՛ ) >  C2 | f ,  A|’" W -‘.A..

В силу почти гипоэллиитичиости Р  отсюда имеем с некоторой постоянной Сз >  О 

для достаточно больших я |£", А|,,,^ ֊ііАі <  Сз [|Я(£")| +  1]. Так как (см. выше) 
т(А ) -  /іА| >  2A-շ. то эго противоречит (2.5) и завершает рассмотрение первого 

случая.
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Рассуждая как в случае 1). в случае 2) для достаточно больших а получим 

оценку |£, ,А Г (А)- ,2А2 <  С \ [|Р(С*)| +  1] с некоторой постоянной С.\ >  0. Так как 
ш(А) -  Կ А2 >  2А2. то это противоречит (2.5) и завершает рассмотрение второго 
случаи.

В случае 3) из представления (2.1) следует, что т €  £ (/? , А). Зафиксируем т2 и 
рассмотрим R(x, т2) как многочлен от х, зависящей от параметра г2. Если через 

/0 обозначить кратность корня х =  т\ многочлена R(x, т2). то в силу леммы 1.1 

Іо <  I- С другой стороны, так как R )(r) =  0 при j  >  0, 0\" R(x, r2)]|.r=T| փ

0. TO D["Pm M (T) =  т[‘т‘‘ D'i’R (r) Հ  0.

Пусть т8 -¥  т при տ —► ос, тогда с. некоторой постоянной Сц >  0 имеем дня 

достаточно больших .տ

| 0 ‘" Р ({ * ) | >  -  \D 'i ' \P  ֊  P „ ( A) K f ) |

>  I f .  А Г(а)- 'оЛі |D',nPmW(-r‘ )| ֊  о(|?*, ) >  Сг, |{*. А|т <А>-1°л,

Отсюда, в силу почти [-ииоэллинтчности многочлена Р. получаем неравенство 

\Հ֊\ а |”‘(а)_/°А| <  Св [|Р (Г)І +  1] с некоторой постоянной Се >  0 для всех доста­

точно больших 5. Так как т (А ) — /оAl =  I А| А2 4֊/լАі +  կ ճ շ  — /уAj >  I Ai(A2 — 1) 

+ / j A j  +  կ ճ ւ >  2(A 2 -  1), го полученная оценка противоречит (2 .5 )  и завершает 

доказательство оценки (2 .4 ) . □

11а примере покажем, что оценка (2.3) является точной в том смысле, что в 

левой части неравенства (2.3) нельзя показатель 2(А2 — 1)/А2 заменить на 2(А2 — 

1)/А2 +  с ни для какого с >  0.
Непосредственной проверкой легко убедиться в том, что многочлен Բ(Հ) =  

(£2 — £2)2 + £2 является почти гипоэллинтческим. Его многоугольником Ньютона 

является прямоугольный треугольник с вершинами (4 ,0), (0 ,0), (0, 2) и с един­

ственной некоординатной стороной (4,0) — (0.2). При этом вектор А =  (1,2), с 

взаимоиростыми координатами, является внешней иормалыо этой грани. Так, 
что многочлен Р  удовлетворяет условиям леммы 2.2.

Рассмотрим последовательность {£* =  (s. s2) } ^ .  На этой последовательности

[ |Р (Щ  +  1] *2 +  1lim ------------------- т—т— =  lim — ----7-7777 =  1,
* ֊» »  |^ я |2 _ л7" 4֊f00 (*  +  В4) ՝ / 2

поэтому, для любого £ >  0 Ііш (а2 +  1 )/(տ2 +  տ<1) 1/,շ+£ =  0 .
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3. О сновной  РЕЗУЛЬТАТ в ДВУМЕРНОМ СЛУЧАЕ 

Т еорем а 3 .1 . (см. Теорему II в пункте 1 )  Пусть Р(£) =  7«£° € П-շ почти
Г.»€<Р)

гипоэллиптчес.кий многочлен. Тогда существует число С  >  0 такое., что

(3.1) |Հ| <  С  [|Р(01 +  1] v ^ € R 2.

Д ок азатель ств о . Пусть т =  шах |сѵ| п Рт (Հ) =  7օՀ°. Так как Р  €  1շ, то
« € (Р )  І « |= т

многочлен Р  и многоугольник Ньютона Щ Р) двумерные.
Рассмотрим два возможных случая: 1) card(Pm) =  1 и 2) card{Pm) >  2.

Пусть в случае 1) (Рш) =  {ft}. Если (i е  Rjj, го Е(Рт ) =  {(0, ± 1 ), (± 1 ,0 )} , при 
этом (кратность корней (0 . ± 1)) l\ := de<y(0 , ± l )  =  а 1շ :=  rfe*/(zt 1. 0) =  Յշ и 

поэтому l(P,„) := inax{fii. Յշ} <  т. В этом случае утверждение теоремы следует 

из второго пункта леммы 1.5.
Если ո случае 1 то либо в  — (гп.О). либо в  — (0, г/г). Пусть ,в — ( т ,  Ս)

(случай $  =  (0 ,777.) рассматривается аналогично). Так как многоугольник Нью­
тона 5?(Р) двумерный, то существует (одномерная) некоординатная сторона Г 

многоугольника -Ji(P). с вершиной (3 =  ( т ,0 ) .  Пусть А =  (А1.А2) внешняя (от­

носительно ՝ft(P)) нормаль этой стороны с целыми компонентами. Из геометри­
ческих соображений ясно, что 1 <  Аі <  A-շ. дробь ճ շ /ճ \  рациональная и. не 

умаляя общности, можно считать, что дробь ճ շ/ճ \  — несократимая, т.е. числа А լ 
и A-շ >  2 взаимно простые.

Очевидно, уравнение прямой, проходящей через грань Г. имеет вид (А, л) =  

т (  А), где т [  А) = т \ \ .  а  под много член, отвечают, ий этой грани вид: Р,п(х){0  — 

Y, 7<»Г*> ПРИ этом (А.а )  <  т Х \ для точек о € (Р  -  Рт(а))« Так как Aj и
(A.a)-m(A)
А շ взаимно простые и 0 < Aj <  А2, го А2 >  2.

Таким образом многочлен Р  удовлетворяет условиям леммы 2.2. что доказы­

вает оценку (3.1) и в этом случае.

Прежде чем перейти к случаю 2), заметим, что однородный многочлен Р„, 
двух переменных можно представить в виде

(3 .2 )  р т ( ( )  =  «1’ #  я « ) ,

где h , l 2 €  N0, a R -  однородный многочлен порядка ու — կ ֊ 1 շ  такой, что R (1, 0 ) • 

R(0,1) փ 0. При этом, так как в случае 2) cardR  =  card(Pm) >  2, то т —1\ —/շ >  0 

В случае 2) имеются следующие две возможности: 2.1) Р7„ (0 ,1) Рт (1,0) =  0 

и 2.2) Рт (0 ,1)Р т (1,0) փ 0. Отметим, что в последнем случае многоугольник
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Ньютона 9?(Р) многочлен Р  представляет собой прямоугольный треугольник с 
вершинами (w ,0 ), (0 ,m ) и (0 , 0 ). при этом в представлении (3 .2) Іу =  կ  =  0. 

Случай 2.1) в свою очередь разбивается на следующие подслучаи:
2 .1.1) Рт (0 ,1) =  0, Рт (1 ,0) փ 0  тогда /і  €  N , / 2 =  0
2.1.2) Pm(0 ,1) ф 0, Pm(l'O) =  0 тогда /, =  0, 1շ € N
2.1.2) Pm(0 ,1) =  Pm(l,0 ) = 0, тогда / , , /2 € N.

Так как т  >  1\ +  /շ, то во всех этих случаях

1(Рт) := піах {*Л»(т)} <  тпах{1і,т -  М  <  m  
гбК (Р„.) J

и оценка (3.1) следует из леммы 1.5.

Рассмотрим подслучай 2.2). Если в этом случае Е(Рт ) =  0, т.е. Рт(Հ) ф 0 при
|£| փ 0. то Р  эллиптический многочлен и тогда неравенство (3.1) очевидно. Так,
что стоит рассмотреть лишь случай Е(Рт ) Ф 0.

Если 1{Рт) <  тп., то оценки (3.1) следует из леммы 1.5. Так. что остается

рассмотреть случай І(Рт) =  т , т.е. когда существует точка г  е  Е (Рт ) такая.
что Ірт{т) =  ш. В этом случае Е(Рт ) =  {± г } . при этом в представлении (3.2)
կ  = 1 2 =  0 и многочлен Рт представляется в виде (см. [18| или [19|, лемма

2 .1) Рт( 0  =  7 (т2^і ~  т і& Г , ГДР 7  Ф 0- Так как в этом случае (D "Pm)(r) =  0
мри |а | <  771. то применяя формулу Тейлора и формулу Эйлера для однородных

многочленов, имеем для любых Հ е  R2 и է >  0

R » ( f  +  t r )  =  J 2  ֊ ( 0 “ Р ,„ ) ( ( г )  Г  =  £  ^ ^ [ ( D " P , „ ) ( r ) ]  г
Q СГ

=  £  =  P m (« ) = 7 ( Ы і  - П & Г -

Произведем замену переменных і/ =  ՃՀ, где

-4 =  (  ^  Հ '  ^ , <fcf.4 =  d etyT 1 =  1

и обозначим Q(»y) := Р {А ~ лі]). Так как Р  G 1շ почти гипоэллиптический много­

член, а матрица .4 -  невырожденная, то в силу теоремы 3.1 работы |11] много­

член Q  также принадлежит 1շ и является почти гипоэллиптическим. при этом 

Q  представляется в виде

(3.3) 0(ч) =  7 ч Г +  £  « “ •

Таким образом многочлен Q  удовлетворяет условиям теоремы 3.1, причем из 

представления (3.3) следует, что для него возможен только случай 1) в процессе
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настоящего доказательства этой теоремы . По уже доказанной части теоремы 
существует число С\ >  0 такое, что խ| <  Ci[\Q(ii)\ +  1] V// €  R2. Отсюда с 
некоторой постоянной Շ՚չ >  0 и для всех Հ G R2 имеем

С, |«| <  и ? |  =  ІЧІ <  С , [|<?(ч)| + 1 ]  <  с, [ |Я (Л -> „)| +  1] =  C l [ | Р « ) |  + 1 ].

Этим рассмотрение подслучая 2.2) завершено и тем самым теорема полностью 

доказала.

A b stract. A polynomial Р(£) =  Р (£ і ,. ..,£«) is said to be almost hypoolliptic if 
all its derivatives D UP{£) can be estimated from above by Բ(Հ) (see (16|). Bv a 

theorem of Seidenberg-Tarski it follows that for u;u՝h polynomial Բ(Հ) satisfying the 

condition Բ(Հ) >  0 for all Հ € Rn, there exist numbers a  >  0 and T  €  R1 such that 

Բ(Հ) >  &0 +  l£l)T f°r all Հ €  R". The greatest of numbers T  satisfying this condition, 
denoted by S T (P ). is called Seidenberg-Tarski number of polynomial Բ. It is known 

that if, in addition, P  6 I«, that is, |P(OI эс as |£| -> oc, then T  =  T (P ) >  0. 
In this paper, for a class of almost hypoolliptic polynomials of n  (>  2) variables we 

find a sufficient condition for S T (P ) >  1. Moreover, in the case n  =  2, we prove that 

S T (P ) >  1 for any almost hypoolliptic polynomial P  €  1շ.
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Abstract. In th is  paper, wc obtain estim ates for solutions for a d a ss  of fractional order 
elliptic equations in different domains and boundary conditions, and prove som e regularity 

results. Then, we study  the. qualitative properties of solutions with prescribed Q-curvnture. 1
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1. I n t r o d u c t io n

In this paper, we obtain estimates for solutions of the following fractional order 

elliptic equation:

{(—Д)Ім(аг) =  Q (x)e iu in Q с  Я3.
и  — 0 in Qc,

( - Л ) ^ и  =  0 on ՑՀ1,

and investigate properties of solutions of the following fractional order elliptic 

equation:

( * . )  (-Д )іи (х-) =  Q(x)e3", x  6  І І \

where Q is a bounded smooth domain, Q (x)  is a given function in Մ ({})  for some 

I <  p  <  oo, and ( - Д ) *  is interpreted as ( - Д )  о ( - Д ) ? .  To define ( -Д )^ и  for a 

function V in Я3, we require that

V e  L l ( R ' )  := { ,  €  L L ( J f i )  : Լ  < o c }  .

which makes (—Д )?и to be a tempered distribution (see [13]).
'T h is  study  was supported  by the National NSF (G rant No. 116G1070) and the N ational NSF 

(G rant No. 11361054, 11561059) of China, N atural Science Foundation of G ansu Province China 
(G rant No. 1506RJZE114) and Planned P rojects for Postdoctoral Research Funds of Jiangsu 
Province (G ran t N o.l30I038C ).
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P R IO R I EST IM A T E S AND A SY M PT O T IC  P R O P E R T IE S

D efin ition  1 .1 . Given a tempered distribution f  in  ft՝1, we say that и is a solution 
o f equation ( ֊ ձ ) հ ւ  =  /  i f  и  €  A n  £  L x (R ') ,  and

(1.1) I  (-Д и )(֊-Д )*ѵ >іт  =  (/,v>> for evei-y e  5 (Я 3),

Wie»e <S(/?3) is the Schwarz space o f rapidly dex-.reasing smooth functions in 7?3.

In equation (*). we assume that u € Z.1 (Г2) and e:,w e  Lp (J2), where p is the 

conjugate exponent of p. so that (=0 has a meaning in t he sense of distributions (see 

Definition 3.1 of |5|). A first; question of interest is whether one can conclude I,hat 
и €  for (*). In Section 2. we give a positive answer to this question.

Recently, a series of works have been done to prove the existence and to study 

the qualitative properties of solutions of the following fourth order equation:

ձ ? ս  =  Q (x)c*u, i e  R 4.

For Q (x) — G, Lin |7| has given a complete classification of solutions of this equation 

in terms of their growth, or in terms of the behavior of Att at oc. Xu [17], has 

obtained similar results by using moving spheres methods. In [8|. concentration 

phenomena of solutions of this equation was deeply discussed. Robert and Wei 
[9], lmve studied asymptotic behavior of solutions for a fourth order mean held 

equation with Dirichlet boundary condition. Martinazzi |10|. and Wei and Xu |14| 
gave classifications of solutions for higher order Liouville’s and conformally invariant 

equations, respectively. Concentration phenomena and asymptotic behavior of solu­

tions for higher order Liouville’s and a mean field equations was studied in [11, 12j. 

Based on these works. Jin et al. [6] have studied the existence and asymptotics of 

solutions for equat ion (**). In Section 3, we extend the results of [6]. by considering 

more general functions Q (x). We first obtain the asymptotic behavior of solutions 

near infinity, and then prove that all solutions satisfy an identity, which is similar 

to the well-known Kazdan-Warner condition.

2 . I / 30-BOUNDEDNESS FOR A SINGLE SOLUTION OF EQUATION ( - Д ) ? ? і  =  Q (x)c3n

Let Ղ С R* be a bounded domain and let h be a solution of equation:

{( ֊ Д )5 л  (*) =  /(■*) i u $ l c t t \
h =  0 in Пс,

( - A ) i h  =  0 on 0Ո.

The following lemma is obtained using the arguments of Brezis-Merle |i|-
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Lem m a 2.1 . ([b\). Let f  £  £/* (Г2), and let. и  6  L*(J2) be a solution o f equation

(2.1). Then fo r  any p  €  (о, | Щ ~ ; )  tf,e following inequality holds:

[  exp3pH dx < С {p. diamf2),
Jn

where. diamJi denotes the diameter o f domain Q.

Wo will use Lemma 2.1 to prove the theorems that follow.

T h eorem  2.1. Let и  be a solution o f equation (2.1) xuith. f  (= L1 ( ft). Then for  

every constant к > 0 we have
eku €  Լ \Ո ) .

P roof. Letting 0 <  t < Հ, we can split the function /  as /  =  /j  + / 2 with | | / i | | i  <  e 
and քշ в  L°°(Q ).  Denote by w, ( i  =  1,2) the solution of the equation

{
( ֊  A)*U i = f i  in a
щ  =  0 in Qc. 7 =  1,2.

( ֊ A ) lu , i  =  0 on <9fi.

By Lemma 2.1, wo have J{iexp  [^յք]^] (lx  < oo. implying that / n exp[fc|ui|]t/i <  

oc. Using Theorem 1.10 of |4|. we obtain խ| <  |u i| +  խ2| and սշ (= and the
result follows.

T h eorem  2.2 . Let и €  Լ լ օշ({}) and  (—Д)^и G L loc(Q)- Then fo r  every constant 
h > 0 we have

<>“ 6 Լ Ա Ո ) .

Proof. Without loss of generality, we can assume that Q = Вц(Ѳ) is a ball of radius 

R  centered at Ѳ. For e small enough, we split (—Д )з «  as (—A)%u =  f i  + քշ with 

| | / ւ ||i <  e and քշ G Լ ^ (Զ ). Write « տ « ւ  +  սշ +  u.j, where (i  =  1 ,2 ,3 ) are
respectively the solutions of equations:

Г ( - Д ) і« і  =  / ,  in 13 n,
< « , =  () in ( B ^ ) c, i =  1 ,2 ,3 .
[ ( -A )a U i =  0 on д В н

It follows from Lemma 2.1 that efc|u,l G L lLoc(B n). Using elliptic estimates from 

|4|. we get խ շԱ ^ /յ^ ) <  с, implying that ek 'Աշ1 €  L \ oc[ B R).

Since (—Հճ)*ս;< ֊  (), we have |(-Д)-гізІх,<*(Вя) ^ c• Taking into account that 
и  G L Loc(B R), we get \ս-ձ\լ«>(ըճ ) < с implying that eb ‘3 G L lLoc(B R).

Finally, in view of խ| <  խւ| +  խշ| +  խ3|, the result follows.

R em ark  2 .1 . Note that Theorem 2.2 is a local version o f Theorem 2.1.
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P R IO R I K STIM A TES ANI) A SY M PT O T IC  P R O P E R T IE S

T h eorem  2.3 . L et и  be a solution o f equation (*) with Q  G L p ( f i ) ,  and let eSu G 

Մ  (fi) fo r  some |  <  p  <  oo. Then и  G Լ°°(Ո ).

P roof. By Theorem 2.1. we have ekn G L '(fi) for all k } that is, eu G /-<r(fi) for all 
r <  oc. It follows that Qe3" 6 Lv ~& for all 6  > 0 if p  <  oo. and Q e3" G £ r(fi) for 
all r  <  oc if p  =  oc. Now, standard elliptic theory and Sobolev embedding theorem 
can be applied to conclude that и g Լ^ՀՈ ).

C orollary  2 .1 . Let и be. a solution o f equation

П =  Qr*« + f (x)  in it,
u = g I in f ir.
( - A ) i u  = (j2 on OQ

with Q G L v{ fy  und е3и G L v (fi) fo r  some ֊  < p  <  oo, where g i, .(/•> G L°°(0fi) 
and f  €  Լ Ղ(Հ1) fo r  some q >  £. Then и  G L °°(fi).

P roo f. Let w  be the solution of equation

{( - Д )%w =  f ( x )  in fi,
w  =  <7i in iV \

( ֊  Д  ) 5 U! =  ()2 Oil Oi I.

So that w  G L°°(fi). Observing that the function й =  и  — и՛ satisfies the equation

{( - Д ) § й  =  Qe3“ e3,‘, in fi,
fi =  0 in f ic,

(—Д )гй  =  0 on (9fi,

we can apply Theorem 2.3 to complete (lie proof.

T h eorem  2.4 . L et и  G L ^ ft3) be a solution o f equation (**) with Q G L v{ft3). 
and let c3u G (ft3) /or  some |  <  p < oo. Then и  G L^,c(ft3).

P roo f. Without loss of generality, we can assume that fi =  B r (0 )  с  ft3. We 

fix с >  0 small enough and split Qe3'1 as QeAn =  f i  + քշ with | | / i | | i  <  с and 

/2  g  L °° (B r ) . Denote ւ զ ,ս շ  respectively, the solutions of equations:

{( - Д ) h i i  =  f i  in B n ,
« , =  о і п ( а д <-. * =  i , 2 .

( -  Д ) а щ = 0 on OB и .

It follows from Lemma 2.1 that e*lU|l G L l {Bn). Using elliptic estimates from [4]. we 

get խ.շ|l *֊(b p) <  c՝ implying that e*՜’̂ 2* G L l {Bp). Denoting из =  и — u\ - սշ, and 

observing that Л 1І3 is harmonic (see [G|), by the mean value theorem for harmonic 

functions, we obtain |Д « з |і,^ (в ^ ) <  implying that |изІь«(Вд) <  c- Next, using
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the equation ( ~ A ) h i  =  {Qe՝i't ')e 3u'։+:iu* and elliptic estimates from [4]. we get 

||(-A )5 w ||l՝* (B ^ ) <  c-. implying that ||u||l*»(j?£) <  г., and the result follows.
From results of Brezis and Merle | l | r it follows that a solution и  of equation (**) 

is bounded from above if it satisfies the equation - Л и  =  V (x )cu and some other 
conditions. This result was used to study the qualitative properties and classification 
of solutions for some second order elliptic equations (see |2, 3, 1G|). The following 

question arise naturally: do there exist a solution и of equation (**) with Jna Q e3u <  
4-oc that is bounded from above? The theorem that follows contains a partial answer 

to this question.

T h eorem  2.5. Assum e that the function Q (x) in (**) is bounded away from  0 

and bounded from  above, and let и  be a C 2 solution o f equation (**) satisfying

To prove the theorem we need a number of lemmas that follow.

Lem m a 2 .2 . (\Щ )- Let и  be a C 2 function on II4 satisfying:

(a) Q e4n is in L l (R 4) with 0 < m < Q < M  fo r  some constants m  and M ;

(b) in the sense, o f weak derivative, и  satisfies the follom ng equation:

Then there is a constant с > 0. depending on u, such that |Ди|(з-) <  с on 7?1, where

In fact, =  87Г2.

L em m a 2 .3 . (\\Ъ \). Lei a be a С 2 function on I i 4 such that 0 <  ( —A )u (x )  < A 

on II4 fo r  some constant A , and let fR4 Q (y)e4n^ d y  =  о  <  oo with 0 <  m  < Q < 

M . Then there, exists a constant B , depending only on A , m .M  and a  such that 
u(x) < В  on R 4.

Lem m a 2.4 . Let и be a solution o f equation (**). and let

Proof. For |a | >  4, we decompose K? =  A \ U A -շ, where Ay =  {y\\y  — x\ < 

and A -շ =  {y ||y  -  x\ >  ^ } .  For у  6  A u  we have \y\ >  |.r| -  |x -  y\ >  >  |x -  y|,
72

fR3 e2" <  4-00 and u (x) =  o(|.r|2). Then u + € L°°(/?3).

Йо И given by ( - Д *)2 ( in j z h f l )  =  /30<5„(з).

Then there is a constant c. such that u;(x) < 0 ln{\x\ +  1) +  c. where



which implies

M + 1

Since \x -  j/l <  |.r| +  ll/I <  խ|(|յ/| +  1 ) for |z |, |j/| >  2 and ln \x  -  y\ <  In |x | +  с  for 
|x| >  4 and \y\ <  2. we have

w{x) -  ^  IA/ n b ^ Q{v)e'M'l)Jy

-  7^2 i y f  l» | i |  +  r =  01n(|x | +  1 ) +  c.

L em m a 2 .5 . Let и  be a solution o f equation (**) vnth u (x )  =  o (|x |2). Then  A?i(;r) 
admits the following integral representation:

~ — ծ Լ ,4Տ +
P roof. Let V =  и  4- t«. It is obvious that ( -Д )5 г ՝ =  0 in Я3. Using arguments 

similar to that of applied in Lin [7], for any xq G R 3 and r  >  0. we obtain

бтт2г2ехр f  ̂ -Лѵ(а:о)) <  e Зѵ(э՝°) /  e3vda.
\  չ  /  7|T-.r0|=r

Since V =  и  4- w  < u (x )  +  0ln \x\ +  с., by Lemma 2.4. we have

PR IO R I E STIM A TES AND A SY M PT O T IC  P R O P E R T IE S  ...

Thus. A v {xq) <  0 for all .tq 6  Я3. Ry I jiouville’s theorem, Дб՝(.т) =  — a  in R.3 for 

some constant c\ >  0. Hence, we have

1 r 0(n)r.3u(v)
(2.3) Д « (х ) =  - — г Լ  | i _ >p dy  -  с .

Now, we claim that շ լ  =  0. Otherwise, we have Д u (x ) < — ci <  0 for |.r| >  Ro

where Ro is sufficiently large. Let h (y ) =  u(y) 4- e\y\2 +  A { \ y \ ՜2 — /£() *). where e is
small enough such that for |y| >  R q

(2.4) ДЛ(к) =  Л и  +  8e <  -  — <  0.

and A  is sufficiently large so that inf h(y) is achieved by some yo e  Я3 with
|у|>Ло

|yo| >  Ri). Applying the maximum principle to (2.4) at yo, we get a contradiction. 

Hence, our claim is proved.

P r o o f  o f  T h eorem  2 .5 . By Lemma 2.5 and the proofs of Lemma 2.2 and Lemma 

2.3, our conclusion holds.
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3. Q u a l it a t iv e  p r o p e r t ie s  o f  s o l u t io n s  o f  e q u a t io n  ( - Д ) і ц  =  Q (x )e 3“

Iii this section, wo study the qualitative properties of solutions of equation (**). 
In view of our Theorem 2.5 and Chen |3j. we obtain the following theorem.

T heorem  3 .1 . Assume that Q (x) is a positive C 1 function  bounded away from  0 
and from above, and и is a C 2 solution o f equation (**) satisfying J R:t e3udx < oc 

and u(x)  =  ° ( |x |2). Then

(3.1) -0 ln ( \x \  +  1) — с  <  u(x) < -0 ln ( \x \  +  1) +  с fo r  some /3 > 1. 

Furthermore., the following identity holds:

(3.2) [  {x ,V Q )e3udx =  3tt2/9(/3 -  2).
Jn*

We first prove a number of lemmas.

Lem m a 3 .1 . Assum e that v  satisfies the assumptions o f Theorem 3.1, then

7-7-7  —> fi uniformly as \x\ —> oc, 
ln\x\

where. w (x) and fi an: as in  Section 2.

P roof. We need only to verify that

Г ln \x  ֊  y\ -  In(|y| +  1 ) -  In|x| , w 4 , .  , ,
----------------Ж ----------------Q(,,)c У —► 0 as |xj oo.

Write /  =  I у +  I -շ +  / 3 , where / 1 , /շ , /3  stand for integrals over the regions D \ =  {y  :

к  -  У\ <  1 }. D 2 =  ІУ : \x -  2/1 >  1 and \y\ < k )  and D 3 = {y  : \x -  y\ > 1 and \y\ >
k}, respectively. Assume that |x| >  3.
(а) To estimate Լ , we simply notice that

I/. I < C  f  Q (v)eM , ) dy ֊ — (  ln \x  -  y\Q (y)e3^ d y .

Tlion by the boundedness of QciH (see Thmrern 2.5) and JR3 Q (y)r?n(v \ly ,  we see 
that I\ -¥  0 as |x | -> oc.

(б) For each fixed k. in region D2, we have, as |x | -> oc,

ln \x  ֊  y\ ~ ln(\y\ + I) -  ln\x\ 
ln\x\

Hence, /շ  -*  0 .

(c) To see that /3  -> 0, we use the fact that

I ln \x  -  y\ -  /n(|y| +  1 ) -  ln\x\ I 
ln\x\

for |j: — y\ >  1 . Then letting к —> oo the result follows.
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Lem m a 3 .2 . Assum e that и satisfies the assumptions o f Theorem 3.1. Then 

j ֊ > ' )cS“<,,d!' +  <*'
where is a constant.

P roof. By Lemma 2.5, we have Д (и  +  u>) =  0 in Л3, and by Theorem 2.5, we have 
u+ 6 I'*-. Hence, in view of Lemma 2.4. we conclude that u +  tu < d n \x \  +  c. Since 

и +  w  is harmonic function, by the gradient estimates of harmonic functions, we 
obtain u(x)  +  w(x) =  c.

Lem m a 3.3 . Assum e that и satisfies the assumptions o f Theorem 3.1. Then u (x) > 
—0ln (\x \ + 1 ) — с and f) > 1 .

P ro o f. By Lemmas 2.4 and 3.2, we obtain

u(.r) >  —Pln(\x\ +  1 ) — c.

From the above inequality and f R:i e3udx < +oo. we get /5 >  1.

L em m a 3 .4 . Assum e that и  satisfies the assumption o f Theorem. 3.1. Then u(x) <  

—#/n (|x | +  1 ) +  c.

P roo f. Observe first that for |x — y\ >  1, we have

M  <  I* ֊  гЖМ + 1 )՛

Hence

M|x| -  2In(|y| +  1) < I n \ x - y \ -  (n(M +  1).

Therefore, we can write

«-•(1) >  ^ 7 /  (г" М  -  2 ^ n ( |y | +  і ) ) 0 ( ѵ ) е 3" ы ііг/

+ i  f  (,nl* ՜ у\ -  ,n(M + i))Qbi)cM,)(iy

>  0 ln \x \- ‘Հ Դ  f  Q (y )e ^ 'j)dy 
2lT J  |x -v l< i

+  f  ln \x  -  »|<Э(ѵ)п3“И і) /

-  ln(]y\ + l ) Q ( y ) e ^ d y  = 0 ln \x\ + h  + I i  + h .
J fj3

Taking into account the fact that —> —0  and /3 >  1. and the boundedness 

of Q {x ), we conclude that Լ ,1 շ  —► 0 as |x| —> oc. and /3 is finite. Therefore 

w (x) > filn (\x \ +  1) — c. Finally, by Lemma 3.2, we have u{x) < —tiln(\x\ +  1) -He. 

P r o o f o f  T h eorem  3 .1 . The assertion (3.1) follows from Lemmas 3.3 and 3.4. 

while the assertion (3.2) follows from Lemma 3.2 and Theorem 1.1 of |18|.
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