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А н н о т а ц и я .  В работе доказывается единственность следа С*-алгебр п-пе­
риодических произведений произвольных семейств групп без инволюций.
Показано, что свободные бернсайдовы группы В(т , п) и их группы авто­
морфизмов такж е обладаю т свойством единственного следа. Показано так­
же. что любая счетная группа вкладывается в некоторую 3- порожден ну га 
группу со свойством единственного следа, а  любая счетная периодическая 
группа ограниченного периода без инволюций вкладывается в некоторую 
Ji-порожденнуіо периодическую группу С  ограниченного периода со свой­
ством единственного следа. При этом в качестве группы G  можно выбрать 
как простую, так и не простую группу.

M S C 2 0 1 0  n u m b e r: 20F50, 20Е06, 20F28, 22D25.
К л ю ч е в ы е  с л о в а :1 периодическая группа; периодическое произведение групп; 
группа автоморфизмов; приведенная С*-алгебра группы.

1. В в е д е н и е

Д ля заданной (дискретной) группы G  обозначим через Կ{Շ) гильбертово про­

странство всех функций /  : G —> С, для которых ряд Y1 \І(у ) \2 сходится, а
ffS O '

через 'Ք(/շ(£7)) обозначим С*-алгебру всех ограниченных линейных операторов 

на h{G ). Пусть Хс ՛■ G —> 23(/շ((7)) есть левое регулярное представление группы 

G , задаваемое формулой (Лg(<7)(/))(s) =  f { y ~ 1s) для  всех g ,s  е  G. По опре­
делению, приведенная С* -алгебра группы G  есть замыкание линейной оболочки 

множества € G] относительно операторной нормы. Она обозначается

через Crcd{G). Следом С*-алге6ры А  называется любой положительный линей­

ный функционал Т  : А  —» С такой, что Т ( 1) =  1 и Т(аЬ) = Т(Ьа) для всех

1 Исследования первого автора были проведены при поддержке Центра математических ис­
следований при финансовой поддержке Государственного комитета по науке МОН РА в рамках 
научного проекта 10-3/1-41.
Исследования второго автора были проведены при финансовой поддержке ГКН МОН РА в 
рамках научного проекта 15Т-1А258.
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а,Ь е  Л. Говорят, что группа G обладает свойством единственного следа, если ее 

С*-алгебра Cre.d(G ) имеет единственный (т.е. только канонический) след.
В работе [1| Поуерсом была доказана, что свободная группа ранга 2 обладает 

свойством единственного следа. Вслед за  этим разные авторы указали другие 
интересные классы групп, С*-алгебры которых имеют единственный след. В ра­

боте |2| А. Ю. Ольшанский и Д . В. Осии доказали, что для  достаточно больших 

нечетных п  свободные бериейдовы группы В { т .  п ) периода п  и ранга т > 1 

обладают свойством единственного следа, а  алгебра С гса {В{ѵ і . ո )) является про­

стой алгеброй. Д о недавних пор был открыт старый вопрос об эквивалентности 
следующих двух условий (см., например, [3], вопрос 4):

1) С*-алгебра группы G имеет единственный след;

2) группа G имеет тривиальный аменабельный радикал.

Напомним, что аменабелыіым радикалом группы называется ее наибольшая 

аменабельная нормальная подгруппа. Как показал М.Дэй [4], любая группа об­

ладает амепабельпым радикалом.

В работе [5j на указанный вопрос был дай положительный ответ. А именно, 

было доказано, что аменабельный радикал группы G тривиален тогда и толь­

ко тогда, когда С*-алгебра Cred(G) данной группы G имеет единственный след. 

Кроме того, в этой же работе |5) было дано еще одно доказательство единствен­

ности следа С*-алгебр свободных бернсайдовых групп В (т ,п )  достаточно боль­

шого нечетного периода. Доказана также простота алгебр Crcd{B{m ,ri)) исполь­

зующих некоторые свойства групп В (т ,п ),  указанные в работах [6] и [7]. Вопрос 

простоты С*-алгебр ո-периодических произведений исследован в |8j.

Целыо настоящей заметки является доказательство единственности следа С*- 

алгебр всех нетривиальных 7і-периодических произведений произвольных семейств 

групп без инволюций. Понятие периодического произведения данного периода 
п  (т.е. ո-периодического произведения) данного семейства групп бы­

ло введено в работе С.И.Адяна [9| (см. такж е [10|). Эта операция, обозначае­

мая через П  nG'i, определяется на классе всех групп для каждого нечетного 
* € /

п  > 665 как фактор группа свободного произведения заданного семейства групп

F  =  П *Сп по специально выбранной нормальной подгруппе, которая 
і€І
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задается некоторой системой определяющих соотношений вида А п =  1 с приме­
нением сложной совместной индукции но натуральному параметру, называемо­
му рангом (см. [11-12]). В работе |13| приведены различными интересные свой­
ства п-периодических произведений. Поскольку свободные бернсайдовы группы 
В(т , п) изоморфны ո-иериодичсскому произведению т  циклических групп по­
рядка п  (см. [9, теорема 5]). то мы получаем существенное усиление результатов 
[2] и [5J о свойстве единственного следа свободных бернсайдовых групп. Показа­
но, что группы автоморфизмов групп В(тп. п) также обладают свойством един­
ственного следа. Кроме того, мы докажем, что любая счетная группа изоморфно 
вкладывается в некоторую 3-порожденную группу со свойством единственного 
следа, а любая счетная периодическая группа Н  ограниченного периода и без 
инволюций вкладывается в некоторую 3-порожденную периодическую группу G 
ограниченного периода со свойством единственного следа. При этом в качестве 
группы G можно выбрать как простую, так и не простую группу.

2 . Ф о р м у л и р о в к и  р е з у л ь т а т о в

Т еорем а 2.1. п-периодическое произведение произвольного семейства групп 
без инволюций обладает свойством единственного следа при любом нечетном 

п > 1003.

Как уже отметили выше справедливо следующее утверждение.

Л ем м а  2.1. (см. [5, теорема 1.6] и  |14. теорема 5.2 \) Дискретная группа 
G обладает свойством единственного следа тогда и только тогда, когда ее 
аменабелгьный радикал тривиален.

Поэтому теорема 2.1 эквивалентна следующему утверждению.

Т еорем а 2.2. п-периодическое произведение произвольного семейства групп 
без инволюций имеет тривиальный аменабельный радикал при любом нечетном 
п > 1003.

С ледстви е 2.1. Свободные бернсайдовы группы В{іп ,п) обладают свойст­
вом единственного следа при любом нечетном п > 1003 и для любого ранга 
т  > 1.
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Т еорем а 2.3. Группа автоморфизмов Aut(Fm ) свободной группы Fm и груп­
па автоморфизмов AuL(D(m,n)) свободной бернсайдовой группы В {т .п ) облада­
ет свойством единственного следа для любого ранга т  > 1 и при любом нечет­

ном п  >  1003.

Т еорем а 2.4. Любая счетная группа изоморфно вкладывается в некоторую 
3-порожденную группу со свойством единственного меда.

Т еорем а 2.5. Любам счетная периодическая группа Н  ограниченного пери­

ода и без инволюций можно влооісить в некоторую 3-порожденную периодиче­
скую группу G ограниченного периода со свойством единственного следа. При 

этом в качестве группы G можно выбрать как простую, так и не простую 

группу.

Теоремы 2.1 и 2.2 будут доказаны в разделе 3, а теоремы 2.3 2.5 будут

доказаны в разделе 4.

3 . Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м  2 .1  и  2 .2

Поскольку теоремы 2.1 и 2.2 эквивалентны, то мы докажем только теорему 2.2.

Д о к а за те л ь с т в о  тео р ем ы  2.2. Рассмотрим гыіериодическое произведение

G = П  " Gi произвольного семейства групп {С»}*€/ без инволюций и покажем, 
і€/

что ее амеиабельпый радикал тривиален.

В работе (15) было доказано, что та-нериодическое произведение семейства 
групп {Gi}ieJ без инволюций есть фактор группа F /M  свободного произведе­

ния F — Ш бІ Gi по нормальной подгруппе М , которая однозначно определяется 
следующими условиями:

a. подгруппа М  имеет тривиальное пересечение со всеми компонентами (7,,
b. подгруппа М  является нормальным замыканием некоторого множества Я 

слов вида С и е  F , причем, если элемент X  6 F  не сопряжен в F /M  никакому 

элементу из компонен т G\ , то X й =  1 в фактор группе F /M .

С помощью такого описания п -периодических произведений в работе |15] до­
казан также следующий результат.

Л е м м а  3.1. (см. [15, теорема '1\) Пусть G есть п-периодическое произведе­
ние произвольного семейства групп {G j}iei  без инволюций, где п  ^  1003 про­

извольное нечетное число. Тогда каждая нециклическая подгруппа Н  группы G,
6
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которая не сопряжена никакой подгруппе компонент G x. содержит подгруппу, 
изоморфную свободной периодической группе В(2. п) ранга 2.

Это утверждение мы используем для доказательства теоремы 2.2. Хорошо 
известно, что подгруппы аменабельных групп тоже аменабельны. Поэтому каж­
дая нециклическая подгруппа Н  группы G, которая не сопряжена ни с какой 
подгруппой компонент С,, является неаменабелыюй. Действительно, из леммы 
3.1 следует, что Н  содержит подгруппу, изоморфную свободной периодической 
группе В(2,п) ранга 2, а. по классической теореме С. И. Адяпа (см. [G, теорема 
5|). группа В(2,7?) не аменабельна.

Таким образом, в группе С  аменабельными являются только аменабельные 
подгруппы компонент Gi или сопряженные им подгруппы группы G. Покажем, 
что ни одна нетривиальная подгруппа группы G. которая сопряжена какой-либо 
подгруппе 11 одной из компонент G, не является нормальной подгруппой в G.

Л е м м а  3.2. Любая подгруппа Н  компоненты Gi «антпинормалгма» при лю ­
бом і. т.е. из X & Gi сіедует х Н х  1 Ո Я  =  1.

Д о к а за те л ь с тв о . Напомним, что согласно определению периодических про­
изведений элементы всех компонент являются порождающими, т.е. имеют длину 

1. Рассмотрим произвольный элемент x h x ՜1, где /г е  Н  и х  & Gi. Выбрав о  до­

статочно большим, можем считать, что х  € .я/а Г)./£а и x h x ~ ] Е & q. Покажем, 

что слово x h x ՜1 является абсолютно приведенным словом.
Допустим, что при некотором В выполнено соотношение x h x ՜ 1 0  ,Жр. Выберем 

такое минимальным. Тогда в силу [11, IV .1.19] найдется некоторое нормиро­
ванное вхождение V  е  Норм(/3, x h x ՜1. п -  217). Допустим, что V  =  Р * Е  * Q. 
Можем считать, что {3 < а . В силу леммы [11, IV. 1.18] неприводимые подслова 
X  и X ՜1 не могут содержать более (п +  1)/2 +  42 участков. Поэтому, элементар­

ное слово Е  ранга {3 имеет вид Е  = хіііхъ, где выделена центральная буква h 
несократимого слова x h x ՜1. При этом каждое из подслов х \  и .с շ слова Е  содер­

ж ит не более (п  4 -1)/2  4- 42 участков, а значит, и не менее 2р  участков, так как 
п — 217 -  (ո  +  1/2 +  43) >  2р. Эти вхождения элементарных 2р-стенеией х і  и տշ 
согласованы, так как вхолсдение V  является их общим продолжением. Тогда в 
силу леммы [11. II, 5.17] подслова хі и х -շ родственны. Вез ограничения общно­
сти, можем считать, что длина х.у не больше длины .^շ. Тогда .г^՜1 будет началом
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x-շ. Это означает, что элементарные р-степепи х^ и .т-շ тоже родственны, а это 
противоречит [11, II, 5.22]. Следовательно, имеем x h x ՜1 €

Если теперь для некоторого 1і\ 6 Н  имеет место равенство h\ =  x h x ՜'  в G, 
то в силу |11, IV. 2.16| равенство /іі =  x h x ՜1 справедливо также в свободном 
произведении семейства групп {Gt}i^i- Но это противоречит условию х  Հ G{. 
Лемма 3.2 доказана.

Из леммы 3.2 следует, что все подгруппы компонент 6'і ( и  и х  сопряженные) 
не являются нормальными подгруппами в ո-периодическом произведении G. По­
этому наибольшая аменабелная нормальная подгруппа группы G тривиальна, т. 
е. аменабельный радикал грушіы G тривиален. Теорема 2.2 доказана.

В. С. АТАБЕКЯН, А. Л. ГЕВОРГЯН. Ш. А. ОТЕПАНЯН

4 . Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м  2 .3  -  2 .5

Д оказательство  теорем ы  2 .3 .  Докажем, что группа Aut(Fm) имеет триви­
альный аменабельный радикал. Предположим, что А аменабельный радикал 
группы Aut(Fm) и А -  нетривиальная подгруппа. Если а  произвольный авто­
морфизм некоторой г руппы G, а ід -  внутренний автоморфизм элемента д € G, 
то легко проверяемая формула а  о ід о а ՜ 1 =  іда показывает, что централиза­
тор группы внутренних автоморфизмов произвольной группы с тривиальным 
центром также тривиален.

Пусть Inn{Fm) группа внутренних автоморфизмов свободной группы Fm. 
С одной стороны, из тривиальности централизатора Сдипрт)(Inn(Fm)) следует, 
что пересечение нормальных подгрупп AC\Inn(Fm) является нетривиальной аме- 
набельной нормальной подгруппой в Inn(Fm) (подгруппы аменабельных групп 

аменабельны). С другой стороны, так как Inn(Fm) изоморфна свободной груп­
пе Fm, то по теореме Нильсена Шрейсра нетривиальная нормальная подгруппа 
А Ո Inn(Fm) изоморфна свободной группе некоторого ранга >  1. Согласно из­
вестной теореме фон Неймана о неаменабельности свободных групп ранга >1, 
группа А  Ո /n n (F m) неаменабельна. Полученное нртиворечие доказывает, что 
аменабельный радикал А  группы Aub(Fm) тривиален.

Теперь докажем, что аменабельный радикал А группы A ut(B {m ,n)) свобод­
ной берпейдовой группы В (т ,п) гоже тривиален при нечетных п > 1 0 0 3 . Пред­
положим, что А нетривиальная аменабельная нормальная подгруппа группы 
A ut(B {m , ո)).



Прежде всего, напомним, что в силу теоремы [11, гл. VI. теорема 3.4) центр 
группы В {т. п) тривиален дли всех нечетных ո > 665. Повторяя предыдущие 
рассуждения, мы придем к выводу, что пересечение

А  Ո Тпп(В(ю , п)) =  N

является нетривиальной аменабельной нормальной подгруппой в группе внут­
ренних автоморфизмов Іпп{В (т ,п)). Докажем, что нормальная подгруппа N  
бесконечна.

Поскольку Іп п (В (т ,п ))  и В (т ,п) изоморфны (в силу тривиальности центра 
В (т ,п)), то можно считать, что N  является нормальной подгруппой в В (т ,п). 
Ядро гомоморфизма /  : В (т ,п )  —> A ut(N ) сопоставляющего каждому элементу 
д 6 В(тп, п) ограничение на N  внутреннего автоморфизма элемента д, совпадав 
ет с централизатором С  подгруппы N  в В (т ,п ). Если бы N  была бы конечной 
подгруппой, то коночным был бы и Aut(N ). По теореме [11, гл. VI, теорема 3.1] 
централизатор любого нетривиального элемента группы В {т ,п) циклическая 
группа. Следовательно из конечности N  вытекало бы также конечность центра­
лизатор С. Тогда и группа В(тп, п) была бы конечной, поскольку фактор группа 
В{т. гг)/С  вкладывается в Aut(N ). Это противоречит теореме [11, гл. VI, теорема 
1.5|, 'согласно которой группа В {т ,п)  бесконечна. Таким образом, нормальная 
подгруппа N  < Іп п (В (т ,п ))  бесконечна и, в частности, не является циклической 

подгруппой.
Из изоморфности групп Іпп{В (т ,п )) и В(тп.п), в силу теоремы 1 работы 

[7]. следует, что нециклическая подгруппа N  содержит подгруппу изоморфную 
группе В (2, п). Как уже отметили выше, в силу [6, теорема 5] группы В(2. п) неа- 
менабельны для всех нечетных п > 665. Тогда подгруппа N  тоже неаменабельна, 
так как содержит неаменабелыіую подгруппу В(2, п). Таким образом получается, 
что N  и амепабельпа и неаменабельна. Противоречие завершает доказательство 
теоремы 2.3.

Д о казател ьство  теорем ы  2.4. Пусть G произвольная счетная группа. В 
силу известной теоремы Г.Хигмана, Б.Поймана и X.Ноймана, грушіа G вкла­
дывается в некоторую 2-порожденную группу Г. Рассмотрим свободное произ­
ведение Г * Z бесконечной циклической группы Z па Г. Группа Г * Z являет­
ся 3-порожденной группой, содержащей изоморфную копию группы G. Любая 
нетривиальная нормальная подгруппа этого произведения содержит подгруппу
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изоморфную свободной группе ранга 2 (см., например, [10, следствие 3.6.3]) и по­
этому не является аменабельной группой. Значит аменабельный радикал группы 
Г * Z тривиален. Теорема 2.4 доказана.

Д о к азател ьство  теорем ы  2.5. Пусть С  произвольная счетная периодиче­
ская группа некоторого ограниченного периода к и без инволюций. Тогда к мож­
но считать нечетным числом. Воспользуемся следующим результатом из [17).

Л ем м а  4.1. ([17. следстие 'ձ.2\) Д ля  каждого нечетного п  > 1003 любая
счетная группа периода п вкладывается в некоторую 2-порожденную группу 

периода п.

В силу леммы 4.1. группа G вкладывается в некоторую 2-порожденную груп­
пу Г периода п, где п  > 1003 произвольное нечетное число, которое делится на к. 
Рассмотрим п-иериодическое произведение Г *Ze циклической группы Zs произ­
вольного нечетного периода s на Г. Это произведение является 3-порожденной 
группой, которая содержит изоморфную копию группы Г в силу точности опера­
ции ո-периодического произведения (см. [9, теорема 3|). Следовательно и группа 
G вкладывается в Г * ZS. По теореме 2.1 группа Г * Z , обладает свойством един­
ственного следа. Остается воспользоваться критерием простоты периодических 
произведений, доказанным С.И.Адяном в работе [18]. Согласно этому критерию 
группа Г * Ъа проста тогда и только тогда, когда числа з и л  взаимно просты. 
Теорема 2.5 доказана.

A b stra c t. In this paper we prove the unique trace property of C '-algebras of n- 
periodic products of arbitrary family of groups without involutions. We show that 
the free Burnside groups B (m ,n )  and their automorphism groups also possess the 
unique trace property. Also, we show that every countable group is embedded into 
some 3-generated group with the unique trace property, while every countable periodic 
group of bounded period and without involutions is embedded into some 3-generated 
periodic group G of bounded period with the unique trace property. Moreover, as a 
group G can be chosen both simple and not simple group.
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A b s t r a c t .  T his paper is concerned w ith the question of existence of solutions 
for one-dimensional higher-order sem i-linear fractional differential equations 
supplem ented w ith nonlocal strip  type boundary conditions. T he nonlocal 

strip  condition addresses a  s itua tion  where th e  linear com bination of th e  values 
of unknown function at. two nonlocal points, located to  th e  left and righ t hand 
sides of the s trip , respectively, is proportional to  its strip  value. T h e  case of 
S tieltjes ty p e  strip  condition is also discussed. O ur results, relying on some 

standard  fixed poin t theorem s, arc supported  w ith illustra tive examples.

M S C 2 0 1 0  n u m b e r s :  34A 08, 34B15.

K e y w o r d s :  fractional differential equation; nonlocal condition; strip; existence; fixed 

point.

1. I n t r o d u c t i o n

In th is paper, we consider a  new class o f boundary value problem s o f C aputo  

type fractional differential equations o f arbitrary order involving a nonlocal sub-strip  

condition given by

cD 4x ( t )  =  f { t , x ( t ) ) ,  n  -  1 <  q <  ո , n  >  2 , t  G [0 ,1 ] ,

,r(0 ) =  x '( 0 ) =  x " ( 0 ) =  ... =  x<"-2) (0 ) =  0 ,( 1.1)

a x (C 0  +  6i(C 2) =  с [  x ( s )d s ,  0  <  Հ լ <  7] <  Հ <  ( ։  <  1, 
Jn

where /  : [0 , 1] x  R -*  R is a  given continuous function, and a, 6 , с are real constants.

In (1 .1), the nonlocal str ip  condition can be interpreted as follows: the linear 

com bination o f the values o f unknown function at two p oints Ci and £շ, located to  the  

left and right hand sid es o f  the strip, respectively, is proportional to  its  strip  value 

(J*  x ( s )d s ) .  Th is situ ation  has interesting applications in oil exploration (geophysics)
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NONLOCAL SEMI-LINEAR FRACTIONAL-ORDER BOUNDARY

and acoustic  scattering (scattering from a  strip  together w ith  som e n onlocal scatterers 

off the strip  located 011 a  given boundary).

T he in terest in th e  s tu d y  o f  fractional calculus m ainly ow es to  its ex ten sive theoretical 

developm ent and widespread applications in a  variety o f d isciplines such as biological 

sciences, ecology, aerodynam ics, control theory, viscoelasticity , electro-dynam ics of 

com plex m edium , electron -analytical chem istry, environm ental issues, etc. T h e nonlocal 

characteristic o f fractional-order differential and integral operators helps to  trace the 

past h istory  o f  several m aterials and processes, and thus fractional ca lcu lus’ tools have 

contributed toward revolutionizing the traditional m athem atical m odeling techniques 

based 011 integer-order calculus. M ore d eta ils  011 th e  top ic  can be found in |1|-[7|. 

Fractional-order boundary value problem s involving classical, nonlocal, m ulti-point, 

periodic and anti-period ic, fractional-order, and integral boundary conditions have 

recently been investigated  by m any researchers (see, [8]-[26], and references therein). 

T h e paper is organized as follows. In Section 2, w e recall som e prelim inary concepts  

o f fractional calculus and estab lish  an auxiliary lem m a concerning th e  linear variant 

o f the problem  (1 .1). In Section 3, we sta te  and prove our m ain ex istence results. 

We em p hasize th at the too ls of fixed point theory em ployed in th is section  are well- 

known. however, their exposition  in the present se ttin g  allow  to  exp lore further insight 

in term s o f th e  ex isten ce  criteria for so lu tions o f  the problem  at hand. In Section 4, 

we extend  the ex isten ce results, obtain ed  in Section  3, to  the case o f  S tieltjes type 

strip  conditions.

2. B a c k g r o u n d  m a t e r i a l

In th is  section , we recall som e basic definitions and to o ls  o f fractional calculus (see 

[1, 3]), and sta te  tw o auxiliary lem m as, which w ill be used in  the proofs o f the m ain 

resu lts o f th e  paper.

D e f in it io n  2 .1 .  T h e  fra c tio n a l in tegral o f  order q > 0 w ith  the  low er lim it  zero fo r  

a fu n c t io n  f  is  defined  as follow s:

t  > 0 .

■provided the  righ t ha n d -sid e  is  p o in tw ise  defined  o n  [0 . 00 ) . where V{q) =  / 0°° t '1 1e ld t 

is  the  g a m m a  fu n c tio n .
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D e f in it io n  2 .2 . The R ie m a n n -L io u v ille  fra c tio n a l d eriva tive  o f  o rder q > 0, n — 1 <

q < n ,  n  €  N ,  is  defined  as

where the fu n c tio n  /(/•) has absolutely co n tinuous d eriva tives u p  to  order (n  — 1).

D e f in it io n  2 .3 . T he C aputo  deriva tive  o f  order q  (n  — 1 <  q <  n )  fo r  a fu n c tio n  

f  : [0 , o g ) -> R  is defined by

■D - f ( t ) =  Ռ ' ( f ( t )  -  £  £ / IM((>)^ , t  >  0 .

R e m a r k  2 .1 . I f  f ( t )  6  6V*[0, oo), th en  fo r  n  — 1 <  q < n  xue have

eD՝ M  =  դ հ *  l  < & = * *  - r  ,/<ո1(()՝ ‘  >  ° ֊

L e m m a  2 .1  (see [4, 14]). L e t и  €  A C m [0,1 ] an d  v  G v4C [0,1]. T h en  fo r  p  e  (m  —

l ,m ) .  m  6  N an d  t  ё  [0,1] the fo llow ing  assertio n s  hold:

(a ):  the genera l so lu tio n  o f  the fra c tio n a l d iffe ren tia l e(iuation r D pu ( t ) =  0 is 

w(£) =  bo +  b it  -f- հ չէ2 -f-... +  bm_ i£ m _1, where b{ e  R, i =  0 , 1, 2 . . . . .  m  -  1 ;.

(b ):  I "  ' D M O  =  «(*) ֊  Е Г -օ՚

(c ):  ,:Օ ր1րէ>(է) =  i;(<).

To define a solution o f the problem  (1 .1), we consider its linear variant:

' D 4x { t)  =  /i(«)> n  — 1 <  q < ո , n  >  2, t  6  [0,1], 

z ( 0 ) =  i'(O ) =  z " (0 ) =  ... =  x ("^2>(0 ) =  0 ,

or(C i) +  Ь*(Сг) =  r. f  x (» )d s ,  0  <  ( i  <  if <  Հ <  ( 2 <  1,
Jlj

where Л : [0 , 1] -*  R is a  given appropriate function.

D e f in it io n  2 .4 . A  fu n c tio n  x  6  A C ll[0.1 ] is  sa id  to be a so lu tio n  o f  the problem  (2.1) 

on  [0 , 1] i f  i t  sa tisfies the cond itions in  (2 .1), an d  the  fra c tio n a l d ifferen tia l equation  

in  (2 .1) fo r  a n y  h  €  A C [0,1 ].

(2 .1)
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L e m m a  2 .2 . A  fu n c tio n  x  is  a  so lu tio n  o f  the problem  (2 .1) ( in  the sen se  o f  D efin itio n

2 .Հ), i f  a n d  on ly  i f  i t  sa tis fies  the  fo llow ing  fra c tio n a l in tegral equation:

Ր  (* ֊  *>g~ ' A „ Ր '  « ւ ֊ ճ * ՜ 1 ,

NONLOCAL SEMI-LINEAR FRACTION A B O RD ER BOUNDARY ...

Г ( ,)  հ{ ,)էԱ* (() =  I  i i r ^ /i(9)d3+^ - [ - ' * / ’

(շ-շ) ՜  bSu ( b n l )  h(s)<ia+cl  I

where

(2 .3 ) A  =  [ <  1 +  K i  1 -  £  ( c  ֊  ՛/ " ) ]  Փ 0 .

P r o o f .  B y  Lem m a 2.1 , the so lu tion  o f fractional differential equation  in (2.1) can 

be w ritten  as follows:

(2.4) x ( t )  =  f  -— — h ( s )d s  +  60 +  b i t  +  ծշ£2 +  ... +  հո - շ է ո ՜ 2 +  bn - \L n~ x ,
Jo * \Я)

where ծ0 .ծ ւ, . .. ,ծ ո֊ ւ  €  R are arbitrary con stan ts. U sing  th e  boundary conditions 

z ( 0 ) =  x '(0 ) — x " (0 ) =  ... =  x (n ֊ 2) (0 ) =  0 , we find that ծ0 =  6i  =  b2 =  ... =  fcn _ 2 =  

0. Thus. (2 .4) takes th e  form:

(2 .5 ) =  /  {l Г (д) +

Nowr applying th e  con d ition  a x (£ i)  +  b x ((2 ) =  с f *  x { s )d s  in  (2 .5), we obtain

* • - ՛  -  i i  

* °іТ!тйгм")Н ՛
where A  is given  by (2 .3). S u b stitu tin g  bn- 1 in to (2.5) we get th e  so lu tion  (2.2).

Conversely, by direct com putation  w ith  the aid o f Lem m a 2.1, w-e infer th at x ( t )  

given by (2 .2 ) satisfies the problem  (2.1). T h is com p letes th e  proof.

3. E x is t e n c e  r e s u l t s

Let У  =  C ( [0 .1 ],R ) d en ote the Banach space o f all continu ous functions from [0,1] 

to  R endow ed w ith  the norm  :||x || =  s u p { |x (£ ) |,t  6  [0 ,1 ]}. In v iew  o f Lem m a 2.2, we 

define an operator IK: ?  — » У  a ssociated  w ith  problem  (1.1) as follows:
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=  J o (-4 ^ f(eM ,))da +  L A - [ - a l  ( { ' r ( 'f  / ( « ■ « ( « » *

-  b C  ( b r ( S ~ f ( , ' x ( ‘ ))d3  +  c f j o  І £ Т и Г " / ( и ՝ і ( " ))Н -

(3.1)

Observe that the problem  (1.1) has so lu tions if and only if the operator X  has fixed  

points.
For the sake o f com putational convenience, we set

Now w e sta te  an existence and uniqueness result for problem  (1.1) which is  based on 

B an ach’s contraction m apping principle.

T h e o r e m  3 .1 .  L e t f  : [0,1] x  R  — > R  be a  c o n tin u o u s fu n c tio n  .satisfying the  

L ip sch itz  condition:

(Ai):  If ( t , x )  -  f ( t , y )I < t \x ֊  y\, Vt 6 [0,1], x , y  G R J  > 0.
T h en  (1 .1) has a unique, so lu tio n  provided th a t Խ  <  1, where a  is  g iven  by (3.2).

P r o o f .  W e first show  th at the operator X  defined by (3.1) satisfies th e  inclusion:

X B r  C B r , where В г =  { x  €  У  : ||:r|| <  r } ,  r  >  а п / { \ - ( т і :), and ո՛ =  supt€|0|1j | / ( t .0 ) | .  

For X G B r and t G [0,1], it follows from Lipschitz condition that

(3.3) \f(t. x(t)) I <  lf(t, x(t)) ֊  f(t, 0)1 +  I fit., 0)1 <  e\\x\\ +  a  <  tr +  a.

In view  o f  (3 .2) and (3 .3), we can write

l№)11 s ж, (i1 +w [|a| s :  (̂ r ^ -
+  щ £ & щ р - т ' , Ф ) ) у ь + ) 4  f  Լ  ^ ^ - \ i ( u , x M ) \ d u d s \ )

-  {tT+ a ) ж  W n y + ж f|a|r & ) + т ч г п ) + ւ ^ Հ ճ Բ 1] }

<  (£r +  ct)a  <  r, 

show ing that X B r с  B r .
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Now , for .г, у  6  R and for each t  6  [0,1], we obtain

\ \ X x - X y \ \  <  sup {  [  ^  — \ f ( s , x ( s ) )  -  f ( s , y ( s ) ) \ d s
l€[0,l] լ  -Խ 1 W

Ւ  (c. -  *)4՜ 'WW (<‘ r ю ' - 1/ ( * . * ( « ) ) - / ( * , » М ) | л

м Г  ՜  / ( з ’ у м ) | л ’

|с| I  Լ ~ լ ^ յ ----!/(“ .* (“ ) ) -/(«>»(«))|l*U<i»]}

*"* ՜ 8,11 ж, { I  т " 5+w N Г (Տլ̂ Բ ժտ
161L  {- ^ ա ՜ ժտ+ |c| [  I  5  -  у

T aking in to account th at ( a  <  1. we conclude that th e  op erator X  is a  contraction. 

T h us, by B an ach ’s contraction  m apping principle, there ex ists  a unique so lu tion  of

(1.1). T h is com p letes the proof o f  theorem  3.1.

O ur next ex isten ce result is based on the following fixed point theorem  .

L e m m a  3 .1  (K rasnoselskii, [28]). Let. Уі be a  closed, convex, bounded an d  n o n e m p ty  

su b set o f  a  B a n a ch  space V- Let- \ ւ , \ ՜շ  be operators sa tis fy in g  the  cond itions:

(a ) X iV i +  A.2У2 €  Уі w h en ever  t / i .j /շ €  V i/

(b) X i is  com pact an d  con tinuous;

(c )  x ՝2 M a c o n tra c tio n  m apping.

T h en  there, e x is ts  у  €  У i su ch  th a t у  =  \ \ у  +  Х 2У-

T h e o r e m  3 .2 .  L e t f  : [0,1] x R  —> R be a c o n tin u o u s fu n c t io n  sa tis fy in g  the  cond ition  

( j4 i), a n d  \ f ( t , x ) \  < 5 ( t)  f o r  all (t . x ) E [0,1] x R  a n d  6  6  C ( [0 ,1 ] .R + ). T h en  problem

( 1 .1) has at. least one  so lu tio n  on  [0 . 1] provided  th a t t-y <  1 , where

ո  a \  і л ,  c i  , a  , ,  , K a t l  ֊ ’/" ւ1) \
( } 7  |Л |1 |а ,Г(<г +  1) + l  1 r (g  + 1 )  1 1 r (9 +  2) ) ՝
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P r o o f . We fix r  >  ||<?||<7 and set B r = { x  G IP : ||.т|| <  r } . Define the operators X i  

and % շ on B r as follows:

= Լ  {t f ( » ,x (» ) )d s ,

(*.)<«> -  ,շյ ֊ \ ֊ ռ[ ' (է' т$  ՚/(8'ф))л>- ЬГ  (ІІТм  ' ք(տ՝I(s))ds

+ Հ  Ր Հւ $ Բ ւ(ս՝ * ս))ժաե]-
For X, у  G B r , it is easy to show  th at ||(ЗСія) +  { X 2y )|| <  ||ճ ||<7 <  r, where ծ  is as in

(3.2). H ence X y x  +  % շу  G B r .

N ext, using the condition (Л і)  and formula (3.4), we can show  th at the operator  

X 2 is a  contraction. Indeed, for x , y  G К and t  G [0,1], we can write

і к а д  ֊  (эсяѵ)Ц <  ( sup { յ ^ խ Լ  ' !/(» ■ » (» ))  ֊  /(«.»(»))!<*»

Ր  ( 6  ֊  e )4 ՜
+ | i | j [  i i £ f ( 4 )— - / ( » • » ( * ) ) ! *

+ |с | /  J  ^ — )— !/ (“ . * ( « ) ) - / ( “ > » (“ ) ) !* « * » ]}

5  N r < $ I )  +  |6|г й т )  +  |с|Ч ^ Г  1 s  * ■ *  ֊  *
T his show s that ՛Х -շ is a  contraction in view  o f  the condition  £ y  <  1. T h e continuity  

o f  /  im plies th at the operator X i  is continuous. Also, X i  is uniform ly boiuided on

B r :

ЦЭСіжІІ <  su p  f  ^  —  |/ ( s , x ( s ) ) |d s  <  sup  [  ^  ’ Հ  S (s)d s
ie[o ,i|7o  U 9 )  ie[o,i]V0 1 (e)

Ր  ( t  -  s ) i , "-(11
sup  /  — ֊ Ր ֊ — da  <  -

*€[o.i] Jo Г(<7) Г(9 + 1)
M oreover, w ith  sup(( l)e(0  1]xBr | / ( « , i ) |  =  f  <  oo and 0  <  t ,  <  *2 <  1 , w e have

| ( * . « ) t e ) - ( * , * ) ( t . ) |  =  I j y ± ^ l f (a M a ) ) d s i

_  I [ U [((2 -  s ) ,_ 1  -  (<, -  s ) , - 1 l .....................
՜  Մ » Щ ----------------- / ( » . * ( « ) ¥ *

+  Լ  -  r ( 9  +  l j ( 2|<2 ՜ < l|f  +  | յ 2 ՜  *1՛ ) ’
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which teu ds to  zero independent o f  x  as էշ -  կ  — > 0 . T h is im plies th at 3Ci is 

relatively com p act on B r , and hence, by the A rzela-A scoli theorem , is com pact 

on B r . T h u s, the assum ptions o f K rasonselsk ii’s  fixed point theorem  (Lem m a 3.1) are 

satisfied. H ence w-e can apply Lem m a 3.1 to conclude th a t the problem  (1.1) has <vt 

least one so lu tion  on [0,1]. T his com pletes the proof.

N ow  we are going to show the existence o f  so lu tions for problem  (1.1) via the  

following fixed point theorem  (see |28|).

T h e o r e m  3 .3 .  L e t  X be a Banac.h space. A s s u m e  th a t T  : X  — > X  is  a com pletely  

c o n tin u o u s operator a n d  the  se t V  =  {u  6  X \u  =  ( T u ,  0  <  e <  1} is  bounded. T h en  T  

has a fix e d  point, in  X .

T h e o r e m  3 .4 .  A ssu in e  th a t there ex is ts  a p o sitive  c o n s ta n t Լ լ  su ch  th a t |/ ( t ,a -) | <  

L i  fo r  all t  6  [0 ,1]. X  6  M. T h en  problem  (1 .1) has a t least one  so lu tio n  o n  [0,1].

P r o o f .  W e first show  that the operator X  defined by (3.1) is com plet e ly  continuous. 

Indeed, observe that th e  continu ity o f X  follows from th e  continu ity  o f  / .  Let D  с  7  

be bounded. T h en , it  is easy  to  show  th at |(X t ) (£ ) | <  L ^ a  =  Լ շ for all x  G D , where 

<j is given by (3 .2). Furthermore, for 0  <  կ  <  էշ <  1, w e can write

which ten d s to  zero independent o f  x  as էշ -  t i  — > 0. Therefore. X  is equicontinuous 

on [0,1]. Th us, by the A rzela-A scoli theorem , the operator ОС is com p letely  continuous.

19
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N ext, w e show that the set V  =  { x  6  У : x  =  t X x , 0  < t  <  1} is bounded. Let 

X e V  and t  €  [0,1]. T hen we have

/ < • ■ • < • » - ? [

-  >C ' k T W L ' M , ) V ‘ * ‘ f , l  И Т § П Л ,” <* В“ ]-

A s before, it can be shown that |x (t) | =  e \(X x ){ t) \  < L yo  =  Լ շ .  H ence, | | i | |  <  L 2 

for all X  t V  and t  e  [0.1], showing that the set V  is bounded. Thus, we can apply  

Theorem  3.3 to  concludc th at problem (1.1) has at least one so lu tion  on [0, I]. This 

com pletes the proof.

In our next existence result, we make use o f  the Leray-Schauder nonlinear alternative  

for single valued m aps (sec [29|).

L e m m a  3 .2  (Leray-Schauder nonlinear alternative). L e t E \  be a closed, convex  

subset o f  a B a nnch  space E ,  an d  let V  be an  open subset o f  E \  w ith  0  €  V. Suppose  

tha t U : V  — > Ey is a con tinuous, com pact m ap  ( th a t is, Ա (^ )  is  a rela tively  compact 

subset o f  E \ ) .  T h en  e ith er  U  has a fixed  po in t in  V  o r  there is  x  €  O V  (th e  boundary  

o f V  in  E i ) ,  such  that x  =  kIX(x) f o r  к  €  (0 ,1 ) .

T h e o r e m  3 .5 .  L et f  : [0, l jx lR  — > R be a co n tin u o u s fu n c tio n , a n d  let the fo llow ing  

cond itions hold:

(ճ շ ):  there ex is t a fu n c tio n  p  €  C([0 , 1] ,R + ) a n d  a nondecreasing  fu n c tio n  \ի : 

R + — > R + such  that \ f ( t . ,x ) \  < р(Ь)-ф(\\х\\) fo r  all ( t . x ) G [0.1] x  R;

(Л з): there ex ists  a con sta n t M  >  0 such  th a t

M { \ A \ r ^ + 2 ) [(fJ +  Փ '  +  W l  +  M ! )  +  № +՝ -  ’'"+ 1)|] }  ՝  >  ՛•

T h en  problem  (1.1) has a t least one so lu tio n  on  [0,1].

P r o o f .  We consider the operator X  : IP — > У  defined by (3 .1), and show that it 

m aps bounded sets into bounded sets in У. For a  positive num ber r, let B r = { x  €

У : ||x || <  r }  be a bounded set in У. Then, in view o f condition ( A 2), for x  €  B r and

20
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t  €  [0 ,1 ] , w e  h a v e

, , ,  Ր  Ka -  տ)4՜ 1
161 Լ  - Щ -

|Л |Г ( д  +  2 ) V я֊  Й П І Т 2 ) [ (? +  1J( И |  +  |a |c?  +  |ծ |< յ) +  |c |(?5+ 1 -  ’I " ' ) ]  •

N ext, it w ill b e show n th a t X  m aps bounded sets in to  equicontinuous sets o f 7 .  Let 

<i, էշ G [0,1] w ith  <  կ  and .r G B r . T h en , we have

Clearly, the right-hand side o f th e  above inequality ten ds to  zero independent of  

X  G B r as էշ  — У t \ .  Th us, by the A rzela-A scoli theorem , the operator X  is com pletely  

continuous.

L et X be  a  so lu tion  o f  problem  (1.1). T h en , follow ing the m eth od  em ployed to 

estab lish  the boundedness o f the operator X ,  for A G (0 ,1 )  we obtain

In v iew  o f  con d ition  ( A 3), there ex ists  M  such  th a t ||x || փ M .  W e choose X = { i €  

У  : ||ж|| <  M  4- 1}. and observe that the operator X  : j\f — > 7  is continuous and  

com p letely  continuous. A lso, from th e  choice o f  N . it follow s th a t there is no x  £  

to  satisfy  X =  AUC(x) for som e A G (0 .1 ) .  Th us, we can  use Lem m a 3.2, to  conclude  

that the operator X  has a  fixed point i g N ,  which is a  so lu tion  o f  problem  (1.1). 

Th is com p letes th e  proof.

|(X T )(t2 ) ֊ ( X r ) ( t , ) |

||* (t) || =  ||A(3Cx)(f)|| <  ^ | И [ ( ,  +  і ) ( И  +  W c? +  |b|C3)  +  |c |«*+ <  ֊  „ « « ) ]

which can a lternatively  be expressed as follows:
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(3.6)

E x a m p le  3 .1 . C onsider the fo llow ing  fra c tio n a l boundary value problem : 

cD 4x ( t )  =  . X — +  b t  ta n ՜ 1 x  +  e ՜ 1 cos ( t2 +  1 ),*  €  [0,1].
s / t  +  4

x (0 ) =  z '(0 ) =  x" (0 ) =  x nl (0 ) =  0 ,

a x ( Ci) +  M < 2) =  c /  *(«)<&, 0  < C i < 77 < ^ < С г < 1 *
Jrt

Here we have q =  9 /2 ,  a  =  1 /2 , ծ =  1 /3 , с  =  1, Cl =  1 /5 , C2 =  2 /3 , £ =  1 /2 , 77 =  1 /3  

ud / ( i , z  

^ =  11/ 2 ,

В. AHMAD, A. ALSAEDI AND A. ALSHRIEF

and f ( t  x )  =  -  +  5£tan  1 x  +  e լ c o s it2 +  1). W ith  th e  given data, we get

И  =  к ; ՛ ՜ 1 +  К Г 1 -  - ( « “  -  ч")І -  0.061217,

г +  Л г[к 'ІР т— ֊ г :  +  І Н г Т ^ п  +  Ա Հ ) ՜ * : ՝ ' } “ ° 037113-՞ ՜  Г(« + 1) т  |Л |Г 'Г ( 8  +  1) 1 Т («  +  1) ՛ ' Г(» +  2)
It is clear that Խ  <  1. Thus, all the conditions o f Theorem  3.1 are satisfied, and 

consequently there ex ists a unique solution for th e  problem  (3.6).

E x a m p le  3 .2 .  C on sid er  the problem  (3.6) w ith

(3.7) / ( t ,z )  =  (2i +  l ) ( — ^ j  +  cosi) .

Clearly, we have | / ( J ,x ) |  <  p(t) ip (\x \)  w ith p ( t)  =  (21 +  1) and ф {\х\)  =  2. B y  the 

assum ption:

М { |Л І Г (? + 2 )  [<? + ( и |  +  W c? +  |6|<?) +  | c | ( r "  ~  y i > h
we find that M  > 0 .222678. Thus, by Theorem  3 .5 , there ex ists  at least one solution  

for problem  (3.6) w ith  f ( t , x )  given by (3.7).

4 . E x i s t e n c e  r e s u l t s  f o r  S t i e l t j e s  t y p e  p r o b l e m

In th is section, the existence results obtained in Section 3. we ex ten d  to  the case 

o f Stieltjes type strip  condition. M ore precisely, we consider the following boundary 

value problem:

cD 4x ( t )  =  f ( t ,  x ) , n  -  1 <  q <  ո , n  >  2  , t  €  [0 ,1], 

x (0 ) =  x '(0 )  =  x " (0 ) =  ... =  x<"~2>(0 ) =  0 ,

x(Ci) +  fcr(Cs) = c [  x (s )Af( s ) .0  <  Cl <  4 < Հ <  <  1,
J  n

(4.1)

where p ( s )  is a  function o f bounded variation.
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In th is case, we define an operator UC4: IP — ► У  as follows: (UCsx ) (t )  =

(4 -2) = £ (± т ^ / ( 5 ' * ( s ) ) d s + V [ - ° f  1 * * ■ * » *

- Վ  іь т$ - f{a՝Aa))ds+ci ! L ^ г №,('|м 4
(4.3)  

where

(4 .4 ) A ,  =  [ o f f ՜ 1 +  Ь С Г 1 -  c I  Ф 0

In w hat follows we use the notation:

NONLOCAL SEMI-LINEAR FRACTION A L-ORDER BOUNDARY ...

T h e o r e m  4 .1 .  L e t f  : [0,1] x  R — ► R be a c o n tin u o u s fu n c t io n  sa tis fy in g  the  

L ip sch itz  co nd ition : \ f ( t , x )  ֊  f ( t , y ) | <  l \ x  -  y\ fo r  all I G [0 ,1], x ,  y  G R a n d  i  > 0. 

T h e n  problem. (4 .1) has a un ique so lu tio n  provided  th a t Խ տ < 1, where a H is g iven  by

(4 .5).

P r o o f .  W ith  th e  help o f the operator 3C4 defined by (4 .2), (4 .4). we can com plete  

th e  proof following the m ethod o f proof o f Theorem  3.1. So. we om it th e  details.

R e m a r k  4 .1 .  T h e  analogs o f  T heorem s 3.2, Յ.Հ, 3 .5  f o r  prob lem  (4 .1 ) can also be 

ob ta ined  by u s in g  the  opera tor X s an d  a „ defined  by (4 .2 ), (4 .4 ) a n d  (4 .5 ), respectively.

E x a m p le  4 .1 .  C o n sid er  the fo llo w in g  S tie ltje s  type fra c tio n a l boundary va lue problem :

I
cD 4x ( t )  =  f ( t , x ) ,  t  G [0,1],

/*

x (0 )  =  x ( 0 )  =  X '(0 )  =  X (0) =  0, ax(C i) +  te(C 2) =  с  Լ  х{а)Л р{а).

Here we have q =  9 /2 ,  a  =  1 /2 ,6  =  1 /3 , с  =  l ,C i =  1 /5 , C2 =  2 /3 ,  Հ =  1 /2 , V =  

1 /3 , ip(s) =  s  +  82/ 2  and f { t , x )  =  x / y / t  +  4 +  51 ta n ՜ 1 x  +  e _ t c o s (<2 +  1). U sing the 

given d ata , w e find th a t I  =  1 1 /2 , |Л Л| ~  0.058841 and o s ~  0 .038353. W ith  Խ ,  <  1, 

all the con d ition s o f T heorem  4.1 are satisfied. So, there ex ists  a  unique so lu tion  for 

problem  (4.6).
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C o n c l u d i n g  r e m a r k s

In this paper, we have studied a  new class o f nonlocal fractional boundary value 

problems of arbitrary order in presence o f classical and Stie ltjes type strip  conditions. 

Our resu lts arc new and take care o f som e new special situation s. For instance, by 

taking с  =  0 . we obtain  th e  resu lts for a boundary value problem  o f fractional-order 

զ e  (n  _  l .n ]  involving a  nonlocal condition o f the form a ;r « i)  +  b.r(<j2) =  0 with  

a /b  փ -С Г Ѵ С Г " 1- Iu f *ie casc w here a -  0 (or Ci -> 0 + ) and <2 ֊> 1 ՜ ,  our results 

correspond to  a  condition  o f the form: * (1 ) =  /*i f *  x ( s ) d s  ( /n  constan t). Letting  

It =  0 and Cl —► 0 + , we th e  results for the condition: [ * x ( s ) d s  =  0. T h e last two 

observations obviously hold for Stieltjes typ e  strip  conditions as well.

A c k n o w le d g e m e n t .  T h e authors thank a  referee for useful com m ents th at led to 

the im provem ent o f the original m anuscript.
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Abstract. In this paper, we introduce a new notion of generalized (Jordan) left derivation 
on rings as follows: let R  be n ring, an additive mapping F  : R  — > R  is called a generalized 

(resp. Jordan) left derivation if there exists an element w € R  such that F(xy)  =  xF(y)+  
yF(x)  +  yxw  (resp. F(x2) =  2xF(x)  +  x 2w)  for all x ,y  G R. Then, some related properties 
and results on generalized (Jordan) left derivation of square closed Lie ideals are obtained.

M S C 2010  num bers: 16Y99, 20N20.
K eyw ords: ring; generalized left derivation; generalized Jordan left derivation; square 
closed Lie ideal.

1. I n t r o d u c t io n

Throughout the paper R  will denote an associative ring with center Z{R ). For 

any x ,y  €  R, the symbol [ж, у] will stand for the commutator x y  — yx . We will use 

the commutator identities fx ,y z ]  =  [x,y]z +  y[x, z] and [xy, z] =  [ж, z]y  +  x[y. z]. A 

mapping a  : R  — > R  is said to be commuting if [tr(x), .т] =  0 for all x  €  R. Recall that 

a ring R is prime if x R y  =  0 implies that either :r =  0 or у  =  0, and R  is semiprime if 

xR x =  0 implies that. :r =  0. A ring R  is я -torsion free, where n >  1 is an integer, if 
nx =  0, X e  R, implies that x  =  0. An additive subgroup U  of R  is called a Lie ideal 

if [U, R ]C U . A  Lie ideal U  is called square closed if u2 € U  for all и e  U . Note that 

for every u, v  in square closed Lie ideal U, we have uv +  vu  =  (u +  v )2 -  u2 -  v2 6 U 

and iu> — vu e  U, aud hence 2uv 6  U  for all u, v  €  U.

Following |9|, an additive mapping d : R  — > R  we will call a derivation (resp. 

a Jordan derivation) if d(xy) =  d(x)y  +  xd(y)  (resp. d{x2) =  d(x)x  +  xd(x)), for 

all X. у  €  R. In particular, for a fixed a e  R, the mapping Ia : R  — > R  given by 

I„(x) =  [a.rr] is a derivation, and is called an inner derivation. Following (15], an 

additive mapping H  : R  — > R  is called a left (resp. right) centralizer (multiplier) of
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R  if H (xy)  =  H (x )y  (resp. H (xy)  =  xH (y)), for all x ,y  e  R. An additive mapping 

II : R  — > R  is called a left (resp. light) Jordan centralize!՛ (multiplier) of R  if 
H (x2) =  H (x )x  (resp. # (;X2) =  xH (x)), for all x  6 R. An additive function F  : 
R  — > R  is called a generalized inner derivation if F(x) =  ax +  xb, for fixed a, b €  R. 

For such a mapping F , it is easy to see that F (xy) =  F (x )y + x [y , b] =  F (x )y+ x lb (y ), 

for all X .  у  e  R This observation leads to the following definition, given by BreSar 

in [6j: An additive mapping F  : R  — ¥ R  is called a generalized derivation (resp. 
generalized Jordan derivation) if there exists a derivation d : R  — * R  such that 

F (xy) =  F (x )y  +  cd(y) (resp. F (x2) =  F (x)x  +  xd(x)), for all x ,y  €  R. Hence, 
the concept of generalized derivation covers both the concept of derivation and the 

concept of left centralizer.
In [10|, another type of generalized (Jordan) derivation is defined as follows: an 

additive mapping F : R  — > R  is called a generalized derivation (resp. generalized 

Jordan derivation) if there exists an element w  £  R  such that F (xy) =  F {x)y  +  

xF (y)  +  xw y  (resp. F {x2) =  F (x )x  +  xF (x)  +  xw x), for all x. у  e  R.

The concepts of left derivation and Jordan left derivation were introduced by BreSar 

and Vukman in [7]. defined as follows: an additive mapping d : R  — > R  is called 

a left derivation (resp. a left Jordan derivation) if d(xy)  =  xd(y) +  yd(x) (resp. 

d(x2) =  2xd(x)), for all x ,y  € R. Ashraf and Ali [3|, generalized the notions of left 

and Jordan left derivations as follows: an additive mapping F  : R  — > R is called a 

generalized left derivation if there exists a left derivation d : R  — > R such that,

(1.1) F (xy) =  xF (y)  +  yd(x), for all x .y  €  R.

and an additive mapping F  : R  — > R  is called a generalized Jordan left derivation if 

there exists a Jordan left derivation d : R  — > R  such that

(1.2) ^ (z 2) =  xF (x) +  xd(x), for all x 6  R.

We denote (1.1) and (1.2) by (F ,d). It is easy to see that F  : R  — у R  is a generalized 

left derivation if and only if F  Is of the form F  =  d +  H . where d  is a left derivation 

and II  is a right centralizer on R. The concept of generalized left derivation covers the 

concepts of left derivation and right centralizer. It is easy to see that every generalized 

left derivation on a ring Я is a generalized Jordan left derivation. However, the 

converse is not true in general (see Example 1.1 of [3]). In (3) it was shown that 

if R  is a 2-torsion free prime ring, then every generalized Jordan left derivation on R  

is a generalized left derivation. Further, Ali [1] showed that the above result remains
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valid for 2-torsion free semiprime ring R. For some properties of Jordan left derivation 

and generalized Jordan left derivation, we refer the reader to [1, 2. 3, 4. 7, 8].
Now, we introduce another type of a generalized left derivation and a generalized 

Jordan left derivation. Let R  be a ring, an additive mapping F  : R  — у R  is called a 
generalized left derivation if there exists an element w  €  R  such that

(1.3) F (xy)  =  x F (y) +  yF (x)  +  yxw ,

and F  is called a generalized Jordan left derivation if there exists w  €  R  such that

(1.4) ^ (z 2) — 2xF(x) +  x 2w.

We denote (1.3) and (1.4) by (F ,w ).

Observe that if (F ,w ) is a generalized left derivation of type (1.3), then F  +

wr : R  — > R  is a left derivation, where wr : R  — 't R  is defined as wr (x) =  xw.

Indeed, we have (F  +  wr )(xy)  =  F (xy) +  w r (xy) =  x F (y)  +  yF (x )  +  yxw  +  xyw  =

(xF (y) +  xyw ) +  (y F (x )+ y x w )  =  x {F  +  w r) ( y ) + y ( F  +  wr )(x). Also, (F ,F  +  wr ) is 
a generalized left derivation of type (1.1), because F (xy)  =  x F (y)  +  yF (x )  -1֊ yxw  =  

xF {y) +  y (F  +  w r)(x). In this case R  has an identity J. The converse is also valid, 

that is. if (F ,d) is a generalized left derivation of type (1.1), then ( F , - F (  1)) is a 

generalized left derivation of type (1.3), because F (xy) =  xF (y)  +  yd(x) =  xF (y)  +  

y(F (x ) -  xF {  1)) =  x F (y ) +  yF (x) +  y x ( - F (  1)).

E xam p le  1.1. Consider the ring (Z, + , •). For a  G Z we set w  =  —a and define the 

map F : Z  — ► Z as F (x)  =  ax, fo r  all x  6  Z. Then it is easy to see that (F, w) is a 
generalized left derivation.

E xam p le  1.2. Let M  =  |  ^  ̂ | a. 6 6  К | . Then M  with usual addition and

multiplication of matrices v> a ling. Suppose that w  =  Լ ^  ^ ^ and define the map

F : M  — > M  as F  ^  ^ 0 )  ՜  (   ̂ 0 )  ՜  Then a 9encralized left
derivation.

f  f 0  0 ° \  1E xam p le  1 .3 . Let M  — < I a О О I | a, b. cfe R >. Then M  with usual addition
I \ b  с O j  )

(  0 0 0 \
and multiplication of matrices is a ring. Suppose, that, w  =  I 0 0 0 ) and define

\  1 0  0 )
2 8
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the map F  : M  — > M  as F ((0 0 0
a 0  0
b с 0

generalized left derivation.

E x a m p le  1.4. Let 12 be a power set. For all A. В  £ Q, we define A +  В  — Л А В  — 

Л и  В  -  А П  В  and А  - В  =  А Ո В . Then (12, + , ■) is a ring. Suppose that w  =  12 and 

define the map F  : 12 — > 17 as F (A )  =  A, for all A  e  12. Then (F ,w ) is a genemlized 

left derivation.

2. G e n e r a l iz e d  l e f t  d e r iv a t io n s  a s s o c ia t e d  w it h  a n  e l e m e n t  o n  r in g s

In this section, we prove some properties of generalized (Jordan) left derivation 

{F, w) on semiprime and prime rings. To this end. we first recall and prove some 

necessary lemmas.

L em m a 2.1. Let R be a 2-torsion free ring and let L  be a square closed Lie ideal of 

R. If (F. w ) : R  — У R is a generalized Jordan left, derivation on L , then the following 

assertions hold:

(1) F (u v  +  vu) =  2uF (v)  +  2vF (u)  +  uvw  +  vuw;

(2) F(uvu) =  u2F{v) — vuF{u) + 3uvF(u) + u2vw + 2uvuw — mrw;
(3) F (uvz  +  zvu) =  (uz +  zu)F(v) +  3uvF (z) +  3zvF[u) ֊  uuF(z) — vzF (u)  + 

uzvw  +  zuvw  + 2 uvzw  +  2 zvuw — vuzw  — vzuw;
(4) [u, i>]u(F(u) +  ս՛ա) =  u[u, u](.F(w) +  uw):

(5) [u, y](F(uv) ֊  uF {v) — vF {u)  — vuw ) =  0;

(G) F([ti,w]2) =  [a,u]F((u,t)]).

Lem m a 2.2 ([13]). Let R be a semiprime ring and let the relation axb  4- bxc =  0 
hold for all x  €  R  and for some a. b,c  G R. Then [a. +  c.)xb =  0 for all x  €  R.

L em m a 2.3  ([11]). Let R  be a 2-torsion free semiprime ring and let F  : R  — > R  be 

an additive mapping satisfying [[F(;r). a՜], x] =  0 for all x  6  R. Then [F (x), ж] =  (J-, 

fo r  all X €  R.

Lem m a 2.4 ([11]). Let. R  be a prime, ring and let a ,b . c be elements of R such that 

arbrc =  0 fo r  all r €  R. Then a =  0 or b =  0 or с =  0.

L em m a 2 .5  ([11]). Let R  be a 2-torsion free prim e ring and let d i, մշ be derivations 

of R  such that dido is also a derivation. Then ձլ =  0 or (/շ =  0.
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Lem m a 2.6 . Let R  be a prime ring and lei (F ,w ) : R  — ► R  be a nonzero generalized 

Jordan left derivation. Further, let a €  R be such that F(a) փ -a w . Then (/£ )2 =  
( /n( /a))2 =  0, where /„(x) =  [a,x] is an inner derivation associated to a.

P roof. By Lemma 2.1 (4). we have [a, [a ,x]]F(a) +  [a, [a,x]]aw  =  0, for all i f  fi. 

This implies that

(2.1) I%(x)(F(a) +  aw) =  [a, (a,x]](F(a) +  aw) =  0.

On the other hand, we have I%(xy) =  I%(x)y +  2I„(x)Ia(y) +  xl%(y). Therefore, by

(2.1). we get

0= l l ( xy ) ( F( a)  +  aw) =  (I%(x)y + 21a(x) la(y) + xl%(y))(F(a)  + aw)

(2.2) = (I%(x)y +  2Ia(x)Ia (y))(F(a)  + aw).

We replace у  by Ia(yz)  in (2.2), and use (2.1), to get I%(x)Ia (yz) (F(a)  +  aw)  =  0. 

This implies that

(2 .3) l l (x )U (y )z (F (a )  + aw)  + Jjf(x)y/a(z) (F(a)  +  aw)  = 0.

Next, we replace z  by I„(z)  in (2.3). and use (2.1), to  obtain

(2.4) l l ( x ) I n(y)I„{z)(F{a)  +  aw)  =  0.

In (2.3), we replace у  by /„(</) and use (2.4), to get

l l {x ) l l{ y ) z { F {a )  +  aw) =  0.

So, we have І%(х)І%(у) =  0. since R  is prime and F(a) փ -a u ՝.  Finally, we replace у 

by X,  to obtain (/д(.т))2 =  ([a, [a,re]])2 =  0. for all x  G R. □

L em m a 2 .7  ([5]). Let R  be a 2-torsion free prime ring and let L be a Lie ideal of R  

such that. L  £  Z (R ). If x, у  €  R such that xL y =  0, then x =  0 or у  =  0.

L em m a 2 .8  ([12]). Let R  be a 2-torsion free prime ring and let L be a nonzero Lie 

ideal of R. If L is commutative, that is, [и,и] =  0 fo r  all uyv  6  L, then L С Z (R ).

Using arguments similar to those applied in the proof of Theorem 3.1 of [3], we
can prove the following result.

P r o p o s itio n  2 .1 . Let R be a 2-torsion free ring and let (F ,w ) : R  — > R  be a 

generalized Jordan left derivation. Further, let L be a square closed Lie ideal of R 

such that L has a commutator which is not a left zero divisor. Then (F, w ) is a 
generalized left derivation on L.

В. DAVVAZ, L. К AM ALI A RD EK A N I
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C orollary  2 .1 . Let R be a 2-torsion free ring such that R  has a commutator which 
is not a left гетѵ divisor. Also, let (F, to) : R  — ► R  be a generalized Jordan left 

derivation. Then (F, w) is a generalized left derivation on R.

T h eorem  2 .1 . Let R be a 2-torsion free semiprime ring and let (F. w) : R  — ► R  be 

a generalized Jorxlan left derivation, where w  G Z (R ). Then F  is commuting on R.

P ro o f. By Lemma 2.1, we have for all x. y  G R,

(2.5) F (xy  +  yx ) =  2 x.F{y) +  2t/F (x)  +  xyw  +  y x w ,

(2.6) F (xyx) =  x 2F (y)  +  3x yF (x ) ֊  yxF (x )  +  x 2yw  +  2xyxw  -  yx 2w.

In (2.5), we replace у  by xyx  and use (2.6) to get

F (x 2y x  4- x yx 2)=  2 xF (xyx ) +  2 xyxF (x )  +  x 2yxw  +  x yx 2w

(2.7) =  2x3F {y) +  6x2yF (x) +  2x3yw  +  5x 2yx w  -  xijx2w.

In (2.6). we replace у  by x y  +  yx  and use (2.5) to  obtain

F (x2y x  +  x y x 2) =  x 2F (xy  +  yx) +  3x(xy  +  yx)F {x) -  (xy  +  yx )x F (x )  +  x 2(xy  +  yx)w  

+ 2 x (x y  +  yx)xw  — (xy +  yx )x 2w 

=  2x3F (y)  +  5x 2yF (x )  +  2.ryxF(x) -  y x 2F (x)  +  2x3yw  +  1 x 2yxw  

(2.8) + x y x 2w  — yx 3w.

Combining (2.7) and (2.8), we have for all x ,y  G Я,

(2.9) X2yF (x ) — 2xyxF (x )  +  yx 2F (x) +  x2yxxv -  2x yx 2w +  y x 3w  =  0.

Replace у  by F (x )y  in (2.9) to obtain

(2.10) x2F (x )y F (x )—2xF (x)yxF (x) +  F (x )yx 2F (x) +  x 2F (x)yxw

—2xF (x)yx2w  +  F (x )yx 3w  =  0.

Left multiplication in (2.9) by F (x) yields

(2.11) F (x)x2yF (x )֊2 F (x )x y x F (x )  -I- F (x )yx 2F (x)  4- F (x )x 2yxw

—2F (x)xyx2w  +  F (x )yx3w  =  0.

Combining (2.10) and (2.11). we obtain for all x ,y  G R,

(2.12) (F (z ) ,x 2]yF(x) -  2 [F (x),x ]y .rF (x)+

+  [F (x ),x 2]i/xiu — 2 [F (x),x )yx2w  =  0.
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Replace у by yx  in (2.12), to get

(2.13) (F(x), x 2]yxF (x) -  2[F(x), x]y.r2F (x )+

+ [F (x ),x 2]yx2w  -  2[F{x),x)yx*w  =  0.

Right multiplicaion in (2.12) by x yields

(2.14) [F (x ),x 2]yF (x)x  ֊  2 (F (x ),x ]yxF (x )x+

+ [F (x ) ,x 2]yxw x -  2[F(x), x]yx2w x =  0.

Combining (2.13) and (2.14), and taking into account that w e  Z (R ), we obtain for 

all X, у  €E R.

[F (x ),x 2]y[F(x),x] +  [F (x ),x ]y (-2 x [F (x ),x ])  =  0.

So. by Lemma 2.2. we have ([F (x ).x 2] -  2x[F(x),x]) y [F (x),x ] =  0, which implies 

that

(2.15) [(F(:r), x], x]y[F(x), X] =  0.

By (2.15), we obtain [[F (x),x],x]y[[F (x),x],x] =  0. Therefore, [[F (x),x],x] =  0, since 

R  is semiprime. So. we can apply Lemma 2.3 to conclude that [F (x),x] =  0 for all

X e  R. □

T h eorem  2.2 . Let R  be a ring and (F ,w ) : R  — > R be a nonzero generalized left 

derivation. Then the following assertions hold:

(1) If R is prime, then R is commutative or F (x ) =  —xw, fo r  all x  (= R.

(2) If  R  is semipHme and w € Z (R ), then F  maps Z (R ) into Z (R ).

P roof. To prove assertion (1) of the theorem, observe first that for all x ,y  €  R, 

F (x (y x ))=  xF (yx) +  yxF (x)  +  yx 2w

(2.16) =  xyF (x) +  x 2F(y) +  yxF (x)  +  x 2yw  +  yx 2w.

On the other hand, we have

F ((x y )x )=  xyF (x)  +  xF (xy) +  x2yw

(2.17) =  xyF (x) +  x 2F (y ) +  xyF (x) +  xyxw  +  x2yw.

Comparing (2.16) and (2.17). we obtain (xy — yx )F (x) +  (xy ֊  yx )xw  =  0. So, 
(xy — yx)(F (x ) +  xw ) =  0, for all x, у 6 R. Replace у by zy , where z R. we get

0 =  (x zy  ֊  zyx )(F (x )  +  xw ) =  (x zy  -  zx y  +  zx y  -  zyx )(F (x )  +  xw)

=  (xz -  zx )y (F (x ) +  xw) +  z (x y  -  yx )(F (x) +  xw) =  (xz -  zx )y(F (x )  +  xw).
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Therefore,

(2.18) (x z — zx )y(F (x )  +  xw) =  0, for all x , y , z  €  R.

The last relation implies that either x  €  Z (R ) or F (x) =  —xw  for all x  €  R. Put 

A =  {x  €  R  I X  €  Z (R ))  and В  =  {x  €  R \ F (x) =  —x w },  and observe that 
R — А и B. So, either R  =  A or R =  B, since A and В  are subgroups of R. If Я =  A. 

then R  is commutative. If R  =  B, then F (x) =  —xw, for all x  € R. This completes 

the proof of assertion (1).

To prove assertion (2) of the theorem, we put x  +  a instead of x  in the relation

(2.18), where a €  Z (R ). to get 0 =  (xz -  zx )y(F (a ) +  aw) +  (a z -  za )y(F (x )-\-xw ) =  

{xz -  zx )y(F (a )  +  aw). So, we have (xz ֊  zx )y (F (a ) +  aw) =  0, and replace շ by 

F (a) to obtain (xF (a) — F (a)x)y(F (a)  +  aw) =  0.
Now we replace у by yx  to get ( iF (o )  -  F (a)x)y(xF (a)  +  xaw ) =  0.

Therefore, we have (xF (a) -  F (a)x )y(xF (a) +  xaw) -  (xF (a) -  F (a)x )y(F (a)x  +  

aw x) =  0. So, (xF (a) -  F (a)x)y(xF (a) -  F (a)x) =  0 ; since a ,w  €  Z (R ). Hence, 

xF (a) — F (a)x  =  0, implying that F(a) G Z (R ). □

T h eorem  2 .3 . Let R be a 6-torsion free prime ring and let (F ,w ) : R  — > R be 

a nonzero generalized Jordan left derivation. If a €  R is such that a2 =  0, then 

F(a) =  —aw.

P roof. For a =  0. the statement is obvious. So, w*e suppose that a փ 0. Then we 

have 0 =  F (0) =  F (a2) =  2aF(a) +  a2w  =  2aF(a), implying that aF (a) =  0. since R  

is a 2-torsion free ring. By Lemma 2.1 (2), we get for all у  6  R,

F (a ya )=  a2F (y) -  yaF (a) +  3ayF (a) +  a2yw  +  2ayaw  ֊  ya 2w

(2.19) =  3 ayF (a) +  2 ayaw.

So, we have for all x, у  G R,

(2.20) F (a (xay +  yax)a) =  3axayF (a) -b 'SayaxF(a) +  2axayaw  +  2ayaxaw.

On the other hand, by Lemma 2.1 (3) and the relation (2.19), we have

F (a(xay  +  y a x )a )=  F (ax(aya) 4- (aya)xa)

=  3axF (aya) +  3ayaxF (a) — xaF (aya) +  2axayaw  4- 2ayaxaw

(2.21) =  9axayF (a) +  3ayaxF (a) +  Saxayaw  -f 2ayaxaw .

Comparing (2.20) and (2.21), we obtain

6 axayF (a) +  G axayaw  =  0.
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Thus, (axa)y(F (a)+ aw ) =  0, since R  is 6-torsion free. This implies that F(a) =  -a w ,  

since R  is prime and а փ 0. □

T h eorem  2.4 . Let R be a prime ring such that char(R) փ 2 .3 , and let (F ,w ) : 
R  — ► R be a nonzero generalized Joirlan left derivation. If there exists a nonzero 

a € R such that a2 =  0, then F (x) =  - x w  for all x  €  R.

Proof. By the hypothesis, we have 0 =  F(0) =  F(a2) =  2aF(a) -I- a2w =  2aF(a). 

So, aF (a) =  0, since R. is 2-torsion free. Therefore, by Lemma 2.1 (1). F(aba) =  

F(a(ba) 4- (ba)a) =  2aF(ba) 4- 2baF{a) +  ba2w  +  abaw =  2aF(ba) +  abaw , for all 
b e  R. This implies that

(2.22) F(aba) =  2 aF{ba) +  abaw.

On the other hand, by Lemma 2.1 (2), we have

(2.23) F(aba) =  a2F(b) ֊  baF(a) +  3abF(a) +  a2bw 4- 2abaw -  ba2w =  2abaw

Comparing (2.22) and (2.23), we get for all b 6  Я,

(2.24) 2aF(ba) =  abaw.

By (2.24), we obtain

(2.25) F(baba) =  F((fca)2) =  2baF(bu) +  babaw =  2bdbaw.

Also, by Lemma 2.1 (2), we have

F(ab2a )=  a2F(b2) -  b2aF(a) +  3ab2F(a) +  a2b2w  -f 2ab2aw  ֊  b2a2w

(2.26) =  2ab2aw.

By (2.25) and (2.26), we find

(2.27) 2 (F(ab2a ) +  F(baba)) =  4ab2aw  +  Ababaw.

On the other hand, by Lemma 2.1 (3) and (2.24), we obtain

2 (F(ab2a ) +  F (baba))= 2 (F(ab2a +  baba))

=  2(abaF{b) +  ba2F(b) -  baF(ba) -  b2aF (a) +  ababw +  ba2bw

+2ab2aw  +  2babaw -  babaw — b2a2w)

=  2(abaF(b) ֊  baF(ba) +  ababw +  2ab2aw  -I- babaw)

(2-28) =  2abaF(b) +  babaw 4- 2ababu> +  4ab2aw.

By comparing (2.27) and (2.28). we get 2abaF(b) 4- 2ababw =  0. This implies that

(2-29) aba(F(b) +  bw) =  0,
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since R  is 2-torsion free. We replace b by b +  с in (2.29), where с 6  R, to get

Next, wc replace с by ac +  со in (2.30), to obtain

aba(F(ac +  ca) +  (ас -I- ca)w) =  0.

Therefore, by Lemma 2.1 (1), we find

0 =  aba('2aF(c) +  2cF(a) +  2acw  -I- 2caw) =  2abacF(a) +  2abacaw.

So, abac(F(a) +  atu) =  0, since R  is 2-torsion free. Now. Lemma 2.4 implies that 

(2.31) F(a) =  -a w ,

since a / 0 .  Hence, by Lemma 2.1 (2), we have

Replace b by bab in (2.30) and use (2.32), to obtain

0=  ababa(F(c) +  cw) +  acM.(F(bab) +  balrw)

=  ababa(F(c) +  cw) +  3 acababw =  ababa(F(c) +  cw).

Thus, ababa(F(c) +  cw) =  0. Now, Lemma 2.4 implies that a(F (c)  +  cw) =  0, since 

a փ 0. So, wc have

(2.33) aF(c) =  -a c w .

Next, replace с by c.2 in (2.33), to get acF(c) +  ac?w =  0. Then, replace с by с +  b. to 

obtain acF(b) +  abF(c) +  acbw +  abcw =  0. Also, replace с by ac, to find ab(F(ac) +  

acxu) =  0. So, we have

(2.34) F(ac) =  — acw,

since R  is prime and a փ 0. Hence, in view of (2.31), (2.33), (2.34) and Lemma 2.! 

(1), we can write

—acw  +  F (ca)=  F(ac) +  F(ca) =  F (ac +  ca) =  2 aF (c) +  2cF (a) +  acw  +  caw  

=  2aF(c) +  2cF(a) +  acw  -1- caw =  —acw — caw.

(2.30) aba(F(c) +  cw) -I- aca(F(b) -I- bur) =  0

(2.3 2)

acaF(bab)= aca(b2F(a) — abF(b) +  b2 aw  +  2babw — ab2w) 

=  acab2F(a) +  acab2aw +  2аслЬа1пи =  ‘lacababw.

Therefore,

( 2 .3 5 ) F(ca) =  —caw.
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Now, we replace с by be in (2.34) and с by cb in (2.35). to obtain F(abc) =  -abcw  

and F(cba) =  -chaw . Hence, by Lemma 2.1 (3). we have

-a b cw  -  c.baw= F(abc.) +  F(cba) =  F(abc +  cba)

=  acF(b) 4- caF(b) — baF{c) — bcF(a) +  acbxv 4- cabw 

+2abcw  +  2cbaw -  bacw — bcaw 

=  acF(b) +  acbw +  2 abcw +  ‘lebaw.

Thus. ac(F(b) +  bw) =  0, implying that F(b) =  -b w  for all b (z R. since R  is prime 

and o ^ O .  П

C orollary  2 .2 . Let R  be a prime ring .such that char(R) փ 2,3.  If there exists a 

nonzero generalized Jordan left derivation F  : R — > R such that F(a) փ —aw for  

some a € R, then R  is commutative.

Proof. Let a 6  R  be such that F(a) փ —aw. Then, by Lemnia 2.G, we have 

( / 2(a-))2 =  ([M a >x]))2 — 0 f°r x  €  R- So, by Theorem 2.4. we get / 2(z) =  
[a, [o,x-]] =  0. Now, Lemma 2.5 implies that Ia{x) =  [a.x] =  0 for all x  €  R. This 

means that a €  Z(R ). Put A =  {x  €  R  \ x  €  Z {R )}  and В  =  {x  €  R \ F{x) =  - x w } .  

and observe that R =  A U B. So, Я =  A or R =  B. since A and В  are subgroups 

of R. If R  =  B, then F (x) =  - x w  for all x € R , yielding a contradiction. Thus, 

R  =  A =  Z (R ), implying that R  is commutative. □

T h eorem  2 .5 . Let R  be a 2-torsion free prime ring and let L be a nonzero square 

closed Lie ideal of R. such that L has no a nonzero nilpotent element of order 2. 

Further, let (F, w) : R  — > R be a generalized Jordan left derivation. Then (F, w) is 

a generalized left derivation on L.

Proof. If L is commutative, then by Lemma 2.8, we have L С Z{R ). So, by 

Lemma 2.1 (1), we get 2F(uv) =  2{u F (v)  +  t;F(u) +  vuw} for all u. v  €  L. Therefore. 

F (uv) =  u F (i>) +  vF (u )  +  vuw. since R  is a 2-torsion free ring.

Now. let L  be noncommutative. Then by Lemma 2.1 (4), we have for all u ,v  €  L,

u 2vF (u )  +  vu2F(u) — 2 uvuF(u) +  u2vuw  +  vv?w  — 2 uvu2w  =  0.

In the above relation, we replace и by [u, zq], where zq 6  L. and use Theorem 2.4. to 

obtain

[u, 2o]2v(F([u, £o]) +  К  2o]w) =  0 for all u, v €  L.
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So, by Lemma 2.7, we have խ. z0]2 =  0 or F([u, z0]) =  —[u, zq\w . Therefore, [u, z ]̂ =  0 
or F ([u ,2o]) =  — [u, Zo]w for all и G L , since by assumption, L has no a nonzero 
nilpotent element of order 2.

Next, we put A  =  (u  €  L  | [it, 20] =  0} and В  =  {a  € L | F([u, го]) =  —\uyz^ w ), 
and observe that L =  A u B .  So, either L =  A  or L =  B , since A and В  are subgroups 

of L. If L  =  A , then uzq =  zqu for all и €  L. So, by Theorem 2.1 of [1], we have 

F(uzq) =  uF(zo) 4- z0F (u) +  zquw for all и  G L, since R  is 2-torsion free. If L =  B. 

then F([u, -z0]) =  ~[w, zo]w for all и  G L. Therefore

(2.36) F (u 20) -  F (z0u) =  zquw -  uzoiv.

On the other hand, we have

(2.37) F(uzo) 4- F(zou) =  2uF(zo) -f 2zqF (u ) 4- uz^w +  zquw.

Adding the equations in (2.36) and (2.37), we get F (u z0) =  uF (zq) -I- zqF [u) 4- zquw 

for all и  G L. since R  is 2-torsion free. Hence, we have F (uz) =  u F {z)  4- zF (u) +  zuw  

for all u ,z  G L. □

C oro llary  2 .3 . Let R be a 2-torsion free prime ring and let (F, տ) : R  — > R be a 

generalized Jordan left derivation such that R  has no a nonzero nilpotent element of 
order 2. Then (F ,w ) is a generalized left derivation on R.

T h eorem  2.6 . Let R be a 2-torsion free prime ring such that R has no a nonzero 

nilpotent element of order 2. Further, let (F ,w ) : R  — > R be a generalized Jordan 

left derivation. Then R is commutative or F (x) =  —xw  for all x  G R.

P roof. The result immediately follows from Corollary 2.3 and Theorem 2.2 (1). П 

A ck n ow led gem en t. The authors are highly grateful to  referees for their valuable 

comments and suggestions that led to considerable improvement of the paper.
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A bstrac t. For bounded linear operators, th e  study  o f W eyl-type theorem s and properties 
has been of significant interest for several non-normal classes of operators. In th is  paper, 
we extend th is  s tu d y  to  a  class of unbounded posinorm al operators. We define and study  

th e  spectral properties of unbounded posinorm al and to tally  posinorm al operators defined 
on an  infinite dim ensional complex H ilbert space H. For th is class, under certain  conditions 
several W eyl-type theorem s and related properties are o b ta ined .1

M S C 2 0 1 0  n u m b e rs : 47B20, 47A10, 47A11, 47A53.
K e y w o rd s : unbounded posinormal operator; Weyl’s theorem ; Browder’s theorem;

1. I n t r o d u c t i o n

In [16]. II. Weyl proved th a t if T  is a  herm itian operato r, then eru,(T ) consists 

precisely of all points in a (T )  except, the  isolated eigenvalues of finite multiplicity. 

L ater. W eyl’s theorem  has been extended from herm itian  operators to  the classes of 

bounded norm al, hyponorm al and Toeplitz operators by L. C oburn [4|. Further, M. 

Berkani [2] proved th a t if T  is a  bounded normal operator acting on a H ilbert space 

H , then It b w (T ) =  <r(T) \  E (T ) ,  where E (T )  is the  set of all isolated eigenvalues of 

T . This gives a  generalization of the Weyl’s theorem . Then, th is generalized version 

of classical Weyl’s theorem  was proved for bounded hyponorm al operators by M. 

Berkani and  A. Arroud [3]. However, the study of W eyl-type theorem s and  related 

properties has so far been lim ited to  the class of bounded operators.

For an infinite dim ensional complex H ilbert space H , we denote by С (II)  the set 

of all closed linear operators acting on H . For an operato r T  €  C (H ). by D (T), 

N (T ) and IR(T) we denote the domain, null space and range of T ,  respectively.

1T he second au th o r was supported  by th e  Senior Research fellowship of Council o f Scientific and 
Industrial Research, India, under th e  University G rants Comm ission Fellowship scheme (giant no.
SR F  / А А /1 3 9 /F -211 /2012-13).

39



A. G U PT A , К . M AM TANI

Also, by a ( T ) and Q(T) we denote the nullity and defect of T ,  respectively, that 

is, n (T )  = іІіт Щ Т )  and f)(T )  =  c.odim'R{T). We call an operator T  € C (H ) upper 

semi-Fredholm  (respectively, lower semi-Fredholm) if Щ Т ) is closcd and a (T )  <  oo 

(respectively, /3(T) < oo). A semi-Fredlwlm operator is either an upper or lower semi- 

Ffedholin operator. In th is case, the index o f T  is defined as ind{T )  =  a (T )  -  0{T).

If T  is bo th  upper and lower semi-Fredholm, th a t is, if « (T ) and /3(T) both are 

finite, then T  is called a Fredholm operator. An operator T  €  C (H )  is called Wcyl 

if it is a  Fredholm operator of index 0, and the Weyl spectrum  of T  is defined as 

a w{T) =  {A € С : T  -  AI is not Weyl}. Denote

S F ^ ( H )  = { T  €  C (H ) : T  is upper semi-Fredholm w ith ind (T ) Հ  0},

S F * ( I I )  =  { T  €  C {II)  : T  is lower semi-Fredholm w ith ind (T )  ^  0}, 

and observe th a t these operators generate the following upper and lower-Weyl spectra: 

<JUW(T )  =  {A e  С  : T  -  XI i  S F ~ ( H )},

<riu,(T) =  {A € С : T -  XI І  6Т+(Я )}.

The ascent p(T ) and descent q(T) of an operator T  6 C (H )  are  defined as follows: 

p(T ) =  i n f  {n  : X (T ") =  >f(T"+1)}, q (T )  =  i n j { n  : 3J(T") =  Ж(Т” + 1)}.

Let ст(Т), a n(T), <r.,(T) and p(T ) denote the spectrum , approxim ate spectrum , surjective 

spectrum  and the resolvent set of an operator T  € С {11), respectively. By isocr(T) 

and iso<7„(T ) we denote the isolated points of o{T ) and <та (Т), respectively. It is well 

known th a t the resolvent operator R \( T )  -  (T  - AI) ՜ 1 is an  analytic operator-valued 

function for all A 6  p{T ) (see [15, Ch. V |), and the points of isocr(T) are either poles

or essential singularities of R a(T ). For T  € C (H ), X €  iso<r(T) is said to  be a pole

o f order p if p =  p (T  - AI) <  oo and  q(T  - AI) <  oo (see |12|). Also, A € <ra (T) is 

said to  be a left-pole if p p (T  - AI) <  oo and # (T  - AI)P+1 is closed. Let тг0(Т) 

and 7t“ (T) denote the  set of all poles of finite multiplicity and  left, poles of finite 

multiplicity, respectively. Also, let E„(T) and E“ (T) denote the set of all eigenvalues 

of finite m ultiplicities in isoa(T) and iso<re (T), respectively.

An im portan t property  of closed linear operators in Fredholm theory is the single 

valued extension property (SVEP). We mainly concern w ith the SVEP a t a  point, the 

localized version of SVEP, introduced by J . Finch [6], and relate it to the finiteness 

of the ascent of a  closed linear operator. Let T  : V (T )  с  Я  —» #  be a  closed
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linear mapping and let A0 be a  complex number. An operator T  has the single valued 

extension property (SVEP) a t A„. if /  =  0 is the only solution to  (T  -  X f) f(X )  =  0 

tha t is analytic in every neighborhood of A0. Also. T  has SVEP if it has this property 

a t  every point A„ in the complex plane.

Evidently, T  G C (H )  has SVEP a t every A G /?(T). Moreover, by identity theorem  

for analytic functions, it is easily seen th a t T  has SVEP a t every boundary point 

(in particu lar, a t every isolated point) of <r(T). Also, from the definition of localized 

SVEP, it follows th a t

A G isoafl('i’) = >  T  has SVEP a t A, and  by duality,

A G isoa., (T) = >  T* has SVEP a t  A.

T he above im plications become equivalences whenever T  is a  bounded senn-Fredholm 

operato r (see [1, C hap ter 3]). For the case T  G C (H ), we prove th is equivalence in 

the  theorem  th a t follows. We begin w ith a  definition.

D e f in i tio n  1.1 ( j l l ,  Ch IV, § lj). Let T  G C (H ). Let A be an operator such that 

'D (T) С V ( A )  and ||i4«|| ^  a||u || + fo r  и G 'D(T), where a,b arc nonnegalivc

constants. Then we say that A is relatively bounded with, respect to T  or T-bounded 

and the T-bound o f A is in f  b.

L e m m a  1.1 ([11. Ch. IV, Theorem  5.31]). Let T  G C (H ) be semi-Fredhohn and let 

A be a T-bounded operator in  H . Then S  — T  + XA €  C (H ), S  is semi-Fredholm  

and a (S )  os well as 13(S ) are constant fo r  sufficiently small |A| >  0.

The reduced m in im um  modulus of an operator T  G C (H )  is defined by 

7 (T ) -  *«/{ ||7ն:|| : a- G Т > (Т)П Щ Т )± , ||x || =  1}.

It is known th a t Я (Т ) is closed if and  only if 7 (T) >  0 for every T  G C (H ).

T h e o re m  1.1. Let T  G C (H ) be a semi-Fredholm operator. Then the following are 

equivalent:

(i) T  has S V E P  at 0

(ii) &a(T) does not cluster at 0

(iii) p ( T )  <  00.

Proof. T he equivalence (i) •*=> (iii) follows from [G. Theorem  15]. Now we prove the 

im plication (i) => (ii). Suppose T  has SVEP a t zero. Since T  is semi-Fredholm
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operator, so is T n for all n  €  N . Then Я (Т ” ) is closed for all n , so th a t T ° ° (# )

=  П ^ ( Т Л) is closed.
Since '1' is semi-Fredholm, $ (T )  is closed, and there exists an e > 0 such th a t 7 (T)

>  c. Consider A in 0 <  |A| <  e. Then ||Ax|| =  |A|||a:|| <  e\\x\\ <  7 (T )||x || for all x  €  H.

By Lem m a 1.1, T  - AI is a closed semi-Fredholm operator, so th a t Я (Т  - AI) is closed 

for all A satisfying 0 <  |A| <  f. Thus, we have th a t if 0 <  |A| <  c, then A € <r«(T) if 

and only if A G erp(T).
Next, if 0 փ X  €  N (T  - AI), then x  = { T x  = T ( f ) €  Я (Т). Also, T 2x  =  T(Ax) =  

AT.T ֊ A2.r. This implies x  -  ^ T 2.r €  IR(T2). Continuing this process, we get x  € 

T ° ° (# ) . Thus, N (T  - AI) С T ° ° (# )  for all A փ 0. This implies th a t every non-zero 

eigenvalue of T  belongs to  <т(Т|г~(Я))-
Suppose the opposite th a t 0 is a  cluster point of aa(T ). Then there exists a  sequence 

(An) of nonzero eigenvalues of T  such th a t Xn ֊> 0 as n  -» oo. Hence Ari G a ( T |г» (Я )) 

so th a t 0 €  (т(Т\г <*(и)), because the spectrum  of an operato r is closed. Since T  is 

a  semi-Fredholm operator, either a{T )  or d (T )  is finite and Л (Т )  is closed. Hence 

T \t ™(H) onto. Also, since T  has SVEP a t 0, by Corollary 3 from (6 , p. 62], we 

have tha t T \t ^ ( h ) is injective, so tha t 0 ^  а{Т \г * ,(щ ), which is a  contradiction. 

Therefore. rr„(T) does not cluster a t 0. Finally, observe th a t the implication (ii) =>

(i) holds for all closed linear operators. □

Recent ly, we have ext ended the study of W eyl-type theorems to  the  class of unbounded 

normal operators |9], and the class of unbounded hyponorm al operators [8].

In th is paper, we define the class of unbounded posinorm al operators on an infinite 

dim ensional complex Hilbert space H. In Section 2, we introduce and  study the 

spectral properties of operators from this class. In  Sections 3 and  4, we study the 

W eyl-type theorems and its variants, namely, the properties (w), (aw), (b) and  (ab) 

for the class of unbounded totally  posinormal operators. Also, we discuss an  example 

th a t illustrates the obtained results.

2. U n b o u n d e d  P o s in o r m a l , o p e r a t o r s

The class of bounded posinormal operators is sufficiently large and contains the 

classes of hyponorm al operators, M -hyponormal operators and dom inant operators. 

The class of bounded posinormal operators was introduced by H. Rhaly in [14]. where 

many interesting properties of operators from this class were studied. Since then these
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operators have been explored in a  number of papers (see. e.g.. Jeon et al. [10], Duggal 

and K ubrusly [5|. Mecheri [13]). For instance, Jeon et al. [10] have proved the WeyPs 

theorem  for posinornial operators w ith certain  additional conditions. Duggal and 

Kubrusly [5J have proved the Weyl’s theorem for posinornial operators under weaker 

conditions than  those imposed in [10]. In this paper, we extend this s tudy to  the class 

of unbounded posinornial operators.

Recall th a t a self-adjoint operator P  is positive if < P x ,x > ^  0 for every x  €  D (P) 

C H .

D e fin i tio n  2 .1 . A densely defined operator T  e  C (H ) with 'D (T) С V (T * )  is said 

to be posinornial (or positive-normal) i f  there exist a positive operator P. (V (P )  

Э 0 i(T )), called the interrupter, such that T V  T* PT.

Notice th a t the equality T T *  = T * P T  in Definition 2.1 implicitly carries the 

condition th a t D (7T *) =  V {T * P T ).

E x a m p le  2 .1 . Let H  =  I2 and lot the  operator T  be defined {is follows:

T (x  і , х 2,х \з , . . . )  =  (0 ,2.гі,:Г2,З х з ,4а-4, . . . )  =  (0 ,օ ւ1 ւ,սշ®շ, 03X3 , 04X4, . . . ) ,  

where

W F.Y L-TY PE T H E O R E M S F O R  U N R O U N D ED  ...

If Coo — {x =  (x„) : (x„) փ 0 for only finitely m any n  G N}, then  coa is dense in I2. 

Since c00 С D (T ), we have th a t  'D(T) is dense in H . Also, the adjoint T* of T  is 

defined as follows:

Г*(хі .х2, х з , . . . )  =  (2x2, хз, 3x4,4x5, . . . )  =  ( « 1 X 2 , 0 2 X 3 , 0 3 X 4 , 0 4 X 5 , . . . )

Define P  to  be the diagonal operator w ith th e  diagonal entries p, given by:

and

with

B(T*) =  | ( i „ )  el ՛2 : f ;  |«Jxj+1|2 < o o | = V(T).
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Then we have TT* T 'P T , and hence T  is an unbounded posinormal operator.

R e m a rk  2.1. In Example 2.1. since |a„ | ^  |a,l+ i|, T  is a posinormal operator which 

is not hyponormal.

D e f in i tio n  2 .2 . A densely defined operator T  G C {H ) with 'D (T) с  Ъ ( Ѵ ) is said 

to be totally posinormal i f  T  - XI is posinoim al fo r  every X €  € .

We define a  class of operators as follows: 7Լ :=  {T € C (II):  сг(Т|д/ -  XI) =  

{0 } = >  {T \m  — A/) =  0 for every invariant subspace M  of 7’}, and we will use the 

following notation:

p (H ) = {T  G : T  is a totally posinormal operator with p{T) փ 0}.

T h e o re m  2 .1 . I f  Т е  C (H ) with  N (T  ֊  XI) С Щ (Т  -  X I ) ') ,  then p (T  -  X I) Հ 1 .

Proof. Suppose X € X ((T  -  A /)2), then (T  -  X I)x  G Щ Т  -  XI) Ո Щ Т  ֊  XI) С  

N (T  — XI) Ո {N ((T  ~  A/)* )}՜1 =  {0}. Thus, x  G X (T  — X I), and since the reverse 

inclusion is true  for every linear operator, we conclude th a t N ( ( T - A / ) 2) =  > f (T -  XI) 

and p (T  — XI) < 1 .  □

T h e o re m  2 .2 . I f  T  is an unbounded posinormal operator, then  N (T ) С N (T*). In  

particular, i f  T  G p (H ), then N (T  — XI) С N (T  — XI)* fo r  all X G С and thus, 

p (T  — XI) Վ 1 fo r  every A G C.

Proof. Suppose th a t T  is an  unbounded posinormal operator w ith in terrupter P  and 

let ;r G X (T ) .  Then T x  =  0 implies 0 =  T 'P T x  =  T T 'x  and ||Г *х ||2 =  ( Т Т лх ,х )  = 

0. Thus, X G N (T*). and hence !N(T) с  N (T*). If T  G p (H ), then  T - X I  is posinormal 

and N (7 ' -  XI) С 3sf((T — A/)*) for every A G C. Thus, we can apply Theorem 2.1 to 

obta in  p (T  — XI) ^  1 for every A G C. □

In the next lemma, it is shown th a t T  G p (H )  is polaroid. th a t is, every isolated 

point of the spectrum  of T  is a pole of the resolvent operator.

L e m m a  2 .1 . I f T G p ( H ) ,  then X is an isolated point o f a (T )  i f  and only i f  X is a 

simple pole o f the resolvent o f T .

Proof. Suppose A is an isolated point of cr(T). Then I I  = N (E 0) ® Я {Е п), where E 0 

is the corresponding spectral projection operator. If Tx =  T |n(zs„) and  T2 =  T |^ (Eo),
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then a (T i)  =  a (T )  \  {A} and a(T 2) =  {A}. Since. a (T 2 -  A /) =  {0} and T  G Վ , we 

have th a t ||(7’-A /).x || — 0 for every x  G 'R (£0). Therefore, Ol(T — XI) =  > / ( £ „ ) 0 ( T -  

ХІУЛ(Е0) =  Щ Ео) Ѳ  0, and thus Щ Т  -  A I ) 2 =  (T  -  A7 Щ Е а) 0  0 =  Щ Е а) 0 0  =  

Я (Г  -  A/).

Thus, q (T  — A I )  = p (T  — A I )  ^  1, and hence A is a  simple pole o f  the  resolvent 

operato r R \(T ) .  D

3. W kyl-t y i»b  t h e o r e m s

In this section, we s tudy  W eyl-type theorem s for totally posinorm al operators and 

their adjoints. We say th a t an  operator T  € C (H )  satisfies:

(i) W cyl’s theorem  if cr(T) \  c w(T )  E 0(T).

(ii) a-W ejrl:s theorem  if a„ (T ) \  auw(T) — E „(T).

(iii) Brow der’s theorem  if a (T ) \  crw(T) — тх0(T).

(iv) a-Brow der’s theorem  if <тп(Т) \  anw(T) =  7г"(Т).

T h e o re m  3 .1 . I f  T  G p (H ), then the following assertions hold:

(i) T  and  7* satisfy W eyl’s theorem,

(ii) 7* satisfies a-W eyl's theorem,

(iii) I f  T* has SV E P , then T  satisfies a -W eyl’s theorem.

Proof.

(i) Suppose A G cr(T) \ a w(T). T hen 0 <  a (T  - AI) =  /3(T - AI) <  oo. Also, p (T  - 

AI) <  oc՛ gives q (T  - AI) -  p (T  - AI) <  oo and thus, A G E<,(T). Conversely, if 

A G E „(Т). then  A being isolated in (t(T) is a pole of order 1, so th a t I I  =  9?(T

- AI) 0  N (T  - AI). Since A has finite m ultiplicity in cr(T), we have 0 <  a (T  - 

AI) =  d (T  - AI) <  oc. Hence, T  satisfies W eyl’s theorem .

To prove th a t T* satisfies W eyl’s Theorem , let A G <т(Т*) \сгш(Т ‘ ). Then 

0 <  ft(T ” - AI) =  /?(T* - AI) <  oc. Now, q(T* - AI) =  p (T  - AI) <  oo together 

with Theorem  3.4(iv) from [1] gives A G E 0(T*). Conversely, if A G E 0(T*), 

then  A G iso<r(T) is a  pole of order 1 and  H  =  3?(T - AI) ф  N (T  - AI). Thus, 

0 <  0(T *  - AI) a (T  - AI) -  ft{T  - AI) -  a (T *  - AI) <  oc. Now, A G <r(T*) 

\<т,„(Т*), and  hence T* satisfies W eyl’s theorem .

(ii) Since T  being posinormal has SVEP, by Corollary 7 from [6| we have a (T ’ ) 

=  rja (T*) and thus, E0(T*) =  E"(T*). Therefore, since T* satisfies Weyl’s
45



theorem by (i), it is enough to show tha t a w(T*) -  a uu,(T*). If Л £ <тш„(Т*), 

then ind(T*  - ЛІ) <  0. Also, Theorem 3.4(ii) from [1| and  q(T* - Al) - p(T

- Al) <  oo imply ind (T* - Al) ^  0, so th a t iiul(T* - Al) 0 and A ^  <7,„(T*). 

Taking into account th a t the reverse inclusion holds for every closed operator, 

we conclude th a t T* satisfies a-Weyl’s theorem.

(iii) If T* has SVEP, then  a (T) =  а „(Т) and E„(T) =  E%(T). By p a r t (i). T  

satisfies Weyl’s  theorem, so it is enough to show th a t a w{T) =  a uw{T). 

Suppose A ^  auw(T ). Then T* — XI is a  lower semi-Fredholm operator 

w ith ind{T*  -  A I )  ^  0. Since Г *  has SVEP, we have p (T * ֊  X I)  <  oo, 

and thus in d (T * — XI) Վ 0. Now, in d (T  — X I) =  in d {T * — XI) =  0 and 

q (T  ֊  XI) =  p {T  -  XI) < oo, so th a t A is a  pole of order p = p (T  -  XI) = 1 

and I I  =  Щ Т  ֊  XI) 0  Я (Т  -  XI). Therefore, в{Т  -  XI) =  a ( T  -  XI) < oo 

and A փ (7U,(T). Since the reverse inclusion always holds, T  satisfies a-Weyl’s 

theorem. □

T h e o re m  3 .2 . I f  T  G p (H ), then T  and 1* satisfy Browder’s Theorem.

Proof. For every totally  posinormal operator T  we have q(T* - A) — p(T  - Al) <  oo for 

every A 6 C. Browder’s theorem  for T  and 'I'* now follows from Theorem  3.4 of [1]. 

Suppose A e  a ( T ) \a w(T ), then  q (T —XI) = p (T —X I) < oo and A € 7г„(Т). Conversely, 

suppose A G 7r0(T), then I I  =  N (T — ХІ)(ВЩ Т — XI) and /3 (Т —XI) = or(T—XI) < oo. 

Thus, A G cr(T) \  a n;(T ), and hence T  satisfies Browder’s theorem.

Next, suppose A G v{T *) \  <rw(T *), then A G rr(T) \  aw (T ) =  тг„(Т) and hence 

p (T ‘ -  XI) = q (T  -  XI) = p{T  -  XI) =  q{T * -  XI) < oo. Therefore, A G тг0(Г*). 

Conversely, suppose A G тг0(T*), then A G isoa(T*)  and A G isoa{T ). We have tha t 

A is a  pole of order 1 and  H  =  N (T  — XI) Ѳ 3?(T -  X I). Therefore, a (T  — XI) = 

f i { T -  XI) = at(T* - X I )  < oo and A G (t( T ) \ o w(T ), so th a t A G (т{Т“) \(Ttu(T ‘ ), and 

hence T* satisfies Brow der’s theorem. D

T h e o re m  3 .3 . I f  T  G p (I I ) ,  then T* satisfies a-Browder’s theorem. In  addition, if 

T * has SVE P, then T  satisfies a-Browder’s theorem.

Proof. If A G 7г"(Т ‘ ), then a(T * - Al) <  oo and p(T* - Al) <  oc. Also, T  G p ( # )  gives 

q(T* - Al) p(T  - Al) <  oo, so th a t 0(T* - Al) ՛ a(T * - Al) <  oo and  A G a e (T ‘ ) 

W ti.-(T*). Conversely, if A G /та (Т*) \<ruw(T*), then in d (T* - Al) ^  0, and q(T* -
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AI) p(T  -AI)< oo implies ind(T*  - AI) 0. Now, p(T* - AI) <  oo and # (T “ - 

AI)“ is closed for every n. Therefore, A € 7г"(Т ‘ ), and hence T* satisfies a-Brow der’s 

theorem .

Next, since p(T  - AI) <  oo and T  is semi-Fredholm, it follows th a t T n is semi- 

Fredholm for every n  € N. Hence the inclusion <x(T) \cr,m.(T) С 7г"(Т) follows easily. 

Conversely, if A G 7Го(Т), then  p (T  - AI) =  1, a ( T  - AI) <  oo and 32(T - AI)2 is closed. 

Now. (T  - AI)2 is semi-Fredholm w ith p ((T  - AI)2) <  oo and thus, in d {{T - AI)2) ^  

0. Since, T* has SVEP, so does (T*)2. Hence, q ((T  - AI)2) <  oo and thus, in d {{T - 

AI)2) ^  0. Therefore, 2 .in d (T  - AI) — tnrf((T - AI)2) — 0, so th a t A € cr(T) \<ru,(T) 

С <rn(T) \ffu«i(T), showing tha t T  satisfies a-Brow der!s  theorem. □

4 . V a r i a n t s  o f  W isy l ’s  t h e o r e m

In  tliis section, we study several properties which were introduced as variants of 

th e  W eyl:s theorem . We say th a t  an operator T  G С {II)  satisfies:

(i) p roperty  (w) if <70(T) \  <7UU..(T) E0(T).

(ii) p roperty  (aw) if <r(T) \  <ru.(T) =  E "(T ).

(iii) p roperty  (b) if Ծ(1 (T) \  a uu,(T) тгс,(Т).

(iv) p roperty  (ab) if гт(Т) \  <ти,(Т ) =  7г“ (Т).

T h e o re m  4 .1 . I f  T  G p (H ) and T* has SV E P . then T  satisfies properties (w), (aw), 

(b) and (ab).

Proof.

(i) Since T  satisfies W eyl’s theorem , we have E„(T) — сг(Т) \<7W,(T ) С <та (Т) 

\<7UU.(T). Conversely, if A G сга (Т) \<ruu.(T ), then  p (T  - AI) <  oo implies A G 

isocr«(T), and  T* has SVEP implies A G iso<r.4(T). Therefore, A G isotr(T) and 

hence in EC(T).

(ii) Since T* has SVEP, we have <т(Т) <та(Т). and thus E 0(T) - E „(T). By

Theorem  3.1 (i). we get a (T ) \  <ru,(T) E0(T) E “ (T).

(iii) Since T  satisfies B row der's theorem (Theorem  3.2), and T* has SVEP implies 

a (T ) a a(T ),  it is enough to  show th a t cr^(T) — (7UW(T ). If A ft <xu«>(T), then 

in d (T  - AI) ^  0. Next, T* has SVEP implies q (T  - AI) <  oo so th a t in d {T -

AI) ^  0. Thus, ind{T  - AI) ..0 and A ^  а«»(Т). Hence, <xw(T) Q cruw{T), and

since the reverse inclusion always holds, we conclude th a t T  satisfies (b).
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(iv) Suppose Л € <т(Т) \<гш(Т). Since p(T  - AI) 1, we need to  show th a t Я (Т  - 

AI)2 is closed. This follows from the fact th a t (T  - AI) 2 is Fredholm operator, 

because (T  - AI) is so. Therefore, A € 7г"(Т). The converse follows from the

T h e o re m  4 .2 . Lei T  6  p (II)- Then T  satisfies properties (w), (aw), (b) and (ab).

(i) By Theorem  3 .l(i), T* satisfies Weyl’s theorem. Thus, it is enough to  show 

th a t  <r(T*) \<tw(T*) =  <т„(Т*) \<t«*(T*). If A €  <x«(T*) \<хми;(Т*), then 

ind (T* - AI) ^  0. Also, q(T* - AI) - p(T  - AI) < oo as T  is totally  posinormal, 

so th a t ind (T* - AI) ^  0. Then. ind{T* - AI) -  0 and A € сг(Т*) \<t,„(T*). 

Since the reverse inclusion holds for every operator, we conclude th a t T* 

satisfies property (w).

(ii) Since T  has SVEP, we have cr(T*) ֊  <7„(Т*). Now property  (aw) for T* follows 

from Weyl’s theorem  for T* (Theorem 3.1(i)).

The proof of parts  (iii) and (iv) is sim ilar to  th a t of pa rt (i) because T* 

satisfies Brow der’s and a-Brow der’s theorem s (see Theorem  3.2). □

E x a m p le  4 .1 . Let H  — 12 and T  be defined as in Example 2.1:

T (x  i ,x 2,x 3, . . . )  =  (0 , х і , 2х 2, х з , 4х4, . . . )  =  (0 , 01X1, 02X2, 03X3 , 04X4, . . . ) ,  

where
_  j j ,  if j  €  N, j  =  2n;

^ " \ l ,  if  j  — 2n  — 1.
Also, an in terrup ter P  for T is given by the  diagonal operato r w ith diagonal entries 

РГ-

Clearly, <т/((Т) =  ф. and  hencc E„(T) =  E™(T) =  ф. From [7]. since 1տւո _>00 |on | — 

oc, we have

cr(T) o-(T*) =  С U {oc}, the extended complex plane.

<r«(T) — {oc} and a„(T*) C u { o c } ,

<Гр(Т*) =  С so th a t E„(T*) =  E“ (T*) =  ф.

proof of a-Browcler’s theorem for operator T  (see Theorem  3.3). □

Proof.

* |2, if i G N, i  ^  3;
if?: =  1 , 2 .

C a s e  (i): Let A € a (T ), A փ ос.
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Then, A Հ <7a(T ) implies th a t #(T* - AI) - o (T  - AI) =  0. Hence p (T  - AI) q(T*

- AI) 0, and Я (Т  - AI) is closed, so th a t A g <7UU,(T) and in d (T* - AI) ^  0, implying 

th a t A € <xuw(T*). Also, A G <rP(T “) implies th a t в (T  - AI) =  tr(T* - AI) փ 0, so tha t 

in d (T  - AI) =  - in d { T* ֊ AI) փ 0, and  hence A G a w(T) and  A € <r,0(T*).

Since A (f. isocx(T) and A £ isocr(T*), then A does not lie in 7г„(Т). тг“ (Т), тг0(Т*) 

or < ( T * ) .

C a se  (ii): Let A =  oo.

Then A փ Ծ]}(T ). and  A G <rn(T) implies th a t q (T  - AI) =  0, b u t Я (Т  ֊ AI). and 

thus, CR(T* - AI) is no t closed. Hence. A =  oc lies in a tm)(T), <та,(Т), crwtu(T*) and 

<7tli(T*), and A does not belong to  7Г„(Т), 7г“ (Т), тг0(Т*) and 7г®(Т*).

R o m  the above cases, we infer tha t:

<r,„(T) =  C U  {oo} and <t„u,(T) =  {oo},

<rw( T * ) - < r uw(T*) =  C u { o o } ,

E 0(T ) =  Е«(Т) =  E0(T*) -  E«(T*) -  ф}

7Г0(Т) < ( T )  7Г0(Т*) 7Гу(Т*) ф.

Therefore, the  operators Т  and Т* satisfy Weyl’s theorem , Brow der’s theorem, 

a-WeyPs theorem , a-Brow der’s theorem , and properties (w), (b), (aw) and (ab).

R e m a rk  4 .1 . Exam ple 4.1 also shows th a t the condition th a t T ’ has SVEP, for T 

G p (H )  to  satisfy a-W eyl’s theorem, a-B row ders theorem  and properties (w), (b). 

(aw) and (ab), is only a sufficient condition bu t no t a  necessary one.
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А н н о т а ц и я .  Явление Г иббса исследуется дли  рядов по общей системе Ф ран­
клина. О бщ ая система Ф ранклина порожденная всюду плотной в [0,1] по­
следовательностью  точек 7  =  (էո ,ո  >  0), это последовательность кусочно 
линейных непрерывных функций с узлами из 7 , ո -ая  ф ункция которой име­
ет  узлы  t o , . . . , tn. В статье доказано, что явление Г иббса д л я  рядов по общей 
системе Ф ранклина имеет место почти для  всех точек отрезка [0,1].

M SC2010 num ber: 42С10.
К лю чевы е слова: явление Гиббса; ряд Фурье; общая система Франклина.

1. Введение

Явлением Г иббса называется определенная особенность поведения частичных 

сумм ряда Фурье в окрестности точки разрыва функции. Оно впервые обнару­

жено Г. Уилбрейамом (1848 г.) и значительно позже переоткрыто Д ж. Гиббсом 

(1899 г.). ո-ая частичная сумма ряда Фурье имеет большие колебания вблизи 

скачка, которое достигает максимума частичной суммы, выше заданной функ­

ции. При увеличении п  скачок не затухает, а стремится к конечному пределу.

Классическая система Франклина -  полная ортонормированная система кусочно­

линейных непрерывных функций с двоичными узлами. Она была введена Фран­

клином в [1]. как пример полной ортонормированной системы, которая являегся 

базисом в С  [0,1]. Затем эта система была исследована многими авторами с раз­

ных точек зрения. Хорошо известно, что классическая система Франклина яв­

ляется базисом в Մ  [0.1] при 1 < р < оо и безусловным базисом при 1 < р <  оо 

(см. [2]).

В данной статье мы исследуем обіцую систему Франклина, которая получается 

рассмотрением щюизвольной последовательности узлов. Берется всюду плотная 

в [0.1] последовательность различных точек Т =  ( կ ,ո  > 0) из [0,1] и строится 

обіцая система Франклина кусочно-линейных непрерывных фѵнкіщй с узлами
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7. Болес подробно общая система Франклина определена и параграфе 2 . Общая 

система Франклина также является базисом в С  [0.1] и Մ  [0,1] при 1 < р <  оо 

(см. [3]) и безусловным базисом при 1 < р < оо (см. [4]).

2. О п р е д е л е н и я  и  о с н о в н о й  р е з у л ь т а т

О п р е д е л е н и е  2 .1 .  Посаедоватпелъностъ 7  =  { կ  : ո  > 0} различных точек из 

[0,1] назовем допустимой, если to =  0, ti = 1, tn € (0,1) для любого п > 2 и 7  

всюду плотно в [0,1].

Пусть 7  =  {tn : п > 0} допустимая последовательность. Для ո > 1 обозначим 

Т„ — {t.i : 0 <  і < п  + 1}. Пусть itn = {ж" : х[' < ж£ц.О < г < 7і} -  неубывающая 

перестановка последовательности 7п. Тогда через Sn обозначим пространство 

функций определенных па R. которые непрерывны, линейны па ж"+1] для 

любого і = 0 ,1 ,...,п. Ясно, что diui5'„ =  n + 1  и Sn- i  С S n. Следовательно 

существует (с точностью до знака) единственная функция / п Е S,,, которая ор­

тогональна Sn_i и II/„IIշ =  1. Эту функцию назовем г;-ной функцией Франклина 

на R, соответствующей разбиению 7.

Д ля фиксированного п через Лг" , 0 <  і < п + 1, обозначим В-снлайны соот­

ветствующие 7ГП, т.е.

I U в остальных случаях,

np" ‘ 6 [ * " ֊ ! '<XJJ —1 ՞

0 в остальных случаях,

К ( І )  =
Հ - i j l ,  при է 6

I Հ ՜, ՝ ՜ձ  при t  e  [ i* ,x j+1]
Լ О в остальных случаях,

при 1 < к < ո -  1. Ясно, что {ЛГ"}”_0 образует базис в пространстве Տո.

О пределение 2.2. Пусть 7  допустимая последовательность. Общая си­

стема Франклина {քո,ո  > 0} соответствующая разбиению 7  определяется по 

правилу /о (f) =  1, / і  (է) = у/Ъ (2է — 1), и для п > 2. /„  есть п-ая функция Фран­

клина. соответствующая разбиению 7.



Из оценок Loo-норм ортогональных проекций на кусочно-линейных функциях

(см. [3]) следует, что для каждой последовательности узлов Т, соответствующая

система Франклина является базисом в С[0.1] и L1' [0,1], 1 < р < оо.
2 т  ֊  1 ,

Отметим, что в случае tu = —^ — , для п  = 2к + т , к = 0 ,1 ,__  тп €

{1,2....... 2к }. мы получаем классическую систему Франклина (см. [1]).

О пределени е 2.3. Пусть կ  точка разрыва первого рода функции q 6 L 1 [0,1], 

причем \q (fo+) ~ <7 (*о~)І = 2d > Q. и пусть последоватслность функций {qn (£)}**[ 

сходится к q (է) в каж.дой точке некоторой окреспости точки կ - Функцию

с  (to, 9, {«»}“  і) =  G (tо) =  П т i  |, „ ( t )  ֊  +
ո —V ОС ՚

назовем функцией Гиббса для последовательности {qn (£)}^Lr  Если G (էо) > 1, 

то скажем, что для последователности {9ո(0}^Լւ в яго-чке կ  имеет место 

явление Гиббса.

Хорошо известно (см. [5], стр. 123-126). что для частичных сумм ряда Фурье 

но тригонометрической системе имеет место явление Гиббса: функция G (կ )  не 

зависит от կ  и равна постоянной Гиббса

о
Явление Гиббса для рядов Фурье по системе Уолша, исследовано в работах [6] 

и [7]. Существование явления Гиббса для рядов Фурье по системе Уоліпа дока­

зано А. М. Зубакииом в [б]. В [7] доказано, что значение постоянной Гиббса для 

частичных сумм рядов Фурье-Уолша зависит от распределения точек разрыва 

функции, и для двоично-иррациональных точек находиться между числами -  и 
3 3 4- .  Значение -  достигается почти всюду, а значение -  в определенных точках.

Явление Гиббса дпя рядов Фурье по классической системе Франклина иссле­

довано О. Г. Саргсяном в [8], где доказана следующая теорема:

Т еорем а 2.1. Пусть կ  является точко-и разрыва первого рода функции ք  £

Լ 1 [0,1]. Обозначим че.рез Տո ( / ,  է) частичную сумму ряда Фурье-Фраиклипа функ­

ции ք  и G (to ) =  G (Կ , ք, {Տո (/)}^= լ)- Тогда в каждой точке կ  € (0,1)

ЯВЛЕНИЕ ГИББСА ДЛЯ ОБЩ ЕЙ СИСТЕМЫ ФРАНКЛИНА
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причем почти всюду
4ѵ /3

° м  =  1 +  з ( з + \ Щ -

Сформулируем основной результат настоящей статьи:

Т еорема 2.2. Пусть to является точкой разрыва первого рода функции /  € 

L1 [0.1]. Обозначим через 5„ ( /, է) частичную сумму ряда Фурье по общей си- 

стеліс Франклина функции ք и G (£о) =  G (̂ о* / .  {£» (/)}^Լւ)- Тогда

a) (7(<о) <  2 дл* любого to € (0, I),
5

b) G  (<о) >  ՜յ  для почти всех կ  € [0,1].

Зам ечани е 2.1. Заметим, что ниж няя грань в теореме 2.2 больше чем ниж­

няя грань в теореме 2.1.

С ледствие 2.1. Явление Гиббса для рядов Фурье по общей системе Франклина 

имеет место почти во всех точках отрезка [0,1].

Зам ечани е 2.2. В статье [9] для общей системы Франклина { /Ո}^Լ0 доказано, 

что для почти всех х  € [0,1], если функция ք € Լ 1 [0.1] в точке х имеет разрыв 

первого рода, то ряд Фурье-Франклина расходится в этой точке. До этого в [10] 

было доказано, что для классической системы Франклина последнее свойство 

справедливо для всех х  € [0,1]. В связи с этим и с теоремой 2.2 возникают 

следуюхцие два вопроса:

Вопрос 2.1. Справедливо ли  утверждение, что для рядов Фурье по произволь­

ной общей системе Франклина явление Гиббса имеет место для всех точек 

интервала (0,1) ?

Вопрос 2.2. Сщхіведливо ли  утверждение, что для произвольной общей си­

стемы Франклина, если в точке х  € [0,1] функция ք € Լ 1 [0,1] имеет разрыв 

первого рода, то ряд Фурье расходится в этой точке?

3. Д о к а з а т е л ь с т в о  о с н о в н о г о  р е з у л ь т а т а

Для упрощения обозначений, иногда будем писать х, вместо х". Зафиксируем 

п-ое разбиение отрезка [0,1]:

0 =  х0 < Х\ < . . .  < Х„_ լ <  х„ =  1.
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и обозначим А; = Х{ — Хі- Также, для любого і 6 { 0 ,1 ,... ,п} обозначим а* = 
К п (хк,хі). Рассмотрим следуюіцую функцию

ЯВЛЕНИЕ ГИББСА Д ЛЯ ОБЩ ЕЙ СИСТЕМЫ ФРАНКЛИНА

Обозначим через S n (ірх , է) последовательность частичных сумм ряда Фурье по 

общей системе Франклина функции Заметим, что

Д оказательство . Поскольку функция Տ„ {<рхЛ) кусочно-линейная и непрерыв­

ная относительно переменной է, следовательно, достаточно доказать, что

для любого к £ {0 ,1 ,----п}. Без ограничения общности мы можем считать, что

X € [хт , л-Ѵп+і], где m e  { 1 ,2 ,. .. ,  п — 2}. Обозначим а* =  K n(xk, Хі), г =  1 , п. 

Через X ՛  обозначим точку, которая удовлетворяет условиям К п (х ^ .х 1) =  0 и 

X՛ е  (хт,х т+і).

Теперь вычислим S n {ірх ,Хк)- Поскольку функция

S,, {V tJ ) = J  4>х (т) Кп (է, т)(іт = J  К  у, (է., т) Нт,
о о

где К п (х. т) 7і-ое ядро Дирихле общей системы Франклина.

Л ем м а  3.1. Если х  6 (0,1) и t G [0,1], то

пришщлежит S n. то,, то

о

1 при к < пг  
О при к > т.

Следовательно, получаем
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Лг,
(It

i+l

! («т+1 +  2«гп) Ат + і1  - ------------  n ,m fc< m ,

(«т+ 1  +  2 « т )  Ат + і ----------------------------  при к >  т.

Таким образом, имеем
X  * т  X

S „ (ѵ З х.Т і) =  J К п  (Xk, t )dt  = J  К' n( x k , t ) d t  + J  K n ( xk , t ) d t
О 0 хт

Х т х

= J  К п (**,<) dt + J  Լօ-m + (է -  х т) J dt.
О Тт

Хт

=  I  К п  ( z i c , t ) d t  +  t t ro ( х  -  х т ) +  ^ * т  (X  ֊  х т ) 2

о

I («m+J +  2 а т ) Ат +1 ,  V , f tm + 1 -U m , ч2 , ,
1 -  ------------ -------------  + С » т ( ^ - ^ т )  +  ---2Д---- j--- ( а г - і т )  при fc <

( ^ т + І  ”1՜ 2 ^ т )  A^i+i . . & т + 1 ^քդ . շ֊  ----------- - ------------ +  Օկո (x -  xm) +  2Л ^  ■ (x -  *m) при к >

С лучай  I: к < т. Если к < т, тогда имеем, что (см. (11|)

(<*і +  2« і+ і ) Ai+i =  ֊  (2л і+ і +  «է+շ) А,+շ 

для любого г € {&, к + 1 , . . . ,  т  — 1}. Следовательно

(o ik  +  2r>fc+i) Afc+ i • ТТ —̂——— —  =  (—1)та к  (2от  +  « т + і) Ат + І . 
i=jk+i a *+1

Из неравенств |ui| > 2|օ:*+ւ| и а*а;+1 <  0 (см. [11)) следует, что 
0 < ^ + 2 а і і і < 1 

2аі 4՜ (*і+і 2
для любого і € {к +  l,A: +  2 , . . . , ? n — 1}, поэтому

{&к 2оСк+і) Afc+1 ! \ іп —к /о „ I \ \
-------- . .է-----------------  >  ( - 1 )  (2«m  +  arm+ l)  Am+1.

Заметим, что из равенства (см. [11])
( * к -  іА*. П к  (Afc +  Afc+ i )  քԱ+ւ Аfc-ц

6 6 6

вытекает, что

=  1

( о  к +  2 а к+ 1) Ajt+i <  (2՞ *  +  ՞ շ* + ' ) ^ + '  =  3 ( l - Ճ Ջ + Ջ = ւ 1 ^ )  <  3,
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следовательно

( - 1 Г  fc(2am +  Om+i) ^m+1 < ;
2 m  k  » ’

в частности

(3.1)

при А՛ <  т. Теперь рассмотрим два подслучая.

а) а т > 0. В этом случае имеем

Sn (ѵ>,„, a-fc) <  S n  ( p * . *(:) <  Տո  ( w , X k ) ,

потому ЧТО

J  ft-,, (,* . t) dt =  +  > о.

Таким образом достаточно доказать, что

(3.2) S„ > - -  и S„(yv..T t ) <

Поскольку а т„, Qjt > 0 и с*;а,+і < 0 для любого і е  { 0 ,1 ,. . . ,  ո — 1}, следователь­

но (in — к) :2.

Если к < т , то используя неравенство (3.1), получим

о / . _ Ч 1 (Qm+i +  2а т) Ат„+1 1 1
(<Рх„.,Хк) =  1 -------------------£---------------  >  շ  >  ֊ ֊ ■

Если к =  т ,  то будем иметь

„  / ч , (a /f+l +  2«fc) f̂c+1 (2«fc +  ^fc-l) Afc+1 Л 1
S .((fc ..* » >  =  1 -------------- 6----------- = ------------ о----------- > 0 > -  5 .

Теперь докажем второе неравенство в (3.2). Поскольку х ' — х Тп = a ’w^f,t+1 ^
«гп -  «т+ 1

следовательно

с? Հ ч , , X +  «mftm+l +  «^+ І
( w .S f c )  =  1 +  A„l+ i ------ — ------- -------- 7------ .

0 (a m -  Otm 1 1)

Так как (rn — к) :2, то из неравенств (3.1) и

(ftfc + l + 2<*fc) Afc-fl <  լ  
6

следует, что если А; <  тп, то Лт +і <
2 a , „ 4- a w + i  

Таким образом

S„ {(fx',Xk) < 1 +
а;п + а т а т -ц +  օ,ռ+ւ 

(2am +  a m+i) ( a m -  a m+i) 
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_  (2ft„, + O՛m-ք 1) (Ощ -  Скт + і) + Зат + j ((>„, + Qm+l) ^  յ 1 _  3
+ 2 (2a m +  a m+i) (om -  a»n+i) 2 ~  2'

Второе неравенство в (3.2) доказано,

б) а т < 0. В этом случае имеем

5„ ( w . х к) < Sn *к) < Sn (Vxm. х к) ,

ПОТОМ)' ч т о
Х„. X  I

(« ,„  +  a t, i+ i )  Am + iJ  K n {xk , t ) d t  = - < 0 .

Таким образом достаточно доказать, что

(3.3) s„ (ч>г,хь) > - ֊  и S„ (¥>,„, J-*) < ֊ .

Поскольку а т  < 0, то к  < т  и [т  -  к  +  1) :2. Следовательно, из неравенства (3.1)
3

получим оценку Ат + і <  — ------—--------. Имеем также a m+i > 0 и а т +  2am+1 <
ьОСщ т  O՛m+ւ

0. Отсюда следует, что

5 »  ( * , .  * 0  ֊֊ 1 +  Am + , >  х _  <  +  +
6 ( а т  -  O m +l) 2 (2Q'm +  <*?»i + l )  ( d m  ~  £Vm + l)

3 (ո Լ  ֊  Q^-H (a t„ -Ւ а т -ц)) 1
2(2Qm +  a m+i) ( a m - a m+i) > 2 ՜

Первое неравенство в (3.3) доказано. Вторе неравенство в (3.3) сразу следует из

неравенства (3.1):

о  \  1 (<*пн I +  2 с * т )  Ат + 1 1 .3
=  1 --------------------------------------------------------------  ---------------- 2  =  2 ՜

С лучай  II: А; >  т. В этом случае из неравенства (см. |11])

(а* +  2с*і+і) Aj+i =  — (2«і+і +  a՛i+շ) Ai+շ, і £ {m — 1, m ,. . . ,  к  — 2} 

следует, что
I:—2

(2a t - i  +  ajtJA* П  2ք1՜ +օ ՞ '+ ' = ( - l ) * " m K . - i  +  2a,„)A,„.
t - m

Из неравенств |сѵ*| >  2 |о ,+і| и a ja i+ i < 0 (см. [11]) следует, что

О <  - ^ . +  " |+ 1  <  — 
nti +  2сѵі+і 2

для любого i е  {m. т  4- 1 , . . . ,  А: -  2}, поэтому

( - ! ) * - " *  ( в т ֊ і  +  2 a , „ )  Am  <  ■(- Ո *-շ՜ ձ է - ւ է ) > է .
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Замечая, что

(2ок_ , +  а ,)А ,  < (а * -‘ +22п‘ )А* = з ( і - ( շ չ ± լ + |ճ 1 Հ ճ ± \  < з

получаем

(- 1 ) ‘ - '" ( а т  , +2«,„)А ,„ <  »

в частности, имеем

(3.4) ( - 1 ) ‘ - т (пт _1 +  2 а„ )Л т  < 3 .

О п я т ь  рассмотрим два подслучая.

а) л т  > 0. В этом случае имеем

S„ , х*) <  S„ (tpx , хк) < Sn (1pX' ,Xk)  ■

потому что

/
Поскольку a m >  0, то m + 1 <  к и ( т  -  А:) :2. Следовательно, из неравенств (3.4) 
получим

S n  =  -( Q m  +  2 a ’6n + l)A m + 1  >  ֊ ֊

է, / * , “ m +  «mOrn+ւ +  a„,+1 +  a ma,„+i +  a i .+1
& .( V V .* t )  =  A n » fl------ -ГГ֊--------------- <  ֊ »■ ” . ---------Д -------- ,n+ l .

B (ara -  a m+l) 2 (a m +  2«m+l) (<*m ֊O fn tl)

2 2 (a m +  2am+i) (a m -  a m+1) 2 2
6) a m < 0. В этом случае имеем

Sn (ф г',хк) < S„(ipx,xit) < S„ (ipx„ ,,,X k )  ,

потому что

J К „ (**. t) dt = (П- + Д 7 і)А - +՛ > 0.
z m

Поскольку a m+i > 0. следовательно, если +  1 < А:, го из неравенств (3.4) 

получим оценку (а т + 2ռա+ւ) Лт + 1 < 6, но мы также имеем

(a * -, +  3a*) А* =  6 ( і  ֊  K + 1  +  ^ Կ + ՝ )  < 6.
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Таким образом, если т < к՝, то (аш +  2ат+і) А,п+і < 0. Следовательно 

Հ  +  Оп.Лш+1 +  օ Լ  I 1 ^ <**, + «mOm+І + О,2,, , і
« )  =  А,„+і 6(Ու„ _ „ m+l) (ո„, +  2om+1)(a„ , ֊  n m+1)

3otrn (cvm 4- q w+i ) 1 I
~ 2 (л„, + 2 « т м )  (ftm ֊  < W i) 2 > 2

и
r, / \ (<*»« + 2«//i+i) Aw+i 3
S „  = ------------------£---------------- <  1 Հ  շ 1

Лемма 3.1 доказана.

Л ем м а  3.2. Если 0 <  А: < ѵ -  1, то справедливы следующие утверждения, 

а) Если г. е  ^О, — -  , то для любого х  €

Ь) Если с €
(  2\/3 — 3 1
Լ 6 12

т.к +  А*+ і ( і ֊ Ѵ/^ Г ] . ^ + 2֊ ■ 

S„ (<Pt,*k) > 1 +cAi.+ia/t.

.  Г , , 2 -  V I -  12c 2A*+i l, то для любого s  6 x* +  At+ i --------- ---------- ,.t 4 h-------

S„ (Vx,Xk) >  1 +  cAfc+ia t .

■HCTBO относи-Д оказательство . Пусть с € ^0, . Решим следующее неравс

телыю переменной х :

(3.5) Sn (<Рх,Хк) > 1 +  cXk+la k .

Поскольку (см. доказательство леммы 3.1)

5 „ ( ^ ,  х„)  =  1 -  + а ^ + а к (х -  х „) +  . ( i Z f t g .
0  AA;+ 1 2

следовательно корни уравнения 5,»(у?*,х*) =  1 +  сА^+іа* являются следующие 
числа

X  =  Х к +  Х к+ \ -
а к ± і

(1 ֊  6с) ag +  (1 +  6с) a kQk+1 +  ց Լ

f>k ֊  «fc+І
Обозначим через х ՛ точку, удовлетворяющую следующим условиям: К п( х к ,х ')  = 

0 , X ՛ е  (xk,xk+i). Заметим, что из неравенства > 2 |скА:-»֊і| (см. |11|) следует, 
что

X ՛ -  х к а к
Хк+і + Х к - Х 1 |ftfc+i| >  2 ,

Т.е. X ՛ >  Х к  +  — 1 (см. рисунок).
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Рис. 1

С ле до ва те льн о

Xk +  Ак+і -
а *  +

I
(1 -  Сс)а% +  (1 +  Gc) OfcOfc+i + ւվ

П к  -  « է + 1

-  ... , П к\к+1 J  2At+1
>  Xfc  +  ----------------------  —  X  >  X lc  H----------------

а  к -  afc+i 3

Введем функцию

/ . ( * )  =  -

/(1 -  Gc) а 2 +  (1 +  Gc) OfcX +  .т2
՜  V  3

а *  -  X

Легко проверить, что неравенство հ' (х) > 0 равносильно неравенству

(3.6)
/ ( 1  — бс) п / і  +  (1 +  бс) QfcX +  X 2 л  .

2«k J - -------- ’ к „֊------ ---- ----------- ( 1 - 2 с ) а £ - ( 1  +  2с)а*с
Л ' ( х )  = ------- і --------------------------- у .  ,  . ------- ------------------- >  0 .

Поскольку ttfc > 0 и с < — , то

(1 -  2с)а* +  (1 + 2 с )х  > (1 -2 с ) а *  -  (1 +  2с) у  =  1 շ 6Ր» t  > 0,

следовательно неравенство (3.6) равносильно неравенству

4 ( 1 - В с ) ^  +  д + 6 с )  ^ х ±  ^  շ  ( (1  _  2 с )  а і  +  ( 1 +  2 с )  т ) 2  _

поэтому 1 — 12с — Г2с2 > 0.



Таким образом, если с € [0.

в. г. МИКАЕЛЯН 

2 > /3 ֊3
6 то функция h возрастающая и в част­

ности /і(а*+1) < Л(0) =  1 -  • т.е. неравенство (3.5) справедливо ді

% 2Afc
Xfc +  Afc+1 I 1 -  \ j  — g—  I , x k +  —любых X € 

Если с €
/ ‘2\/з  -  з _ լ
I в ’ 12

2Afc + i 
3

, то функция h. убывающая, и, в частности, получаем

/ і ( а 1 + і )  <  Л ( ֊ у )  =
2 ֊  sj\ -  12c

, , Г 2 -  VI -  12c 2Ajt+11т.е. (3.5) справедливо для любых я; € \Хк +  Afc+i------- ---------,Хк Н----- . Лем­

ма 3.2 доказана.-------------------------------------------------------------------------------------- □

Л ем м а 3.3. Если 0 < а  < 1, то для любого отрезка [а.Ь] С [0,1] существу­

ет такое натуральное число N , что для любого натурального числа п  > N  

существует s € { 0 ,1 ,... ,  п  — 1} так, что [ж*, яя+і] С (а. 6) и - > а.

Д оказательство . Предположим, что существует такой отрезок [а, Ь] С [0,1], что 

для всех N  е N существует натуральное число п  > N . так. что из [:rs,ха+1] с  

(а,Ь) следует неравенство <  а. Обозначим А (г?) =  тюс {А,}. Так как

Ііт  А (п) =  0. то существует натуральное число N, что для всех натуральных
п—>оо

чисел п > N  выполняется неравенство А (п) < —— — — . Из нашего пред­

положения получаем, что существует такое натуральное число щ  > N, что из 

условия [жв,.тв+і] С (а ,ծ) следует Ая+і < аАя. Поскольку [а.Ь] С [0,1]. то суще­

ствуют такие i , j  € {1 ,2 ,... ,п 0}, что і < а < а:,• < х і+1 < . . .  <  x j < Ъ < Xj+i. 

Таким образом А^+і < аХк для всех к G { і,і + 1 , .. .  , j  — 1}, следовательно 
j j - 1 j  

У .  Afc < q ^  А к < o ^ 2  Afc.

поэтому (1 -  a) ^ 2  Хк < a  A լ < aA (n0). 
k=i+1

С другой стороны, мы имеем

А* > ծ — a -  Ai_i — Aj+i > b — a — 2A (no).
A:=i+1
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„  ,  , ,  № - а ) ( 1 - о )  .  Ц - я ) ( 1 ֊ о )
Іаким образом A (no; > ------շ  — Q------ ---------շ-------- ' ^ 1'0 противоречит на­
шему предположению. Лемма 3.3 доказана.------------------------------------------------- □

Л ем м а 3.4. Для всех Տ £ ^О, ^  существует такое положительное число г, что

дли любоію отрезка [а, Ь] С [0,1] существует натуральное число N , что из п > N

следует неравенство // (Е„ (5) Ո [а, 6]) > е (6 -  а), где

Е п (Л) =  {х  £ [0,1] : существует такой т  £ {(), 1, —  п} , что Տո (ѵ?.с, ж,„) > 1 +  5} . 

Д оказательство . Поскольку ft € ^ О , то существуют такие ո £ (0,1) и

Ел € Го, — V  что Я = -— ֊ - • ——г- Теперь в лемме 2 положим с: =  -— — .\  12 J 4 а  + 1 12
Поскольку

1 -
144

ЯВЛЕНИЕ ГИББСА Д ЛЯ ОБШ ЕЙ СИСТЕМЫ ФРАНКЛИНА

1 .  1 "  144 2%/3 ֊  3
1 2 > С > - 12 '  0 

следовательно неравенство (3.5) справедливо для всех х  £ յ®* +  — е Л  Ajt+i,

+ - Хь+1 j • Если > а , то из неравенства a* >  ----- -------  (см. [11]) вьгге-
3 J Лк А к +  лк+і

кает, что

5 „ ( * , , » )  > 1+ Ц М  W * k > 1 + Ц М . ^  > 1 + ֊ 1 ՛ —  =  1+Л

Таким образом, получаем

(3.7) ц (Е п (S) Ո [x*,x/t+i]) >  SiXk+i.

Теперь возьмем отрезок [а',Ь'] С [а.Ь] таким чтобы а՛ >  а и I /  — а <  —֊—. Из

леммы 3 следует, что существует такое натуральное число N \ . что для любого

натурального числа ո > Лгі существует г £ { 1 ,2 ,. .. .  п  — 1}, что [.Т{, ж*+і] С (о7, Ь՛)

и > а . Поскольку [а.Ь] С [0,1], то существует j  £ {1,2---- , n —1}, что

x j < Ь < Xj+1- Очевидно, что существует такое натуральное число N 2 , что для
Ь — а

любого натурального числа п  > Л շ имеем Ь -  x j <  —-—.

Пусть п > n \n x {N \.N ‘2 }. Если ——  >  а  для всех s £ {і,г +  1 -  1}. то
А*

иснользѵя (3.7) получим оценки

ц  (Е п (<5) Ո [a, 6]) >  /і (En (ծ) Ո [xi,Xj]) > е\ (Ai+i +  . . .  +  Aj)

= £ 1  (Ь -  a -  (хі -  a) -  (Ь -  x j)) > e\ (6 ֊  a -  (6' -  a) -  (6 -  x j))
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Наконец, из этих неравенств получаем

ц  (£„  (й) Ո [а. Ь]) >  ц  (£„ (Տ) Ո [xf, *jl)

= , ,  (л) ո  ^ լ յ  )  + 1՛ (* )ո  \  ( у  Д . )  )  )

> £і (1 - л ) ^ / і ( Д , )  +  ; і  (1 -  а)//. \  Д „ ^  =  e, (1 -  г») (Xj ֊ ո )

=  £1 (1 -  а )  (6 -  а -  (Xi -  а) -  (Ь -  Xj)) > ei (1 - a ) ( b - a  -  (Ь' - a ) -  (b -  Xj))

/ ,  % ( ւ  ь ~ а  ь ֊ а \  £ i  ( 1  — a )>  ei (1 -  a ) Լ6 -  a ----- ---------- —  J = ----- ------ (b -  a ) .

Положив e = 1 , будем иметь ft (Eu (6) Ո [а, ?>]) > c ( b ֊ a ) .  Лемма 3.4

Л ем м а  3.5. Если .4 с  К и ft ( А) > 0, то для любох-о в  е  (0,1) существует такой 

отрезок [а, 6], что

/t (А  Ո [а, b]) > 0(Ь -  а ) .

Д оказательство . Из теоремы Лебега о точках плотности следует, что суще­

ствует X  € А, для которой
ц ( А Г \[ х - І і ,х  + Іі]) ,

հա ------------- —----------- =  1.
/і-»0+ 2/1

Следовательно существует հօ > 0, что

f i ( y l n [ i - / i o , x  +  /io])

-----------------2 £ -----------------> А

т.е. [ւ (Ճ Ո [х -  ho, X +  ho]) > fi (х +  ho -  (х -  ho)). Лемма 3.5 доказана. □

Л ем м а  3.6. Пусть {ճո}^_1 последовательность подмножеств [0.1]. Если су­

ществует такое положительное число £, что для любого отрезка [а, Ь] С [0,1] 

существует натуральное число N , что при п > N , справедливо неравенство

/х (А п Ո [a, b]) > £ (b -  a ) ,

тогда /ւ ( Ііш A n ] = 1.
\ n —»oo /

Д оказательство . Обозначим через gv (;г), x  € [0,1] характеристическую функ­

цию множества А п . Если х  Հ ետ А п, то существует no € N, что х  4. А п для
П-ЮО
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любого п > по, следовательно Нгп̂  дп (х) = 0. Таким образом, достаточно дока­

зать, что lim дп (х) փ 0 почти всюду в [0,1]. Предположим, что Ііш дѵ (.т) =  0
п—» ос и—too

для всех X € G и ц  (G) > 0. Из теоремы Егорова следует, что существует такое 

множество F  С [0,1], что /і (F) >  0 и дп (х) 0 на F , поэтому существует нату­

ральное число N ', что ди (х) =  0 для любого п > N т.е. F n  А п = 0, при п > N'. 

Из леммы 3.5 следует, что существует такой отрезок [а, 6] С [0,1), что 

f i(F  П [а, 6]) >  (1 — £) (6 -  а ) .

С другой стороны, мы имеем, что существует натуральное число /V, что 

ц ( А п  П [ а ,ծ]) >  e ( b - a ) ,  

для любого ո > N . Таким образом, если ո  > т а x{N , N '}, то

0 =  /x (F n  An) > ii(FC\[a,b]) + ц (А п Ո [а,Ь]) -  /і((а,Ь])

> (1 — е) (b -  а) + £ (b ֊  a) — (b -  a) = 0, 

что противоречит нашему предположению. Лемма 3.5 доказана. □

Л ем м а 3.7. Пусть х  € [0,1]. Если существует положительное число S и та­

кие последовательности натуральных чисел wik, ilk, что

(VnXm J > 1 + <5,

для всех к € N. то lim х т. = х.А:-400

Д оказательство . Зафиксируем к  и обозначим через S j  площадь треугольника, 

вершинами которого являются точка (x j , К  (х тк ,x j))  и ближайшие слева и спра­

ва от точки Xj нули функции К  (хШк, է). Мы имеем, что существует такое число 

е е  (0,1). что Sj < emk~j Smk для любого j  е  {1,2— , тпк} и Sj < £j ~mkSmk для 

любого j  € {гпк,тк +  1 . .. .  ,п} (см. [12]). Заметим, что (см. [11])
с  ^  ՜*" ^»nfc+l _ A«,fc + Amfc+i 4 n
Յ ա ւ Ъ  ---------- ----------- ^  ---------------------------------------------------------------

В. Г. МИКАЕЛЯН

2 շ Am, +  AWfc+1

Следовательно Sj < 2£m*~i для любого j  6 {1 ,2 ,... ,т* }  и Sj < 2e3~mk для 

любого j  € {тпк, rnk + 1 . . . . ,  ո).

Допустим, что X  G [ x j _ i , x j ]  и г < тпк■ Тогда
I  •

1 +  і5 <  S„k (<px ,x mk) =  f  К Пк fcmk,t)d t  < Տյ <  2 Y ՝ e ”“ ~j  <  2e 
•l , - 1  i — t3=1 i = 1 1 £
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, ( l _ e) ( l  +  rf)
о г > тгік — logc ------ --------- . Ьсли же г > гг/*., то

х  1

1 +  fi < J  К Пк {хГПь, t) (it =  1 -  J  К Пк (X m k , t) fit.

ЯВЛЕНИЕ ГИББСА Д ЛЯ ОБЩЕЙ СИСТЕМЫ ФРАНКЛИНА

поэтому

2f* 1 m*
- 6  > I  K n„ (x„lk,t)d t  > ֊  S j > ֊ 2  ej  ™fc > ~ ֊ Z -----•

J j= i-1 j= i֊l E

Таким образом г < ink + 1 + logc ^  0 ~  - Поскольку числа logc —— ՜ -̂ 1 + ^  и

1 + logf не зависят от к , то \\ги х тк = х. Лемма 3.7 доказана. □

___  9
С ледствие 3.1. Jim S„ (ірх , է) > для почти всех х  € [0,1].

Д о казательство . Пусть ծ' € ^О, Из лемм 3.4 и 3.6 следусгг. что

/і ^ Ііш Еп (<5)̂  =  1.

Если X е  Ііпі Еп (Տ), то существует такая последовательность натуральных чи-
п—юс

сел Пк, что X  € Е Пк (б) для любого к € N, что означает, что существует такая 

последовательность натуральных чисел Шк, что

^пі, >  1 4 ՜ <5.

Следовательно из леммы 3.7 получим \іѵп х,Пк = х. Поэтому

liin Տո (̂ >т , է) > 1 4- Տ,

неравенство справедливо для всех Л՝ G ^О, слс:дс)нат<՝льно

J ta  « . (* . .* )  շ  1 +  5 =  1-

Следствие 3.1 доказано. □

Л ем м а  3.8. Пусть t0 € (0,1), а д ограниченная на [0,1] и непрерывная в точке 

/о функция. Тогда lim 6’„ (д, t) =  д (to)-t—*tuՈ-* ОО
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Д оказательство . Пусть

О =  xfi < ж” < . . .  <  ж” =  1

ո-ое разбиение отрезка [0,1]. Имеем, что для каждог о е существует такая <5, что 

для любого է е  («о -  6, է0 + 6), справедливо неравенство \g(t) -  д (*0)| < е. Мы 

также имеем, что существует такое действительное число А/, что \д  (і)| <  М  для 

всех է € [0,1]. Поскольку

Хдп ближайшую точку разбиения справа от точки կ  -  6. Существует такое 

натуральное число N . что для любого натурального числа п > N . справедливо

о
следовательно из (3.7) получим

о

|Տ„ (д, է) — д «о)| < J \1<п (է, *)| \д (») -  д « 0)| А,
О

to+6

l(i—S
to +6

(;t,s) \d s  + e  /  \Kn (t,s )\d s  < 2Л/ /  \Kn (t,s )\d s  + 3e.
to—6 |« —to|><V

Таким образом, достаточно доказать предельное соотношение

Справедлива формула (см. [11])



ЯВЛЕНИЕ ГИББСА Д ЛЯ ОБШЕЙ СИСТЕМЫ ФРАНКЛИНА

г д е  к, і €  { 0 ,1 ,. .. ,  п} и к փ і  (с м . [11]), с л е д у е т , ч т о

to —Ь *°Т^І «  to — S
J  \Kn (t,n)\dx = j  E-W ,? (t)K „ (x 'i,s ) da=  J

T k=p„ i=0 
1,՝ 7 6 ո  ղո

ds
- I

fc=P»

< j  ± ± \ K „ t t , 4) \ *<  I  ЕЕ(і)""'—p;...
5 N .  m  ճ * ■ = ,„ ( -o w  • I

7  "  , ՚՛ / 2 \ *

/ . ? s ( 0fc=;>„ i=0 

fo-Л
144

>-<f

, r . - 4 .  ш  
ds <  —— 

6

Поскольку l im  (p „  -  qn) = + o o ,  to
n—»oc

to -й

/ ©
+  0 0 ,  T< 

to

Hm J  \Kn (t . s)| ds =  0.

/ 5 ©0 " —Pn

( I ) ’՜ ՜ " ՛

Точно также мы можем доказать, что 
1

Hm j  IК п (է, s)| ds =  0, 
n—>octn+d

следовательно Սա J  \Kn (է, տ)| ds =  0. Лемма 3.8 доказана. □
Ո '30|-՝, --էօ|><5 

Теперь докажем основной результат.

Д оказател ьство  теорем ы  2.2. Пусть to £ (0,1), /  (to+) =  d\ и f  (to—) = ժշ. 

Рассмотрим функцию

( .  _  f  ք (է) -  <pt0 (է) (d2 -  ժճ) при է 6 [0,1] \  {է0}
У \ d l  при է =  to-

Легко видеть, что функция д непрерывна в точке to и ограниченна на [0,1]. 

Следовательно из леммы 8 следует, что lim Su (д, է) =  д (to) =  d\. Таким образом
t-*to

lim S n ( /, է) =
t —tti)

[ d\ +  (ժշ -  d\) lim Sn (գ>կ,է) при ժշ > d]
t-*toI n —>00

I di +  (ժշ -  d\) lim S n (<Pto,t) при d2 < di, 
t - n  о

V n —» oo
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d \  +  ( d 2 -  d i )  lim Sn {< P t,,,t)  п р и  d 2 <  d x
/—►to n—» oo

S n ^ ’^  I <h + (d2 ֊ d i )  lim S„ (ipt„, t) при d2 > d\.
Tl—>00 I t4 l(^

Из определении 3 следует, что

G (/0) =  max < 2 lim Sn (v?to>0 - 1 . - 2  ІІШ Տո (^ է„,է) +  1I t »t<)I n—>эо

Из леммы 1 следует, что для любого կ  € [0,1]

G(t.0) <  max 1 2 • I  -  1,2 - i  +  l |  տ 2,

И наконец, из следствии 2 мы получаем, что для почти всех կ  € [0.1]

G ( t„ )> 2  Е  S n i V b . t ) -  1 > 2 . 5 - 1  =  5
*—»іо о  4ո֊-» ос

В заключение выражаю благодарность академику Г. Г. Геворкяну, под руковод­

ством которого выполнена настоящая работа.

A b s t r a c t .  The paper is devoted to the Gibbs phenomenon for series by general 

Franklin systems. The general Franklin system corresponding to a given dense sequence 

of points 7  =  (t„ ,n > 0) in [0.1] is defined to be a sequence of orthonormal piecewise 

linear functions with knots from 7, that is. the л-էհ function from the system has 

knots կ , . . . , է ո. The main result of this paper is that the Gibbs phenomenon for 

Fourier series by general Franklin systems occurs for almost all points of [0,1].
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A b s t r a c t .  T he paper considers a  general system of ordinary differential equations appearing in 
the neural network theory. T he activation functions arc assumed to  be continuous and  bounded 

by power type functions of th e  s ta tes  and d istribu ted  delay term s. T hese activation functions 
arc not necessarily Lipschitz continuous as it  is commonly assum ed in th e  lite ratu re. We obtain 
sufficient conditions for exponential decay of solutions.1

M S C 2 0 1 0  n u m b e rs :  34D20, 34K20.
K ey w o rd s : N eural network; activation function; distribu ted  delay; exponential stabilization.

1. I n t r o d u c t i o n  

In this paper, we deal w ith the following system  of equations:

(1.1) x\(t) =  -O i(0 * i(0  +  X j / i j  (t,Xj(t), J  K ijd .t.X jW dtj + c, (*),

i =  l , . . . ,m ,  w ith  given continuous functions X j(t) = xq j(t), t  €  (—o c ,0], պ(է) > 0 

and Ci(t), г =  1, t > 0. T he functions f LJ and K ij . i . j  =  1. are  assumed 

to be nonlinear and continuous, and satisfy some condition th a t will be specified 

later. N otice th a t the  system  (1.1) is a  generalized version of much simpler systems, 

appearing in the neural network theory (see [5, 7-9, 12, 14. 15|).

In designing (artificial) neural networks, the researchers were mainly interested in 

the hum an brain. N eural networks consist of several simple com putational elements 

(processors) known as "neuronsw hich are highly interconnected and arranged in 

layers. The tasks of neurons is to transform  the received signals from the input and 

transmit, th e  outcom e to  the  subsequent neurons.

The applications are numerous: quality control, identification of consumer charac­

teristics, ta rget m arketing, financial health  prediction, tex ture analysis, adaptive

1T h e  au tho r is grateful for th e  financial support, and  th e  facilities provided by King Abdulaziz 
C ity  of Science and Technology (K ACST) under the N ational Science, Technology and Innovation 
P lan  (N ST IP), Project. No. J5-OIL4884-OI24.
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control, d a ta  segm entation, recognition of genes, medical diagnosis, signal processing, 
etc.

Neural networks are particularly  useful for tasks a trad itional com puter cannot 

perform. Some of these tasks are, for example, detection of medical phenomena, 
forecasting, identification and prediction.

A fter appearance of the basic neural network systems, they have been extensively 

discussed in the  litera ture. The goal was to generalize these system s and to  discuss 

various issues for basic and  generalized system s (see [5, 7-9, 12. 14, 15]). It seems, the 

most studied question is the (global) asym ptotic stab ility  of solutions. To establish 

this property, various conditions have been imposed on the  coefficients and on the 

activation functions, and  a  lot of efforts were spent to  relax these conditions. The most 

commonly assumed condition was the Lipschitz continuity  condition for activation 

functions. We m ust, however, mention the references [1, 2, 4, 10, 11, 13], where the 

uon-Lipschitz case was studied.

In th is paper we assum e th a t the functions Խ  and K ij in (1.1) are (or are bounded 

by) continuous m onotone nondecreasing functions th a t are no t necessarily bounded 

or Lipschitz continuous. Even the  monotonicity condition may be dropped.

The m ain result of this paper provides sufficiently m ild sufficient conditions for 

solutions of the system (1.1) to  converge to  zero exponentially. To prove our main 

result, we use a  generalization of the Gronwall inequality presented below in Lemma 

2.1. Notice th a t th is lemma may also be used to  prove the  local existence of solutions. 

The global existence can be derived from our theorem . Since here we are concerned 

in the  convergence to  zero (of any solution), the  uniqueness is irrelevant.

T he paper is organized as follows. Section 2 contains some no ta tion , assum ptions 

and a lemma, which is used in the  proof of the m ain resu lt of the paper. In  Section 3 

we s ta te  and prove our m ain result (Theorem  3.1), followed by some corollaries and 

rem arks.

2. P r e l im in a r ie s

T he functions f i j  and K i j , i . j  = I , . . . . in ,  appearing in the system  (1.1), are 

assumed to  satisfy the  following assumption.

A s s u m p t io n  ( H I ) .  For t  > 0 and i , j  =  1, ...,rn .

\ f i j  ( *. *j ( < ) . > , j

<  b i j ( t . )  IX j ( t ) \ a “  ( |a 3-(t)| +  }'_x  l i j ( t  -  S ) i i v  ( |T j( ii) |)d s )  "  ,
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where b,j a re  uounegative continuous functions, կ  are  nonnegative continuously 

differential>le functions with summable first order derivatives, are  nonnegative 

nondecreasing continuous functions, and ( ti j,0 ij > 0 , i , j  =  l ,

D e fin itio n  2 .1 . A function  f  : R +  -» R +  is said to be in the clans H TM if  it satisfies 

the following two conditions:

(i) / ( i t )  is nondecreasing and continuous fo r  и  >  0 and positive fo r  и  >  0;

(ii) f (a u )  <  г(а)ш(и) fo r  a > 0, и  >  0, where r(a) is a nonnegative continuous 

function  in  R +  anduj(u) is a nondecreasing continuous function  in  R + , which 

is positive fo r  и  > 0.

L e m m a  2 .1 . Let a(t) be a positive continuous function  in J  :=  [a, ,3), k j( t ,s ) ,  

j  =  1 are nonnegative continuous functions fo r  a  < s  < t < 3, which are

nondecreasing in  t fo r  any fixed  s, g :j  € Н Г]>այ fo r  и > 0, and u (t)  is a nonnegative 

continuous functions in  J .  Then the inequality

u(i) <  a(t) + J  k j( t,s )g j(u (s ))d s , t  e  J,

implies that

u (t) < a(t)<pn(t), a  < t  < (S'n , 

wheir. a(t.) :=  sup0<<(<t a (s), and =  1,

«,(<) :=  W _ , ( t ) C - 1 [Gj (i) +  , J la(* t e - l(t)1 J ‘ k j ( t ,s )d s j  , j  =  1......

— 11 >  0 (iij >  0, j  =

Moreover, in this case

u (t) < ձ{է)Հո(է), a  <  t  < /3",

where Հօ(է) =  1.

№  := « j-i(< )G r’ ի  (t ) +  j f  ‘ կ (է , s) T1 (Д)1 «to] , i  =  l,

Here 0'n and /3" are chosen so that the functions <Քյ{է) and Հյ(է). j  =  1.....Ո , are

defined fo r  a  < t  < ji'u and fo r  a  < t  < /3", respectively.

We also will need the following assumption.

A s s u m p tio n  (H 2 ). Assume th a t rpij(u) 6  H rj<Uj and ցլ is a  relabeling of жа<>+ *̂> 
and ipjj with A;/ as coefficients (with Լ  in the  other case).
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We will also use the following notation.

* W :=  ё  ■ a'°W  ~  Z !

c(t) :=  i :  exp IJ  a(<j)t/<r| ^  |c ,(s)| ds, t >  0,

Gj ( u ) :=  Г  
Jilt

dx

аЛ х )
u  >  0 (wj >  0, j  = 1 , n),

m rO
z(0) =  xo(0) +  у  (жо(ст)) da

fa ( t )  =  1, w (<) :=  Й - і(* )С ,' G j («) +
г;{[г(0) +  с (« )]уд _ і(0 }

z(0) +  r.(t)

{o(0 =  1, fcW  ~  6 - i W G ՜1 [g ,  (է) + Լ  

¥>o(0 =  1 and ô r J  =

# j ( 0  :=  Л - і ( г) С ՜ ՝  |G j (0  +

£o(0 ֊  1 and  for j  — 1.

rj{[z(0) +  e ( t ) ] ^ - i ( t ) }  
г(0) +  c(t)

(0) +  c(s)

J  kj(s)ds

ds .

Ш  :=  I j - i W G j ' ն  (0  +  f  Jo
M * ) r j{[*(°) +  Փ ) Ա 3-ւ(տ)}

z(0) +  ф )
ds

and k j differ from kj by կ ( 0 )  +  / 0°° |^ (< т)| da  instead of h j(0 ).

3. T h e  m a in  r e s u l t . E x p o n e n t ia l  c o n v e r g e n c e

In  th is section we s ta te  and prove our m ain result on the exponential convergence 

of solutions to  zero.

T h e o re m  3 .1 . A ssum e that the assum ptions (H i)  and (H2) hold, and  
,o

/  (*о(»))Л т <  oo, =
J —oc

Then the following assertions hold.

(a) I f  1[յ(է) <  0, i , j  =  1 then there exists 0'n > 0  such that

j :(() <  |г(0) +  c(t)| ip„(t) exp j -  J  a(s)d.sj , 0 < t  < թ՚„, 

and there exists (ՅՀ > 0 such that

x ( t)  < [z(0) + c(t)]£v ( t)e xp ■ J  a (s )d s j ,
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(b ) I fl 'i j( t) , i , j  =  1 , —.яг» are o f arbitrary signs and

i'ij (uo(a)) dads <

then there exists p n > 0 such that

x ( t ) < *օ(օ) + £  ԼցօԿ(-*№ յ(*o(<r))tkr
*J=1

x<pn (t) exp ^— f*  a(s)rfsj . 0 < t < 0 'u , 

and there, exists > 0 such that

x(t) <  ж0(0 )+  E  J'"x lii(-<r)>(’ij(xo{<r))cUT 
i,j= 1

*Հո(է) exp /о  a(s)c/sj , 0 <  t < 0 " .

P ro o f . We first obtain a  relation th a t will be used to prove the  assertions (a) and

(b) of the theorem.

A pplying the Dini derivative to  the equations in  (1.1), for t  > 0 and i =  l , . . . ,m , 

we can write

D+\x,(t)\ < -o ,(t)|.T ,:(t)l +  X ^ |/ i j  J  +a (t),
Then, using our notation  and the assum ption ( H I ) ,  for t > 0 we obtain

D+x(t) < — a(t)x{t)
( з л )  +  E  M ‘) l* ( ‘ )l“ 4 (l*j(*)l +  / ֊ о с Կ (*  -  (* (» ))dsY“ +  E  l«=i(*)l - 

i,j=1 4 7 i=l

M ultiplying bo th  sides of (3.1) by exp |/ Q* a(s)d .sj, for t >  0 we get

D + { * ( ( )exp [/,j a(s)dsj } <  exp [/„ ' a(«)ds] 6 „ (t)  |* ( t) |“4

X ( l* j( t) l +  .[I*, կ(է ֊  s)V<j (*(»)) rfs) 1 + exp [ f0‘ a(s)ds] £  |c , ( i ) |.

Next, it follows th a t (see [6])

x(t) <  т(0) + c(() + E  io { E  M *) CXP [Cl -  “ <;՛) So o(<r)Ar] £(«)““
(3.2) >=՝ l<=1 д

х ( х ( я )  + f  ՛" . ! „ ( » - r f i k j  (.«(rr)) rfrr) ’ Id .,, « > 0 ,

where



W e define x ( t )  =  x ( t )  :=  X o ( t )  =  JZ |®o»(0 l f°r  t  ^  0 . L et y ( t )  d e n o te  th e  r ig h t h a n d  
1=1

s ide  o f (3 .2) for t. >  0 , a n d  le t  y ( t )  :=  x ( t )  for t. <  0 . It. is c lea r  t h a t  y ( 0 ) =  a (0),

x ( t )  <  y ( t )  for t  >  0 , a n d

y '( l )  =  c ' ( t )  +  E  Ե4յ Հ է )£ { է )« 4  ( x ( t )  +  կ { է  -  a ) ^  (і(«т)) d o ) * *

(3 .3 ) '", ՜ 1 0
<  c4 «) +  М * )У ( 0 “ и («/(*) +  J ' ! x  կ ( է  -  т ) Ф ,і  (y (< r ))  <fo) "  , է >  0

w here

b,j(<) :=  e x p  J(1 -  a y )  J  п(<7)Л г | b , , ( t ) ,  t  >  0 .

Define

[ v ( 0 +  Ё  f'-ooԿ ({ ՜ a ) ^ i ( I 'M ) d(T՝ t > o

O N  A G E N E R A L  NON LIN EA R PR O B L E M  W IT H  ...

(3 .4 ) վ է )  :=  ■ i.i=l

Uo(t) :=  Xa(t) +  E  Կ յ(է -  <7)t'’.j (*օ(«0) da, t < 0.
V M =l

Differentiating շ(է), given by (3.4), and  using (3.3), we can w rite

*'(0 = y'(0+ E  М°)<Му(0) + Ё  /!„*(>(* 
t ,i= l i.j=l

< c ' ( 0 +  E  bo(t )j'(t )" ,J (v M  +  / ! » (y ( '  -  (уМ ) ^ ) ; J
m J m .

(3.5) +  E  M W v i  (»(/.)) +  E  f _ x l ' i j ( t - ^ ) 4 4 j( y (a ) ) c la
*,.7=1 *.І=1

<c*(0+ E  М0*Ю“и+л< + E  ki(o)i>ij (Վէ))
■ J = l ( J - l

+ E  /֊*  (!յ(( ՜  'O'fe (уМ)
*,յ=1

Now we use the relation (3.5) to  prove the assertions (a) and  (b) of the theorem.

P r o o f  o f  (a ) . Let Հյ{է) < 0. i , j  = 1, ...,m . T his case corresponds to the  so-called 

"fading m em ory "situation . In  this case, the relation (3.5) reduces t:o the following:

֊-'(«) <  c '( t)  +  յ է  [ М ‘)2(‘)“ч  f +  M < № i W O ) ] . t  >  o. 
t j = l

Therefore, we have

(3.G) z ( t)  < z(0) +  c(t) +  +  i« (0 )V ,j (*(«))] d i, t > 0,

where շ(0 ) =  ;co(0) +  £  f ֊ x  Կ յ(~ ^)Փ ւյ Ы * ) ) da -
*1.7=1
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I t is clear th a t the functions z(a)ai*+0tJ belong to  and since %Կէյ are also
assumed from this class, we can apply Lemma 2.1 to  (3.G), to  obtain

(3.7) -Հ1) < վէ) <  И 0 )  +  c(0] <pn(i), о <  i <
x ( t )  <  z ( t ) <  (z (0 )  +  Հ է ) ] Հ ո (է),  0 < t <  Щ

This completes the proof of assertion (a).
P r o o f  o f  (b ). Let. Հ յ(է), i. j  =  1, m , be of arb itrary  signs. Then, in view of 

relation (3.5), we have

* '(« )<  сЧ<)+ E  M < W * r u+Aj +  E  կ ա < յ  (վէ))
(3.8) ,Ո iJ " 1 ‘ ’ ՜ ՝

+ E  0 . » l ‘ >0-
i,j= l

The integral term  in (3.8) may be treated  by introducing the  auxiliary function:

=(«) =  z ( t )  +  լ ]  Լ  | ( 'j ( s ) |  Հ  1Կ  ( г м )  А т * ,  t  >  o.

Differentiating i( f ) ,  and using (3.8), we can write

z '( f )  =  г ' ( 0  +  £  J iT  |< < > ) | [<k j  (* ( t) )  -  Ф а ( վ է  -  *))] f a d s  
*.i=l

<  d(t) +  £  b,j{t)z(t)'^+̂  +  £  f4 (0)v>y (2(())
».j=l

+  £
i.j= 1

+ E  /,Г I'o-wlk'y wo) -V'yW' -«))]*i,j= l

< e'(t) + E ; {6,յ(«)շ(ք)',՚,+'ք՚1 + [iij(0) + Г  l'!j(*)|ds] 'i’ii (•*(«))}, * > o.

Therefore, we have

*Wm<  г(0) +  վէ)
(3 0) +  E ^ f o  { iii(» )( i(s )) '* 'i+ f t '  +  [fij(0) +  / o“  |i!j(<r)|dff] V’y  (*(»))} ds

with
f(0) -  Io(0)
+ E  j-oo 1u(-<’)V'i (xo(<r)) da + £  i,r  |i;>)| I- , Фіі (“oW)

• j= i  i . j - l

Finally, we apply Lemma 2.1 to (3.9) and  use (3.8), to obtain

N A SSE R -E D D IN E  TATAR

x(t) <  i ( t )  <
m M

У  /  ІіЛ֊а)Фнzo(0) +  2 ^  / lij(֊a)i>ij (x0(a))da
; յ _ւ
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and

m  <  i ( o  <
M

^o(O) +  ^2  /  lij(-cr)i>ij (xa(<j))da
. . — 1 J -OO

Հո(է), 0 <  t  < Д"

This com pletes the  proof of assertion (b). Theorem  3.1 is proved.

C o ro lla ry  3 .1 . If, in addition to the hypotheses o f the theorem, թ'ո , Յ՚Լ, թ'ո and в ” 
are infinite, then we have global existence o f solutions.

C o ro lla ry  3 .2 . If. in addition to the hypotheses o f the theorem, we assume that

խ(0) + Հ է)}Հ ,ձէ ) and x o (0 )+  £  C aol i j ( - ^ i i ( x o W ) ) d a  tpn(t) grow at. most
i,j=l

polynomially. and exp J(*a(s)dsj -> oo as t  -> oo, then the solutions decay in 

exponential rate.

R e m a rk s :

1. The smallness condition in the  initial d a ta  is d ic tated  by Lem m a 2.1. Indeed, it

is required for existence of functions <pj(t), j  =  1 I t will be superfluous, for

instance, if the  functions G j (u) have infinite range. However, the  o ther conditions on 

the initial d a ta  in the  statem ent of the result rem ain the same.

2. T he classical Ilopfield neural network system  w ith  d istribu ted  delays

3 = 1  J - ° °

(t -  s)i/)ij ( |x j( s ) |)  d s  +  c,,

may be considered as a  special case of ours when =  0 and fiij — I .  i , j  = 1 ,..., rn. 

Regarding the asym ptotic behavior, our Corollary 3.2 shows th a t the condition on 

c(t)

n(t) := J  exp j  J  а(<г)<&т| ^  |c j(« )|cb , t  > 0,

for the  'constan ts’ e, becomes d  =  0. i  =  1, ...,m . T he convergence to zero would 

m ean stability  of the equilibrium  0 (iptj  (0) =  0, i , j  =  1 ,.... rn).

3. T he class Н ГуШ is sufficiently large. For instance, it  contains all subm ultiplicative 

functions xj> since ՜Փ €  H v .y- It contains also the  class £F introduced by Deo and 

Dongade [3J. Recall th a t the class ‘J  is formed by all nondecreasing continuous 

functions if} in  R +  such th a t t!>(u) >  0 for и  > 0 and £г/;(и ) — ՜ՓԼյ; )> u  — a — 1- To 
see th a t Н г,ы contains J ,  is it is enough to  take r satisfying r (a ) =  m a x (l,a ) .
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