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А н н о т а ц и я . В работе дается обзор результатов, относяииіхся к п-периоди­
ческим произведениям групп, которые были получены н последние годы 
авторами данной статьи, а также результаты других авторов г» этом на- 
правлении. Эти операции были введены С.И.Адяном в 1976 году* дли ре­
шения известной проблемы Л И Мальцева. Было установлено, что периоди­
чен-кие произведения ишіикхгся ассоциативными, точными, наследственными 
по подгруппам а  также обладают другими важными с в о й с т в а м и ,  такими к а к  

хопфоіюстъ, С*-простоГіі, равномерная неамснаболыюсть, 5(?-уиивсрсальпость 
и г.д. Выло также установлено, *гто ո-периодические произведения групп 
можно однозначно охарактеризовать с помощью некоторых конкретных и 
iijmm'iy» формулируемых свойств, что позволяет ид п-периоднческие произве­
дении разных семейств групп распространить многие изуч ен н ы е ранее ре­
зультаты о  свободных периодических группах В(уп.п).  В частности, в стагье 
дается описание конечных подгрупп п-псриодических произведений, анали­
зы рус гем ո обобидается полученное ранее С. И. Адяном кригерий простоты 
периодических произведений

M S C 2 0 1 0  n u m b er: 20F50; 20F05; 20Е06; 20F28; 22D25
К л ю ч е в ы е  сл ов а: Периодическая группа, ո-периодическое произведение ав- 
том орф іпм . подгруппа, равномерная неаменабельность. С* проста» группа.

1. В в е д е н и е

Понятие периодического произведения периода п для дан ною  семейства групп

{ G i U i ,  обозначаемое через П ' б ы л о  введено С. И. Адяном в работе |1) (см.
•с/

также (2)). Создание этих произведения позволило решить известную проблему 

А. И. Мальцева о  существовании операции умножения групп, отличной о і клас­

сических операций свободного и прямого произведений и удовлетворяющей всем 

известным свойствам этих операций.

1 Исследование В. С Атабскяна иыполнено m счет гранта ГК МОП РА и РФФИ РФ ь 
рамках совместных научных ііроірамм 15RF-054 и 15-51-05012-Лрм_н

2Разделы 1-5 статьи выполнены С. И. Адяном, л разделы 6-9 В. С Атпбскнном. Иссле­
дование С. И Адхна выполнено м  счет гранта Р о с с и й с к о г о  научного фонда (проект номер
16-1 1-10252) и Математическом институте нм. В. А Стеклоиа Российской академии наук
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С. II. /ЧДЯІІ. в  С АТАБЕКЯН

Периодическое произведение данного периода н определяется для каждого 

нечетного ո >  Q65 на основе георни Новикова-А,чяна. которая подробно изложе­

на ո монографии |3| ( с м . га к же |-1|). Д ля произвольного данного семейства групп

{С.-},, I произведение С  \ I "С, определяется как фактор группа свободно-
і€І

го п р и в ед ен и я  зтого семейства по системе определяющих соотношений вида 

Г‘ ֊  1 которые определяются сложной совместной индукцией но натуральному 

параметру, называемому рангом.

Эти операции умножения групп обладают Основными свойствами классиче­

ских операций свободного и прямого прризведення групп (см. |1}): они явля- 

к и ся  1 очными, ассоциативными н наследственными по подгруппам В связи с 

проблемой поставленной A. II Мальцевым, последнее свойство получило на­

звание постулат Мальцева. Свойство наследственности по подгруппам означа­

ем п о  подгруппы // ,  компонепі G, п-периодического произведения G  =  П " ^
*<=/

порождают в G  свое ^-периодическое произведение. Чочнее. тождественные вло­

жения II, >-* (7, продолжаются до вложения их л-периодического произведения 

II =  П " Н , в группу (7 =  П пС і.
I?/ .€ /

2 .  К р и т е р и й  п р о с т о т ы  и  е г о  о б о б щ е н и е

Конструкция п-периодического произведения нечетного периода п обладает 

также следующим важным свойством условной периодичности, которое мож­

но рассматривать как естественный аналог тождества коммутации элементов из 

разных компонен т в прямых произведениях групп:

П р е д л о ж е н и е  2 .1 . (см  |1. Теорема 2]) Если исходные группы G , не содер­

ж ат инволюций, то операция умнож ения групп "G, мож ет  быть пое.тро-
.€ /

t un так, чтобы о ней для любого ысл<оипа х , который не сопряж ен никакому 

элемент у исходных компонент, выполнялось равенство х п =  1.

На основе этого свойства в работе |5) С. II Адяиом был доказан следующий 

критерий простоты //-периодических произведении групп.

Іео р ем а  2 .1 . (с.и |5. Георема 11j Периодическое произведение данного се­

мейства групп {G , } iq i, не содержащих инволюцию, являет ся простой группой 

в том и только том случае, если Շ՛" G, для каж до/о мпож.ителя G, этого 
произведения.
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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ГРУПП

Критерий простоты позволил указать новые серии конечно порожденных бес­

конечных простых групп в многообразиях периодических групп нечетного со­

ставного периода А՜, где к  >  1 и п >  665 (см. (5, Теорема 2 |). Таким образом, 

был получен ноложіггельный отвеі на вопрос, поставленный в и звечной  мо­

нографии Ханпы Нейман: М ож ет  ли многообразие, опиаичное отп многообцхиия 

всех  групп , содержал)*, бесконечное м нож ест во неизоморфных (нецикііичсских) 

прост ых груп п ?

Спект ром  данной периодической группы называется множес гво порядков всех 

нетривиальных элементов этой группы. В работе (5) доказана іакж е

Т е о р е м а  2 .2 . Д л я  всякого м нож ест ва М  не четныյ  просты чи<<\ 

ж ащ его хот я бы одно число р  > 665, м ож но пост роит ь счет ную  периодиче­

скую  прост ую  груп п у  II . для которой А/ являет ся спектром. Если при этом  

м н ож ест во  А/ конечно, то построенная группа II имеет  noH' 4Hot чи<ло по­

рож даю щ их и ограниченную  экспонент у.

О тсю да такж е следует существование континуума различных счетных про­

сты х периодических групп.

В совместной работе авторов |6| получено естественное обобщ ение критерии 

простоты (см. теорему 2.1 выше).

Т е о р е м а  2 .3 . (см . [G, Теорема 2 \) Любая нет ривиальная норма ьная /

группа и-периодического произведения G  =  П '  ^« содерж ит  подгруппу G  ‘.
іег

И з пего непосредственно вытекает

С л е д с т в и е  2 .1 . п-перѵодическос произведение G  I Г'^՛'՛ яь. я сп н я
іеі

ст ой группой тогда и только тогда, когда G  =  G n.

3 . О ХОПФОВОСТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ

Г рун на называется хопфовой, если всякий ее эпиморфизм на себя ивлж-існ ав­

том орф изм ом . Согласно известной теореме М альцева (1958) все конечно порож­

денны е ф инитно аппроксимируемые группы хонфовы. Примеры относительно 

свободны х (разреш имы х) не финитно аппроксимируемых хопфовых групп впер­

вые были построены К). Г Клейманом в 1982г. Вопрос о том являются ли хонфо- 

вмми свободны е бернсайдовы группы / і ( т . п )  нечетного периода п >  665 пока 

оегается открытым.



С И ЛДЯН. В С  АТА БЕК ЯН

Существуют примеры бесконечных, конечно порожденных финитно аппрок­

симируемых а следовательно и хоп<|ювых. периодических групп (Голод. 1964г., 

Григорчук. 198-1 I )■ но эти группы не удовлетворяют какому либо тождеству  

пила У  -  1 Нами получен положительный ответ на более общий вопрос о том, 

существуют іи не простые, не финитно аппроксимируемые, конечно порожден­

ные хонфовы группы, удовлетворяющие тождеству вида х п — 1?

Т еор ем а  3 .1 . (ем. |Г>. Теорема 4]J Если о и-периодическом произведение G  =  

] '  G, грунтI бс.і инволюций хотя бы в одном из множ ит елей не. выполняетея 

тождество х" =  1, то G  яв.іяется хопфювой группой.

С’ помощью георемы 3.1 удается построить примеры не простых и не финитно 

аппроксимируемых хопфовых групп ограниченного периода.

С л ед ст в и е  3 .1 . (ем. [G. Следствие 3)^ Если нечетное число п >  0G5 явля-

я г об՛ ичи.ннылі делит елім ипе.ш г =  Кп, то и-периодическое, произведение, 

книг иного числи циклическіиг групп периода г сеть не простоя хотіфова группе, 

которая не финитно аппроксимируема.

1 Н а с л е д у е м о  ф а к т о р и з у е м ы е  м н о ж и т е л и  п е р и о д и ч е с к и х

ПРОИЗВЕДЕНИЙ

В работе |G| выявлено еще одно интересное свойство нормальных подгрупп 

апериодических произведений групп. Допустим, что некоторая подгруппа II

I руины С  обладает вполне естественным свойством подгрупп: заданную конгру­

энцию па данной подгруппе II можно продолжить до некоторой конгруэнции на 

всей группе G. Э ю  означает, что фактор группа подгруппы / /  группы С  есте-

■пиым обраю м вкладывается в некоторую фактор группу всей группы G.

О п р е д е л ен и е  4 .1 . Нормальную подгруппу Дг// подгруппы II группы G назо- 

ы м  шн.ісдуемо нормальной подгруппой, если сущ ест вует  нормальная подгруп­

па \ а  группы G  такая, что II Ո Ду; =  :Ѵ/У.

Іллн любая порм.ілыіан подгруппа данной поді руппы / /  группы G  является 

нас ледуемо нормальной, то подгруппа II называется наследуемо факторизуе­

мой Понятие //Ф-иодгруппы было введено В.Нейманом в 1954 г., где указанные 

поді руппы были названы Լ -подгруппами. (В  литературе встречаются также и 

другие названия для этого понятия: С F. Р-подгруппа  и Q -подгруппа).
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П Е Р И О Д И Ч Е С К И Е  П Р О И З В Е Д Е Н И Я  Г Р У П П

Центр любой группы является ЯФ-иоді руиной, любая простая подгруппа дан­

ной группы //Ф-иодгрупиа. любой ретрак г / /  данной і рѵппы С  ІіФ -поді руппа. 

В абсолютно свободной грушіе Բհ ранга 2 с порождающими а. Ь подгруппа по­

рожденная элементами խ. Ь2‘ lub {2‘ п ], (і -  1 ,2 ....)  является //Ф-подгруииой, 

и юморфной свободной группе Fx  бесконечного ранга (Б. Нейман. 1959 г.). Од­

ним из важных результатов об //Ф-подгрунпах является і>сзультат А.Ю.Ольшанс­

кого (1991 г.) о том. что произвольная неэлсмснтарпая гиперболическая группа 

содержи! //Ф-иодгруппу. изоморфную абсолютно свободной группе беско­
нечного ранга.

Из определений прямого и свободного произведения непосредственно следует, 

ч то произвольная группа G \ является //Ф-подгруппой как прямого произведения 

G \ X Օ շ, так и свободного произведения С \ • Օշ групп G \ и Օշ. Справедлива 

следующая

Т ео р ем а  4 .1 . (см. [G. Теорема 1|  ̂Нетривиальная нормальная подгруппа і\’с ,

множ ит еля О, нетривиального п-периодического произведения являет-
»€/

ся наследуемо нормальной подгруппой группы О, о том и только том случае, 

если .\:с ,  содерж ит все п-ые степени элементов О ,.

С л ед ст в и е  4 .1 . М нож итель G \ п-периодического произведения яв.гяет- 

ся наследуемо факторизуемой подгруппой тогда и только тогда, когда любая 

нетривиальная нормальная подгруппа Л’с ,  группы G \ содержит подгруппу G\‘

Еще один важный результат об //Ф-ноді руппах свободных бернсайдовых групп 

и зложен ниже (см. теорему (і.2).

г». Х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  с в о й с т в а  п е р и о д и ч е с к и х  п р о и з в е д е н и й

В основополагающей работе |1| доказано, что свободное произведение F  = 

П*е / О , содержи т некоторую нормальную подгруппу N . фактор группа F / А 

по которой названа п-периодическим произведением семейства групп {G ,} ,e /. 

которая удовлетворяет следующим условиям: а. Подгруппа А' имееі тривиальное 

пересечение со всеми компонентами G ,. Ь. Подгруппа V является нормальным 

замыканном некоторого множества слов вида С п €  F  и. если элемент Л 6  М 

не сопряжен в F /N  никакому элементу из компонент О ,, то X й =  1 в фактор 

группе F /N .
7



С И. ЛДЯІІ. В. С. ЛТЛБЕКЯН

На самом деле, приведенные выше свойства п-пернодических произведений

являются xajxiK7ne.pucmmer.Kinw  в гом смысле, что верна следую щ ая теорема 

единственности.

Т е о р е м а  5 .1 . (ели |8. Тео|х՝ма l | j  П уст ь число п >  665 нечет но и м н о ж и т е­

л и  не содерж ат  инволюций. Тогда свободное произведение F  =  П і€ /

содерж ит  е д и н с т о е н п у ю  норм альную  подгруппу М . удовлет воряю щ ую  усло­

виям :

a . П одгруппа  W им еет  т ривисиіьное пересечение со  всем и ком понент ам и G ,.

b . П одгруппа М  являет ся норм а.іьньш  зам ы канием  некот орого м н ож ест ва  

с. юн вида С п е  F  и. если элем ент  X  6  М  не соп ряж ен  в F /M  ни каком у эл е ­

м ен т у из компонент  G , . т о X й =  1 ь факт ор груп п е F / M .

6  В л о ж е н и е  с в о б о д н ы х  б е р н с а й д о в ы х  г р у п п  в  п е р и о д и ч е с к и е

ПРОИЗВЕДЕНИЯ

Укажем важ ное приложение теоремы 5.1, показывающ ее, что подгруппы п-

нернодических произведений достаточно “больш ие’5.

Напомним, что свободной бернсайдовой группой В ( т , п )  периода п и ранга т 

называется группа со следую щ им заданием:

П ( т , п )  =  (ճ ւ ,Օ շ ....ճ Ու I .гп =  1),

г,и пробегает м нож ество всех с юв в групповом ал ф ави те {« ) . Хорош о

известно, что для  лю бого нечетного ո >  665 и т  >  1 группа f i ( m . n )  бесконечна  

и д а ж е  имеет показательный рост.

Т е о р е м а  0 .1 . (см . |8. Теорема 2]) Всякая нециклическая подгруппа п ‘периоди­

ческого произведения групп без инволю ций, копюрал не сопряж ена с. какой либо  

подгруппой групп С , . содерж ит  подгруппу, изом орф ную  свободной бернсайдовой

группе 13(2,п ) ранг а 2.

С л е д с т в и е  6 .1 .  Д л я  любого нечет ного п ^  1003 каж дая нециклическая ко- 

ո՛ чная подгруппа п-периодического произведения п рои звольного  сем ей ст ва  групп  

{(>,} I без инволю ций сопряж ена некот орой подгруппе, и з  II, одного и з компо­

нент Си.

IS связи с теоі>смой 6.1 отметим, ч то сущ ествует интересное сходство централи- 

зач о ров циклических подгрупп свободных бернсайдовы х групп, /апериодических

8
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произведений и свободных групп бесконечно базируемых многообразий С.И .Адяна  

(см. |9 |).

Следующ ая теорема доказана и работе |12|.

Т е о р е м а  6 . 2 .  (см . (12. Теорема 'ձ\) Д л я  каж дого нечет ного н >  1003 любам 

нециклическая подгруппа свободной бернсайдоаой группы В (т , п содерж ит НФ- 

подгруппу группы  U ( m . n ) ,  изоморфную группе. И {оо .п ).

И з этого, в частности, следует, что любая нециклическая подгруппа / /  группы 

В { т . п )  S Q -униврсальна н многообразии Ъ п всех ірѵнп периода п. i.e. всякая 

счетная группа из многообразия Ъ„ изоморфно вложима в некоторую фактор  

группу подгруппы II (си.  также |13|).

К ром е того, получается, что каждая счетная группа периода н вкладывается 

в некоторую  2-норож денную  группу периода п (см. также [14. Теорема ЗГ>.1|).

7 . Р а в н о м е р н а я  н е а м е н а б е л ы ю с т ь  п е р и о д и ч е с к и х  п р о и з в е д е н и й

Приведенная выше теорема единственности (теорема 5.1) позволяет также ис­

следовать равномерную неамеиабельность периодических произведений. Группа 

С  называется аменпбелъпой, если сущ ествует конечно-аддитивная мера р. опре­

деленная на множестве всех подмножеств группы (7, которая инвариантна от­

носительно левых сдвигов и p (G )  =  1. Как показано Д ж . фон Нейманом, класс 

аменабсльных групп зам кнут относительно операций взятия подгруппы, фак тор 

группы, индуктивного предела, расширения. Все конечные группы, нее конеч­

но порож денны е раз]>ешнмые группы аменабельньь С другой стороны, любая 

группа, содерж ащ ая свободную подгруппу ранга 2 неаменабельна.

В  работе С. И. А дяна (7) впервые было доказано, что для всех нечетных 

п >  6G5 и т  >  1 группы П ( т , п )  неаменабельны и случайные блуж дания на них 

не возвратны (решение известной проблемы Кестена). Э го  были первые приме­

ры неаменабельных групп, удовлетворяющих нетривиальному тождеству и. тем 

самым, не содерж ащ ие свободных подгрупп.

Аменабелыіые группы описываются также с помощью, так называемой, кон­

станты Фелнера группы. Констант ой Фслнсра группы ( і  от носит ельно конеч­

ного порож дающ его м нож ест ва S  называется число

F o /s (C ) 5^ m f - j j r ՛

9
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где инфнмум берегся но всем конечным непустым подмножествам А  С G  и

Й<?(Л) — {« 6  11 ах Հ А  для некоторою .г € S ± l ).

II шестно. что группа аменабельна тогда и только тогда, когда F ols (G )  =  0 для  

некоторою (следовательно. дли каж дою ) конечного порож даю щ ею  множества

5 .
Группа G  называеген равномерно неаменабсльнон группой, если сущ ествует  

гакос : > 0, что Fol s {G)  >  £ для лю бою  конечного порож даю щ его множества

$ .
В 2009 I (см. [10). |11|) было доказано, что для  каж дого нечетною  числа 

п ^  1003 любая конечно поіюжденнан нециклическая подгруппа II свободной  

бернсайдовой группы В ( т . п )  равномерно неаменабельная группа. В часгно-

c.- и. для любого т  ^  2 и нечетного п ^  1003 свободная бернсайдова группа 

Н(тп. п),  не ю л I.ко не аменабелыіа, но и равномерно пеаменабельна.

Естественным обобщением последних результатов является следую щ ее утвер­

ждение.

Т ео р ем а  7 .1 . (см. (8, Теорема 3]) Мелкая конечно порож денная подгруппа

п-периодического произведения которая не сопряж ена ни е. какой под-
•с/

группой групп G , , являет ся равноли рно неаменабсльной группой.

С л е д с т в и е  7 .1 . Если п< четное число п >  1003 являет ся собст венным дели­

т елем числа г , т о п-периодическое произведение конечного числа циклических  

групп периода г ест ь не простая, хопфооа, не ф инит но аппроксим ирием ая и 

равномерно неаменабельная группа периода г.

С л е д с т в и е  7 .2 . Если нечетное число п >  1003 взаим но просто с числах* г, 

то п-периодическое произведение конечного числа циклических групп периода г 

ест ь простая равномерно неаменабельная группа периода и г.

В ч а с т о с т и , 1003-периодическое произведение двух циклических групп по­

рядка 3 равномерно неаменабельная щюстая группа в когороГі выполняется тож ­
дество х Літ =  1.

10
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8 . О С*-ПРОСТОТЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ

Д ля заданной группы С  обозначим через 1շ(С)  гильбертово пространство всех 

функций /  : С  -*  С , для которых ряд £  \ք(ց)\2 сходится, а через Տ(/շ((?))

обозначим С*-алгебру всех ограниченных линейных операторов на h(G)

Пусть А с  '■ G  —* 3(1շ (Շ))  есть левое регулярное представление группы G (i.e. 

(^c(< ?)(/))(s ) =  f (u  М )  ДЛЯ всех g , s  (= G. Приведенной С*-алгеброй группы G 
называется замыкание линейной оболочки множества {A<7 (y ) |j  е  С } относитель­

но операторной нормы. Она обозначается Cred(G).

О п р е д е л е н и е  8 .1 . Группа G  называется С"-просто։՝։ группой, t.c,iu а  .гебра 

Gred(G) прости. т.е. не содерж ит собственных нетривиальных двусторонних 

идеалов.

Следом С’“-алгебры А  называется любой положительный линейный функци­

онал Т  : .4 -+ С такой, что Т (  1) =  I и Т(аЬ) =  Т(Ьа) для всех а.Ь  € А. Гово­

рят, что группа G  обладает свойством единственного следа, если ее С*-алгебра 

Cred(G)  имеет единственный (те. только канонический) след. В 1975 году По- 

уерс доказал, что свободная группа ранта 2 обладает свойством единственного 

следа. Вслед за этим разные авторы указали другие интересные классы іруіш , 

С*-алгебры которых имеют единственный след.

О п р е д е л е н и е  8 .2 . Наиболыиая амснабсльная норма*\ъная подгруппа группы  

называет ся ее аменабелънылі радикалом.

Как доказал М Дэй (1957 г.). любая группа обладает амснабельным радика­

лом. В 201Վ г. в работе 116) было доказано, что аменабельный радикал группы G 

тривиален тогда и только тогда, когда С*-алгебра C,ed{G) данной группы G име- 

ст единственный след. Кроме того, в |16|) было доказано, что дискретная группа 

со счетным количеством амснабельньіх подгрупп является С*-простой группой 

тогда и только тогда, когда ее аменабельный радикал тривиален.

В работе (15] были поставлены следующие вопросы.

В о п р о с , (а) Существуют՛ ли не тривиальные С'-простые группы без нецикли­

ческих свободных подгрупп?
(Ь) Являются ли свободныебсрнсайдовы группы С*-нросгымн для достаточно 

большого нечетного периода и ранта 1?

Ответы на эти вопросы легко вытекают из нижеследующей теоремы.

И



Т е о р е м а  8 .1 . (см . (17, Теорема \ \ )  п-П ериодическое произведение  не более

чем с՝« intю / о  ч  ме.йспкш произвольны е конечных или счет ны х групп без инво- 

наций, каж дыц из которых содерж ит  лиш ь счет ное количест во а.иенабс.іьных  

подгрупп яв.іясзпся С" -простой группой при любом нечет ном  ѵ >  1003.

С л е д с т в и е  8 .1 . п-П ериодическое произведение не более, чем  счет ного се- 

мейст ви произвольны:і конечных групп без инваиоций явля ет ся  С ՜ -п р о ст ой

группой при любом нечетном п >  1003.

ы
С л е д с т в и е  8 .2 . п-П ериодическое произведение счет ного сем ейст ва произ­

вольных циклических групп без инволюций являет ся С ❁-прост ой группой при

любом нечет ном п >  1003.

С. іс д с п п к ՝ 8 .3 . Свободная бернсайдови группа І і {т,  п) я вл я ет ся  С* -прое той

группой при любом нечет ном п >  1003.

Пос леднее следствие для .значительно больших нечетных значений п ранее 

было доказано в работе Л Ю .Ольшанского и Д . В О сина [18|. С использованием  

а-периодических произведений специальных групп в [ 17) была док азан а следу­

ющая гео]>ема.

Т е о р е м а  8 .2 . (см. 117. Тео{н՝ма 2\) Д л я  комедого нечет ного п  >  1003 сущ е­

ствует конт инуум  неизоморфных не прост ых 3 -порож денны х групп,  в  кото-

ры х выполняет ся т ож дест во х'՛ — 1.

Относительно вопроса единственности следа в работе [ 19) получен такж е сле­

дующий результат.

Т е о р е м а  8 .3 . (ем.  119. Теорема 3)J Группы а вт о м а т и зм о в  A u t(F ,„ ) свобод­

ных групп  Fm , а такж.с группы авт оморф измов A u t ( B ( m , n ) j  свободных берч- 

саидовы 1 групп Н ( т . п )  обладают свойст вом  единст венного следа для любого  

ранга гп >  1 и при любом нечетном п >  1003.

(  помощью коне грукций «-периодических произведений доказы вается следу­
ющая теорема о  вложении групп.

Іе о р е м а  8 .4 . (см . 119, Тео|>ема \\)  Л ю бая счет ная группа хмоморфто вклады- 

ва> гг, ՛ я 6 не которую 'і-порож денную груп п у со свойст вом  единст венного следа

С. и .  АЛЯМ. 13. С. АТЛБЕКЯН
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9. O b АВТОМОРФИЗМАХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ

Автоморфизм if группы С  называется нормальным автомор<[тзмом если 

<р(Н) =  Н  для  любой нормальной подгруппы Н группы С  Очевидно, любой 

внутренний автоморфизм произвольной группы является ее нормальным авто­

морфизмом. М. В. Пощадим в (20] доказал, что каждый нормальный автомор­

ф изм  свободного произведения негривнальпых групп внутренний Аналогич­

ные утверж дения были доказаны в разные годы для различных интересных клас ­

сов групп.

Отметим важный результат о  том. что для нечетных п >  1003 все норма іьные 

автоморф измы  нециклических свободных бернсайдовых групп В[тп п) являются 

внутренними (см. [21] [23]). Этот результат распространяется на некоторые п-

периодические произведения.

Т е о р е м а  9 .1 . (см. [25 Реорема ф  Любой норм альный авт оморфизм п- 

периодичсского произведения циклических групп порядка г. где г делит п. я вл я ­

ет ся внут ренним .

О днако, как показывает следующий результат из [24]. аналог результата Ііеіца- 

дим а не верен дл я  п-иериоднчеекпх произведений в общем случае.

Т е о р е м а  9 .2 . (см . [24, Теорема \] )  П уст ь G  произвольная группа ՛ 

волю ций, обладающая авт оморфизмом порядка 2. Тогда если д.ія некоторого 

нечет ного числа п >  665 группа G  совпадает со своей подгруппой  С", то п- 

периодическое произведение G  •* G  обладает внеш ним  норм альны й а вт о м а т и з­

м ом .

И меет место также следую щ ее утверждение.

Т е о р е м а  9 .3 . (см . [20, Теорема ф  Любой расщ епляющ ий аетоморфи 

периодического произведения ц и ы и ч еек и х  групп порядка г. где г делит п. явля­

ет ся внут реннилі, если порядок эт ого авт оморфизма ест ь ст епень простого 

чист .

Напомним, что авгоморфнзм հ  группы G  называется расщепляющ им авт о­

м орф изм ом  периода п, если фп -  1 и ■ • <Г — • Дл я  любого элемента

g  £  С . С ледует такж е отметить, что последняя гсорема 9.3 обобщ аеі некоторые 

результаты работ |27| и [28).
13
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A b str a c t . In this paper we provide an overview o f the results relating to the n- 

periodic products o f groups that have been obtained in recent years by the authors of 

the present paper, as well as som e results obtained bv other authors in th is direction. 

I'he periodic products were introduced by S. I Adian in 197G to solve the M altsev's 

well-known problem. It was shown that the periodic products are exact, associative  

and hereditary foi subgroups. T hey also possess som e other im portant properties 

such as the Ilopf property, the C*-simplicity. the uniform non-am enability, the SQ - 

universalitv. etc. Ii was proved that the «-periodic products o f groups can uniquely
*

be characterized by means of certain quite specific and sim ply form ulated properties. 

These properties allow to extend to ո-periodic products o f various families o f groups a 

number of results previously obtained for free periodic groups B ( m .  n). In particular, 

we describe the finite subgroups o f  n-periodic products, Also, we analyze and extend  

the sim plicity criterion of «-periodic products obtained previously by S. I. Adian.
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1. In t r o d u c t io n

Let r ho a real num ber with r > 0, and  let U( r )  = { z  €  С  : \z\ <  r} be  the  disk 

centered a t  zero an d  of radius r  and U  =  U( l )  =  { z  €  €  : \z\ <  1}.

Let /  be a  function delined by f { z )  =  anz ’'.
>1 = 0

We say that /  is convex on U( r )  if /  : U( r )  -> С  is univalent and  f ( U ( r ) )  is a  

convex dom ain in C. It is well-known th a t  /  is convex if and  only if

In this paper we first de term ine the radius of convexity o f p a rt icu la r  functions and use 

these results to  detei mine sh a rp  bounds regarding functions which satisfy a  differential 

inequality. In the  second part of the  paper we deduce a  sh a rp  starlikeness condition. 

Results related to  these questions can be found in |l)-(4| and  ( 11). T he  following 

problem was proposed in |7| (sec p. 243): if /(())  =  a w ith  R c «  >  0, and

( 1.2 ) Re (a +  \ z j \ z )  +  2 z 2f " ( z ) )  >  0, z €  U,

10



'ГПК RADIUS OK CONVEXITY OF PARTICULAR FUNCTIONS

then R e / ( г )  > 0 . z € U.

T ins implication is very simple to  prove using the  theory <>f differential .subordinations 

presented in |G| and  |7|. In th is paper we determine the best upper and lower bounds 

for He f ( z )  provided that u =  1 and the condition ( 1 .2 ) holds, l hc basic tool, used 

in the proofs, is the  convexity of particular functions.

Notice th a t  differential inequalities of type (1.2) were studied in [9| and |10). where 

the  theory of ex trem e points, developed in [5], was used.

2 .  P r e l i m i n a r i e s

In th is section we give a  num ber of lemmas, which will be used in the proofs of the 

m ain  results. Let 0<(U) be the class of holomorphic functions in U. We define the 

classes o f functions Л0 and by the following equalities:

Л„ =  { / 6 ' Х ( Г ) | / ( 0 ) =  1} and ?  =  { f € A Q\ R e / ( * ) > 0 , z e U ) .

L e m m a  2.1 (llerglotz, see |5|, p. 27). .4 function f  belongs (o the class 'J* i f  and only 

i f  there u> a pwbahility measure ц  on [0 . 2 тт) such that

r2* 1 +  zc - i t

L e m m a  2 .2 . / / 0 €  [ - i t ,  jt], then

.............- ( [ ' ■  ՛  A * ՜  Ր ւ ս դ\ J o  +  t* ֊  2fcos(9 )  Jo 1 +  f2 — 2tco&0 

P r o o f .  We have to  prove that

l 2 I )  2  ( i >  >/i + t*  ~ 2 t  cos e (It)  ՜ Լ  1 + 12 - 2 t  cos e dt

bVom Cuuchy-Schwarz ine<|uality we get

( 2 2 )  2 Ա '

On the  o ther hand , it is easy to  see that

Ր  2t.2 f l t + t 2

(2  3) 1 +  )- -  21 с о і« Л  -  Լ  1 + t > - 2 t , u s в ՛ "

T he  inequalities (2.2) and (2.3) imply (2.1).

Let /  and  g be two analytic functions in U defined by the  power series f ( z )  =

У "  unz"  and  g{z)  — ^  bnz n, respectively. The H adam ard product of these functions
r t e l  tim  I

17
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is delined by
ОС

For V  С Л 0 th e  dual set o f V  is defined by

V d =  {<7 e  A 0\ ( f  * <j)(z) փ 0  for all /  e  V  and  all z e  U) .

L e m m a  2 .3 . Let о  bt a real number with о  € (0.1). ami I d  flic function  h֊r  be
Ot ^ ^  Հ̂ր

defined by the power series h r ( z )  =  с + ^  j _  ^  pij j '  z ' ՝ ' Then the function  f ( z )  =
n=*2

oc
z + Y . ' : «  starlike o f  order a  in U if and only if

n = 2

O i l  * M i l  ^  o, where- z e U  and T  € R.
г г

P r o o f .  Since Re zj j t y = 1 >  о  >  0 . it follows th a t  the  condition
2 = 0

Re ~T7~7^ >oc, z £ U  
/ ( * )

is equivalent to  Чу'̂ у о  փ /Т .  z Շ U . 7* €  R. This can be rew ritten  as

oo эс
l - b ^ a rin ; ,,- 1 - ( o - <T ) ( l  +  ^ a fli n- , ) ^ U .  for z € t / a n d  T  €  R.

n=2 n=2

and hence we get

ռ -  о  +  <T ,
Kfl

n=2

The last relation is equivalent to

1 +  £ а " 7 Т 7 Г П ^ п" , * ° ’ z e U ՝ r e R -

—  * — *  0 for all շ € U and for all T  €  R.
г г

and the result follows. □

L e m m a  2 .4 . For Me dual set o f  the class У  =  { /  €  -40| He f ( z )  > 0 ,  z € V } we

have

{ / 6  Л , I R e / ( j ) > | ,  = e r / } c r ' .

P ro o f .  The inequality Rc f ( z )  > շ .  z €  V.  is equivalent to  2 /  -  1 €  CP. Hence, if 

g  £ У and 2 /  1 С У,  then by Herglotz formula, we get 2 f ( z )  1 =  f * w

18



and  r/(i) =  Լ ՜  Observing th a t  the  first equality is equivalent to  f ( z )  =

J — — тгѴ<//і(/). we can  write

/ и ) .  g (z )  =  ( 1 + f ;  *" Ր  с • ( i + 2  E j f " e " " M * ) )

ъ  րՂ-я r2* f 2« f 2« j , -,(»+,)

ГІІК К ADI US O F  CONVEXITY OF PARTICULAR FUNCTIONS

=  I + 2i > 7 . L e_.... ) M a ) d v { t ) = l  t  г
Therefore  Re ( / ( г )  * '/(•г)) > 0 .  г е ( / .  which m eans f ( z )  * y{z)  փ 0 (Ѵ)г e  Մ. (V)#/

IP, an d  hence /  €  У*.

L e m m a  2 .5  (see |6 |, p. 64 and  |7). p. 236). Let X  be. the class o f  f im ctions o f  էԽ
OO

fo n n  f ( z )  =  z  + 52 a „ zn satisfying the. condition
4 = 2

П с ( 1 +  ^ 7 7 Г т )  > (J  / ° г  all z GU.

/ /  L denotes the opem tor o f  Libtru defined by L ( f ) ( z )  =  4 f 0 f ( t ) dt .  then

L( 'X)  С X.

L e m m a  2 .6 . The follonnng equalities hold:

V '  r>,,° -  f  * (1 -  J-)?/(cosfl -  *?/) . , f l (1 -  .r)t/sin Ѳ J ;
^  n(/i +  l ) 2 i ,  Լ  1 + x 2y2 -  2хусовѲ 3<У Jq Л  1 +  J՛2»/2 ֊  2xycos0

Д  c ,n0 r l  /•! y y (co s0  -  յ -y) y՜ 1 f l x y s in U

^  ( rT T T j2 ՜  i ,  1 +  a,2y2 -  2 : tycoe0  * Л) Л  1 +  * V  "  2 *У« * 0

P r o o f .  Using th e  equality  / 1(1 c )x"  \ ե  =  ■ we can  write

OO _in0 «■ /1 /■!
У  — -------- =  У  е ՝пв /  /  (1 -  x )x "  V d r d y
“ { « ( «  +  ! ) 2 ~  Լ  Jo

= L  L ( I - х ^ е ՝в і і еі(п~ і)Ѳхп~ ՝ !' п~ ՝ < ы у = Լ  Լ (i

.  / 7 1 ( i - ^ ( ^ , - x yj  . Ր  I ՝  Հ - ^ п Ѳ
Լ  Jo I +  x  У -  2 xy cos 0 Լ  Հ , 1 +  x 2y2 -  2 x у  cos Ѳ

T he p roof o f th e  second equality  is similar, and  so is om itted.

L e m m a  2 .7 . I f  a  =  -T . then  the follonnng inequalities hold:
3 In 6

՜ 1 rl (1 -  xy)(l +  cos^)

П

. (1 -  xy)(l 4-cost/)

> i  / '  ______(1 - j y ) ( l  + « » « )  ^  9 6 , -
~ G Jo Jo (1 +  xy)( l + x 2y2 -  2xycos0) 2
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•1 г 1
П хуъ іпО  t , 

\ + х * у * ֊ 2 х у а * Ѳ  * <У

<  Ի  ք -------------- W 2 U  +  C O S 0 )  e  e  ( 0  )r)

Л  /о (1 + •rt/jv'l + X2!/2 -  2zj/сояѲ 

P r o o f .  T h e  first inequality  is equivalent, to

6(1  - o )  [ '  [ '  (1 -  J j /)(1  +  cosfl)
7 -  Go Լ  Լ  ?/(l  +  x j/)( l  +  x'2y2 -  2IJ/COS Ѳ) X( ՝J

/ o n  f l f l ( 1 - s y ) ( l +  cosfl) , ,
~  Jo Jo , 7 (1 +** /)(!  + i V  -  Ьгусо&Ѳ) ՛  V '

To prove th e  last inequality  we consider the  following functions

'  : ' ° - 11 " *  R ' U (X ) =  * '  V( x )  =  I  W( T T r , , ) ( l  +  * V  ֊  З х у с о в в )

(1 -  x y ) ( l  +  cosfl) ^

Since и is increasing and  v is decreasing, according  to  C hebyshev  inequality  we have

/  n { x )d x  /  v (x ) t lr  > /  u (x )o (x )d x .  
Jo J  и Jo

T h is  inequality  is equivalent to  th e  following:

(1 -  x y ) ( l  +  c o s0 )

2  L  Jo V(1 +  ^1/)(1 +  * 2y2 -  2 x y c o s O )dX<Iy
(1 -  . r y ) ( l + c o s  0)

ХУ7 7 ՜ ------------------ w. , " ;-------о-7ГГAxdy.4 ՝ fJ  о J o (1 4- x y ) ( l  + x 2y 2 2x y  cos Ѳ)

Since — ■—  ֊  0 .5 7 3 . . .  >  -  th e  desired inequality  (2.1) follows. 

T h e  second  inequality  follows because th e  inequality  l (
.  x y ,  rrT T ~

* ՛ y  €  I0 ,1 ! ՛ f l e  i°- " i is to(l+ry),
0 <  (1 -  xy)2(l  +  c o sѲ), x . y  e  [0.1], 0 €  (0,ir). □

L e m m a  2 .8 .  The following inequality holds:

П

2 *У . . (1 ֊  n / ) ( l  +  cosO)

<  4(1 -  « ) ( ւ  +  ք ՜  ֊ ^ _ ) ք ( 1  - а )  - f l  +  Г  - ” " *  )
n (n  + 1) '  I ՝ ^ п ( н + 1)2 /

(Դ r  \  C O S n O  1

e s [ M -

20



P r o o f .  We d is tinguish  two cases. F irst suppose 0  €  (§ r ) .  and  consider the  function
ОС

и : [0 ,2л֊] -> R  defined by u(0)  =  1 +  £  An application of Lem m a 2.6 yields
n =  1

, ' ( a \  _  _  V *  Sin n0 _  Ր  f X Х у й п Ѳ

(Л + 1)2 */o Ju l + * v  2 ® ycos^

ТНК RADIUS OF CONVEXITY OF PARTICULAR FUNCTIONS

T h us , it follows th a t

cos Ո 0  Д  (—1)". v - '  cosru/ . l — l)
“ W  =  1 +  E  =  g  ^ 7 T T ) 5

and  consequently  we have

Again app ly ing  L em m a 2.6 we ob ta in

cos п в  \  vX  c o sn #.... cosnw \  cosne/
« «  =  <» “ փ  +  E  O T + I j s  = (1 Q ) xn= 1 ' 7 n=l '

. . Л  , Ր  ր  [1 -  x)y(co&0 x y )  J , \  . I [  x y ( c o s O - x y )  , ,
(2-7) 4 1 + i ,  Լ  1 +'з?уг — 2xj/cos0 .) Уо Լ  l  + X^ ֊ 2XycoSe dxdt/

Taking in to  account th a t  u(tt) =  0. from (2.7) we get the  following in tegral representation 

o f 1 — л  :

(2 .8 ) I ֊ «  =  fl՛  ,Tf ‘v ' '
1 ֊  /о

Using (2.7) an d  (2.8). we can  write

cos n #  ч ^  c o sn #  f 0 /о  T + x y ^ 'd yn  ^ 1  V ՝  co sn ^ \  v ՝  cosn0 Jo Jo T + x i ^ d y  
l 1 “ Ч 1 2 ^ я ( п + 1) Ѵ *  ^ ( ո  +  1)2 ՜  , _  Г1 f 'S l z D M d t dո - 1 v 7 n- 1  v '  1 Jo Jo 1+xy ciau՛

X 

І/

Л  / ՛  /"՝ О -  x )y (co s0  -  xy ) . , \  [ ‘ x y ( co s 0  ֊  x y )
( ՚  +  I  Լ  1 +  x 2y 2 -  2 . r f / r o s f t )  +  Լ  I  1 + 1 у - 2 ч < ™ «

fu  /(.* Т + к ( Ы У Л  [ 1 [ ՝  U  - x ) y { c o s $ -  x y )  \

1 -  Jo1 Jo ^ •/«» ■/« լ +  * V  - Z x y c o s O
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֊ j: /: гі Н  ♦ і я  « л т а ь ч
■ г4 г №  f i > -  * , . փ

П (І J »/)(1 I cosO) , 
r 7 ( I +  .r</)( J +  -r V  -  2*У cos Ѳ) ‘ ' V'

П. (I -  x»/)(l +  cosfl)
( ' ֊  Г ?/ (1 +  xy) (  1 +  *V  -  2*V cos 0 ) '  ™ У

П> 4 J  -  i» /)( l  +  c o s 0)
J ‘V(1 + * y ) ( l  +  * 2y 2 -  2 * ( /сое в) ՝Г J/ 

Hence, using L em m a 2.7 we ob ta in  the  inequality

7 ր  [ l (1 - x y ) ( \ + c < * 0 )  , .

С ./о Л) ЛѴ(1 +  * у ) 0  +  * 2У2 -  2 * y c o s0 )  Х 17

/  ^  COS пО \  cos п0  . .л՛ ,
(2 . 10) < ( ւ ֊ - փ  +  1 ^ 3 1 ) + Լ 5 ^ .

n—1 х 7 п = 1 '

It is easy to  see tha t  ('2.G) and (2.10) imply (2.5) provided th a t  0 €  [^ ’• 7r] •

Now assum e th a t  0 € [0, Taking into account th a t  th e  m app ing  н is s tr ic tly

decreasing, we can write

о - » * * ? -

(2 1 1 ) = « ( * ) ,  в 6 [ о , | ] .

If 0 €  [0. | ] ,  th en  (2.9) implies

In  I  XJ  (1 +  X!/)(l +  * 2j/* -  2 х у с о ь Ѳ )^ Х^

(1 -  * y ) ( l  +  cos 0 )

*у)(1 4
ОС Л  DC

Com bining (2.11) an d  (2.12) we obta in  (2.5) for Ѳ € [0, §]. T hus , the  inequality  (2 5) 

holds for every Ѳ €  (0, л). □

3. T h e  m a i n  r e s u l t s

In th is section we s ta te  and  prove the  m ain  results of the  paper.
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T h e o r e m  3 .1 . The functions ip and tp, defined by the power series

*(г) = 1 + £
are convex in  the unit disk IJ, and the radii of convexity o f  ?.՛ and -Հ are Վ  =  r£  =  1.

P r o o f .  We first prove the cbnvcxity of function v .  It is well known tha t  the function 

վ; is convex in V  if and only if

# { z )

It is easv to  see th a t

( 3 . 0  * ( ւ  +  * ճ * > ) > 0 ւ  ։ e u
\  \V (z)  /

(  ♦ ’w )  ՝ ՜ ՛ "  j ' t ^ z ±
n * i y0 1 -  г/

dt

T hus, we have to  prove the  following inequality:

(3.2) R c T T T -------  >  *՝
fo f T^7idt

According to  the  m inimum principle for harmonic functions it is enough to prove the 

inequality Re —j------------ >  I in the case z =  #:՛*, 0 6  [-я\тг]. We have
Jo ՜

/() 1 — е,е/ J0 l-M2- 2(cos0 У,, : » !2 ֊ 2? cost'
Hence, the  inequality (3.2) is equivalent to the following:

ф Ѵ . Р і і ՛ ? ! * ) ' * ( £ ՛> № * = > * ) '

Let th e  curve Г be defined parametrically by j  =  x(«>). у =  y (f ) ,  г € [Ո. 1], where 

*<») =  j f - іЮ *  «“ d  V(v)  =  £  « ճ ճ ւ < " -  T h e  zero-[join, of Г is 0 (0 .0 )  
and  the  term inus is Л (х (1 ) |у (1 )) .

For 0 e  [ - 7Г. л՛] we can write

/ / • ’ . (1 +  0 (1 ֊  coeO J.A »  . /  /■ ՛. ( l - i ) s i n e  , . \ г .>1J
Ц  '  1 +  f > - 2 ,cosfl  +  Ц  ' l + 4 ֊ 2 , — 0 dl )  ~

< ['(Г)]2 = ( J ՝  № ՝) ) ՝+ № ՝* > ) ՝- «(j f  V i J - l c o s / ’')8
(3.4) . 2 ( 1 _ էօտ9 ) ( Հ ( _ _ ձ _ , , ( ) 2
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O n th e  o th e r  hand , according to  L em m a 2.2. we have

Օ Ր 1 V  Ր  (1 + 0(1 - «>s0 )
[  'T T T W ^ m r e V  ֊ Լ  ‘ т т г а ^ г - * -

Finally, com bining (3.1) and  (3.5) we gel (3.3). T hu s , we have proved th a t  Ф is 

a  convex function on U. Next, since the rad ius o f convergence o f th e  pow er series
oo n

^ ( ֊ )  =  n\ n ГТ) is e<lual to  o n e - il follows th a t  r£. =  1.
r . =  l

To prove the  assertion  o f the  theorem  for function ^  we recall th e  L ib e ra  o p e ra to r  

L. defined in L em m a 2.5, an d  observe th a t  since 4 {# {z )  -  1) =  L(2(V’ -  l ) ) (z ) ,  th en  

by L em m a 2.5 we have 4 (<p ֊  1) 6  'X. an d  hence th e  convexity  o f \p w ith  rad iu s  of

convergence r£  =  1 follows. 4t □

C o r o l l a r y  3 .1 .  / / / ( 0) =  1 and  »/

(3.0) Re (1 +  4 z f ' { z )  +  2z 2f " ( z ) )  > 0, fo r  all z  €  U,

then

(3.7) 2 — ~ ~ ~  h i ( l  4- r )  <  Re ( f ( z ) )  < 2  4* ~ ~ ~  ln( 1 — r ) ,  z  €  ( / ( r )

f o r  every r  G (0. 1) and  2 — In 4 <  Re (/(-г)) <  2 fo r  nil z  €  U . The bounds arc the

best possible.

-x
P r o o f .  Let f ( z )  =  1 +  a n t"  be the  developm ent in power series o f  a  function  / .

n = 1
Л sim ple ca lcu la tion  leads to

OO

1 +  4 z J ' ( z )  +  2 z 2f " ( x )  =  1 +  2 ^  n ( n  -Ւ l ) a nz n .
n = 1

According to  Hcrglotz  form ula the re  is a  p robab ility  m easu re  ft such  th a t

1 +  4 z ] \ z )  +  2 z 2f " ( z )  =  Ր
Jo I — e

T hus, i t  follows th a t

—  p~u  _2L r2* intV- f  1 + е~и ~ r2n
1 +  2 շ ^ ո ( 7* 4- \ )a „ z n =  /  ■ _  . . ,  <//*(£) =  Н 2 Ѵ г "  /  e

»>— 1 70  1 c n = l Jo

1 Г2*
and we o b ta in  a „  —-------— /  с ՝ ,ltdfi(t).  F inally  we get

n (n  +  l)

(3.8) Л » )  -  Ր  ( l  4  f  ֊ =  J % ( z c ֊ “ m i ) .

The las t  equality  implies th a t

f { z )  €  conii[^(C /)] =  Վ Ս )  for all z  €  U,
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w here c o n v [ ^ ( U) ]  deno tes  the  convex hull o f  the  set iI>(U) and  so we have f ( U )  с  

ib{U) .  Now th e  inclusion f ( U )  С Փ( Ս)  and  the univalence o f v  imply the  subord ination  

f  an d  consequently  we have f ( U ( r ) )  С i ՝ ( U( r ) )  for all г €  (0. 1). From this 

inclusion we deduce

inf R e ^ f c )  <  R e / ( г )  <  su p  Re z G U ( r ) .
*€l/(r) x€f/(r)

N ext, s ince Վ>{Ս) is a  convex dom ain  iu C . which is sym m etric  w ith  rcspcct to  real 

axis, f ( z )  is real if an d  only if z  is real, and  f [ x )  is s tr ic t ly  increasing on [ 1 . 1], it 

follows th a t

inf H e *£>(*) =  վՀ—г)  =  2 -------—  lu ( l  +  / )

and

su p  Re <;’(*) =  ^ ( r )  =  2 +  -— -  ln ( l  -  r).
t € l / ( r )  t

T h us , th e  inequalities in (3.7) a re  proved. T h e  second assertion  of th e  corollary follows 

from (3.7) by passing to  th e  lim it a s r / 1 .  □

O th e r  resu lts  regard ing  t he radii of starlikeness an d  convexity o f part icular funct ions 

can  be  found in | 1 | - |1 | and  | l l | .

R e m a r k  3 .1 .  The restric tion a — 1 docs n o t detract the generality. Indeed, i f  a = 

a  +  i/3 unth о  > 0 . then  the condition (1 .2) is equivalent to the following

Re ( l  +  ֊ : / ' ( շ )  +  >  0. г  6  U,

and argum ents  s im ilar  to those used in the proof o f  Corollary 3 1 lead to

/ W = f  ( - | ^ T
T hus we. have.

r • / ( * ) - +  ՛ " > № ■

ТН К  RADIUS O F  CONVEXITY O F  PARTICULAR FUNCTIONS

and
1 _1_ ~  1 1 _

, z e U ( r ) .2 -  1 ՛  ln ( l  +  r) <  R e ( / ( c ) )  <  n
r

2 + - ------ ln( 1 -  r )

C o r o l l a r y  3 .2 .  I f  / ( 0) =  1 and  i f  (3 .6) holds

(3.9) | / ( г ) |  <  2 +  ~ ~  ln ( l  ~  r ) ,  s € l / ( r )

f o r  every  r  e  (0, 1) an d  \ f ( z ) \  < 2, z  €  U.  The bounds a ir  the best possible.



P ro o f .  Lot r be a fixed real number with r  € (0. J). T he  inclusion f ( U ( r ) )  С V’(^ ( t ') )

implies?

I / M l  S  « փ  № \  = ՛ + 1  ^ Г Т Т )  = 2 + ^ 11,(1 - r ) ’
I n ֊ l

and hence (3.9) follows. T h e  inequality  | / ( г ) |  <  2 follows from  (3.9) by p assing  to

the limit as r  Հ  1. П

T h e o r e m  3 .2 . I f  / ( 0 )  =  1 and (3.6) then the function F( z )  :=  I  f ( t ) d t  is starlike
Jo

o f order n  = — =  0 .7 7 5 6 . . . .  t h a t  is. the following inequality holds:

The result is sharp.

P ro o f .  Observe first th a t  from condition (3.6) we get the  equality  (3.8) and  this

implies

О. ENGEL, А О. PALL SZAD6

According to  Lem m a 2.3. the  function F  us starlike of order о if and  only if

(3.11) —~  փ 0 for all z €  U  and T  € R.

We have

F( z )  [ h r (z)

" " * " > )  •  (■ *  Ё  ' ^ — т г г - ' )ո—I n c |

= (1 + շ ք > "  Ր  с "«M t) ) . (t + I У  п - и - а  + . т  4. 
՝  ե ՛ ւ  Jo > V 2 “ J n (n  + 1)2(1 — a  +  iT )  )

X  շ

Since 1 ♦ 2 £  շՈ Լ  * ( "՝*<ԿՀէ') С У, according to  L<mma 2.4 the  condition
f«=l

oo

(3 1 2 ) |

im plies (3  11). From  th e  minimum principle for harm onic functions we infer th a t

(3.12) is equivalent to

( з л , )  R<՝ ( ՛ +  5  ° ՛  0  6  T  6  R91 =  1
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T h e  condition  (3.13) can be rew ritten  in the following equivalent form

cos \  s i n /10 , .> /  Д  COS/10

T il l  RADIOS O F  OONVF.X1TY OF PARTICULAR FUNCTIONS

. I  Հ-* COS llO \  sin /10
( f  ^  ,|(/1 F 1 )* ]  ^  (n +  1)2 4 11 ”  r,) у  • Ճ ,  „ („  Ւ 1};m l

on
+ 0  ' ' ) E i ֊ i > l ) , » E [ l l , 2 4  I r R .

n= 1
Now observe that  th e  inequality (3.14) holds foi every V € R if and  only if

(3.15) 1 +  ^ ֊ ° SM"  > 0 .  0 €  (0,2rr],
u(n  +  I)2

and

s i l l  / 1 0  \  . 4 /  A  c o s nO

(3.16)
cos nO \  v ՜ ՝ ՝  cos /10

< 0 ,  0 €  [0 ,2 ՜] .
Г 1 (я  +  | ) 8

T h e  convexity of which has been proved in Theorem  1. im plies
N 5 <X

(3.17)
V ՜՝  c o s //0 r֊> ( — I )M

+ У  , i + V  - г т т о > 0 ,  0 6 0 , 2 -
Հ—' n(n  — 1)- n (n  -  1)-
п - l  m. I  '

an d  so, the  inequality  (3.15) holds.

T hus, to  com pe te  the  proof we have to  prove (3.1G). To this end. observe first that 

since A(2ff -  0) =  Д (0), 0 €  [0. irj. it is enough to  prove (3.16) for 0 ё  [0. ~

By L em m a 2.8 we have

Ր  f  ՚ 2 г У j  ‘ Ր  Ր  • (1 -  r !/)( 1 +  c o s0 )
Լ  Jo  1 - x 2y2 y J 0 /» ,V (1 +  x 2y 2 -  2xy cos 0)(1 +  .11/)' " ՜  '7

n = 1 ՝  '  п ж і  x

(318) ♦ £ ^ ] -
f*= I

Hence, we have to  show th a t

/ А  S i l l  710 \ 2 [ '  f  2xi/

(n + o 2 '  ~  Լ h 1 ՜ * v f *  ՝vf » a |
•1 /*1

(3.19) /  /  XVt------- ( ‘ 7  ------- r d i d y ,  « €  (O.ir;.
Л  Л  ՛ 0  +  x  у  -  2 x i/c o s0 ) ( l  +  xy)

L em m a 2.6 implies

00 s i n /10 .ту sin 0s i n /10 =  f l Ր

Հհ  (n +  l ) 2 "  Հ  Jon \  (,l + 1)2 Л  Jo 1 + х2у2 ՜  2^Уcos ̂
27
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and hence the  iueq u a litv  (3 .19) can  be  rew ritten  in th e  follow ing equ iva len t form :

( f  / ՛ _______ ■r " .s i» g _______ <  / '  / '\/n Jo 1 + *"*У2 - 2xt/cos0 J  Jo Jo 1 - x 2y2
Ր  1 (1 - xw)(l + cos0) . fn ,

Լ  Լ  Д̂ (1 + x 2y2 -  2iycos6)(l +~x y j  в  £ [°' 'b
Notice th a t  the inequality (3.20) holds because  by C auchy-S chw arz  in eq u a lity  we have

( Հ ՜ Հ ՜  a ,  „ / - ■ » ) ՛  Վ  i ;  

Г f. **0 -> .V wW *  * * '“՛*'՛
Next, according to  Lemma 2.7. we have

’’ ՜ ՜1 xysin0/7JO v/o/0 70 i +  x2y2 -  2xycos0
■ 1

dxdy
f  f  xi/v/2(l +cos0) , . л Гл .(3.22) < /  /  ---------- У , . ---------rfxrfy, 0 €  [0 .?г].

Jo Jo (1 + xy)  у /1 + x2y2 -  2xy cos 0
Finally, combining (3.21) and (3.22) we ob ta in  (3.20). □

R e m a r k  3 .2 . .45 f a r  as ire know  the. result presented in Lem m a 2 .3  is n new fo rm  of  

starlike.ness condition which involves convolution. Tlu: idea o f  use integral representations  

o f Fourier series in order to deduct- sha iy  inequalities, which lead to sharp starlikeness 

results, has been used m any  times. Regarding these questions we m ention  th< papers 

112|-|17| Geometric properties o f  particular functions were studied in |18). Also, we 

mention that (8) is a basic work in applications o f  convolutions in  geometric function  

theory.
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- •
А н н о т а ц и я . В работе ннЛдено условие на последовательность натуральных 
чисел {<7..} . которое является необходимым и достаточным условием для  
того, чтобы m  сходимости п.и кубических частичных сумм S,ln (x )  кратного 
ряда Хаара £ п о пХп(х) и условия lim in f Л • rw .t{x  sup|S*;n (x ) | >  А} =  О,А-+ + ЭО Ա
коэффициенты <1 п однозначно он|>еделялись ч е р т  сумму ряда. Получено 
необходимое и достаточное у< лопие лля того, чтобы /иія любой ограниченной

последовательности { s r, } ряд £  £n“ r»Xn(-r) являлся бы рядом Ф урье Л -
п~\

интегрируемой функции.

M SC 2010 num ber: 42СЛ0. 42С20.
Ключевые* слова: Система Хаара; сходимость почти всюду; А нитеі рнрованне.

1. В в е д е н и е

Б настоящей работе рассматриваются кратные и простые ряды Хаара. рас- 

пр< деление мажоранты некоторых частичных сумм которых удовлетворяет усло­
вию. ранее1 возникающему в некоторых теоремах единственности п.в. сходящихся
рядов Хаара.

Напомним, что система Хаара на [0; 1] определяется следующим образом (см. 
например |1|): * ,(* )  =  I. а для п =  2* +  г. і =  1. 2 ......2 \  к =  0 ,1 ,2 ,. . .

Хп(х) =  x[k)H  =
2 * ? если

2 5 если
0, если

7 ^  ^ WTT ՝
֊гтт < т < փ-,
rw. Ժ ք « — 1 і \

Значения функций Хаара в точках разрыва для наших целей не существенны 

и мы их не приводим. К;ік обычно, положим Д„ =  мірр(х„). Ясно, чіч> если
ո = 2* + i, i =  1 ,2 ,..., 2*\ к  =  0 . 1 . 2 , то ձ ո =  [ i j j l ;  Հ-).

НлсТОИІЦГС ИССЛСДОПШПГО первого «пторл ІІМПОЛІІСІІО ІІ|»І фиіІЦІМЧНЮЙ Поддержке Госудп|>- 
ствеиного комитета ио науке МОП РА и рамках научного П|юекта 10-3/1-41
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О РЯДАХ ХЛАРА А  ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

Для ո =  (յ»ւ,»1շ , ••• .n (f) €  IN'f ( IX-множество натуральных чисел) н х 

՝ xd) €  (0: 1|հՀ обозначим \ п{х) =  \ пі ( х , ) v « ,(a-՛շ) • • • X„,,U.i) и рассмоі
рим ряд

$ 3 a „ X n (x ) = 5 Z « n X n ,(x i)x na(*2) - 'X n A * d )’
Ո n

Дли натурального числа N  чеіхя 5.ѵ(х) обозначим кубические частичные суммы,

п: п ,<Л г
Для функции ֊р(х) и положительного числа А через [<^(х)]а будем обозначаіь 

следѵюіцѵю функцию

где А" АП| ІІХііЦоо՛

Аналогичные ион росы для одномерного ряда но сисгемс Хаара и по снсіеме 

Прайса (обобщсшіой системе Хаара) были рассмотрены в работах Костина |3]. 

|4|, а для рядов по системе Франклина, к работах Геворкяна |5| и [6|. Впервые 

теоремы единственности для п.в сходящихся рядов были рассмотрены в работах 

|7J, |8). В настоящей работе доказана следующая

Т еор ем а  1.2. Пусть {<7յ } -  некоторая монотонна* последовательность нату­

ральных чисел такая, что отношенш ограниченно, последовательность 

5 Чі (х) п.а. сходится к некоторой функции / ( х )  и для некоторой последователь­

ности {А,„}, АП1 —► оо

В работе (2) Геворкяном была доказана следующая

Т еор ем а 1 .1 . Пусть кубические, частичные суммы Տլ(ճ ) кратного ряда 

XIna nXn(x) почти всюду (п .в.) сгодятся к / ( х )  и для некоторой последова­

тельности Хт է +  ՜*. выполняется

тогда для всех  ո € LVi

( 1.1) Ііні А„, • in vs{X € (0; I]'1 : sup|.Sgj(x)| >  A,,,}
i֊»oo j

Тогда для всех  n ե  E՝՝՛' выполняются



Напомним,что функция / ( х )  называется А-интегрируемой на множестье G. 

если Іімі Л • ше«{а: €  С  : \ / (х)\  > А} =  0 и сущссгмуег предел
А-ч+ос

lim [  [/(.г)]А(іх =: (Л) /  f(x)d.r.
А ֊*+ .тс  J G  J r . -

Скажем. что ряд ]С ап\'п(х ) является рядом Фурье А  интегрируемой функции, 
если существует такая А интегрируемая функщія / .  определенная на (0: 1](/, что 

коэффициенты а п определяются следующим образом:

« Ո  =  ( Л )  /  / ( х ) А п ( х ) ' / х
•'[0:11

Из теоремы 1.2 немедленно следуют теоремы 1.3 и 1.4.

Т еорем а 1.3. Пусто {</; } -некото]Хія монотонная последовательность нату­

р а л ь н ы х  ч и с е * ч  т а к а я ,  ч т о  о т н о ш е н и е  ограниченно, последовательность 

$4){х) п.в. с х о д и т с я  к некоторой п.в. конечной функции / ( х )  и

Г Г Г Е В О Р К Я Н  К А Н Л В А О Л Р Д Я Н

lim А • rncs < X € [0:1]մ : sup |5„ (х)| >  А > =  0,
а-»+*о լ j  )

то все функч,ии /(х )х п (х ) , и € IN", Л-интегрируемы и

л» =  {А) [  f { x ) \ n{x)dx,  ո €  Kd.
-/10:1)-

Т еорем а 1.4. Пусть { q j } -некоторая монотонная последовательность пату- 

]Н) іъных чисел такая, что отноиіенис ограниченно, последовательность 

Տղ. (х ; п.в. сходится к некоторой функции / ( х )  €  / . ‘ (0:1]մ и для некоторой по­

следовательности {А*}. А/. /*  ос

Jim А* • rncs j x  €  (0; l)d : sup |Տ,հ (х)| >  А̂  |  =  0.

Тогда

an =  I  f { x ) \ n{x)dx.  ո €  lNrf.

Оказывается в георемах 1.2 1.4 ограниченность отношения - 1 существенно. 
Действительно, верно следующее утверждение.

Т еорем а 1.5. Пусть {</„} некоторая монотонная последовательность нату-
ос

ральных чисел такая, что sup —  = -foe. Тогда существует ряд Ѵ а „ у в(х)
Чп ^

такой, что "~1

1) а\ -ф. 0. 5 7л(х) —► 0 п.в., при п —► оо,

2) А • rncs{T €  [0:1] : su p |5?fi(r)| >  А} =  0.
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Напомним,что функция / ( х )  называется А-интегрируемой на множестве G. 

если Іііп Л • ше«{а: €  С  : \/ (х)\  > А} =  0 и сущесгнуег п]>едел

lim [  [/(.г)]А(іх =: (Л) /  f(x)d.r.
А֊*+.тс JG Jr.-

Скажем. чго ряд 5Zan\'n(x ) является рядом Фурье А интегрируемой функции, 
если существует такая А интегрируемая функция / .  определенная на (0: 1](/, что 

коэффициенты а п определяются следующим образом:

«Ո =  (Л) /  /(х)А п(х)'/х
7(0:1]

теоремы 1.2 немедленно следуют теоремы 1.3 и 1.4.

Т еорем а 1.3. Пусто {q} } -некото]Хія монотонная последовательность нату­

ральных чисе*ч такая, что отношение ограниченно, последовательность 

$4){х) п.в. сходится к некоторой п.в. конечной функции / ( х )  и

Г Г ГЕВОРКЯН к  А НЛВАОЛРДЯН

lim А • rncs < X € [0; 1]մ : sup |5„ (х)| >  А > =  0,
а-»+ «»  լ  j  )

то асе фпрікции /(х )х п (х ) , и € IN", А-интегрируемы и

=  {A) f f { x ) \ n{x)dx,  ո €  Kd.
-/10:1)-

Т еорем а 1.4. Пусть { q j } -некоторая монотонная последонаіцельность нату- 

]Н) іъных чисел такая, что отноиіснис ограниченно, последовательность 

Տղ. (х ; п.в. сходится к некоторой функции / ( х )  €  / . ‘ (0:1]մ и для некоторой по­

следовательности {А;}. А̂  /*  ос

Jim А* • rncs j x  €  (0; l)d : sup |Տ,հ (х)| >  А̂  |  =  0.

Тогда

օո =  I  f { x ) \ n{x)dx.  ո €  IN'*.

Оказывается в георемах 1.2 1.4 ограниченность отношения - 1 существенно. 
Действительно, верно следующее утверждение.

Т еорем а 1.5. Пусть {</„} некоторая монотонная последовательность нату-
ос

рольных чисел такая, что sup —  = -foe. Тогда существует ряд Ѵ а „ у в(х)
Чп ^

такой, что "~1

1) а\ -ф. 0. 5 7л(х) —► 0 п.в., при п —► ос,

2) А • rncs{T €  [0:1] : su p |5?fi(r)| >  А} =  0.
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ос
Хорошо известно, что если ряд а пх„(х) является рядом Фурье интегри-

п з і
ос

руемой функции, то. нообіце гоиоря. ряд £  €паи\ п(г),  где £„ =  + ! . может не
п = 1

1 00 сходится и пространстве Լ' .  Известно, что (см. |1|, |9| и |10|). ряд £  а„х„(х)
n*= 1

безусловно сходится тогда и только тогда, когда

( *  ) х' 2 
Р{х)  :=  е  Ll [0֊,i]

О РЯДАХ ХААРА А  ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИЯ

ІІЛП
іѴ

S u{x) :* su p  Ѵ в п Х п (* ) €  L l [0; 1]. 
N II n * l

В работе (2) доказано, что если выполняется условие

(1.2) Ііш Л • m es{x : S’*(x) >  Л} =  0.A-f-foo
X

іо для любой ограниченной последовательности {е„} ряд £  (х) является
fix 1

рядом Фурье некоторой .4 интегрируемой функции. Здесь мы докажем обратное 

утверждение

Т еорем а 1.6. Если Оля любой ограниченной последовательности {;՝„} ряд по
ОО

системе Хаара £  -мЛп\п(х) является рядом Фурье Л -интегрируемой функ-
п = 1

ции, то выполняется условие (1.2).

ос
Отметим, что (см. |2|) если ап\ п(х) является рядом Фурье А интегрируемой

Ո Տ  1

функции, го мажоранта частичных сумм этого ряда может не удовлетворить
ОО

условию (1.2). Следовательно, существует ряд У] аГІХп(х)і который является ря-
п = 1

ос
дом Фурье Л интегрируемой функции, но при некоторых £„ = 0 :1  ряд fnOT,Xa(j)

п= I
не является рядом Фурье .4 интегрируемой функции.

Таким образом, получено необходимое и достаточное условие того, чтобы для
ОО

іюбой ограниченной последовательности {£„} ряд Y1 £ո«ո\ո(տ) являлся бы ря-
п — 1

дом Фурье А интегрируемой функции.

Справедливо следующее утверждение.

Т еорем а 1.7. Д л я  любой ог/юниченной последовательности {сп} Р*д по систе-
ОС

мс Хаара £  с„ а „ \„ (х ) будет рядом Фурье .4 интегрируемой функции, тогда
п»1

и только тогда, когда выполняется условие (1.2).
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2 Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м

Д ок азател ь ств о  теорем ы  1.2. Пусть и =  (ու . ւկ,  • ՝ • , ոէ{) некоторый эле­

мент из Гѵ'{. а число М выбрано іак, чтобы

(2 1) <  М  для всех j  б IN
Ъ

Нетрудно замети I ь, что для любого к >  1 функция sup|5'flj(x)| удовлетворяет
>>*

условию (1.1) с теми же Ат  Поэтому, без ограничения общности будем считать, 

что выполняется л, <  q\ для всех і, і =  1.2. .(/. Ясно, что

ап — I  (x)Xn(x)</x =  I -чѴі (х)Хп(х)^х,

где Л п =  supp(xn)-
Напомним, что двоичный параллелепипед Л С [0; 1),; называемся паралле- 

лепипедом постоянства для .9,(х), если S,(x) постоянная па Л и непостоянная 

на нобом двоичном параллелепипеде Л', который содержит Л. Ясно, что если 

ձ  С [0; 1]и параллелепипед постоянства для Sj ( x ) .  то

(2.2) I  S, (x)dx  =  f  S j {x)dx  для любого і >  j .

Г

Допустим Д п =  \ J l k , где Ік параллелепипеды постоянства для Տ,ի (.г), входн- 
Аг =  1

щие в Л п. Очевидно, что на Л, функция \ п(х) постоянная, (принимает значения

±  Хп(х)ІІ^о). которую обозначим через Xn(h-)- Тогда

(2.3) «п =  У ՝  Yn(/*) f  S q i  (x)c/x.
J l -

Для каждого к, (к =  1,2. • • • , г) и числа тп € К обозначим

S * ( x ) = s u p |S „ ( x ) | ,  £ *  =  {х  е  Д  5 " ( х ) > А „ } .
J

Пусть ^-произвольное положительное число, удовлетворяющее условию

(2.4) е <  2 - d«A'+ i)

Выберем натуральное число in настолько большим, чтобы А,„ >  1 и (см. (1.1))

(2-5) Хт ■ mes(E*„) <  s  • mes(Ik),  {к =  1 ,2 , • • • , /•)•

Поскольку (х) ֊+ f ( x )  п.в., при յ  -* ос, го для этого in можно найти € IN’
так, чтобы Д /ія  всех к. (к =  1,2,• • • .г )

(2.0) mcs { х  € Ik : \S4lJ x )  f {x) \  >  е}  <  —  • m cs{I,;).
Лгп

Г Г ГЕВОРКЯН,К Л НЛВАОЛРДЯН
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0  РЯДАХ XAAPA .4 ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

Заметим, что для всех х е  Д„ выполняется неравенство |£,„(х)| < Л,„. Действи­
тельно. допустим А С 1կ некоторый параллелепипед постоянства дли ՏղՀ(х) и 
на нем выполняется неравенство |5ѵ.(х ) | >  Am. тогда из определения множества 

следу o'!՜, что А С £ *  . оікуда. с учетом (2.1), получаем

mea{t% ,) >  тпЪа(А) >  2"'i(A/+,W e ( / fc) >  с mea(h) ,

кото|юе противоречит условию (2.5). Пусть Ік =  и л ; ’ ,, где {Д£ ,}-параллеле-
I

пиііеды постоянства для Sq,{x),  входящие u Ik. Параллелепипед ձ ք , назовем 

параллелепипедом первого рода, если выполняется неравенство 5 а,(х)| < Ат  
для X fc Ajr •. 13 противном случае Д^ է назовем параллелепипедом вто|юго рода. 
Обозначим

1՝շ =  {» : ձ Լ  параллелепипед первого рода}.

Г շ =  {/ : ձք. ̂ -параллелепипед второго рода}.

Ясно, что и  =  ( Ц 6г і д і! . ) и ( и . €г“ ձ Ն )-  Допустим уже определены парал­
лелепипеды {ձ!Լ ,} , {А? , } . • • •» {A j^ 1} и множества Րշ, • • • . 1 чр_ 1. Г"_ л и Ік 
представляется в виде

а = (Ս ( Ս 4.))Ս( Ս
«=2 <€Г'; . € г ; _ ,

Представим (J Д * ՜1 в виде объединения • гдс ,} -являются нарал-
<€Г ;_ , $

лелепипедами пос тоянства для SV|i(x). Параллелепипед Д £ } назовем параллеле­

пипедом первого |юда, если для х fc Д£ ■ выполняется неравенство \S<fp, ,(х ) | < 

А,„. в противном случае Ajj! , назовем параллелеиішедом второго рода. Обозна­
чим

1 "ր =  {/ : Д £ , параллелепипед первого рода},

Г'' =  {f : AJ .-параллелепипед второго іюда}.

Таким образом, по индукции будем о п р е д е л и т ь  параллелепипеды {А ; ,}, {А * ,}, 

• • •, {А *’,} и множества Г^, Го. • • . Г ^ , Г",. Ясно, что

/*  =  ( U ( U  д ь » и <  и  д ? .)-
»-2 *€Г'; * г;о

Из определения следует, что если дли некоторого յ> €  {2.3, • • • . /Л)}, А  £ , являет­
ся параллелепипедом второго рода, то некоторое подмножество параллелепипе­

да А'! , (некоторый параллелепипед постоянства для , (х)), мера которого не
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меньше чем часть меры множества Aj! t, является подмножеством мно­

жества Поэтому

(г.?) / тс„( и  ( и  д ; , ) )  <  2"(А,+1) • » ■ « (£ ;.) .
л=շ ,ег';

Ясно также, что для всех р  € {2.3. • • • .ро} и для любою ?՛ выполняется неравен­

ство

(2.8) |£ * ( х )| <  Ат , для всех х 6 Ь рку

Обозначим

С,кі =  { х  6 и .ег^  А Й  : |S„ru(x) -  / ( х ) |  <  f }  .

С к7 = { х  € Սւ€դ օ : IՏ4թ0 (x) -  / ( x ) |  >  e }  .

Очевидно, что для всех к, 1 < А՛ <  г,

[ / ( х )]а , ^ / х л л  J  տ*>*
*=2 .€ Г "  յ ձ *,<

5 2  Y ,  I  i / w u - r f x
-«շ і€Г'/ •'д;..\Լ s”“(x) ՜

(2.9) +  /  |5 Vi0(x) -  f/(x )]Ar..|rfx+ [  |5,„0 (x) -  [ /(x ) lA.Jrfx.
■'Си

Из (2.7), (2.5), (2.8) u (2.2), следует, что
Ро

(2.10) £  £  /  І ( / (х )]л- И х 5  A„,2rf<A' +1> • г> .« (*& ) < շ“<«+1>ք Ш « (Л ) ,
д=2 *ег" /л і..

(2 .П)
p.. ,  

*=2 І€Г"
SUro(x)Hx < 2d<w + i)e uw.s(h).£  5 1  /  s ‘».(x )'*x

* = 2 ie r ; ' •/ д 2.4

Очевидно, что предпоследнее слагаемое в (2.9) не больше чем s • т св (/* ) . Для 

последнего слагаемого в (2.9), с учетом (2.8) и (2.G). получаем

< 2 1 2 )  /  | S , ^  ( * ) - ! / ( * ) ! » »  И *  тсз(Ік) < 2е ■ m cs(h ) .
JGk-i

Учитывая также (2.3) и (2.2), из (2.9)-(2.12) получаем

|а" ՜  L  [ / (x ) l i-  * n(x,rfx! = ! > < ' * > /  ( V W - l / W l A . . ) r f x |
յ [°Հ) к~1 I*

г

<  І Ы » £ «  ■ m «s(/(..)(2J<A'+ ,) «  + 3 )  <  ||Xn||oo ■ т е » (Д „ )2* " + » + * * .
* =  1

Теорема 1.2 доказана.

Для доказательства теоремы 1.5 нам нужен следующий результат.
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Л ем м а 2 .1 . Пусть {</„} подпоследовательность натуральных чисел, с услови­

ем sup и — =  -boo, a F(x) некотором неотрицательная функция, определенная
п

на (0; 1]. и Е =  supp(F) яв;іяется коуісчным объединением непересекающихся

двоичных интервалов, на каждом из которых F{х) постоянная. Тогда для лю-
м

бых e ,S  >  0 и /Ѵ0 € IN' cyuifiCmeyem полином Р{х)  =  ^  <П\к(х) такое, что
Լաի/0

1) supp(P)  С Е,

2) min{P(.r) +  F (x) : Р(х)  +  F{x) փ 0} >  max F(x),

3) тпся(ьирр(Р +  F )) <  <5,
4) для всех  A >  max F(x) выполняется неравенство

я-
A • т е в { х  : max \F{x) +  ^  «*Х*(*)| >  A} < e.

k = N u

5)для каждого x  €  [0; lj u n G N с условием No <  qri <  M , либо £  °k YfcU) =  0
km No

либо $2 Uk\k{x)  =  P(x).
* - jVu

Д ок азател ь ств о  лем мы  2.1 Пусть E  =  supp(F) является конечным обь- 

е.іинением непересекающихся двоичных интервалов, длина которых больше чем
h. а := max F(x).  Выберем натуральное число </ так, чтобы выполнялись

х е [ о ; і)
условия

(2.13) 2d >  N0, ^  <  niin |й ; ^  | .

Из последнего неравенства следует, что множество Е  можно представить в виде

объединения непересекающихся двоичных интервалов, длины 2 ՜'1:
гп Ла* о*. +  1

О РЯДАХ ХААРА А  ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИИ

շ Л • շժ(2.14) Е  =  ( J  /* , гас հ  =
k= 1

Пусть “ik ՛•— Е(Ііс) значение функции F  на множестве /*. Выберем натуральные 

числа г  к, к =  1 . 2 , • •• , т п , іак. чтобы выполнялись условия

(2.15) 7 і • 2Г| >  7 ,

(2.16) гл. > г * _ ,,  7к - 2 "  >  7* -і * 2Гк~ \  fc =  2,3, • • • . т.

Поскольку sup — + 00, то из последовательное!и {</„} можно выбрать числа
ТІ Դո

Գու Qn2♦ • • • . . удовлетворяющие условиям

(2 17) 2j <<h,  <Яп3 < • • •  <  Чпт,
37
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>  2Г* & »  1,2. •• • .m .
(I’lk

Из последнего неравенства следует, что для каждого к, (к =  1.2. . т ). су­

ществует натуральное число і* такое, что <  2 U и 2й г‘ <  Qllk+ і-

Ясно, что (см. (2.11) и (217)) каждый интервал Ік, (*•* =  1,2, • • • , m ), можно
представить в виде объединения нснересекаюшнхся двоичных интервалов длины

«€Л* -€.А*

Пусть ո натуральное число и 1 <  » <  2”. обозначим х[п>(а*) := 2 ~ ,,/2 \І  ‘\ х ) 

(функция Хаара. нормированная в ճ ^ ). Рассмотрим полиномы по системе Хаара

а д  =  £  £  *■•=>• շ.
дбАі 7—0

Ясно, что

/ 0  ,04  է /  \  1 П /  \  /  2 а » ^ 1*1 1  е  С
(2Л8) 1 /Л О  +  Ж О  -  I 0> если X €  [0; 1] \  Е к}

где I -характеристическая функция множества / ь  а Е к является конечін>ім

объединением двоичных интервалов и

(2.19) mcs{Ek) =  ] Г  շ“  * m es(J il ) ) =  ^ t e s ( / k) =  շ յ ~ -
«ел*-

Обозначим
Af ու

(2 .20) р ( х )  =  £  з  5 3  7* а д .
к*Л'о

Утверждения 1) и 5) леммы 2.1, непосредственно, следуют из (2.14), (2.18) и
(2 .20).

Из определении чисел 7*, ( ^  =  F (/* ))  (2.18) и (2.20) получаем, что 

( շ շ ո  F( t \ 4- Р(т\ — /  l ’ 6CJHI .г € А՜ =  1. 2, • • • . in,
(2 .2 1 ) f ( * )  +  | > ( * ) - J  0 е с л н х € [ 0; 1 ] \ ( и г , 1 ^ ) .

Комбинируя последнее равенство с (2.15) и (2.10) получаем утверждение 2) лем­

мы 2.1. Из (2.21), (2.19), (2.13) и первого неравенства (2.16) следует, что

m 1 2  1
mcs(supp(F + Р)) = շ )  m« (£ * )  =  ^  Л

*=1 і-1
Приступим к доказательст ву утверждения 1) леммы 2.1. При Л > 7 т 2г-  множе­

ство (х  : F ( x ) + P { x )  >  А} =  Й (см. (2.16) и (2.21)) и утверждение 4) очевидно. Д о­

пустим А некоторое число из промежутка (7 ;% ,2’ ՛*), тогда для некоторого числа
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$ (s =  1.2. • • • , m ) выполняется неравенство 7» і2Гд~՚ < Л < 7 , 2 '* (7օ2ո° := 7 ),
следовательно m  (2.21), (2 1 5 ) н (2 1 6 ) получаем

О РЯДАХ ХААРА А  ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИИ

’I" Г \  1
m e ,{ x  ֊. \ F H +  £  e*.vt(*)| >  A} =  me.., I U  I =  £  շՅսՀ՜ <  ^ГТТ

kmNo \кжл /

Комбинируя последнее неравенство с (2.13). получаем

А ՛ 'ш ( г  : , . Г < « |F(X) +  J j  >  Л> <  2 ^ 7  ֊  1 & 7  ^ T - f '

Лемма 2.1 доказана.

Д о к а за т ел ь ст в о  теорем ы  1.5 Пусть последовательность {<•/„} удовлетво­

ряет условиям теоремы 1.5, a F0(x) =  1 при х €  Ец := [0: 1]. Применяя лемму 2.1 

для функции Fu(x) н чисел £і =  <5і =  2 1, А'о =  2 получаем полином по системе 

Хаара
•V, 1

^ і(*) =  й***(*)

удовлетворяющий утверждениям 1) 5) леммы 2.1. Обозначим Fi(.t) := F0(x) +

Р ,(х) и Еі := supp(Fi). Ясно, что mcs(Ei )  <  2 ՜ 1. Допустим, что для чисел
л \֊ і

і =  1.2. ••• , rn -  1 уж е определены полиномы Р,(.с) =  ^  ПкХкі^), функции

F,(x) := F,_ i(.r) +  P,(.r) и множества Е , := supp(F,) такие, что Е, можно предста­

вить в виде объединения двоичных интервалов, на каждом из которых функция 

F,(.г) постоянная. Пусть Г,ГІ_і := n iaxFm_ i(x ).
I

Применяя лемму 2.1 для функции F„,_i(x), чисел ет — 2 " \ 6т —— -----
2 Ш 1  тп  -  I

” Л т - і  получаем полипом но системе Хаара

іѴ„. - 1
1*т(х) =  J 2  «***(*)

k=N„.x

ѵдовлсі вориющий условиям: і 
Л)  supp( Рт ) с. E m i.

B)  nnn{Fm(x) : F,„(x) փ 0} >  Г,а_ ь  где Fm(.r) := Fn,_ i(x ) +  Р,„{х).

C)  mea(Em)  <  ——!----- . где E,„ supp(Fm).
 ̂ I rn— I

D)  для всех A >  I \„ _ i выполняется неравенство
ч»

А т е $ { г  : max |Fm_ i ( x ) +  V ՝  а*х*(х)| >  А} <  2*՜"\
.1: Л _ j < 7„ < Ի>\ո
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Е) для каждого х € [О: 1] и натурального числа п. с условием Лт - і  <  <  Лю,

либо յ շ  Ок\к(х)  =  0 либо У, ОкХк(^) =  Рт(х)> 
к =  Л’т  -1  Іг*ЛГт _ і

Следовательно, но индукции, построим последовательности полиномов {Ргп(х)},
функций {F,„(:г)}; множеств { £ т } и чисел {Ггп}. удовлетворяющие условиям
.4) -  Е). Из .4) и С)  следует, что Г,п{х) -> 0 п.в. на [0; 1].

Рассмотрим ряд
оо

(2.22) I +  Y ,  «***(*) =  Fo(*) +  5 1
J.-2 ПІ =  І

Ясно, что для каждого т € IN выполняется равенство
л՜™ 1

1 +  <»fcYfc(*) =  ^m(*)» 
к=2

поэтому, частичные суммы ^ „ (х )  ряда (2.22) удовлетворяют следующему усло­

вию (см. Е)): Для каждого натурального числа п, если ղո €  [Лгт _і; Nm), то 

для каждого х е [0; 1] функция Sqn(х) совпадает либо с Fm(x) либо с Fm_ i(x ).
Следовательно

Sqn(x) -* 0 и.в. на [0; 1], при п -> оо.

Пусть Л некоторое положительное число, больше 1. Тогда для некоторого нату­

рального числа т  выполняется неравенство <  А <  Г,„. Учитывая Л), В)

и Е) получаем, что

{ х :  su p |S ,„ (x )| >  А} =  { х :  v  max |£ чД х )| >  A} U Ет + |.
п  п : /ѵт _ !  < п < У ѵ т

Комбинируя последнее равенство с С)  и Л), получаем

А • теа{х  : sup |S ^ (x )| >  А} <  2~т + Л <  շ-(»»-ւ)
П Հ 1 гп

Теорема 1.5 доказана.

Для доказательства теоремы 1.6 нам нужно следующее утверждение.

Л'

£  апХп(х)

Г Г Г Е В О Р КЯ Н  К А НЛВАОЛРДЯН

Лемма 2.2. Пусть sup
N  КГ91 —Ло

> А/ на некотором множ естве Е  поло-

житпелъной мери. Тогда <)ля любого a  G (0; 1) существуют  Аг, € К и б„ € {(): 1}
такие, что

тсs <х а ՝:
-ѵ,
 ̂' -»іапѴ»і(х) > Л/ 1

1 п=/Ѵ„ J}>пгпс.ч(Е).
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Д ок азател ь ств о  лем мы  2.2. Пусть ?і наименьшее натуральное число, для 
котоіюго существует двоично иррациональное число г, е  Е, с условием

а »»Хп(®і)| >  Л/. Обозначим через Д', тот интервал постоянства функции

Х„(.т). который содержит точку х і. Ясно, что

> Л/ для всех յ ՛ 6 А ; .«пХп(х)
п—Л̂о

Допустим уж е определены возрастающие натуральные числа *і; *շ, - • • . гр і и 

ненересекаюіциеся множестиа Д ,, Д£, • •• , Д̂ , г  Пусть ір наименьшее натураль­
ное число, для которого существует двоично иррациональная точка і р € է  \

- 1  tp 1Հ: ,Д * . удовлетворяющая условию | <1пХп(֊Гр)\ > Л/. Допустим Д' тот ин-
П=Лп

тервал постоянства функции х»,(х) который содержит точку хр. Ясно, что

(2.23)
п =  .Ѵ„

> М для всех х G Д'

Так, по индукции, определим числа { й }  и множества {Д *}. удовлетворяющие 

условию (2.23). Причем, если при некотором p. me.s(E \  и£~ \ Д |.) = Q. то на 

этом шаге выбор чисел і* и множеств Д* останавливается. В любом случае, из 

построения следует, что

Д ’ П Д ' = 0  ( і ф і )  и E c \ j K

Выберем натуральное число ро так, «ггобы для множества Е\ ֊  и£_, Д'. выпол­

нялось m es(E \ Ո Е) >  а  ■ mes(E).  Положим
если Д„ := supp(*„) С Ел 

противпом случае.

Из (2.23) и определения множества Е\ следует, что

Г 0 ес 
г" =  \  I ո

> А/ для всех г  € Е \ .С п « п ,\п (т )
n - N o

Лемма 2.2 доказала.
Д ок азател ь ств о  теорем ы  1.6 Теорему 1.6 докажем от противного Дону 

стим для любой ограниченной последовательности {£„} ряд £„<*„»(*) схо*
п=1

дится п. в. к некоторой Л-интегрируемой функции, но для некоторого положи­

тельного числа 6 выполняется неравенство

(2.24) lim sup А • mcs  {х €  [0:1] : 5*(х) > А} >  26 >  0.
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Г Г ГЕВОРКЯН К А Н ЛНЛСАРДЯН

где .S'*(.г) := supՀ , м«Лп(а:)|- Рассмотрим 2 случая.
1°. Пусть .9*^г) <  +00  и. в.
І.ія каждого /. положим Ек := {.г € (0; 1] : S*(x) >  Ад.-}, где возрастающая

попедоватсльиость {А*.-} будет определена ниже по индукции. Очевидно, что
1.Լ- с  Ь\ I и Է. можно представить а виде объединения двоичных интервалов.

Допустим Ек =  и ,пІк.'п И Е'к := U„,I[ где և.,„ и І'кт  двоичные интервалы
такие, что С mcs(I'ktn) =  2 mes(Ikt,n) и. кроме того, І'кт Հ. Ек.

Возьмем число Лі так. чтобы Аі un:s{E\) >  Л՝ (см. (2.24)). Согласно лемме 2.2,
Л-.

существую՜! Л'і <z 1\ ' и еп =  0; 1 такие, что для функции <^і(т) := ^ £ „ օ „ \ „ ( ւ )

выполняется неравенство

mes(Ei)

п =  І

(2.25) m r s { z € £ i :  !y?i(r)| >  А ,} >

•V.
Допустим, что уже оп|>еделены числа А, и функции <р (̂х) =  ^  г„а„х„(х),

н =  Дг* - 1 -f 1
A 7-I

1:2: ■ :к  -  1 Пусть =  max ^  |и»іХп(*)|- Выберем число А* такое,
п—1

чтобы выполнялись неравенства (см. (2.24))

(2.2G) А). >  2(A//t_i + Ад. _ 1).

(2.27)

Заметим, что

тпс.ч(Ек) <  и Хк іпся(Ек) >  Л.

(2.28) sup
.V

/V

«ո.\ /.(•»•)
и- 1

к 1

<  Afc_i для всех х  €  (0:1].

Действии іыю, если бы для некоторого ւ Հ €  [0:1] в (2.28) выполнялось обратное
неравенство, то >го означало бы, что е  Ек ь  т.е. гл е  ІК լ m, для некого-

лг

рого in. По для всех Л’ сумма ^  апХн{х) постоянна па интервале І'к_ х гп,
пчі 

Д п**; I

значит sup 
ЛГ

ЛГ

5 2  а *‘Хг.(.Г)
п**І

поскольку 7 '_ 1 т  £  £*  J.

>  Aj._i для всех т 6  / /  1 т , которое невозможно.

42



О  РЯДАХ ХА АРА А ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКИИП

Из (2.20), (2.28) и определения числа Л/*_| следует, что для ьсех х е  Ь \ 
выполняется нераж*нсгьо

sup
-ѵ

.V

« n X n f r )
Н « Л к . |  ♦  I  
ձ*Հ1Հ'Խ ,

TV

> S 9{x) -  М к j -  sup V  (l„Xn(.l )
л  fT t

> A*.. -  Л /*_і -  A*._| >

Отсюда, с применением леммы 2.2 . получаем числа .\у  €  IN и £„ -  0:1 гак не.
•V»

что для функции у?*(х) :=  ^  £пОпХп(х) выполняется неравенство
п = \\ .  , +  і

(2.29) 

Ясно, что

тсв{ат € [0; 1] : ірк(г )  >  Хк/2 }  >
те.ч( К у )

(2.30) supp(v?i.) С и гпев(ыірр(ф*)) <  ш де(££ і)  <  2 • mcs{Et . -i).

Так. но индукции, будем определять числа { А̂  }, множества ե \ .  /■.'[. и с|>ункцин 

^*(х), удовлетворяющие условиям (2.26), (2.27), (2.29) и (2.30).

Рассмотрим ряд
ЭО ЪС ОС N j k

^ 2  := 5 1  'Ѵ»(*) =  5 1  И  £n«„Xn(j').
n » l  A. — 1 A*=l fi  — N j k  i +  l

I h  (2.30) и (2.27) следует, что этот ряд н. в. сходи гея к некоторой функции /(.г). 

И і определения чисел Мк и  (2.20) следѵеі что для всех натуральных А- >  1

| .т  : | / ( х ) |  >  — |  Э |  г : |* ^ ( j ) |  >  —  +  А /д- շ |  \  \ J  su p p (^ fl(x)) Э

т с *

э (х : | 2̂i(x)| > \ լ յ  supp(v̂ ri(:r)).
՝  '  «= *+ 1

Поэтому, учитывая также (2.29), (2.30) и (2.27) получаем.что

f V ,  .  Խ  \ ^  тся(Е зк) rncs(E-2k) ^ m i s ( E u )е я | х :  | / ( х ) | > — 1 >  ------- -------------------------------------------- -----> ------ ------- .

Комбинируя последнее неравенство с вторым неравенством (2.27). получим

f .!■/ V ,  .  А2* 1 ^ \ 2к тся Х2к ■ тся  < .г : |/ (х ) ,  >  —  J >  --------- —

которое означает, что / ( х )  не является А  интегрируемой функцией, boujx-km на­

шему предположению. Тем самым теорема 1.6 в случае 1°. доказана.
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Г Г Г Е В О Р К Я Н  К А Н А В Л С Л Р Д Я Н

2°. Пусть, теперь множество В  := {х : 5*(х) =  -foe} имеет положительную
мору. Дли каждого к €  IN выберем двоичный интервал /* так, чтобы

(2.31) և  Ո (и*!,1/ , )  =  0. те$(Ік Ո Я) > 0 .9  • m e s (h )  и mes(Ik) <  .

Рассмотрим ряд ^  ««*»»(*)• Ясно, что по всех точках х € հ  Ո В  выпол­
и т е  /*

НЯСТСЯ S tl |)  
А*

5 ^  л » .Х п (* )
п: п</У,Д„ С/і

=  + 00, поэтому, применяя лемму 2.2 получаем

полином *р*(х) := £ п л .,г /. (с некото|х>го номера все c f '  равны ну­
лю), удовлетворяющий условию

(2.32) m cs | т  € Лс : |ѵ?а.-(*)і >  |  >  0 ,8  • mcs{Ik).

Рассмотрим ф ункцию
ОС

/ ( * ) : = £ ? * ( * )  =  £  £  * n W n ( * ) -
Аг=1 »*:Д„С / і

'Заметим что ряд. сгоящей в правой час; и сходится, поскольку հ  Ո կ  =  0 при 

к փ / и. для каждого х, конечное число слагаемых отличны от нуля в точке х.

Очевидно, что (см. (2 32))

me.s I  г  : |/ (х ) | >  —  j  > mcs  | х  : І¥?*(х)| >  ֊  |  > 0 ,8  mcs{Ik) t

i.e. f ( x)  не является А интегрируемой, так как из (2.31) имеем, что riies(Jk) —► О
при к -> ос. Теорема 1.6 доказана.

A b stract. In this paper we obtain a necessary and sufficient condition on the 

sequence of nat ural numbers {r/n} such that the almost everywhere convergence of the 

cubic partial sums SqJ x j of the multiple Ilaar series ]Cn an \n (x ) and the condition 

lim inf A mc s (x  sup S,lr (x)| >  A} =  0, imply that the coefficients an can be uniquelyX-* + ->c n
determined by the sum of the series. Also, we have obtained a necessary and sufficient

ОС
condition for the series JZ £„а„хп(х) with an arbitrary bounded sequence {f,,}  to

n s  1
be a Fourier-IIaar series of an Л-intcgrable function.
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A b s t r a c t .  In connection to  a  result of R Briick, we s tu d y  tin* uniiiuenes» 
of an  en tire  function when it shares л  small function w ith  л  homogeneous 

differential polynom ial.

M S C 2 0 1 0  n u m b e r s :  30І)И5.

Ke y w o rd s :  i niire luniiioii; "haring: small function; differential polynom ial .1

l .  I n t r o d u c t i o n

1.4-1 j  and (j bo two moromorplnc functions in the open complcx piano C. For 

a <z С  U  { >  }, we say th a t  /  and д share the value a CM  (counting multiplicities) if 

and only if /  u and д  -  a  lmve the sam e set o f zeros w ith  the  sam e multiplicities, 

where by a  zero of /  -  oo we mean a pole o f / .

For s tandard  notation and definitions we refer the  readei the m onograph (3). 

However, we recall some notation and definitions.

D e f in i t io n  1. 1. Let. f  be a m cm m orphic function, a f  C U { o c } .  and к  be u /юыііѵе
integer. Then

(*) N(k ( r . a , f )  (re.sjtectintly V(*(r, a: f ) )  denotes the counting function  (the. reduced 

counting function) o f  those zeros o f  f  -  a whose multiplicities aiv not less than 

k;

(11) ^  I) (r ՝ n - f )  (respectively A * .) ( r .  n: f ) )  denotes the counting function  (the. reduced 

counting function) o f  those zeros o f  f  — a whose multiplicities f in : not greater
than k.

D e f in i t io n  1.2. Let f  and g be two meromorphic functions and  a .b  6  С и  {oc}. 

B y  Л  (r, a, f \ g  փ b) ( i \ ( r . a : f \ g  փ !>)) me denote the counting function  (the reduced 

counting function) of those zeros o f  f  -  a , which a n  not the zeros o f  g -  b.

Hie work of th e  « c o w l Autltor was supported  by NBHM  fellowship.
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AN E N T I R E  F U N C T I O N  THAT S H A R E S  A SMALI.  FUN C' I  ION'

L. R u M  and C. Yang (5) first considered the uniqueness problem of an entire 

function which shares certain values with its derivative. R. Briiek |2| considered the 

uniqueness problem  of an entire function which shares a  single value with its first 

derivative, and  proved the following result

T h e o r e m  A (|2)). Let f  be a noneonstant entire function. I f  f  and f  shun the 

value I CM  and N { r , 0 ; / ' )  =  £'(»%/), then  /  -  1 =  c ( f  -  1), where e is a nonzao  

constant.

Recall tha t  a  meroinorphic function и =  a(^) is railed a  small function of an entire 

function /  if T ( r , n )  = S ( r , f ) .  In |1|. A. Al-khaladi trea ted  the  case of sharing of a 

small function by an  entire function with its higher order derivative, and obtained a 

resull t hat can be s ta ted  «us follows.

T h e o r e m  B . Let f  Ьс и nonconstant entire function satisfying  Y (r,0 : f  ’ 

and let a =  «(с)(?ё 0 . ос) be a small function o f  f . I f  f  -  a and f {k' -  a share 0 CM. 

then f  -  a — ^1 -  j  ( f <k) -  a),  where 1 -  = c;i, Բլ֊֊\ іч a polynomial of

degree at most к -  1 and 0  is an entire function.

In the  present paper we consider the  problem of sharing a  small function by an 

entire function an d  a homogeneous differential polynomial generated by the function, 

and prove the  following theorem  which is the main result of the paper.

T h e o r e m  1 .1 . Let f  be a transcendental cntiix function  such that у  = \ի(ք) 
ր *

is nonconstant, whe.iv b, arc constants u n d l tJ art: nonncgativc integers
• ՜ ւ  i - i

к
such that =  n fo r  i =  1 .2 ......p. Suppose that a = a(z)  0, oo) is a small

J-1 |
function  o f  f .  I f f n — u and։!; —a share 0 CM, and (kn  4-3)ЛГ(г,0; / )  <  AT(r, ( / " ) ' ) +  

( / '* ) ')  fo r  some  A €  (0. 1). then

Ր  - a  =  ( l  +

where с  is a constant and  1 +  ֊  = с 7 fo r  some entire function դ.

2. P r o o f  o f  T h e o r e m  1.1

We s ta te  two lemmas tha t  will be used in the proof of our main result.
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L e m m a  2 .1  ( |4 |). Let F  be a transcendental meromorphic fu n c t io n  and  let I< > 1.

Then Uitre exists  p set  A 1(I<) o f  upper logarithmic density  at most

6 ( K )  =  m in{ (2e fc՜ 1 -  l ) ՜ 1, (1 4- c ( K  -  1 ))exp(o( 1 -  !<))}.  

such that fo r  every positive integer q the following inequality holds:

lim sup  J .  1 \  <  3 f  K.
r ^ , r ^ u < ) T ( r , F M )

I f  F  is an en ttie  function , then in  the above inequality  3e K  can be replaced by 2e h ՛.

L e m m a  2 .2  (|3 |, p  17). Let f  l>e a nonconstant m erom orphic  function , and  let

օ\,ս->,ս-ձ be three distinct small func tions  o f  f .  Thi n the following inequality holds:

T(r .  f )  <  Щг.  0 ; /  -  a i )  +  Щг,  0 : /  -  սշ) +  lV (r,0 ; /  -  n3) +  S(r, / ) .

P r o o f .  Let h =  £-£7  T hen  h is an en tire  function w ithout zeros. So. we can  put 

h =  where a i  is an  entire  function. Differentiating equation  f " — a = հ -ф — ha,

we get

(2 .1) ( / " ) ' - a ' =  ( M ' “ №*)'■

We now consider the  following two cases: a1 փ 0 an d  <i = 0.

C a s e  I: Let <1 ՚ փ 0. We p u t

(2-Ո \ y -  ( W  W
K /» ( /" ) '  ha '  ՛

If Zi) is a  zero o f ( / ’՛ ) '  -  a' w ith  a '( z o ) (^  0 ,oo). then  by (2 .1) we ge t W { zq) =  0 . 

Assuming tha t  W  փ 0. we ra n  write

Щ г .  0: ( / " ) '  -  a' )  <  ЛГ(г, 0; W )  +  S (r ,  f )  <  T ( r .  IV) +  S( r ,  f )  < N ( r ,  oo; W )  +  S( r .  / ) ,

because

I. LAH1RI ,  13 P A L

Hence, we have

2  ՛ "  ( r - ф у )  +  ™ ( r ՛ ф у )  +  2 m  ( r ,  ֊ )  + S ( r . f )  =  5 ( r , / ) .

Note th a t  the  possible poles of W  a re  con tribu ted  by the  zeros of ( / " ) '  =  ո ք ’1՜ 1 ք ' 

and a' Let z\  be a  zero of /  with m ultiplicity q such th a t  a ( s i )  փ 0 ос an d  a' (zx)  փ 0. 

If q <  k,  then  Z\ is л  possible ]ю1е of W  w ith  m ultiplicity

(r,q ֊ I) -  Ш \ n j ( q  -  I)/ , ,  +  (<y -  2)/l2 +  .... +  շ կ _ շ +  +  *,} +  ] <  <  i l k ,
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where t t is the  sum  of multiplicities of zeros at z j ,  ob tained  from rem aining к -  q 

function*. If </ >  k.  then  W  ha.s a possible pole at z\  w ith  multiplicity

{nq  -  1) -  inin j (9 ֊  1)/., +  {q -  2 ) l i2 +  .... +  (q -  k )l ,k.) f 1

=  nq -  nun  {nq  -  ( 1/ ,, +  2(l2 +  .... +  k l tk.)}
1<*<P

<  m ax (1 /,i +  21,ч +  .... +  k l lk.) < nk.

If si is a  regular poin t of W .  then  we consider it as a  pole of W  with multiplicity

zero. T hus, we can  write

Лг(г,оо; W )  < kiiN(r,Q ՝, f )  +  Л Г (г ,0 ; / ' | /  56 0) +  S ( r , f )

<  k n N ( r , 0 ■, f )  + T  ( r ,  L ' j  + S ( r ,  f )  =  ( k n  +  l)7V(r. 0: / )  +  S (r ,  / ) .

So. by (2.3) we get

(2.3) /Ѵ(г. 0: ( / " ) '  ֊  a.') < {kn  +  l)7V(r, 0; / )  4- S (r .  / ) .

Also, we have

(2.4) jV(r,0-,{ГУ) < Щг . 0; / )  + Щ г . 0; f ' \ f  փ 0) < 2N(r.0; / )  +  <?(r. /) .

Iu view of Lem m a 1 I. it is easy to  see th a t  5 ( r , / )  can  be  replaced by S (r , (Հ ’1)') 

as  г —> oo, possibly outside  a  set of finite upper logarithm ic density. Therefore, by 

L em m a 2.2, we get as r  —> 00 a t  least along a  sequence of values

T { r , { ГУ)  < Щг,  0; { Г У ֊  a )  +  Щг,  0: {Г) ' )  + Щг,  ос: ( /" ) ')  +  5(г .  ( / ” )')

<  (А;п +  3)7Ѵ(г. 0 ; / )  +  5 (г ,  ( / п)/),

yielding a  contradiction.

Therefore  W  =  0 , and  by (2.1), we get

(հՓ)' _  {հո)' _  {hxj>y -  (h a ) ' _
( / " ) '  o ' ( / " ) ' - « '  "  ’

implying t h a t  {ha)' =  a ՛. In tegra ting  the  last equality we ob ta in  ha  =  a + c. and  so 

h =  1 +  j ,  w here с  is a  constant. Therefore, f n -  a = ( l  +  j | ) , -  a ) .  which for 

a t  =  yields 1 +  £ =  c՝1.

C a s e  I I :  Let « ' =  0, so th a t  a is a  constant. From (2.1) we get

AN E N T I R E  F U N C T I O N  T H A I  S H A R E S  A S M A L L  F U N C T I O N

л, ' Ո



where F  =  (/ " ) ' ,  G  =  an d  D  =  a՛-է.

Differentiating (2.5) we obtain

1 h '  JT O F '
(2-C) /, /, G  /.՝ +  у  у  ■

Elim inating  ֊  from (2.5) an d  (2.G) we get

(2.7) j = C , '  + G j ,

where A  = D  ̂  + В '  ~  П y - .

Assum e first th a t  G  =  0. T h en  hip =  rfj, a  nonzero  co nstan t. Therefore,

(2.8) / n = a + /i(0 -  a) =  a +  rf, -  ac°‘ =  a +  ձ  +  e°2, 

where օ շ  =  <»i +  lo g ( - a ) .
f 9 ft* j.՝*}

By logarithm ic differentiation we get n y  Q t Հ  |c ,.; , an d  so  we have

(2 9 ) ( n / r  =  _ K M L _
1 7  '  ( a + i + f ) - 1

We suppose  th a t  n  >  1 Let r/ +  d\ փ 0. Since /  is en tire , from (2.9) we get

І Ѵ ( г , - а - ( / 1;е Л2) <  W M j a J )  =  S (r ,c '* 3),

which is a  contradiction. So. a +  c/i = 0  and  from (2.8) we get /  =  e.". w here  net =  л  շ. 

I'herefore «.• =  P ( a #)cMft, where Р ( л ' )  is a differential polynom ial in a ' .  Also, we have 

V ֊ flit П| =  </շ(«“ * ) " ,  where d2 =  —i^ n . T hu s , (e*1)՜2'՛ =  -frfcpj, which implies

2 n T ( r ,e ° )  <  T (r ,  P ( a ' ) )  +  0 ( 1 )  =  S ( r , e ' r),

yielding a  con trad ic tion .

Next. suppose  th a t  n  =  1. T hen /  =  a  +  r/յ +  c ° 3, an d  so  we have Հ> =  Q (a '2)e,,J , 

where Չ (օ շ )  is a  differential polynomial in Օշ. Also, observe th a t  v  =  d j e ՜ ' ՝ 3, where 

t l.  =  Therefore. (r.°a)2 =  ^ ' 4 ՛ ^ . which is a  con trad ic tion  Hence G  ՜ք 0.

Now we suppose  th a t  A = 0. T hen  from (2.7) we get ^  ^  =  0 . an d  so

by  in tegration  we have Gli  =  I ( ,  where К  is a  nonzero  co n s tan t .  Hence (htl>)' =  

Gh[ f ny  = K ( f u)'. and  so hy> = К f u + Д/, w here M is a constan t.  Since /'* — a = 
h \b -  ha, we get

(2.10) (1 - I < ) f n = « ( 1  - / і )  +  Л/.

If Л՞ =  Լ  it follows from (2.10) th a t  h is a  constan t. Hence we have

Г ֊ а = (  1 + £ )  (V, -  e).

where с  =  а(Л -  I) is a  co n s tan t  such th a t  1 +  ֊  փ 0 .
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If К  փ 1, then  in view of (2.10), h is non-constant. So. from (2.10) we get

2 + M  _  օ £ լ  
1 1 ֊  A' 1 -  К  1 ’

where cj =  and  3\  =  o j  -f lo g y ^ jr .  I3v logarithm ic differentiation we obtain

-  т ^ г т т -  and  so ( « / ' ) "  =  )!,!.,. which is similar to  (2.9). Hence usiiift

the equality  հվ> =  К f ‘ +  Л/ and proceeding as above we arrive a t  a  contradiction,

implying th a t  A  Գ 0. Now

AN E N T I R E  F U N C T I O N  Т І І А Г  S H A K E S  A S M A L L  F U N C T I O N  ...

m»(r, .4) <  2 m (r ,  Я ) +  m (r ,  B' )  +  m  ^г, j  +  m  f r .  =  S (r ,  / ) .

Since A  =  « ^ )  +  л ( x )  " flT 7 ՛  wc can w r*te

.V(r. Л) <  N ( r , 0 ; / ) + ^ ( r , 0 ; / / | / ^ 0 )  =  iV ( r ,0 : / )  +  ^ ^ r J0 ; ^  < І Ѵ ( г .0 ; / )  +  

+  Т ( Г |£ )  = ^ ( r , 0 ; / )  +  j )  +  S ( r , / )  =  2 N ( r . 0 ; / )  +  S ( r , / ) .

Hence

(2.11) T ( r ,  A) < 2N(r.  0: / )  +  5 ( r ,  / ) .

From (2.7) an d  (2.11) we get

m  ^ r ,  <  m  ^ r , - ^  +  m ^ r , G ' +  G —^ <  T^r, Л ) -r m (r.(7 )

(2.12) +  m ( r . § )  + " ‘ ( r . £ )  + 0 ( l ) < 2 7 v ( r , 0 ; / )  +  S ( r . / J

Since .4 £  0. it is c lear t h a t  В  փ 0. Let г2 ho a  zero of /  w ith  m ultiplicity q (>  k  + 1). 

T h en  Z2  is a  zero o f 13 =  -р гг^ ~  w ith  multiplicity a t leust qn k n  -  1. Hence 

wc have nJV(jt+ i (r , 0; / )  -  (k n  + 1  ]N (k+ \(r, 0; / )  <  Дг(г,0; В )  S(r .  f ) .  implying tha t  

” W<A+i(r -0: / )  <  (* n  +  l)^(fc+i(»*0; / )  +  5 ( r .  / ) .  Therefore, we can  write

;Y(r,0; F) < n;V(r. 0; / )  -  7V(r.0:/) +  Л’( г ,0 ; / ' | /  Ф »)
V  —  / '

< nAf(r,0; / )  77(r.O;/) 4- Ar(r,0; ֊ )  < n-V(r,0;/) ֊  Лг(г ,0 ;/)  -\ T ( r ^ )

=  пЛГ(г,0 ; / )  -  77(r. 0 : / )  +  ЛГ(г, £ )  +  S (r ,  / )  =  n/Vfr, 0 ; / )  -  77(r,0; / )  +

+  7V(r, 0; / )  + S(r, 1)  =  n .V (r,0 ;/)  +  5 ( r . / )  =  »JVw (r ,0 ; / )  + » % +,( r .0 ; / )  +  

+ 5 (r, / )  <  nk~Rk){r, 0; / )  +  (kn + l)7?,*+1( r .0 ; /)+

(2.13) + S ( r , / )  <  (* n  +  l ) W ( r ,0 ; / )  +  S ( r , / ) .
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In view of (2 12) and  (2.13), by the  first fundam ental theorem  we get

(2.14) '  T ( r ,  F)  < ( k n  +  3 ) jV ( r ,0 ; / )  +  S ( r J ) .

Finally, by  Lem m a 2.1 and  (2.14) we have

T(r .  ( Ո ՛ )  < ( k n  + 3 )W (r ,0 ; / )  +  S ( r ,  ( / " ) ' )

as г —► oo, possibly outside a set o f finite upper logarithm ic  density , which is a 

contradiction. This completes the  proof of the  theorem  1.1. □

A c k n o w le d g e m e n t .  T h e  au th o rs  a re  thankful to  the  referee for valuable  suggestions 

tow ards improvement of the  paper, especially for po in ting  out th e  red un dancy  o f a 

part of the  proof of Theorem  1.1 in its initial version.
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A b s t r a c t .  T h is  rcscarch  is a  co n tin u a tio n  of th e  recent p a p e r  by X. Q i and  L. Yang (15).
In th is  p ap e r, wc co n tin u e  o u r s tu d y  concern ing  ex istence  o f so lu tions of л Ferm at type  

d ifferen tia l-d ifference e q u a tio n . and  im prove th e  resu lts  o b ta in e d  by К Liu e t al. in |8  10].

M S C 2 0 1 0  n u m b e r s :  30D 35, 39A 05.

K e y w o r d s :  Ferm at typ e functional equation: entire solution; N evanlinna theory

1. I n t r o d u c t i o n

A num ber o f papers are devoted  to  the stu d y  o f so lu tion s o f the following Fermat 

typ e functional equation:

(1 .1) / ( * ) "  + Փ ) ո =  1.

For instance, in the ca.se n  >  4 , G ross |3| has proved that th e equation  (1.1) has no  

transcendental m erom orphic so lu tions. For th e entire ease. M ontcl |11] established  

that (1 .1 ) h as no transcendental entire so lu tions w hen n >  3. For n =  2. Gross 

|'I| show ed th a t the equation  (1 .1 ) has the entire so lu tion s f ( z )  =  sin (/t(^ )) and 

<7(г) =  c o s (h (z ) ) ,  w here Л(г) is any entire function, and no other so lu tion s exist. 

Later on , m any authors investigated the generalization o f  equation  (1 .1 ) (see [17, 

19, 21), and references therein). Recently, m any articles were focused on com plex  

difference eq u ation s. T h e  background for these stu d ies  lies in th e recently developed  

difference counterparts o f N evanlinna theory (see (1, 2)). M eanwhile, th e  difference 

analogues o f  th e  Fermat typ e functional equations have been investigated  in a number 

o f papers (see (7. 9. 12. 13, 14, 16. IS, 22)).

‘T h is  work w as su p p o rte d  by th e  N ational N a tu ra l Science F oundation  o f C h ina(N o . 11301220, 
No. 11371225, No. 11401387. No 11661052 and  No. 11626112), th e  N S F  o f Shandong  Province, 
C h in a  (N o.ZR2012A Q 02U ), th e  N SF o f Zhejiang Province. C h in a  (No. Q14A11X>13) a n d  th e  Fund of 
Doc to ra l P ro g ram  R esearch of U niversity  of J in a n  (X B S 1211).
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111 the recent publications Liu et al. [8, 10) d iscussed the q u estion  o f  ex isten ce  o f  entire  

so lu tion s o f fin ite order for th e follow ing Fermat typ o  different ial-d ifference equation:

(1 .2) ( / W + / ( *  +  #  =  !•

Specifically, the follow ing result was obtained .

T h e o r e m  A . The equation (1 .2 )  has no tran scen den ta l entire, so lu tio n s  o f  f in ite  

order, provided that m  փ n, when: m  and  n are pos it ive  integers.

In [15j, the authors o f  th is  paper have ob ta in ed  a  sim ilar result for m ore general

equation .

T h e o r e m  B . ^15)^ L e t f ( z )  be a transcenden ta l m eromoi-phic fu n c tio n  o f  f in i te  order, 

m  and  n be. tw o  positive  integers such that m  >  2n +  4 . a n d  let H ( z )  be a m erom orph ic  

fu nc tion  sa tis fy in g  .V(r, j j )  =  S ( r , f ) .  Then f ( z )  is no t a so lu tion  o f  the. fo llow ing

equation:

(1 .3 ) ( / ' ( * ) ) "  +  / ( *  + c )m = / / ( * ) .

In th is paper, we continue our stu d y  concern ing ex isten ce  o f  en tire  so lu tio n s  o f  

eq u ation  (1 .3 ). To sim p lify  the proofs, we transform  th e eq u a tio n  (1 .3 ) in to  the

following:

(1 .4 ) f ( z ) n +  ( f ' ( z  +  c ) r  =  P { z ) .

In w hat follow s, w e assum e that th e reader is fam iliar w ith  th e  e lem en ts  o f  N evan linna  

theory (see |G. 20]). N ow  we are in p osition  to s ta te  th e m ain resu lts o f  th is  paper.

T h e o r e m  1 .1 . Let  P [ z )  be a polynom ial, and  let n a n d  m  be p o s it ive  in tegers such  

that ո փ ա .  Then the equation (1 .4 )  has no tran scen den ta l en tire  so lu tio n s  o f  finite.

order.

T h e  fo llow ing question  arises naturally: w hat happens if in eq u ation  (1 .4 ), P ( z )  is 

a  transcendental entire function? Our next result concerns th is  q u estio n , w here we 

consider th e sp ecia l case: P ( z )  =  г (г )с я(2) +  q( z ) .

T h e o r e m  1 .2 . Let  P ( z )  =  г (г )е л(г) +  q ( z ) ,  w hen; r ( z ) ,  s ( z )  a n d  q ( z )  are nonze.iv  

polynom ials, If n and  m  a ir  two positive  in tegers sa tis fy in g  n >  m  +  1. then the

equation

(1-5) / ( * ) »  +  ( / ' ( *  +  <•))’" =  г (г)е*<*> + , ( * )

has no transcendenta l en tire  so lu tions o f  f in ite  onler.
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Л NOTE ON SOLUTIONS O F SOML DIFFERENTIA L-DIFFERENOE EQUATIONS

R e m a r k . T h e  assertion  of Theorem  1.2 is not true, if n =  m  +  1 01 n  <  rn. For 

exam ple, when m  =  1, the following equation

/ W 2 + / ' U  +  c )  =  C2! +  l ,

where <՝ =  In 2 +  in ,  has a finite order transcendental entire solution f ( z )  — e ։  +  1. 

and the transcendental entire function f ( z )  =  e : +  с solves the equation

/ ( * )  +  ( / ' ( * +  <-))2 = Л с г= + 2 + 1 .

where r =  In I  +  in.

T he following result contains a  partial answer a* to w hat m ay happen if n =  m  in 

Theorem  1.2.

T h e o r e m  1 .3 . Let  f ( z )  be an cnt in: function o f order  1 <  a ( f )  <  oc unit A ( / )  <  1, 

a rid let P ( z )  =  г (г )с 4̂  +  ч(г) ,  where r (z ) ,  s (z )  and <i(z) a r t  nonzero polynomiak. 

Then f { z )  is not a solution of equation (1.5)  u՝hcn n =  m .

In the above stated  results w e considered only the finite order solutions of equation

(1.4). T h e  next result concerns the existence o f infinite order solutions of (1.4).

T h e o r e m  1 .4 . Let P ( z )  be a nonzero entire խոշէւօո o f f in ite  order, and let m  

and n be positive integers. Let f { z )  be an entire function satisfying the conditions: 

A( / )  <  <7( / )  =  oo and  the hyper-order օ շ ( ք )  <  oo. Then f ( z )  is not a .solution of  

equation (1.Հ).

2 . S o m e  l e m m a s

L e m m a  2 .1  ( |2 |, Theorem  2 .1 ). Let  f { z )  be a m erom orphic function  o f  finite order, 

and let с  €  С . Then

( 2 1 )  Ч г^ ) Ч г’ Т ( Ш = 5 ( г / ) ՛

L e m m a  2 .2  ([1|. Theorem  2.1). Let f { z )  be a transcendental meromorphic function  

o f  f in ite  order <r(f).  and let с  €  С . Then

T ( r ,  f ( z  +  с )) =  T( r .  / ( ; ) )  +  0 ( г ՞  1 * ') +  O (lo g r).

Thus, i f  f  is a f ini te order rneromorjihic function, then

r ( r t / ( *  +  c ) ) - r ( r ; f l + S ( k / ) .

L e m m a  2 .3  (|G), Theorem  2 .4 .2 ). Let f ( z )  be a transcendental meromorphic. solution 

of the equation

f ' A ( z ,  f )  =  B( z ,  f ) .



X QI. Y. LIU A N D  L VANG

where A ( z . f )  and  B ( z . f )  are d iffe ixn tia l po lynom ials  in f  a n d  its d c n v a t iv e s  with  

sm a ll  merorTiorphic coefficients a \ ,  in the sen se  that m ( r , a \ )  =  S ( r yf )  f o r  al l  A €  / .

/ /  d ( D{ z ,  / ) )  <  ո , then m { r , A { z yf ) )  =  S ( r . f ) .

L e m m a  2 .4  ( |2 0 |. T heorem  1 .51). Suppose that f } ( z )  ( j  =  l , . . . n )  (n >  2) are

m e iv m o rp h ic  fu n c tio n s , and  <jj(z) ( j  =  1........ n ) are  e n tire  fu n c t io n s  sa tis fy in g  the

fo llow ing  conditions:

( 1 ) z u  / Л Ф * (г) =  о-
(2) g j ( z )  -  у к {֊ )  '«of con stan ts  f o r  1 <  j  <  к  <  n .

(3 ) For  1 <  j  < n  and  1 <  h  <  к  <  n , T ( r , f j )  -  о { 7 ’( г ,е уі‘” л ) } .  r -4  oo , r  g  b \  

where E  С ( Լ  ос) is  о /  f in i te  l inear m easure. Then f } ( z ) =  0.

L e m m a  2 .5  ([5 |). Let  f ( z )  be и transcenden ta l en tire  fu n c tio n  o f  in fin ite  o rd er  and

Դօ(ք) <  o c . T hen  f { z )  can be represen ted  in the fo r m  f ( z )  =  U ( z ) e v ŝ \  where U ( z )  

and  V ( z)  are en tire  fu nc tion s , and  A( / )  =  A(U ) =  o { U ) .

3. P r o o f  o f  T h e o r e m  1.1

S uppose there is a transcendental fin ite order en tire so lu tio n  f ( z )  o f  eq u ation  (1 .4 ). 

W e d iscu ss th e follow ing three cases.

C ase 1. If n >  m . then  rew rite th e eq u ation  (1 .4 ) as follow s:

/(*)m/ W n" m = P(z) -  ( f£ ^ j  % cT ' ( * r -

A pply ing  th e logarithm ic derivative lem m a, L em m as 2 .1 . 2 .3  and  ta k in g  in to  account 

the a ssu m p tion  n >  in,  we conclude that

T ( r , r — ) =  ( n - m ) T ( r . f )  =  S ( r J ) ,  

yield ing a  con trad iction .

C ase 2. If m >  n  =  1. then we have f ( z )  +  { f ( z  +  c ) )m =  P ( z ) .  D ifferen tia tin g  th e  

above eq u ation , w e get

(3.1) / ' «  + >"(/'(: + <0Г~7"(г + c) = P\z) .

Set f ( z  4- c) =  F ( z ) , then f ' ( z )  =  F ( z  -  c). M oreover, in v iew  o f  (3 .1 ) , w e have

F ( z - c )  + m(F(z))m- l F'(z) = P'(z),

R ew rite th e above eq u ation  as

m ( F ( z ) r  ՝ F ’(z) = P 'W  -  Р р Г )С)Г Ы -
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U sing Lem m as 2 .1 , 2 .3  and taking into account the assum ption  m  >  n =  1. we get

T( r ,  f ' ( z  +  с)) =  T (r . Г ) =  m (r, F ')  =  S (r , F ')  =  S (r , / ' ( *  +  c)), 

yield ing a contradiction .

C ase 3 . If w  >  n >  2. then by the second fundam ental theorem  for three sm all target 

functions, we obtain

т Г ( г . / ' ( г + с)) = Т(г,(/ '(г  + с )Г )

-  л  ( ’՛ ՛  ( / ' u  +  c » ™ )  +  N ( r ՛ ( / ' ( ;  + <0 ) m -  +  S ( r ՛ Я

Furtherm ore, equation  (1.4) gives m T ( r , f ' ( z  +  c )) =  n T (r .  f )  +  5 ( r . / ) .  Therefore, 

we can  w rite

(m -  l)T(r, ! '{ ։  + c)) < 7?(r, - -  + *))w _ + S(r, / )  = 77(r, ± )  + S(r. /)

<  T (r , / )  +  S (r , / )  =  Հ T ( r . ] ' ( z  +  c ))  +  S (r . / ) .

im plying th a t Т ( г , / ' ( г  +  с )) <  ( ֊ ;  +  ^ ) T { r , f ' [ z  +  с )) +  S ( r . f ) .  which contradicts  

th e assu m ption  that m  >  n >  2. Theorem  1.1 is  proved.

4. P r o o f  o f  T h eo r em  1 .2

Let f ( z )  be a  transcendental entire solution o f finite order o f equation (1 .5 ). T hen  

differentiating (1 .5 ) and elim inating  c ՝ { ։ \  w e can write

/ ( 2 ) " - > / ' И  ֊  (*'(=) + 7 T $ )/(* ))  = « '(-) ֊  ш (/ '( г  +  r) )m- '/ " ( =  + <0
г'(г)

If n f f( z )  -  (տ#(շ )  +  7 $ ) f  =  0i t,K՝n / ( * ) "  =  .4 г ( г ) г '^ \  where Л is a non-zero  

con stan t. T hus, f ( z )  can  be rew ritten  as

/ ( * )  =  Л ( г ) е ^ ,

where /t(c) is a  polynom ial. S u b stitu tin g  / ( : )  =  h ( z ) c ^ ~  into (1 .5 ), we obtain

(4 .2) (Л ֊  1 )г (г )с ,(х) +  ( ( / i ( z  +  c)e  * )'J -  q{ z )  =  0.

Hence.

(4 .3 ) (Л -  l)r(*)e*<x) +  ( G ( z ) e ^ ) ' n -  q( z )  =  0.

w here G ( z )  =  h \ z  +  c)  +  Ճ ւ±ւճ1ձ±12. Clearly. . 4 ^ 1 .  We se t g( z )  =  t ^ . and use

(4 .3) and Lem m a 2 .2 , to  obtain

riT(r, g)  =  tn T (r ,  g )  +  S (r , r/),
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which contradicts the assum ption that ո >  in +  1.

Now let nf ' { p)  -  ( s '(2) +  7 ~ j ) f  t  0. We rewrite the equation (4.1) a.s follows:

/ ( : ) ’- ՛( » / ' ( * - )  ֊  (» '(* )+  Щ ) / ( - ) )  §  *

+ ™  +  f f i d ' i i : : ; !  % e ] r n * r  -  « 4

Applying the logarithm ic derivative lemma and Lem m as 2.1, 2.3, and taking into 

account that bv assum ption f ( z )  is entire, we obtain

T( r .  , . / ' < * ) -  (» '(z) +  ^ ) / )  =  5 ( r , / )

and

Ц г . Д п П г )  -  ( s ' ( i )  +  ֊ l ) f ) )  =  S ( r . f ) .

ГІіегеГоге '/’( ;• ,/)  -  S ( r , f ) .  which is a cont radiction. Theorem  1.2 is proved.

5. P r o o f  o f  T h eo rem  1.3

Suppose that f ( z )  is an ent ire solution o f  (1 .5) satisfying 1 <  (r( f )  <  oo and A( / )  <  1. 

Then, by the Hadamord factorization theorem, f ( z )  can be rewritten as f ( z )  =  

h{ z ) cp՝ 'K where h( z )  is an entire function satisfying A( / )  =  A(/») =  v ( h )  <  1, and 

p( z )  is a  polynom ial. We substitu te f { z )  into (1.5) to  obtain

(5.1) h ( z ) ae n* x) +  A (S)ncn* s+C) = r (z )e* (x) +  <у(г), 

where A( z)  =  h '(z  +  c) +  h (z  +  c)p '{z  +  c). Thus, we have

(5.2) h ( z ) nc n* =) +  A( ; )  V ,',(;+r) -  r {z )e* {x) -  q( z )  =  0.

We discuss the following three cases:

C a se  1. If p ( z + c ) - p ( z )  =  <ц, w h ereat is a constant, then we obtain  p( z )  =  B z  +  C . 

where В  փ 0. Substitu ting p( z )  =  B z  +  C  into (5.2). we get

(5.3) еп{֊0л+ с Щ х ) п +  А(5)ив,,а») -  ф)е"<*> -  q( z )  =  0.

І! .‘«•(г) ֊ n{Liz  +  C)  =  ոշ, where a -շ is a constant, then by (5 .3 ), it follows that

(5.4) e * D x+c\ h ( z ) n +  А (г )Ѵ ш‘ ) -  r ( z ) e a' )  ֊  q ( z ), 

which is im possible under the assum ption that q( z )  փ 0.

N ext, if л( ѵ) - t i ( Bz  +  C)  փ ա ՛հ , then applying Lemma 2.4 to (5 .3 ), we get q( z )  =  0, 

which is a  contradiction as well. Hence, p ( z  +  c) -  p{ z )  փ a j .
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C a s e  2 . If t i p(z  + c) ~  s ( z )  =  b i, where fe| is a constant then we got

(3 .5) ( A ( * ) V '  -  г(г))с*(,) 4- h ( z ) nenpt*> ֊  q( z )  =  ().

Observe that s ( z )  -  np( z )  £  b2 . Indeed, if «(г) -  v p ( z )  =  հշ. then we have np( z  +  r) -

np( z )  =  b , +  հշ.  which is a contradiction by Case 1 W hen s ( z )  -  np{z)  փ 1ղ. then

applying Lemma 2.1 to (5 .5 ), we get q( z )  ֊  0, which i.s a contradiction. This shows 

that n p (z  +  c) ֊  s ( z )  փ b\.

C a s e  3 . A rgum ents, sim ilar to those applied in Case 2. can he used to show that 

np( z )  -  s ( z )  փ c i ,  where ci is a  constant.

C om bining th e Cases 1 - 3. Lemma 2.1 and formula (5.2), we conclude that <j(z) — U. 

which i.s a  contradiction. Therefore. / ( : )  is not a solution o f equation ( 1 .5 ) .  Theorem  

1.3 is proved.

0. PllOOF OF T il КОНЕМ 1.4

Let f ( z )  be an entire solution o f equation (1.4) satisfying A( / )  <  a ( f )  =  ->c and 

ո շ ( / )  <  oo. Hence, we can apply Lemma 2.5 to  obtain

(G.l) / ( г )  =

where U( z )  and Ѵ^г) are entire functions. Moreover, since X( U)  = o ( l ՛ )  — A (/)  <  oo. 

n { f )  =  oo, we have v ( f )  =  (гЭ) =  oo. Therefore, V{ z )  is a transcendental 

function. Substitu ting  (G.l) into (1.4). we obtain

(0.2) U ( z ) v e nV(,) +  I I ( z ) mcmV{‘s+ c) = P( z ) ,

where JI( z )  — U' { z  +  c) +  U ( z  +  c ) \ /7(* +  <•). From the assum ption օ շ ( / )  <  эс , we

get <?{V) <  oc, and so  о{11) < r>c. We write (G.2) in the form

U ( z ) n +  I l { s ) meG M  =  P ( z ) e — Vi* \

where G ( z )  :=  t n V ( z  +  с) -  n V { z ) .  If G {z )  is a  polynom ial, then we have <7{U{z)" +  

H { z ) 'nec^ £)) < oo and n ( P ( z ) i  ',l ՝ г)) =  oo, which is a contradiction.

Therefore, G( z )  is a transcendental entire function We write (G.2) as follows

(0.3) U ( z ) n cnV(,)  +  H { z ) m emV(x bc) -  P ( z ) e °  =  0.

and observe th at / / , ( : )  =  ед <*>, H 2(z)  =  cnV^ \  I I3{z)  =  е"*՝'<г+л> are entire 

functions o f  regular growth with infinite order. Therefore, for i =  1 .2 .3  we have 

T ( r , U n) =  o { T (r ,  H ,)} ,  T (r. //"*) =  o{T (r, / / , ) } .  T (r . P )  =  o{T (r . / / . ) } .

A pplying Lemma 2 .5  to (G.3), we conclude that (/(:)'*  =  / / ( : ) '"  ՜  P ( : )  ֊  0. which

is a contradiction. Hence, f ( z )  cannot be a solution o f equation (1.1). Theorem 1.4 

is proved.
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C O M M U T A T O R S OF H O M O G E N E O U S F R A C T IO N A L  
IN T E G R A L S  O N  H E R Z -T Y P E  H A R D Y  SPA C E S W IT H  V AR IABLE

E X P O N E N T

H ONGBIN W ANG

Shandong University o f Technology'. Zibo. Chinn 
E-mail: hbu>ang_ 2006616S.com

Abstract . Let Q € L՝{Sn 1), s > 1, be a hom ogeneous function of degree zero. and  
let a  (0  <  a  <  n ) and b bo Lipschitz or BM O  function*. In this paper, wc establish  

th e boundedness of  th e  com m utator» [6.Гц.*], generated by a hom ogeneous fractional 
integral operator Тц „ and function b. on  th e H crz-type Hardy spaces with variable 

exponent.

M SC 2010 num bers: 42B20; 42B35.
K eyw ords: Her/.-tvpo Hardy space; variable exponent: commutatoi: homogeneous 
fractional integral operator.

1. I n t r o d u c t i o n

The theory of function spaces with variable exponent has extensively been studied 
by researchers since the work of Kov£f.ik and Rdkosnik (10). In |3| and (10), the 

boundedness of some integral operators on variable spaces were established. In 

addition, the authors of [17| have defined the Herat-type Hardy spaces with variable 

exponent and gave their atomic characterizations.
Given an open set E  С К" and a measurable function p( ) : E  — » [l.oc). By 

U '^ [ E )  we denote the set of measurable functions /  on E  such that for some Л > 0,

This set becomes a Banach function space when equipped with the Luxemburg- 

Nakano norm:

іі /И і* .(£ ) = і п г { а > 0 : ’ « f a S l j -

These spaces are referred to as variable Մ  spaces, since they generalize the standard 

Lp spaces: if p(x) = p  is constant, then Լ ,Հ ](E )  is isometrically isomorphic to Lp(E ).
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The spare Ц ’̂ ( E )  is defined by

/.[;՛;(/:•) : { /  : /  С Л;,< ’(/*՝) /o r  a // compact subsets Г  С /?}.

Define :P°(/-՛) lo be the sot of those functions /փ ) : L  — > (0. oo) for which

p -  -  css inf (p(a;) : .r fc ձ’} >  0 and  p+ =  esssup{/>(a) : .r fc i-.’} <  oc.

Also, define У (£ ) to հր the set of those functions />( ) : E  — * ( l .o c )  for which 

p~  =  essinf{p(a?) : x  €  E )  >  1 and p+ =  esssup{p(tc) : x  €  E )  <  oo.

Denote //(x )  =  v iA K lA * )  ~  Դ  ^cl ®(R*‘) be the set of those functions p{-) (= 1Г(К’*) 
for which the Hardy-Littlewood maximal operator M  is bounded on L ',[ ’(Rr‘). Also, 

by IA and X \ we denote the Lebesgue measure and the characteristic function of 

a measurable set А С R '\ respectively. The notation /  g  means that there exist 

constants C i ,Շշ >  0 such that Суд < f  < С -շy.

The lemmas that follow contain some important properties of the variable L 1' 

spaces.
L em m a 1.1 (|1 |). Let p( ) (= 1P(R") he. such that

< ՛•»  I p ( x ) - i4 ! /) I <  _ log(^ _ B[) , - 1 /2

m id

0 .2 ) |0g(|^  +  c ) . M > I 4

Thru ])(■) f  'B(1R՛'), I hat is. tin՛ I lnnly-L it l ic irotx l  m a x im a l  o p e ra to r  M  is bounded  on

D * ՝{  R«).

L em m a 1 .2  (|10|). U t  p { )  €  tP(K"). / /  /  €  Ѵ * ՝Ц Н п) and g €  L;/( >(R“ ), then f g  is

inteymblc on X" and

IIONGBIN WANG

I .
\f(*)<j(x)\dx <  rv | / | | L,< >(r..)II</||£,*•'< )(r»)>

Kn
where

rp =  i +  i I p ՜  -  l /p+.

I his inequality is named the. ge.nemlized Holder itmptulity with re.sjie.ct to the variable

Lp .spaces.

L em m a 1.3 (|8|). l ^ t  q ( )  G Ъ ( л " ) .  Then there cxtsts a positive constant С  such 

that for ull fmlls В  in R" and all measurable subsets S  С /І the. follountiy inequalities

hold:
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IIxqIIl^hr») c \в \ ІЬѵ5І1//«( >(a».) /  \ s \ V l
IIX6'll/^( »(R") ՜  \S\ IL\/?IIl»( >(r-) ՜  \ \B \J

’ІІЛ5ІІ,.,-՛ ч ѵ ,  Щ Ѵ ‘
IIx«IIl*'( »(R«) \ \ ռ \ )

where 61 and ձշ uiv constants with 0 < Տ\.ձշ <  1 .

Throughout tin- paper constant 6հ will be the same as in Lemma 1.3.

L em m a 1.4 (|8|). Suppos< q ( )  €  $ (R " ). Then there exists a constant С  > 0 such

that fo r  all hulls U in R" the following inequality holds:

j^jllYnlU'^ )(R»)ll\nll/y< j(R-) ^ ^f-

Next, we recall the definition of the Herz-type spaces with variable exponent Let 

Bk =  {x  €  R ” : |.x| <  2fc} and Ak  =  Bk \  B ^ - i  for к €  S. Denote by and N
the sets of all positive and non-negative integers, respectively. \ k  = XAk for к e  Z.

\ k  =  \ k  if к  € Z+ and Xu =  \D U-

D efin itio n  1.1 ([8]). Let c* €  R, 0 <  p <  эс and q(-) £  IP(R"). The homogeneous 

Ilcrz spaa with variable exponent, denoted by A'"',),(Rn), is defined by

А ^ ( Я " )  =  { /  e  L & \ R" \  {()}): l l / l l * . , , , . ,  <  oc>,

where
( эо 1 VI»

ll^ ll% (a n) = լ  5 2  ՜*  pll/xfclli<t->(RH) j

The non-homogeneous llcrz space with variable exponent, denoted by Л ’ ''(К/‘). is 

defined by

t f ^ ( R “ ) c  i f  €  : l!/IU;v,c*-> <  °°)>

when՝.
f  no  ̂ V»>

ԱտՕ
In |17], the authors have defined the Her/-type Hardy spaces with variable exponent 

H 1\Հ(Ր)(R") and gave their atomic decomposition characterizations.

Let S(RM) denote the space of Schwartz functions, and let S/(R ”) be the dual space 

o fS (R M). Let G n ( / ) ( x ) be the grand maximal function of /( .r ) defined by

G N ( f ) ( x )  =  sup |< * ( /) (* ) l.
A s

<>3
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where A K ^  {0  6 S (x") : sup \xn D s <t>(x)\ < 1}, N  >  n +  1. and is the
а|,|0|<ЛГ

nontangential maximal operator defined by

Ф Ь(Л(Х) = SUP \Փւ * f ( y )I

with Фі(х) = է~'լՓ(շ՝/է).
D efin ition  1.2 (|17|). Let n  €  R. 0 <  p  <  oo, * </(•) €  ?(R ") anrf N  >  n  +  1.

(i) The homogeneous Herz-type Harxly space with variable exponent H K ^ r)(R n) is

d e f i n e d  b y

///< " ՛՛;(«" ) -  { /  6  S '(R " ): G N ( f ) ( x )  e  A '^ (R " )}

(>n(i II/II//A"’,’j(R") =  IК ' -V(/ ) 1 1 ( H ~ ) •
(u) The non-homogencous Herz-type Hardy space with variable exponent H K ^ * ( R n)

is defined by

I I I Q ’ (R") =  { /  6  S'(R") : C N ( f ) ( x )  6  K J ’ (R ")}

“1Ա1 H/llz/fT^R") =  l|Gjv(/)|||Q-*(R").
For a e  Sc we denote by [a] the largest integer less than or equal to a .

D efin ition  1.3 (|17|). Let ո8շ <  о <  x, undq( ) Ь Т(ІЙ"), and let s  be a non-negative

i n t e g e r  s u c h  t h a t  s  >  [ a  -  ո ձ շ ] .

(i) A function u(x) on K'1 is said to be a central (a .q ())-u torn , if  it satisfies the 
fo  11 о wi n g со nditi ons:

(1) suppa  С /*(0. г) =  {x  €  RT‘ : |;t| < /•}.

W  He llL«c-)(R«) <  |0 (o ,r)| - / » .
( V  / r h  a ( x ) x e d x  =  0 , \fi\ <  s.

(u) A function a(x) on R" is said to be a central (a. </( ))-atorn o f  restricted type, 
if it satisfies the conditions (2), (3) above and 

(1') suppa  С B {0, r ) ,r  > 1 .

L em m a 1.5 (|17|). Let nS2 < a < o o t 0 < p < o o  and q ( )  fc 'B( R”). Then f  fc
H K f f i R " )  (respectively f  € U K f f i R " ) )  i f  and only i f

՜՜*֊ /  OO
/  =  5 1  ( r«*I>rcbivcly /  =

к-ж-гх. \  кв0

where each a* is a central {a, (/(■))• at от (respectively a central (a ,q ( ) ) -a to m  of
PC

restricted type) with support contained in B k and ^  |Afc|p <  oc (respectively
km—oo

IIONGRIN WANG
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X)

\Xk \p  <  o c ) .  M o r e o v e r ,
k=0

Э0 \  l/P /  /  \  */p>
^  inf I/ /k;('<r՞ )  »-»nf ^ ^  |A *rJ [respectively | | / і | / /к « '(R-) «  inf ^  'AfclP

where the infimum is taken over all above decompositions of f

Let. S ’*"1 denote the unit sphere in Rr‘(n >  2) equipped with normalized Lebesgue 

measure, and let i l  € L*(S"~l ), s  >  1, be a homogeneous function of degree zero. For
0 < a  < n, the homogeneous fractional integral operator Tq>c is defined by

™  =  L  W ^ n y)d y -
Muckenhoupt and Wheeden [12] have established the weighted {LP. L 4) boundedness 

of the operator 1 \ լ0 with power weights. Recently, Tan and Liu (15] gave the (Lp{ К Լ ց1 )̂, 

{ Ս * Հ  !•»< )) mid { И і С ^ у К ^ )  boundedness of Тп.<т-
Let b be a locally integrable function, the commutator of a homogeneous fractional 

integral operator ! /ц .< generated by b and denoted by [6. ih.<r)> b> defined by

\h,Tn . , ) j ( x )  =  J  ’(*) -  % )) /(» № ■

Motivated by the results of [5] and [15], in this paper we study the boundedness of 

the commutator [6,7h.«y] for a homogeneous fractional integral operatoi l \ \  a on the 

Herz-type Hardy spaces with variable exponent.

2. A BM O ESTIM A TE FO R  T H E  COM M UTATOR O F  HO M O GENEO US FRACTIONAL

INTEGR AL O PERATO R

Let us first 144-all 1 hat the space BMO(X") consists of all locally integrable functions 

/  such that

ll/ll. =  sup ֊  /  | / ( x )  -  f Q\elx <  oo.
Q  IQI J q

where / g  =  |Q |- 1  JQ f( y )d y ,  the supremuin is taken over all cul»es Q  С R” with suit's 

parallel to the coordinate axes, and |(?| denotes the Lebesgue measure of Q.

A nonnegative locally integrable function w(x) on Rn is said to belong to the class 

A(p, q) (1 <  p ,q  <  oc), if there is a constant С  > 0 such that

T ( m է ս ՝ " * )  ‘ ( i i i i t j ( x ) ՝ , ' dx)  - c < x -

where p' — p /(p  -  1). Also, we will say that ա € Л| if A/w(x) <  C u (x )  for a.e. x.
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Let b Հ BMO(Rn). I he weighted (Լ՛'. Լ Ղ) boundedness of the commutator (6. 1\Լօ) 

have been proved by Segovia and Torrea (11). Ding (5), and Ding and Lu |fi). 

L em m a 2.1 (|5|). Suppose that 0  <  a < n, s '  < p < ո /a .  \ / q  =  1 f p  ֊  a f n , 
П € L*(S" *), undjj*  6 A (p /s ' ,q /s ՛) .  Then fo r  b €  BMO(Rn) and rn 6 Z there is a 

constant C , independent o f f .  such that

Ա  /4- շ { Լ ■

L em m a 2 .2  (|3|). Given a family 'J and an open set F  С R". Assum e that fo r  some

po and (խ, 0 <  po <  </o <  oo. and every weight u; €  A \,

Ա  / ( x ) V ( * ) < k )  B <  Co Ա  ’ . ( f , g )  e  7.

Given p{ ) €  T °(£ ) such that po < P  < P \  < define the function  </(•) by

J _______________ _  J __________________ լ

p(x) q ( x ) ~ p o  qo՝ Г€
///;(•) satisfies the conditions (1.1) and (1.2) o f Lemma 1.1, then fo r  all ( f , g)  €  Ս՜ 

suc/i Mat /  6 Ln^ ( E ) .  f/ic following inequality holds:

I /1և<< >(£) ^  С|ЫІ£*(->(£)‘

Using Lemmas 2.1 and 2.2. and aignnients similar to those applied in the proof 

of Theorem 1.9 of |15j, we can prove the (Lv( '(S ’1), L^ )(Rn))-boundedness of the 

commutator [6. 7b ><r].

Before stating oiu result, we first recall the definition of the L’-Dini condition. We 

say that a function Q satisfies the L 4-Dini condition if i l  €  / / ( S n_1) with .s >  1 is 
homogeneous of degree zero on R’\  and

՛ ' < -.(«

HONGBIN WANG

I ■d6 <  oo,
In 6

where *»(S) denotes the integral modulus of continuity of order s  of Q defined by

ша(6) = sup ( f  Ifi(px') -  П(рх')\я dx'Y' ,
\n\<6 \ J S" - 1 /

and բ  is a rotation in R" with |p| =  \\p -  / | |.

Now we are ready to slate our result concerning the boun<le<lness of t he commutator
[6, I jj.a] on the Herz-type Hardy spaces with variable exponent.

T h eorem  2.1  Suppose that b e  B \1 0 (R n), 0 <  0  <  1 , 0 <  a  <  n -  0 , and  

r/i( ) € ? (R n) satisfies the conditions (1.1) and (1.2) o f Lemma 11 with q f  < n /n
GO
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and \ / q \ { x )  1 /< 7 շ (յ ՛)  =  o jn .  Let i} €  L ' ( S "  * ) («  >  q f )  with 1 <  s '  <  q [  and s a t i s f y

U.(«)
I ,0 <*, + *

dS < oo.

Lc/ 0 <  pi < P2 < oc and ո<5շ <  a  <  ri<j2 +  #  (respectively 0 <  max(n<j2, a 2) < etj < 

ri<52 +  fl). Then the commutator [Ь,Тц|<г] is bounded from H K ° ^ ( R n) (respectively 

fix,,» H K «0 ( n ^ u v d y  to  r ՞ ) /
To prove Theorem 2.1, we also will need the following lemmas.

L em m a 2 .3  (|9 |). Let />(•) e  S (R "), A- i>e a positive integer and В be a ball m  !R". 

Then fo r  all b 6 BMO(Rr‘) and all j, i € Z with j  > i, wc have

i l l & l l i  <  s u p  T]— | p -------------------- І І ( 6 - М 1 . Ѵ В І І І И  . ( « . ) <  С І І Ы І І ՝ ,

<֊ в  ІІХвІІдоор»)

Il(*> -  Ab.)*X0J l» '> ( r» )  ^  C (j -  i) fc||b||i‘||xB, 1և^; >(*•՝)•

ш/<еге Д, =  { x  (z R" : \x\ <  2'} and Dt  =  {x  €  Rn : |x| <  2'}.

L em m a 2 .4  (|2 |). Given « se< £  and a function p(-) e  У(Е), let f  : E  X E  -»  R te 

<j measurable function (with respect to product measure), such that / ( - ,  у) € L* \ E )  

fo r  almost every у  €  £ .  Then the following inequality holds:

[  f ( ՝ ։ l l )d y  -  ^
• /£  L ^ > (E )

L em m a 2.5  (|13|). Let q(-) be a variable exponent defined by =  5PT +  5 ( i e  

KTI). Then fo r  all measurable functions f  and g we have

\\/9\\ւ* >(r-) ^ C||/||x,«.)(R..)||/p|lLt(Rn).

L em m a 2 .6  (|4|). Let p( ) €  ? (R n) satisfy the conditions ( 1 .1 )  and (1 .2 )  of Lemma 

1.1. Then fo r  every cube (or ball) Q  С R” wc have

IIX Q lliPt՛■)(*•»)
I  101 ̂  if |<У1 <  2"
\  lO l^ ti ,f |Q| >  1,

<  2n an d  X €  Q ,

where p(oo) — lim p(x).
X-+00

L em m a 2.7  (|7|). Suppose that 0  < er < n t s  > 1. arui Զ satisfies the I.'-D tni 

condition. I f  there is a constant ao > 0 such that |y| <  a<iR. then the following 

inequality holds:

» X 1/ '
f f  u { x  у) _  » (£ |_  Л  < с * д “ -(« ֊» )  / М 4 f
\ J n < \x \< iH  I *  -  y \ ' l~n  M " ՜ "  J  \ R  Լ
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P r o o f o f  Ղ h eo rem  2 .1 . We prove t lie theorem only for homogeneous case, because in

view o f embedding Rn) С for I) <  <  « ь  proved in |18). the non-

homogeneous case can be treated similarly. Let /  G H K ^ \ ^ R") and b €  BM O(Rn).
OC

B v Lemma 1.5 we have /  =  V '  А,а^, where | | / |І я к О ГІ№'’) % l‘\ j lP')J/P1VI (-)X ՛  j=-oo
(the infimum is taken over above decompositions of / ) ,  and a} is a dyadic central 

(o , </i(-))-atom with support B j .  Noting that pi < p-շ. we can write

=  { Е Г . - с о 2 1՝ ՞ '4  IK*-. Г п ,.](Л х * ІІ?„ (.,

<  £ ;  2kr"“ ii[6,

P l/P 3

—OO 
CX.՝ fc-2

( 21 )  < c  Y .  շէ՞ ' "  E  IA>|I[b, Ib.<r](«j)xfcIIЛ«< >(R-)

+ c  £  2 ь ч ,  £  |А > || |[Ь ,Г і і і<г] ( о 7 ) д(« .|і і ,пс  ) ( r

K= oc \ > = * - l
= :  7 i  +  / շ .

We first estim ate I \ . Fur each к  6 Z, j  <  A* -  2 and a.e. *  6 /Ա , using Lemma 2.4, 

the Minkowski inequality and the vanishing moments of a} . we get

ll[b.7b.ff)(aj')xk||£«)<->(R«)
Л

М у)№Վ
ՎL

« ( • - » ) О Д

• - y | n" <r 1 -1" *
n(- ֊  У) n o
• - v \ n~° 1 • Iй-
1 t t ( - - v ) «(■)

M n"

(6(0 -  fr(y))xjb(0 

x*(-)
L*2< >(R")

/,«>< >(*")

I u j{y) \dy
L'»J( HR-)

-  b{y)\\aj{y)\dy

= : /11  +  /ւշ-

To estimate / ц ,  wc note that s >  g j ,  and denote զշ{-) > 1 and +  J.

Then by Lemmas 2.3 and 2.5 we have

H ( - - y )  « (•)
- y | n“ *
П(- ֊  у)

Ո-<7

ft(.)

<  С

I — n_ w|n-„ I . I»
«(• -  !/) «(•)

| Ь ( ) - Ь в , М 0  

x * ( )
L »(R " )

Xfc(-)
L-(R")

£«a< >(R")

) ^Bjlxfc(')||f,4-j(*)(R")

II!,«>( >(R")-

When |/?*| <  2n and x*. €  I?*, by Lemma 2.G we have

I x o *  I L b <  > ( R " j  %  I U k \ b k b ՝  %  | | х в 4 | | ^ Ч | ( ) ( r « ) |

08
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When |ZJi| >  1 we have

- l - zSo, we obtain ||x s J i,*j<>(r*) % ІІХвЛ:/и< >(R")|£fc| 
Meanwhile, by Lemma 2.7 we have

» < • ֊ ? >  ֊ - g L L L fc(.)||

1* 0 )M  , Г ։і 
2 * J lv l/2 ‘

d 6

І ( Л )< f - D ( M " - » ) )  + 2  b-k+\)fi J '  » Л * ) ^

< 0 շ(*-ւ>(“ -(" -*»շ(* -* )0#

So, using the generalized Holder inequality, we obtain the following estimate for /ц

n ( - r t  n °  і а д - ч і ы о
L"3< >(R")

K '(y)|rfy
/ n  / b J I I i —  » i “ - *  I  ■ I ՞ ՜ ՞

<  c ( *  - і ) | | Ы | . 2 ( 1 - , Н ? ? ‘ " - " ) ) 2 ° - а д | | х в Л і . . . (  4 R . ) | B i l  ! ՜ ~  J  \a j (y ) \dy

< C ( * - j ) | |H | .2  fc)eIIXB. 11ճ.41< >(*«) 1“յ ііі*і<-><»»)Hxs>IIt . i<-va-)

To estim ate ly>, we use arguments similar to those applied for /ц ,  to obtain

H ( - - V )  f t (* )

~y\n~° I - I " ՜ ՞  
« ( •  ֊  y)  « ( • )

X *()
ձ « յ( >(R*)

<  С

_ y |n - «  J . |п-«т

«(• ֊ У) «(•)

хИ -)
L ‘ (R ")

Y f c ( • ) II )(R - )

X *()
LMR")• - y | n -  I ■ I " ՜ *

<  C ՝2 ( i ' " 1) ( “ - ( n _ e ’) )2 (', _ i ) f l | | x n 1 I I ^  MRn)

<  С 2 ֊ ы + ( ^ ^ Ц х я Л ^ , < . ) ( » . ) .

So, by Lemma 2.3 and the generalized Holder inequality, we have

7,2 =  J b  І І Г ^  "  І Ч - % ) І К Ы К ѵ

(2.3) <  C 2 " f a , + 0 ' “ f c w H v e * | | լ „ <  ) (R«)  /  \ Ь в ,  -  b ( y ) \ \ Q j { y ) \ d y
՚ Dj

< C 2 ~ kn+(J~k)/i\\xBbЦ|,«|Н(к»)11( ^  - % e i ll|t*,,<->(a»)llfl>IL«»‘->(*-‘)
<  с | | Ь | | . 2 - ь , + ( ^ ^ | | х л Л л „ (  ) ( է - ) 11« > 11ք.. .<՛»(R-)II х я А * >(r * > -
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V\

Next, using (2.2), (2-3). and Lemmas 1.3 and 1.4, we can write

| |[^ 7 Ь .« г ](а > )Х Д ;||/ .« а (- ) (Я -)

/ I \a II\ Wj III Հ
< C (k  — j ) | |6 | | .2  } IK IL n <  )(R") ո , L

ІІХВ* ІІ/У п  *(R n)

<  C { k  -  j ) 2 - > Q + ^ - ^ ^ + n r f a , | | b | | e .

So. we have

/  * 2 4 P1 

Л <  C\\b\\*' Y ,  2*oP՛ 5 1  І*Ж * "  i ) 2 " >n+(i"*)(*+n*a)
k = —oc \ j ֊ - o o

ж (  k—2

=  <՞ււծ||ւ՛ y .  Y .  i ^ i ( * - j ) 2 (J" ' ' )W+'"Si՜ " ՝
A =  ֊ o o  y j = - o c

When 1 <  pi <  oc, take 1 /p i +  1 ///չ =  1. Since $  +  nSշ -  а  >  0. we can use the 

Holder inequality to obtain

O0 /  fc—2

i\  < c m \ p. ՝  Y ,  Y ,  iAJip ,2 (-»"fc)̂ fn^  « w *
k = - o o  ճ յ ՜ ՜ օ օ

(  k—2 ՝  p,/>,;
X I ^  (fc _  j)P ', 2 ( j - k ) ( d + n S 2  - a ) r ' , /2

\ j = ~  O f

oc /  k - 2

<  С І І Ы В »

Д?ш—o c  \  jj——oo

0 0  /  ж

=  c i №  X I  lA>lFl շ0  *)(*+,1*a a)p,/2
( 2 , 1 )  J =  ֊OG V ֊ > + 2

oo

< c i w . “  E  i a > i p ՛ -

J - - ' »

When 0 <  pi <  I , we have

o o  /  л ՛ - շ

1\ <  C ||6||P* X  X  ^ Ր Հ հ - յ Հ ւ շ Ս ֊ ւ ՚ Ո է + ո Տ * ֊ * * ^
Ars-'X) \ > = - o o  

OO /  o°

(2 .5 )  =  (7 ||ծ ||*1 |A , |Pl ] T  (*  -  j)P*2<j-*W +n**-<*)Pi
j f * - 0 0  \& « ) + 2

< C W > "  £  |A j |P l .

j = ֊ o o
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Now we estimate I2. To this end, observe first that by the (R,,)j-
houndedness of the commutator [ft, 7h<(T], we have

ե  <  C l im e ՛ £  2‘ "0. I | A , | | M t . „
km-OO 1

( \  P*

f ;  ւ>; |2№-*,ո

1

If 0 <  />i <  1 . then we have

(2.0) h <  C ||6 ||f՛ Y. ІЛіГ Y  2(‘ - » “pi < СЦ6ЦЕ1 Y  I V '
J= ~ O C  km= -O V  j = - O C

If 1 <  />i <  oo, then we can apply the Holder inequality to obtain

ч p i / p ',

ե  <  ецб||Г‘ յ շ  I 1 I 5 1  2(* - j)r,p,‘ /2
(2.7) .k= ~ co \j= k~ i )

< ciim ii՛ Y  l ^ r -
j = - o o

Combining (2.1) and (2.-1)-(2.7) we complete the proof of the theorem. Theorem 2.1 

is proved.

3. A L lP SC H I'IZ  ESTIM A TE FOR T H E  COM M UTATOR O F HOM OGENEOUS

FRAC TIO NAL INTEGRAL O PERATO R

For 0 <  7  <  1, t he Lipschitz space Lip7 (RM) is defined as follows:

L i p , ( R " )  =  ( /  : II/ I ILip =  su p  - - 7 ^ ~ 4 г  <  « > }  ■
[ x.y€R” ;x*y I* VI J

Let ft €  Lip7 (Rn). It is easy to sec that |[ft.7hi<y]| <  C||ft||i.,P, |7Ъ *+-,!• In [15]. the 

authors proved that the operator T ^ M is bounded from Լ հ։{֊ *(R") to L ,,l[ (R") for 

l/^i(ar) -  \ /դ շ { ւ )  =  a / ո  and <7i ( )  6 'J*(R") satisfying the conditions ( 1 1 ) and (1 2) 
of Leinma 1.1 with ղՀ < ոք  a. So, we can state the following theorem.

T h eo rem  3 .1 . Supjtosc that ft €  Lip.,(К") with 0 <  7  <  1 and  0 <  a < n 

Пі(") G T(Rn) satisfy the conditions (1.1) and (1.2) o f  Lemma 1.1 with 7* < v /{n  ~), 
l /q i(x )  -  l/q?(x) =  (a +  յ ) / ո ,  and let i) €  L"(Sn l )(s > r/շ ) with  1 < s ' < Then 

the commutator  [ft, Tq։0] t՝4 bounded from Լ',Ճ̂ Հ R”) to L ‘ni (S '՛).
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Next. \\y give a Lipscliitz estim ate for the commutator (6,7ռ,„) on the Herz-type

Hardy .spaces with variable exponent.
T h e o r e m  3 .2 . Suppose that b €  Lipt (R n) w ith  I) <  7  <  1 and  0 <  0 <  n -  7 . 

Let ( j i ( - )  €  :P(RM) satisfy the conditions (1.1) and (1.2) o f  Lem m a 1.1 with <  

n / ( o  +  7 ), \ / q \{ x )  ֊  \ / զ շ { ձ ՛ )  =  {о +  7 ) /n ,  and let Q €  L ՝ ( S n *) (s > q f )  with 

1 <  *•' <  4;  and satisfy  / 0' ~ ^ d d  < 00. Further , let 0 <  pi < րշ  <  ос and 

ոՏշ  <  о  <  ո6շ  + 7 (respectively 0 <  ւոո\(ոծշ.օշ) <  оц < ոՏշ +  у ) .  Then the 

com m utator  [fc, Tn „\ maps R n) (respectively R n) )  continuously into

հ Հ ՚ ք ^ " )  (respectively in to  K £ f f ( R n)).

P ro o f. Similar to Theorem 2.1. it is enough to prove the theorem only for homogeneous 

case. Let /  € / / / \  ՝ (Рі ( R " )  and b e  Lip<y(Rn). Then by Lemma 1.5 we have /  =
3C rx

V * Aj t t j ,  where il/ll ~  >nf( ІЛііРі) 1/Рі (tbe infimum is taken over
յ =  օ ւ  > = - OO

above decompositions of / ) ,  and is a dyadic central (a ,y i(-))-a to m  with support

B j .  So. we can write

(3.1)

<  ' է  г **4՛1
fc=-0С 

DC fc- 2 P«

< c  £  21"'" £  lA jllllfr.T h .K a jM I լգյէ >(R")
k = -OC 

OO

^=-00
ОС PI

+ c  5 3  21<4“ Z  |A> III I*. )xt lli„c-> (R-) I = : J l +  л .
fc— -  ОС- u s f c - 1

We first estim ate J \ .  For each к  G <  к  — 2 and «.e. :r €  Л*, using Lemma 2.4, 

the Minkowski inequality and the vanishing moments of aj, we get

<  f  I  « է  ֊  .V) « ( ■ )

)n ,

Վ
1 • - y |" - * 1 • I” " "
« (• ֊  y) Ո (0

1 • 1 . |п —*r

1 n ( - - y ) « ( 0
Hi • - » ! — * | . | n- „

(b(-) ֊  K v ) M 0 

WO W ) M 0 

Ы )

|e7(v)|rfy

М уМ ѵ

L4a(-)(Rn)
72
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To estimate ./n , we note that s >  </.}, and denote </■„.(•) >  1 and 
Then by Lemma 2.5 we have

f t ( - - y )  « (■ )

____ r -  — ! +  i
Դշ(* ) TaU) л"

i - a- y | ““ * I • I"
J1(- ֊  у) О Д

I • - y | n" ‘T I • I " ՜*  
«(• ֊  У)

IM ) MO)lxfc(-) 

x * ( )

<  C | |b | |Lip, 2 *

L*(R՛
О Д

- y | П —

Lva( )(Rn>

HIM) -  6 ( 0 ) lx * ( ) l l^ , (  )1К..}

х * ( - )
/<*(*")

ІІХВ  ̂11լ4շ( )(R-)-

* ± i

When \Uk \ <  2" and xjt € by Lemma 2.6 we have

IIXeJl.«iW(R») =  |£fcI«*«*** »  ІІХ вЛ і«.( ) (К - ) І^ * :Г - " 1^ 1

When \Bk\ > 1 we have

llx/#JI/^o(R ")* | B * i ^  *= ііхі#Лм .<)(r-)I^* *"

So, we obtain Ц х я Л ц к  >(R") %  ІІХі » Л і п М ( к - ) і ® * і“ ' ՜ ^ -  

Meanwhile, by Lemma 2.7 we have
f t ( . - y )  » ( • )  I I!

І--У І м Н * * Ч Ц * . )

<  շ(*-ւ><?-<»-*» /  to! +  [ lwl/2 ! ^ « f A
i 2 *  ^ l w l / 2 *  d  J

2*

<  2( * - 0 ( “ - (n ֊< r) ) / շ > - * + ւ + 2 0 ֊ fc + ih  J
< C 2 {k , ) ( *  (n ^ ) շ 0  * ь  

So, using the generalized Holder inequality, we obtain the following estimate for ./ц

(3.2)
«(■ -  У) О Д

= / , Ի - y l - '  M n - r r
L«aM( R -)

М у ) №I K )  -  6 (0 ) |x fc(-)

< С ||» ||и р ,2* ’ 2<*-1« ? - < " - '» 2 ‘<-,,Ь | |Х л | 1. 1І.,(1|. , |В * г } - 4 1 Հ  |Ոյ((,)|Հ7

<  С ||6 ||,.ір ,2 -ь ’+ 0 - *ь ||хгя,|Іі«іі )(« .)1հ1և «. .<«->llx»A *i‘

To estimate 7ւշ, we use arguments similar to those applied for J n , to obtain

t t ( - - y )  О Д

~ y | n ~ <T 
n(-  ֊  у)  О Д

Xfc(-)

I • - у \ п~ в  I • | " “ ‘ 
« ( - y )  »(•)

I n —<r

><R*)

Xk ( ' )  

X fc()

ІМ 0 ІІ
L'(R")

• - y | —  I 
<  C 2 ( b - l ) ( * - ( n - a ) ) 2 { j - k b h n j Li i i  ){RK)

<  C 2 - fal+t t - * b “ ^ | x e . l , t « (.)(R . ).
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So. by tl>e generalized Holder inequality, we have

7,2 =  /  l l l r ^  -  x*'( ) ll , w °)  -JDj Nil y\ I I IIl»3<>(R")

( 3 .3 )  <  f  ІЦ П ) -  6 ( w ) | | 0 j ( » ) |d y

Next, using (3.2), (3.3), and Lemmas 1.3 and 1.4, we can write 

ll[6 , IIl «2< MR'՝)

<  С ||6||ьір>2 fcri+(j k) \\հ 8 խ||t vi( )(Rn)||aj||L„(.)(Rn ) ||x e j ||L,'(.>^K)

< C | | b | | u p , 2 < - ‘ b | | a , | | t , , o (R. , 5 ^ ^
IIXUh I I ^ d ^ nj

<  C 2 - ' n + < > - * ^ + ' ^ > | | 6 | | L ip v  

So. we have

/  k - 2 \ ' M 

J i  <  С ||6||£;р> Y  2*°P‘ Y  |AJ|2 --,° +(j- * )^ +nAl)
&b- oo \  jf=—oo J

OC /  fc- շ  ՝  *

=  CIWIlIp, Y  £  № |2<*-*><*>+"*-“ >
fcs-oc Vjai-oc

When 1 <  pi < oc. take 1 /p j  +  l / p \  =  1 . Since 7  +  ոձշ  -  a  >  0, we can use the 

Holder inequality to obtain

oc /  k - 2

J \  <  C | | | [ 1 P ^  Y Y  | A j l P l  2 ( , ~ * ^ 7 + ո * * ՜ <* ^ , / 2

*=-ло \  j=-oo

i fc- 2  \  pi/p‘
У  շ 0 ’“ * ) ( 7 + ^ 6 շ - օ ) թ յ /2

. /« - о с  

k-2Y \XJ\Pl2(-3~k)(',+n*i-r,)*'1/'2
j s s  — OO

=  с і ж , , 7 Y м* I І2 2<>֊к)ь+»ь֊*)рі/*
(3.4) i — oo \fc«>+2

<  С | |Ь | | [ ! Р ,  f ;  | Л , Г .

j a  OO
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■h <  С Ц Ь ІІЙ ^  Y .  1 Y ,  |А7 Г 2 (> - х ) ^ + ' ^ - ‘'>р«
fc«-oc \  j ** -  oc

oc /  30

(3.5) = c | | 6||[;p> Y  1*>Г Y  2и ~к)Ь+п**-а)Р1
J = - X  \ f c = j + 2

<сныійр, E  w ՛ .
>“ - o c

Now we estimate J2. Observe first that by the (/,«•( J(R"), )̂(R,,))-boundedness 
of the commutator [ft. 7h i<y], we have

■h < сцьнВр, E  21""1 I E  M I M U  < *-/
* «  oc  \ ; = Հ  1

/  \  Pioc /  oc

< C||6||£jPi E  E  |Ау|2(‘ - д*
A := -o c  y ) = A : - 1

If 0 <  pi < 1, then we have

(3.0) J j < c|6|UjPtE ” -<*|a>ipi E l t - „ 2(i < сцыійр,E ~ - „ M ' ՛
%

If I < pi <  oc, then we can apply the Holder inequality to obtain

cc /  =c \  /  *> 4 p ,/p ;
Л  < C ||6 ||B P> 5 1  Ц  £  2<*-л«р'./2

(3.7) Լ-ա — ՕՕ \ jx z k - \  J  \ j  = fc-l

s c u m s , ,  e  М "
>f— эо

Combining (3.1) and (3.4)-(3.7) we complete the proof of the theorem. Theorem 3 1 

is proved.
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