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1. I n t r o d u c t i o n , d e f i n it i o n s  a n d  r e s u l t s

In this paper by meromorphic functions we always will mean meromorphic functions 

in the complex plane, and will use the standard notation of value distribution theory 

(see (7|):

T (r , f ) ,  m (r,/), N (r,oo\f) ,  7V(r,oc;

By letter E  we will denote any set of positive real numbers of finite linear measure, not 
necessarily the same at each occurrence. We denote by T(r)  the maximum of T(r%f [K)) 

and T (r , gW) .  and by S(r)  any quantity satisfying the relation S(r) = o(T(r)) as 

r — > oo,r £  E.

If for some a € CU {oo}, the functions /  and g have the same sets of а-points with 

the same multiplicities, then we say that /  and g share the value a CM (counting 

multiplicities). If the multiplicities are not taken into account, then we say that /  

and g share the value a IM (ignoring multiplicities).
Let S  be a set of distinct elements of CU {oo}. Denote E/ ( S )  := Uncsf* : 

a =  o}, where each zero is counted according to its multiplicity. If we do not count

lT he research is supported by the Council Of Scientific and Industrial Research, Extramural 
Research Division, CSIR Complex. Pusa, New Delhi-110012, India, under the sanction project no.
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the multiplicities, then the set U n cS ^  : f ( z ) ~  a =  0} is denoted by E /(S ) . It 
E / ( S )  = E g(S),  then we say that J  and g share the set S  CM. On the other hand, if 

E f (S)  -  E g(S).  then we say that /  and g share the set S  INI. Evidently, if S  contains 

only one element, these definitions coincide with the usual definitions of CM and 1M 

shared values, respectively. e

In 1926. R. Xevanlinna showed that a ineroinorphic function on the complex plane

€  is uniquely determined by the pre-images, ignoring multiplicities, of 5 distinct values 

(including infinity). A few years latter, he showed that when multiplicities are taken 

into consideration, then 4 points are enough. More precisely, Nevanlinna proved that 

if two meromorphic functions share four distinct values CM, then either they coincide 

or one of them is the bilinear transformation of the other.

These two results are the starting point of uniqueness theory. The research became 

more interesting, although sophisticated, when F. Gross and С. C. Yang transferred 

the study of uniqueness theory to a more general setting, namely considering sets of 

distinct elements instead of values. For instance, they proved that if /  and g are two

non-constant entire functions and S i, Տշ and S3 are three distinct finite sets such

that /  USt) =  g ~ l {Si) for i =  1 ,2 ,3 , then /  =  g.

The following question was a*sked in [19).

Q u estion  A. Can o u t find  three finite sets S j  (j  =  Լ  2 .3 ) such that any two non- 

constant mx rowoTj/hic functions f  and g satisfying E f ( S j )  = E tJ{ S j ) fo r  j  =  1 ,2 ,3  

m ust be identical ?

Question A may be considered as an inception of a new horizon in the uniqueness 

of meromorphic functions concerning three set sharing problem and so far the quest 

for affirmative answer to Question A under weaker hypothesis has made a great stride 

(see, e.g., | 1|. |2], |5| [7], [14|, |1G|, |18| [21|, |22|).

Infortunately the derivative counterparts of the results obtained in the above 

cited papers are scanty in number. In 2003, in the direction of Question A concerning 

the uniqueness of derivatives of meromorphic functions, Qiu and Fang obtained the 

following result.

T heorem  A (|18|). Let S i  =  {z  : z ri — z n~ l — 1 =  0}, Տշ =  {эс} and  S3 =  {0 }, 

and let n  > 3 and к > 0 be integers. Let f  and g be two non-constant meromorphic 

իւո(՝էւօոտ such that E f (k)(S3) = E g(k)(Sj) f or  j  =  1 .3  and E f ( S2) =  E,f(S2), then

In 2004, Yi and Lin |22 | proved the following theorem.
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T heorem  В ([22|). Let 5 , =  {z : z 11 +  az n՜ 1 +  6 =  0}, Տշ =  {ос} and S3 =  {()}. 
where a and b are nonzero constants such that z n+ azn~ l +b =  Ո has no repeated roots, 

and let n > 3 and A- > 0 be integers. Let f  and g be. two non-constant meromorphic 
functions such that. E j w f S j )  = Egik>(Sj) for j  =  1 ,2 ,3 , then /<*> =  gW .

The following examples show that in Theorems A and В the condition a փ 0 is 
necessary.

E xam ple 1.1  (|4]). Lc. t f (z)  =  andg(z)  = ( - l ) ke~z , and let S x =  {z : z3֊ l  =  0}, 
Տշ =  {oo}, Sa =  {U}. Since f (k) -  ա' =  gW  -  ս 3~լ , where, ш =  соаЦ- +  ізіпЩ,о о
0 < I < 2 . clearly me have E/(k)(Sj)  =  En(k) (Sj) for j  =  1,2,3, while ք {Լ 1 փ ց{հԼ

The following examples establish the sharpness of the lower bound of n in Theorems 
A and 13.

FURTHER RESULTS ON UNIQUENESS OF DERIVATIVES ...

E xam ple 1.2 ([4]). Let f ( z )  =  у/a  + 3 \f(*3 ez and g(z)  =  ( ֊ l ) k'y/a +  Զ \ /o 3  e~z , 

and let S\ =  {cv +  j^ajS}, Տշ = {ос}. Տհ =  {0} with а  + 8  = —a and с\3 =  Ь. where а. 

Ь art nonzero complex numbers. Clearly we have E f {k)(Sj) = E y{k} (Sj)  for j  =  1.2,3. 
while / (A ) փ g^kK

E xam ple 1.3. Let f  = oty/fie2 and g =  (—1 )кву /а е~ х, where a and fi ai'e two non 

zero complex numbers such that ^  փ - 1. Let Si =  {& у /а .а \/3 } , ՏՀ =  {ос} and 

S3 =  {0 }. Clearly we have Ej{k)(Sj)  =  En(k)(Sj) for j  =  1,2.3, while / |Ь փ g{k ).

E xam ple 1.4. £e£ f  =  \/2 e ‘ and <7 =  ( - l ) /cv//2e֊ z . Let Si =  {1 + i. 1 —t}, 5շ =  {ос} 

and Տշ =  {0}, Clearly we have Ецк) (Sj) = Eg{k)(Sj) for j  =  1 .2 ,3 . while f [k) փ ց{Լ՚Լ

The above examples assure the fact that in Theorems A and B, the cardinality 

of the set S\ cannot be further reduced. Rather, on the basis of these examples, one 

may try to relax the nature of sharing the range sets. For the purpose of relaxation 

of the nature of sharing the sets the notion of weighted sharing of values and sets, 

which appeared in 112. 13|, lias become an effective tool.

D efin ition  1.1 (112, 13)). Let к be a nonnegative integer or infinity. Fora ե  CU{oo} 

we denote by £*(«; J) the set of all а -points o f  / .  where an appoint of multiplicity m 

is counted m. times if  rn < к and k + 1 times if  m  > k. I f  Ek(a՝ , f)  =  Е^(а:д),  we say 

that f  and g share the value a until weight к.

It follows from Definition 1.1 that if /  and g share a value a with weight A-, then 

a point z0 is an а-point of /  with multiplicity m <  к if and only if it is an а-point of
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g with multiplicity m  <  k\ and zo is an а-point of /  with multiplicity m  > к if and 

only if it is an а-point of g with multiplicity n >  k\ where m  is not necessarily equal

to n.

We will w rite“/» g shafe (а, к)" to mean that /  *ind g share the value a with weight 

k. Clearly if / .  g share (a. k), then / ,  g share (a.p) for any integer p. 0 <  p <  k. Also, 

we note that / ,  g share a value a  IM or CM if and only if / ,  g share (a ,0 ) or (a, oo), 

respectively.

D efin it io n  1.2 (112]). Let S  be a set of distinct elemeiits of  C U  {oc}, and let к be.

a nonnegative integer or  oo. We define E / ( S , k )  := U aeS Ek{a; f ) .  It is clear that 

E f ( S )  =  E / ( S .  oc) a n d E f (S)  =  E f (S} 0).

In 2009. Banerjee and Bhattacharjec [3] used the concept of weighted sharing of 

sets to improve Theorems A and B.

T h eo r em  С ([3]). Let Si.  г =  1 —3 be as in Theorem В and к be a positive integer. 

If f  and g are two non-constant meromorphic functions such that E f ( k ) ( S \ A)  =  

Eg{k ) ( S i A ) ,  £ / ( 5 2. oc) =  EyiSo, oc) and 7.) =  E g(k)(S'3 ,7) ,  then f №  =

s (fe). ՚ լ -  • V

T h eo r e m  D  ([3]). Let Si, i =  1 — 3 be as in 'Theorem В and к be a positive integer. 

If f  and g are two non-constant meromoi'phic functions such that Ej (k) (S i , 5)  =  

Eg<k)(S\y5),  E / ( 5 2 ,oc) =  £^ (5շ ,օօ) and E j w i S ^ l )  =  £ у ю (5 з ,  1), then /<*) =

J k) .

T h eo r em  E ([3]). Let S t . i =  1.2.3 be аз in Theorem В and к be a positive integer. 

If f  and g are two non-constant meromorphic functions such that E j { k ) ( S \ t 6)  =

£ 9(10(5 1 , 6 ), £ / ( 5 2, oc) =  Eg(S-2 . 0 0 ) and £у(*)(5л»0) =  2?9 (*)(5з,0), then f ( k) =
g (k)

In 2 0 1 1 , Banerjee and Bhattacharjee |4) further improved the above results, by 

proving the following theorems.

T h eo rem  F  (|4|). Let 5*, i =  1 — 3 be as in Theorem В and к be a positive integer. 

If f  and g are two non-constant meromorphic functions such that Ef {k) (S\ ,5)  =  

£<j(*)(5i,5), £ / (5 շ ,օ օ )  =  E q(S2.oc)  and E f{k ) ( S ^ 0) =  £ р<к)(5з,0), then /<*) =

9 ^ .



T h eorem  G (|4|). Let S*, i =  1 ,2 ,3  be as in Theorem D and к be a positive integer. 

I f  f  and (j are two non-constant meromorphic functions such that E f ik) (S \A)  =  

Eg{k) (S i, 4). £ / ( S 2,oc) =  Eg(S2,oo) and £հ<*)(Տյ, 1) =  Eg(k)(S^A)1 then f W  =  

№

T h eorem  H (|4|). Let Si, i =  1 ,2 ,3  be as in Theorem В and к be a positive integer. 

I f  f  and g are two non-constant meromorphic functions such that Ef(k)(S\,  5) = 

E gKb)(S\, 5), E / ( S 2)$) =  E g(S2,9) and Լր^ԼՏզ,  ос) =  E g{k}[Ss, ос), then f (k'̂  = 
g(kK

In the present paper we significantly reduce the weight of the range sets in all the 

above theorems. The following theorem is the main result of this paper.

T h eorem  1 . 1 . Let S t; i =  1 ,2 ,3  be as in Theorem В and к be a positive integer. 

I f  f  and g are two non-constant meromorphic functions such that £/(*>(5i, fci) =  

E g{k)(S-[,ki), E f (S2ik2) =  E g{S2%k2) and Ef ik)(S^,k:\) =  Eg(k)(S^,k^)} where к j >  

4, k2 > 0 . fa  > 0 are integers satisfying

2кік2кз > k\ +  k2 +  2А,*з +  к -  2кк\кз -  k \k 2 -  kk\  +  3, 

then — g№ .

R em ark  1 . 1 . Note1 that Theorem 1.1 holds for k\ =  4, k2 =  2 and կ  =  0, and so it 

improves Theorems A-H.

R em ark  1.2. Examples 1.2-1.4 assure the fact that in Theorem 1.1, n > 3 is the 

best possible.

Throughout the paper we will use the standard definitions and notation of the value 

distribution theory available in [10). Below we recall some notation and definitions 

which are used in this paper.

D efin ition  1.3 ((11)). For a e C U  {oc} and a meromorphic fimction  / .  we denote 

by N ( r , a \ f  |=  1) the counting function of simple a -points of f . For a positive integer 

m  we denote by N(r ,a \  f  |<  m)  (resp. N(r ,a\  f  |>  m)) the counting function of those 

а -points of f  whose multiplicities are not greater (resp. less) than m , when: each 

a-point is counted according to its multiplicity. The functions Ar(r, a ; /  |<  m) and 

(N (r,a; f  |>  m )) arc defined similarly, where, in counting the а -points of f  we ignoiv 

the multiplicities. Also, the functions N { r ։ a \ f  |<  rn), N { r , a \ f  |>  m), A (/\ a; /  |< 

m) and  7V(r, a; /  |>  rn) are defined analogously.
7
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D efin itio n  1 .4 . We denote by Лг(г,а; f  |=  A*) the reduced counting function  o f those 

a-points o f  a function  f  whose multiplicities are exactly k , where к >  2 is an integer.

D efin itio n  1.5 ([2]). Let. f  and g be two non-constant, meromoi'phiс functions such 

that f  and g share (a, k>), w hen՝ a £ Cu{oc-}. Let c() be an а -point o f f  with multiplicity 

p. and an а -point o f  g with multiplicity q. We denote by Лг/Д ? \а ;/)  the counting 

function o f those a-points of f  and g, fo r  which p > q and each а -point is counted 

only once. In the same way we can define the function  N լ ( ւ \ ս \ ց ) .

D efin itio n  1 .6  ([13)). We denote N o ( r , a ; f )  = N(r ,a:  f )  -}֊ Ar( i \ a : f  |>  2).

D efin itio n  1 .7  ([12, 13|). Let f  and g share a valued IM. We denote by Ar*(r,a; / ,  g) 

the reduced counting function  o f those а -points o f  f  whose multiplicities differ from  

the multiplicities o f  the corresponding а -points o f g. Clearly, we have A'*(?\ a; f .  g) =  

(r,a; g. f )  and  Л\ { r , a : f . g )  ֊  N b ( r . a : f )  4- N b ( r , u ; g ) .

D efin itio n  1.8  ((15]). Let a.b  G С и  {oc}. We denote by N ( i \ a : f  \ g =  b) the 

counting function  o f those а -points o f  / ,  counted according to multiplicity, which are 

b-points o f  g.

D efin itio n  1.9 ([15]). Let a, 1)\,հշ---- , bq 6  С U {'x,}. We denote by N ( i \  a; /  |

g փ հ\,1)շ. . . . ,  հԱ) the counting function  o f those a-points o f  f ,  counted according to 

multiplicity, which are not the b,-points o f g fo r  i =  1 .2

D efin itio n  1 . 1 0 . Let f  and g be two non-constant mcromoi'phic functions such 

that E f ( S . k )  =  E y ( S . k ) ,  and let a and b be any two elements o f S . We denote 

by X m( r . a \ f \ g  =  6) the reduced counting function  o f those а -points o f f  whose 

m ultiplicities differ from  the multiplicities o f the corresponding b-points o f g. Clearly, 

we have Лг*(/\ a; f \g  =  b) =  N m(r%b\ g \ f  =  a). Also, i f  a =  b. then  r,a; f \ g  =  b) =  

A \(r \a ; f yg).

2. Lemmas

In this section wc present some lemmas which will be needed in the sequel. 

Let F  and G  be two non-constant meromorphic functions defined as follows:

r, W 1 ( / (fc) +  e) „  ( s (fc))" _ 1 (.9(fc)+ « )(2.1) F = --------------— ------------, C 7 = --------------— ----------- ,

8
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where n  > 2 and к > 0 are integers. Define the following functions:

Г"  2F՛  \  ( a "  1C՛II =
F  F - l )  \ G '  G -  1 

’■* T F  G <T>, =

and

F — 1 С -  Г

ф Մ (Պ '
2 /<*) (J(k)

Փ =  (  v {k))' _  1 Ը ! Լ \  _  (  (»(fc))' fo№})'
3 - w ,  /(*) у -W j jyW

where u;, and cjj are any two roots of the-eqnation z n +  azn~ { +  6 =  0 .

Lem m a 2.1  ([13), Lemma 1). Let F.  G share (1,1) and II փ 0 . Then

N (r , 1; F  |=  1) =  A'(/\ 1;G |=  1) < N(r,  # )  +  5 (r; F) +  S(r,G ).

Lem m a 2.2 . Le£ S \ , Տշ and Տհ be as in Theorem 1.1. and let F and G be given by

(2.1). I f  fo r  two non-constant meromorjihir functions f  and у we have E j {k: (.S’] . 0) = 

Eg{k)(Si,Q), Ef{k) (S2, 0) =  Ед(к) (Տշ, 0), 0) =  E g( S ^ 0 )  and II փ 0. then

Л'(г, Я) < 77»(г. 0; / (А>. <■/*■>) + (Г. 1; F. G) + F(r, : / w ) + ЛГ(г, - e —
Ո  Ո

+3V.(r, ос; / , 0 ) +  *o(r. 0 ; (/<*>)') +  N 0(rt 0 ; (g™ )').

ш/іотг Лго(/\ 0 ; ( / (A )) ) is the reduced counting function of those zeros */(/<*>)' which 

are not the zeros of f ^ k)(F — 1) and Лго(г, 0; (д^к)) ) is defined similarly.

P roof. Since Ej(k) ( S i , 0) =  (S i, 0), it follows that F , (7 share (1.0). From (2.1) 

we have

F  =  [r,/<fc> +  (n ֊  l ) e ] ( /w )n- 2( / (*)) 7 ( - 4

and

G* = (m/*> + (ո ֊  1 ) ս ] ( ^ ) ”- շ( ^ ) 7 ( ֊ ծ ) .

We can easily verify that the possible poles of II  can occur at:
(i) those zeros of f ^ k) and g(i<) whose multiplicities are different from the multiplicities 

of the corresponding zeros of y {k) and f (k\  respectively,
(ii) the zeros of r#/(A) 4* a(n — 1) and ng(k) +  a(n  — 1),
(iii) those poles of /  and g whose multiplicities arc different from the multiplicities ot 

the corresponding poles of у  and / ,  respectively,
(iv) the 1-points of F and G  with different multiplicities,

9



(v) the zeros of ( f  [K)) which are not zeros of f ^ ( F  — 1),
(vi) the zeros of ( g ^ )  which are not zeros of g^k\ G  ֊  1).

Lemma 2.2 is proved. □

Lem m a 2.3 (| 17|). Let f  be a non-constant meromorphic function and let

t  «* /*  '

A. BANER.TEE, S. MAJUMDER AND B. CHAKRABORTY

« ( / )  = m
£  Հ Ի  

i =0
be. an iireducible rational function in f  with constant coefficients {«*-} and { 6̂ }, whei'e 
an Փ 0 and bm փ 0. Then

T(r , R( f ) )  =  dT( r , f )  +  S( r , f ) ,

where d = max{n, m}.

Lem m a 2.4 ([4]). Let F  and G be given by (2.1). If f [k), g W  share (0,0) and 0 is 

not a Picard exceptional value of f {k) and ( f k\  then Фі =  0 implies F  =  G.

Lemma 2.5 (|4|). Let F and G be given by (2.1)f n > 3  be an integer and Փւ փ 0. If  

F , G share (1, fci); f .  g shai՝c (oc, k2), and f (k), g{k) share (0 , к$), where 0 < k:i <  oc,
then

[ (n- l ) f c 3 +  n -2 ]7 V (r ,0 ; /( fc> |> k3 +  1) < N.(r ,  1; F, G) +  N.(r ,  oo; F, G) +  S(r).

Lemma 2 .6 . Let f  and g be two non-constant meromorphic functions , F and G be 

given by (2.1), n > 3 be an integer and Փշ փ 0. I f  F , G share (1, fei); f (k\  g {k) share 

(0 . &з), and f ,  у share (օօ,եշ), where. 1 < k\ < oo, then

Ь Щ г,  1; F\ >  +  1) <  77.(r ,0; /<*>. g™) +  7V,(r: oo; / ,  g) +  S(r, +  S(r,g(k>).

Proof. Note that

k, N(r,  l ;F |  > ki +  1) <  N(r,  0;Ф2) < N(r.  <J>2) +  S(r,/<fc)) +  S(r.g ՛<*>) <

N,(r ,  0; f (k\ g (k>) + N.(r ,  oc; / ,  g) +  S(r, / (fc)) +  S(r,  

aii^the result follows. П

Lemma 2.7. Let f  and g be two non-constant, meromorphic functions, F and G be 

given by (2.1), n > 3 be an integer, and let Փւ փ 0, Փշ փ 0. If F . G share (l,fei), 
where к I > 2; f (k\  g<k) share (0 , k^), and f ,  g share (oo, k2), 0 <  k2 <  oc. then

կ  +  1) <  + 5 (r ' /W )  +  S(r'»W >'
10
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A similar result also holds for g^k).

Proof. Using Lemmas 2.5 and 2.G. and noting that ЛГ*(г, 0; f (k\ g {k>) < N(r.  0: /  W| > 
hs +  1), we can write

[(n -  1 )* 3 +  (» -  2 )]lV(r,0 ;/<*>| > fc3 +  1 )

<  IV, (r, 1; F, G) +  'V.(r, oo; f .g)  +  5(r, / (*>) +  S(r, g{k))

< i]V (r ,0 : /< fc)| > k3 +  1) + ֊ Л Г . ( г ,  oc;/,*)
л 1 AT 1
+ S ( r , f W )  +  S(r ,gW),  

and the result follows. Lemma 2.7 is proved. □

Lem m a 2 .8 . Let f  and g be two non-constant meromoi'phic. functions. Suppose f ,  

g share (oo,0) and oo is not a Picard exceptional value of f  and g. Then Փ;1 =  0 

implies f ^  =  g ^ .

Proof. Suppose Фз =  0. Then by integration we obtain

Ui . UJi
1 -  7 *  ■  -  ; * > •

where A փ 0. Since / ,  g share (oc.0) it follows that A = 1. and hence f ’k) =  ^ ց ^ ՜ Հ

Lem m a 2.9. Let f  and g be two non֊constant meromoi'phic functions and Փ3 փ 0, 

and let F  and G be given by (2.1). I f f (k\  g{k) share (0, կ ) ;  f .  g share (00, A-շ), where 

1 <  A-շ <  oc, and Ef(k)(S\ ,k])  = Eylh)(S\, k\),  where 1 <  k\ < oc and the set S\ is 

as in Theorem 1.1, then

(k՝2 +  k) iV(r, 00; /  |>  A-շ +  1)

< N .  (r,0-,f{h),g lk))  + H . { r , h F , G )  +  S(r).

A similar result also holds for g^k\

Proof. If oc is an e.v.P. (Picard exceptional value) of f [k) and g(k\  then the result 

follows immediately.
Next, suppose oc is not e.v.P. of f (k) and g'k\  Since £y(*)(Si, A*i) = Eg(k)(b\,k 1)? it

11



follows tlial A\ ( r , f [] )\glk) = այ) <  A UF.G) .  Hence we can write

(k2 +  k.) N ( r , oo; f \  > էշ  +  1)

=  (&շ -f A՝) Ar(r. oc; (fi > k> -f 1)

< ЛГ(г,0;Фз)

< N ( r , * 3) +  S ( r . f W )  +  S{r,g'k))

< W.(r:0 ; / «  ffW) + tf,(r ,w ,:/< fcV *>  =  w,) +  S(r,/<*>) + S(r.yw )

<  JV.(r. 0; / W , 0W) +  TV.(r,l;F, G) + 5(r),

and the result follows. Lemma 2.9 is proved. □

Lemma 2.10. Let f  and g be two non-constant meromoi'phic funct/ions, Փշ փ 0.
Фз փ 0 , and let F and G he given by (2.1). Jf f [k\  g{k ) share (0. ks); / .  g share 

(oc. A-շ), where 0 < к շ < oc, and F , G share (l,fci). where k\ >  1. then

i\r[r. oc:/  |> A-շ + է) Հ Հ  _ 1 N. (r,0 ;/(fc),ff(fc)) + S(r).

>1 similar result also holds for  gW also.

Proof. Using Lemmas 2.6 and 2.9 and noting that AT*(r. oc;/ ,# )  < N(r,  ос;/ |  >
A-շ -f 1). we can write

(b2 + k ) N ( r :oc: f \  > *2 +  1) <  jV .(r ,l;F ,G ) +  7v .(r ,0 ;/< * \.9 (A)) +  ,S(r)

< ~ ^ ( r ,  005/1 > *2 +  1) +  ֊ ^ N , ( r , 0  j W , g W )  k\ k\
+ S ( r . f W )  +  S( r .aM),  

and the result follows. Lemma 2.10 Ls proved. □

Lemma 2 . 1 1  ([4]). Let F  and G be given by (2.1) and II փ 0. I f  ք ^ Լ  gW  share 

4*).кл); f , g share (осД-շ). where 0 < k2 < oo, and F , G share (1Д’і), where 1 <  
k\ <  oc. then

{(nk2 +  n k  +  n) -  1} Ar(r, oc: /  |>  k2 +  1)

< 3V. (r,0: / (fc),fl(k))  +  TV (r,U: / (fc) + a) + W (r, 0 ; +  a ) +  /V.(r, i; F,G ) +  S(r).

Л similar result also holds for g.

Lemma 2 . 12 . Let f  and g be two non-constant meromoi'phic functions. Also, let F  

and G be given by (2.1), n > 3 be an integer, and Փւ փ 0. Փշ փ 0 and Փ3 փ 0. If F,

12
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G share (1,/vi); / (M, g{h) share (0.հձ), and f ,  g share (осД-շ), where k { > I, k2 > 0 

and k՝:i >  0 are integers satisfying
' э

2 * іЫ з  > fci +  k2 +  2Аіз +  к — 2kk[k:> — к [ко — kki -f 3,

then

N(r.  1; F | >  +  1) +  Ar(r, oc; / |  > k2 +  1) +  Afy-.O;/ (<г)| >  fc3 +  1) =  S(r).

Proof. Since Фі 0 from Lemma 2.5 we get

(2A-:, +  1) N ( i \ 0; / (fc)| >  A-3 +  1) <  ?V(r. 1 : / ՜  £ . * i  +  1) +  7V(r. ос: / |  >  A-2 +  1) +  S(r).

Next, since Փշ ^  0 and Փ3 փ 0 , we can apply Lemmas 2.6 and 2.0 to obtain 

A'i 1V(r, 1; F | > A-, +  1) <  N(r, 0; /<*> |> A-3 +  1) +  N(r,  oo; f \  > k2 +  1) +  S(r), 

and

(fc2 +  fc) N ( r , o o ; f \ > k 2 + l )  < N ( r A - . F \ > k l + \) + X ( r A ) : f ik)\ > k :i+ \ )  + S(r).

Using the above inequalities and arguments similar to those applied in the proof 

of Lemma 2.6 from [20]. wo can complete the proof the lemma. We omit the details.

□
Lem m a 2.13 (|13|). Let N (i\  0 ; / (A ) | /  փ 0) be the counting function of those zeros 

of f ^ k) which are not zeros of f .  when a zero of f  k is counted according to its 

multiplicity. Then

N(r.  0: /<*> I /  փ 0) <  kN{r,  oo: f )  + N{r,  0; /  |<  k)  +  kN(r ,  0; /  |>  k) +  S(r. / ) .

Lem m a 2.14. Let F and G be given by (2.1), F. G share (1. &i), 2 < ki < oo. and 

let Փւ փ 0 and ո >  3. Also, let f [k), </k) share (0,k.i) and f .  g share (oc. oc). Then

Af (r.0 : / (fc)) <  _ 'շ . N ( r , oo:/ )  +  S(r, f w ).

Proof. Using Lemmas 2.3 and 2.13 we can write

N, ( r ,  1; F. G) <  JV(r, 1; F  |>  A, +  1) <  ֊  (JV(r, 1 : F) -  1V(r, 1; F))Л 1

< J_ [ £  (jV(rlWi; / ' ‘ ' ) - % Wi; / « ) ) |  < ֊  (jv(r, 0 ; (/<«)' | /<*> *  0 ))
1 j=l  ‘

< 1  [37(г,0;/№>)+^(г,ос:Л] + 5 ( г , /“ >),

where էմւ,ւմշ . . .  cjn the distinct roots of equation 2” +  azv~ 1 +  b =  0. I he rest of

the proof follows from Lemma 2.5 with А*з =  0. ^
13
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Lem m a 2.15. Let F and G be given by (2.1), F , G shaiv ( l .  ki ) ,  2 < k[ < oc, and 

let Փւ փ 0 and ո  >  3. Also, let Ր հ д ^  share (0<հձ) and ք. у  share (ос, oc). where

О < к-л <  ос. Then

v s  (է, +' і) І І т І - - Ѵ ) - і | Щг ’ n  + *<■■■
.4 similar result also holds for  G.

Proof. Using Lemmas 2.3 and 2.13 we can write

N L{r. 1: F) < N{r,  1; F \> kx +  2) < — y (N(r,  1 : F) -  N ( r , 1; F))

A. BANERJEE, S. MA.IUMDER AND B. CHAKRABORTY

1
'/V(r, 0 ; / (fc)) +  ЛГ(г, oo;/)] +  S (r ,/<*>).

+ 1
Now using Lemma 2.14 the proof of the lemma c an easily be completed. We omit the
details. □

Lem m a 2.16 ([1]). Let f  and q be two non-constant meromorphic functions sharing

(1. A*i), where 2 < k[ < oc. Then

N{r.  1; /I =  2) +  2 7V(r, 1 ;/| =  3) +  . . .  +  (кл -  1) ІѴ(г, 1: f \  = k x) +  k x N L(r, 1; / )

+{ki  +  1) N L(r, l ;g)  +  kx 1Հը' +1(r,l;g) < N(r.  l ;g)  ֊  N(r , l \ g ) .

Lemma 2.17. Let F and G be given by (2.1) and they share (l.A’i)* U f (k\  g ^  

share (0 . Ar3) and / ,  g share (օօ,հշ), where 2 <  k\ <  oc, and H  փ 0 . Then

n T ( r , f ik)) < Ar(r,oo;/ )  -f N { r , - a - — - ; / a ) ) +  N ( r 4oo;g) +  A:( r , - a - — - \ g (k))
n n

+7V(r, 0; / « )  +  Щ г : 0; g{k)) +  ІѴ, (r, 0 ; / « , </*>) +  AT, (г, ос; / .  /у) 

- ( * i  -  1) ?V.(r, 1;F,G) +  ATL(r, 1; F) +  S(r, /<*>) +  S(r, $<*>).

Л similar result also holds for

Proof. Using Lemmas 2.13 and 2.1G we can write

?2.2) N 0(r, 0: (gW) ՛ )  +  N(r ,  1 ;F  |>  2) +  N .( r ,  1; F,G)

< No(r.. 0; (s (fc>)') +  N{r. 1; F | =  2) +  N(r,  1; F | =  3) +  . . .  +  N(r ,  1; F | =  Лтд) 

+ ^ ,+1 (r, 1; F) +  7VL(r, 1; F) +  7Vt (r, 1; G) + N .( r ,  1; F, G)

< N 0(r ,0; (</<*>)')֊7V(r. 1; F | =  3 )- . . . ֊ (*, ֊ 2)7V(r, 1;F | =  fc,) - ( * ,  - 1  ) N L(r, 1; F) 

-fcilV ^r, 1; G) -  {kx -  1 )Ի?Է  +1(r, 1; F) +  ЛГ(г, 1; G) -  N(r ,  1; G)  +  37 .(r, 1; F, G)

< Щ г ,  0 ; (9<*>)') +  N(r, l ; C ) - M r ,  1; G) -  (fci -  2 ) N L( r A ; F )  -  (kt ֊  1 )JVL(r, 1; G)

< N o (r,0 ; (<,<*’)') +  N(r, 1; G) -  77(r, 1; G) -  (fe, -  2)Nj- (r, 1; F) -  (A, ֊  1 )Л^(г, 1: G)
14
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< N(r,0; (с/")' I ց(» փ o) -  (к, -  2)NL(r,hF)  -  (Jfc, -  l )NL{r, 1:G)

<  ЛГ(г,О;0( і ) ) +  Лг(г,оо;д .) -  (A-, -  2 ) N l (i\  1; F )  ֊  (A* -  l ) ]V L( r , l : G )  =

W(r; 0; g(k)) +  JV(r, oc; g) -  (*, -  1 ) N ,  (r, 1; F, C) +  N L(r, 1; F),

where A'o(r ,0 ; {g(k>) ) has the same meaning as in Lemma 2 .2 . Hence using (2 .2), 
Lemmas 2.1, 2.2 and 2.3, in view of second fundamental theorem, we obtain

(2.3) n T(r,  /W ) <  N(r,  0; / W) + N(r , oc j )  +  tf(r, 1; F  |=  l)+

+7V(r. 1; F  |>  2) -  Na(r ,0 ; (/<*>)') +  5(r, /<fc>) < N (r, 0: /<*>) + N(r,  oo: / )  

+ /V(rt _ n! i _ L ; /(*)) +  7v(r, - a - — -;f l(fc)) +  AT.(r?0 : f (h\ g w ) +  W,(r. oo: /,<?)+
#€• /I

+N, ( r ,  1; F, G) +  ЛГ(г: 1; F | > 2) +  jV0(r: 0; ($(fc>)') +  S(r, /<*>) +  S(r.5f*-՝)

< N ( r , oc՛; / )  +  N{r .. —a —---- / <fc)) +  /V(r, oo; (?) +  N(r,  - a - ------- g(k)) +7V(r. 0; f w )
71 Ո

+~N{r. 0; SW) +  A/.(r, ос; f .  g) +  ЛГ.(г, 0; /< * \s (fc)) -  (A֊, -  1 )N. (r ,  1; F, G)+

+ N L(r , l ; F )  + S ( r , f W )  + S(r ,gW) .

This proves the lemma. □

Lem m a 2.18 (|4|). Let F  and G be given by (2.1) and they share ( \ . k \ ) ,  and let 

n  > 3. If  f {k\  gW  share (0.0) and f .  g share (օշ,հշ),  and И =  0. Then f ՝ k] =  g[h).

3. P r o o f s  o f  t h e  th eo r em

P ro o f o f T heorem  1.1 Let F  and G be given by (2.1). Then F. G share ( l,k i)  and 

(oo: k2). We consider the following cases.
C ase 1. Let / /  փ 0. Clearly F փ Շ  and so f (k) փ g{k).

Subcase 1.1: Let Փշ փ 0.
Subcase 1.1.1: Suppose Փ3 փ 0.
Suppose first that 0 is not an e.v.P. of f {k) and g{k). Then by Lemma 2.4 wc got 
Փւ փ 0. Since f ^ k\  g^k) share (0, k-ձ) it follows that A'*(r, ) 5֊ ЛГ(г,0;/ (A)).
Hence, successively applying Lemmas 2.17 and 2.7 for к3 =  0, Lemma 2.10 for k2 = 0

15
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and Lemma 2.12. we can write 

(3 .1 )n T (r ,/« )

< N <i\ oc; / )  +  N (i\  - a ------- ; f {k') 4>iV(r, oc\g) + N (/*. -<i- — -: g[k))
n n

+ 2  N(r.  0 ; f w ) +  N, { r ,  0 : /<*>. ff(fc>) +  N. (r ,  oo: f.<j) -  (k\ -  1 )N, (r ,  1 ; F, G) 

+ t f , .( r .l :F )  +  S(r,/<*>) +  S (r .0 ,,r))

< Ar(/-, - я - ----/ (А՝՝) + .V(r, -a -------- r/A)) + 3 N(r .0;/ (к)) + 2.Y(г. oo:/)
Л 7i

+Ar.(r,oc; /,<7) + S ( r , /W ) + S(r,£(t))

< ]V (r,-a  — :/W ) + ] V ( , ;tfW) +  3*՛ +  3 77(r,oo:/| >  կ  +  1)
H II (И Հ յ ո  1 — 1

+A(r. эс: /I > к2 +  1) +  ֊ ֊ —  N ( r , 0: / (А)| > А-3 +  1) +  5(г, / № ) +  S(r. ./*>)

< T ( r . f (k>) +  Г(г, </<*>) +  5 (r ,/W ) +  S( r , g^

< 2 r(r) +  S(r).

Next, suppose 0 is an e.v.P. of / (A) and Then N(r. 0 ; / (A)) =  S ( r , / ^ ) .  Assuming 

that Фі ^ 0, we can apply Lenmia 2.10 for A-շ =  0 to get Ar(r ,o o ;/)  =  S(r). Hence 

.V*(r, y^i f . g )  = S{r).  showing that (3.1) holds.

Now assume that Փյ = 0 . Then (F -  1) =  d(G -  1), where d փ 0.1. Since / ,  g 

share (oc. A-շ), it follows that / .  g share (x:.oc) which implies A \(r, oc;/ ,  <?) =  S(r). 

Also, by Lemma 2.10 for k> =  0 we have N ( r . o o \ f )  = S(r).  Therefore, in this case 
also (3.1) holds.

Arguments similar to those applied above can be used to obtain

(3.2) nT(r ,gM)  < 2 T(r) +  S[r).

Combining (3.1) and (3.2) we get

(3.3) ( n - 2  ) T ( r ) < S ( r ) ,  

which leads to a contradiction for n > 3.

Subcase 1 . 1 .2 : Suppose Փ3 =  0. Then by integration we obtain
OJi , U/' i V

] ~  j m  = ~  ^оТ)’

where A փ (J. If A =  1 then / (A) =  ^ g lk\  which contradicts Փշ փ 0. So A փ 0. 1. 
Since / .  g share (0C.A3), it follows that A'(r, 00: f )  =  S{r.J^k)) and N (r.oo\g)  =  

S ( i \ g {l >). Now proceeding as in Subcase 1.1.1, we can arrive at a contradiction. 
Subcase 1.2: Let Փշ =  0.
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By integration we have / (*> =  cg(Ղ  where с #  0,1. Since Ր Հ  g<fc> share (0 . k3) and 

/ .  у share (oo, հ չ), it follows that 7 7 ,(r ,0 ; /(fc\ f f (fc)) =  0 and 37.(r,oc; J.g) = 0 . 
S u bcase 1 .2.1  Suppose Ф3 փ 0.

If 0 is not. an e.v.P. of f {k) and jW , then by Lemma 2.4 we get Փ, փ 0 . Now 

consecutively applying Lemmas 2.17, 2.14 and 2.9 for k2 =  0 , and Lemma 2.15, we 
can write

(3.4) nT(r, / « )  <  37(r, oo; / )  + 7V(r, - a — ; /**») +  77(r, oo; <7)+
n

+JV(r,-tt— j j"1'1) + 277(r,0;/(fe)) + З7.(г,в;/ (fc),<?(A)) + 37.(г,зо;/,д)- / i

FURTHER RESULTS ON UNIQUENESS OF DERIVATIVES ...

- ( * 1 - 1) N . ( r , l ; F ; G )+ 7ri (r) l;F )  +  S (r ,/W ) +  S (r ,!7(fe> )< A r (r ,֊o — ;/W )+

N ( r , - a - — -;<7(fc)) + 2  JV(r,oo;/)+-r-7— ^7;— г A’(r .oo ;/)-(A ,-l)  ЛГ.(г, 1 ; F,G)+
n  K \ ( n  — Հ )  — 1

+77L(r, 1; F) + 5(r, / (*>) + S(r, fl<*>) < 37(r, - a — ; /(*>) + 37(r, - a — ; * « ) +
Ո  77

+3 77(r, 00; / )  -  (A, -1  )A.(r, 1; F. G) +37L(r, 1; F) + S(r, / « )  + 5(r, ) < 2 T(r)+

+ ֊  37. (r, 1; F, G) -  (A, -  1)37.(r, 1;F,G) + 37t (r, 1;F) + 5 ( r , / « )  + S(r,«7<fc>) <

+  WC-.oo*) +  S C . / (« )  +  W )  <

4 2 + № 7 w S ^ W ^ ) T W  + S W '
Therefore

<“ > ( -  * ֊  ( t |  +  , H ^ (, M M . - . ) - ■ ■ ) ™  £  5(r)-
Since n > 3. the inequality (3.5) leads to a contradiction.

In the case where 0 is an e.v.P. of f lk) and g{k}, we can apply Lemma 2.9 for 

հշ =  0, to get N(r,  oo; / )  =  £W*(r, 1; F.G).  Ilence, proceeding as above in this case 

also we arrive at a contradiction.
S u bcase 1 .2 .2 : Suppose Փ3 =  0.

Suppose 00 is not an e.v.P. of /  and g. Since f ^ k\  g ^  share (0, А‘з) and / ,  g share 

(00, A2), it follows from Lemma 2.8 that 77 .(r ,0; f {k).g<k)) =  0 and 3v ,(r ,oo; f .  g) =  0.
Assuming that 0 is not an e.v.P of } {k) and g(k), by Lemma 2.4 we get Փ) փ 0. Now, 

consecutively using Lemmas 2.17 and 2.5 for A3 =  0. and Lemma 2.11 for к-շ =  0, we 

can write

(3.6) nT( r , f {k)) <37(r,oo;/)+37(r,-a  — + N(r,oo\g)+Tl
17
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Щг.  - a — : 9 ^ )  +  2N(r,  0: /<*>) +  ЛГ.(r, 0; /<*>, g (k)) +  N . ( r ,  oo; / , g ) -
7?

-  (it, -  1) N . ( r J - F . G )  +  N L(r , 1; F) +  S( r . } <fc>) +  S(r, g<*>) <  Af(r, - a  ֊ ; / (fc))+
77

+7V(r, - o  — ; .<71*')+2* F (r , oc: / ) + 2  N .  (r; 1; Л  G )֊  (*, - 1 )  TV. (г, 1; F, G)+Af,,(r, 1; F ) +  
n

+ S(r. / (fc>) +  S(r, </<*>) <  7V(r, -(- N(r ,  - a ? - ± 4g M ) -
Ո n

- ( k ։ -  3 )N .  (r. 1: F, G)+3VL(r, 1; F) +  —  -----   {7V(r. 0; / (fc> + « ) +7V(r, 0 ; g™  + a )+
П К  + 77  — 1

+ N .(rA - ,F .G )}  + S ( r , f ^ )  + S ( r , g ^ )  < 2 Г ( г ) + - — ------ - Г(г) +  -  TVL(r , l ;F )+
7ІАС +  7І — 1 О

+ 5 (r ./< » )  +  S (,-,»<*>) <  ( 2  +  +  Щ - Щ ֊ ^  _  , ) )  T(r) +  S W .

Therefore

*3  7> H  -  ^ т Ь т  -  щ г  1 1 ) . м :  ֊ ’. )  ֊  ц )  г <г> *

Since 7i > 3. the inequality (3.7) leads to a contradiction.

If 0 is an e.v.P. of f [K) and g^k\  then with the help of Lemmas 2.17 and 2.11 for 

Կշ =  0 and the above arguments, we arrive at a contradiction.

If oc is an e.v.P. of /  and g. then proceeding as in Subcase 1.2.1, we can arrive at 
a contradiction.

C ase 2. Let Я  =  0. In this case the assertion of the theorem follows from Lemma

2.18. Theorem 1.1 is proved.
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Abstract. In this paper, the proof of the Casazza-Tremain Conjecture in the infinite 
dimensional Hilbert spaces is given.
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K ey w o rd s : frame: frame sequence; Kadison-Singer problem; Weaver conjecture; Casazza- 
Tremain conjecture.

1. I n t r o d u c t i o n

Let ՅՀ be a separable Hilbert space with inner product A sequence of

vectors in 'K is called a frame for К  if there  exist constants A  and В  (0 <

A < D < ^с). such that for all /  6  К  we have

(11) All/ll2 < f ;  I < /, Д. > I2 < а д 2.
1

The constants A  and В  are called the lower and upper frame bounds, respectively. The 

second inequality of the frame condition ( 1.1) is also known as the Bessel condition 

{ fk ) k L i- If A  =  В , then {fk}kL \  is called a tight frame, and if A  =  В  =  1, then 

UkYkLi called a  normalized tight frame or Parseval frame. A sequence { fk )k L \  in 

Hilbert space К  is called a frame sequence in К  if it is a frame for span{ fk}%L{- 

A bounded linear operator T  defined by

T  : f 2(N) -> И , Т{сд.}й=, =  Y ,  Ckh
k= 1

is called the synthesis operator of {/*}£1յ. Also, a  bounded linear operator S  defined

by
oo

տ - . к ^ ՛ к ,  S f  =  f j k >  fk
k= 1

is called the frame operator of {A}£=i- It is easy to show th a t  S  =  TT*, where T * 
is the adjoint operator of T .
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Two frames {fk}]?=i and are called dual frames for W if
oo oc

/  =  <  / .  Ік > Як =» <  I , Як > I k 1 for any /  6 IK.
*■•=) )t=i

The frame { Л - } ^  defined by Д  =  S ՜ 1/* is a dual frame of frame {/k}j* j. and is 
called the canonical dual frame of { /* }£ ! |.

A Riesz basis for *K is a family of the form where is an

orthonormal basis for 9Հ and A  € B('.H) is an invertible operator. Every Riesz basis 

for ‘K  is a  frame for 0Հ. A sequence { / * } in the. Hilbert space *K is called a Riesz 

basic sequence in IK if it is a Riesz basis for the Hilbert space s p a n f / * } ^ .  For more 

information concerning frames we refer to [2. 3, 11).

In 1959, R. Kadison and I. Singer [4] introduced the problem of extensions of pure 

states.

K a d is o n -S in g e r  P ro b le m . Does every pure state on the (Abelian) von Neumann 

algebra Ю) of bounded diagonal operators on էշ have a unique extension to a (pure) 

state on B { (շ), the von Neumann algebra o f all bounded linear operators on the Hilbert 

space £շ ?

Recall th a t  a  s ta te  of von Neumann algebra A  is a linear functional A on A  with 

A(/)  =  1 and A(T) >  0 for all positive operators T  £ A. A pure state of A  is an 

extreme point of the family of states of A.

For €  R. consider the translation and modulation operators on Լշ(№), which 

are defined as (Тад)(:с) =  g(x — a)t (Еьд){х) =  e2nibxg(x ), Vj* €  R, respectively. A 

Gabor frame is a frame for Լշ(№) of the form {E mbTnag }mtn^z, where a.b  > 0 and 

g £ Լշ(№) is a  fixed function.
Studying the Gabor frames, II. Fiechtinger noted that all examples of Gabor frames 

can be written as a  finite union of Riesz basis sequence and so he suggested the 

following conjecture:
F ie c h t in g e r  C o n je c tu re .  Every bounded frame can be written as a finite union of 

Riesz basic sequences.
This conjecture is equivalent to the Kadison-Singer problem (see [7)), which lias 

been solved recently by Marcus, Spielman and Srivastava [5|. Hence the Fiechtinger 

conjecture is now a  useful theorem in the frame theory.
Another conjecture that is equivalent to the Kadison-Singer problem is the Bouigain-

Tzafriri conjecture.
B o u rg a in -T z a fr ir i  C o n je c tu re .  There is a universal constant ;/ >  0 so that for
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every Ѳ >  1 there is a natural number r =  г(Ѳ) satisfying: for any natural number n, 

i J T  : Cn —>• C n is a linear operator with ||Г || <  Ѳ and ||Ге*|| =  1 for  all г =  1,2, 

then there is a partition { կ } յ ֊ ւ  of {1. 2 ,..., n} so that for  all j  =  1/ 2 , . . . , r  and all 

choices o f scalars wc ^ аѵе

H ^ C jT c iH 2 > і ; ^ | с і | 2.
t'€ I  j  i £ l j

In this paper, the proof of two conjectures (the Weaver conjecture K S -շ and the 

Casazza-Tremain conjecture) in the infinite dimensional Hilbert spaces is given.

2. T h e  c o n j e c t u r e  K S r

The famous Kadison-Singer problem in С * algebra, posed on 1959, has been solved 

recently by Marcus, Spielman and Srivastava [5]. In fact, in [5] was proved the Weaver 

conjecture հ'Տշ in the finite dimensional Hilbert space C f, d € N, which implies the 

Kadison-Singer problem. Observe that the Kadison-Singer problem is also equivalent 

to the Paving conjecture (see [1. 10]).

P a v in g  C o n je c tu re :  For any ւ > 0 , there is r =  r( t)  € N such that for  every zero 

diagonal operator T  on C n, n  6  N, there, exists a partition { of  {1,2. such

that \ \ P j J P I}\\ < e\\T\\ for  all j  € {1,2..... n}. where Pjy is the orthogonal projection 

onto {r,} ,€y and {eJJLj is the canonical orthonomial basis fo r  C71.

N. Weaver |G| using the equivalence of the Kadison-Singer problem and the Paving 

conjecture suggested another equivalent Conjecture K S r.

C o n je c tu re  К S r . Let. r £  N. There exist universal constants rf >  2 and 0 > 0 such 

that, the following holds. Let / 1, / շ , / rn € C n with | |Д || <  1 and suppose
m

I / 0  I2 -  77 f 01' aM ս ո *է vectors  /  6
k =l

Then there exists a partition {/j}J=1 of {1,2, ...,n} such that

У  I (/• fk )  12 <  *7 -  0 fo r  all un it vectors f  € C" and all j  G { 1, 2 ,..., r}. 
к £ l j

Note th a t  the constants 7/ and 0 >  0 must be independent of n  and m.

In fact, N. Weaver has proved the following t heorem.

T h e o re m  2.1 ([G]). The Kadison-Singer problem has a positive solution i f  and only 

if Conjecture К S r is true for some r > 2 .

Also, N. Weaver has indicated modifications in Conjecture K S 7, which do not alter 
its truth-value.
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T h e o re m  2.2 ((G)). If either or both of the following modifications is made to 
Conjectui'e K S r , the resulting conjecture is equivalent to Conjecture K S r:
a) require 0 =  1: *

b) assume 5ІІГ=і I (/* /*) I2 =  rl f or un^  vectors f  € C '1 instead of 

EfcLi I </, Л )  I2 <  V-

In |5|. A. Marcus, D. Spielman and N. Srivastava using the mixed characteristic 

polynomials and the above theorem have established the following theorem, and hence 

proved the Kadison-Singer problem.

T h e o re m  2.3 (|5|). There exist universal constants // > 2 and Ѳ > 0 such that the 

following holds. Let / ъ / շ , / m €  C7' with ЦЛІІ <  1 and suppose
m

I ( / ,  fk )  I2 =  7) fo r  all unit vectors f  € C ri.
к = 1

Then there exist a partition / ь /շ of {1,2, ...,n} such that

I ( / .  fk )  |2 <  7] — Ѳ fo r  all un it vectors f  € C" and all j  =  1.2.
k tl j

It is easy to show th a t  Theorem 2.3 remains true in the ca.se where C" is replaced 

by any finite dimensional Hilbert space. To prove the Weaver Conjecture К  Տշ in the 

infinite dimensional Hilbert spaces we need the following lemma (see [9|, Proposition

2 .1).

L e m m a  2 . 1 . Fix r  6  N and assume for every natural number n we have a partition 

{ / " Ц - і  of {1,2, ...,n}. Then there are natural numbers {r?i < ոշ <  ...} such that 

l ”J C /,r,fc fo r  all к > j  and i € { l ,2 , . . . , r} .  Also, i f  Լ  := { j \ j  € / , ՛ }  =  {j\ < յ շ  < 

...}, then {/i}J*=1 is a partition of N and С Г”"п for all rn t  N.

The proof of Weaver Conjecture K S 2 in the infinite dimensional Hilbert spaces is 

given in the next theorem.

T h e o re m  2.4. There exist universal constants ?/ >  2 and 0 >  0 such that the 

following holds. Let { /* } g i{ be a sequence in an infinite dimensional Hilbert space IK 

with ЦАЦ <  1 and suppose
OO

I ( / ,  fk)  I2 =  V f 07' vectors f  €  IK.
k=\
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Then there exists a partition  / ւ , / շ  of  N such that

(2.1) ̂  I ( / ,  Д )  |2 <  ?; — Ѳ f o r  all u n i t  vectors f  £  K i  =  1,2.
*€/*

P ro o f .  Lot 7/ >  £ and б >  0 be as in Theorem  2.3, and let (2.1) holds. Wo fix a  unit 

vector /  € К  and for any n € N consider the space K n :=  s p a n { f i ,  / շ , .... / n , / } .  

Then for all гг € N and for all </ €  w ith Ц-гуЦ =  1. we have

Ё  I (9, fk )  l2< D  (y, Ik )  I2 = v-
k=\ k՝=l

By Theorems 2.2 and 2.3, for any n  € N there exists a  partition  /{*, l շ of {!. 2 ,.... /1} 

such th a t

I (<7. / , )  12 < 7/ -  Ѳ f o r  all u n it  vectors g £  K n and  i €  {1,2}.

Next, by Lenmia 2.1. there  exist na tu ra l num bers ii\ < ո շ  <  ... such th a t  / С l] 'k 

for all к > j  and г G {1.2}. Also, if Լ  :=  { j | j  €  /,Ոյ} =  { ji <  jo  <  ...}, then  {/ք}?-ւ 

is a partition of N and { յ \ , յ շ ,  . . .jm } С Հ '3՛” for all rn 6  N.

Thus, for all m  £  N we have
m

E K / J a ) l 2 <  E  | { / . / л > 12 < ч - в ,
*=i ке іУ т

and hencc we get (2.2). Theorem  2.4 is proved. □

P. Casazza and J . Tremain suggested the following conjecture (see [7, Conjecture

8 .2]).
C a s a z z a - T r e m a in  C o n je c tu r e .  There exists an e > 0 so that fo r  large К , fo r  all 

n  and all equal norm  Parseval frames { fi}?J \ fo r  there, is a J  С {1 ,2 ,..., K n )  so 

that both { /, }ieJ a/icf { f ։ }i eJr have lower fram e bounds which are greater than e.

T he proof of the  Casazza-Tremain Conjecture in the finite dimensional Hilbert 

spaces can be found in [8 |. The following theorem contains a proof of the Casazza- 

Tremain Conjecture in the infinite dimensional Hilbert spaces.

T h e o r e m  2 .5 . Let the constants // and 0 be as in Theorem 2.Հ. Then every t]-tight 

frame in  the infinite dimensional Hilbert, space К  with normalized elements can be 

partitioned into two frames with frame bounds 0 and rj.

P ro o f .  Lot { f k}^=\  bo a  7/-tight frame in the infinite dimensional Hilbert space К  

with ЦД.Ц <  1. Then by Theorem  2.4, there  exists a  partition  of N such tha t
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(2 .2) holds, and
OO

V =  E I  л> I2 = E ! л )  I2 + E I  (/. л )  I2 < E I  </. / о  i2 + *  ֊»•
fce/i fc€/a Дг<Е/і

and hence £ fc6/i I ( /, Л ) |2 >  0. Therefore

0 <  E  К /. Л ) I2 < E I  </- л> i2 =  Ч-
k e l  I A =  1

Similar arguments can he used to show that

Ѳ< J 2 \ ( f , f b ) £ < 4 .
*€/շ

Theorem 2.5 is proved. □

A c k n o w le d g m e n t.  We thank a referee for careful reading the paper and useful 
comments which improved the paper.
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А н н о та ц и я . В работе доказывается теорема о восстановлении коэффици
ентов ряда Ф ранклина по ее сумме при некотором условии на маж оранту 
2*'-частичных сумм ряда Франклина.

M S C 2 0 10  num ber: 42С10: 42С25.
К л ю чевы е слова: Система Франклина; единственность; Ճ-интеграл.

1. В в е д е н и е

Из теории тригонометрических рядов хорошо известно, что из почти всюду схо

димости тригонометрического ряда к нулю не следует, что все коэффициенты 

этого ряда равны нулю (см. 112]). Такая же ситуация имеет место для других 

классических систем, например для рядов но системам Хаара, Уолша, Франкли
на.

В работах [1 |, |3| впервые были рассмотрены вопросы единственности для по
чти всюду сходящихся или суммирующихся тригонометрических рядов. Понят
но, что при этом были наложены дополнительные условия на ряд.

В работах |6|, |7| получены теоремы восстановлении коэффициентов рядов но 

системе Франклина но сумме ряда при условии что мажоранта частичных сумм 

S " ( i )  удовлетворяет условию

lim inf А|{.г € [0,1]; 5*(х) >  А}| =  0.
А—>оо

Г. Г. Геворкяном |5], и частности, была получена аналогичная теорема для систе
мы Хаара. а в [9] была доказана теорема восстановления для рядов по системе 

Хаара с мажорантой удовлетворяющей более слабому условию.

Основной целью этой работы является получение теоремы для рядов по систе

ме Франклина типа теоремы полученной в [9]. Для формулировки полученных

1 Исследования выполнены при финансовой поддержке ГКН МОН РА в рамках научного 
щюекга 15Т 1A00G.

2 0



ТЕО РЕМ А  ЕДИНСТВЕННОСТИ Д Л Я  РЯДОВ ФРАНКЛИНА

результатов дадим некоторые необходимые определения. Пусть п  =  2к +  г. где 
k > 0 u l < i < 2 k . Обозначим

при О < j  <  2г;
2fc , при 2/ +  1 < j  < 77.

Через 5 П обозначим пространство функций, непрерывных и кусочно линейных 

на [0; 1 ] с узлами {^ոյ}" =0, т.е. /  € Sn, если /  G С[();1 ] и линейна на каж
дом отрезке [sn .j- i;snj] ,  j  =  1 , 2 , . . . . п. Ясно, что diiiiS„ =  ո  +  1 и множество 

{sTlf:/}j=0 получается добавлением точки sn,2i - i  к множеству { Տ ո - ւ յ } ' ^ ) .  Поэто
му, существует единственная, с точностью до знака, функция f n € S n, которая 

ортогональна 5„_յ и | | /ո||շ =  1- Полагая / 0(х) =  1 , / і (х )  =  \/3(2х -  1), х  € [0; 1], 
получим ортонормированпую систему {/ո(^)}^Լ,}, которая эквивалентным обра
зом определена Ф. Франклином [11|.

Рассмотрим ряд Y l ^ o anfn{x).  Обозначим
2"

аѵ(х)  := o„ /„(x), а 4 (х) := sup \<т»(х)\.
I/*п = 0

Введем следующие обозначения: է” = ֆ ,  когда 0 < j  < 2", էս_ ճ =  էՀ = 0  и 

£շ„+լ =  քշ.. =  1. Положим А ՛'  = [Ѵ'_Х\Ѵ'+ J  для 1 < j  < 2", и JVJ'(^) =  Sij при
0 < 7 <  2й и линейна па [$£_!? t£] при 1 < і < 21' для j  =  0 ,---- 2". Через М 1' (х)

обозначим
=  _____?_____N"(x)

} {  ) ՜ \ \ պ \ Ա  q + l  - դ  :  ^  у

Ясно, что suppMj՜ =  suppNj' =  А՝; и

(1.1) [  M j{x )d x  =  1.
./о

Через \Л\ обозначим меру Лебега множества Л.
Пусть система функций {/fm(^)} удовлетворяет следующим условиям. 

Функции /і„,(х) : [0, 1] —> R  такие, что

(1.2) 0 <  /і,(х) < h2(x) < < hm (х) < . . . ,  =  °°

И с у щ е с т в у ю т  д в о и ч н ы е  Т О Ч К И  0  =  t m ,о  <  ^ т . І  <  • • •  <  ^ т . г І т  =  г а к , , е  Ч Т 0  

и н т е р в а л ы  i > * m . f c ) i  А: =  1 , . . .  , r ? m , д в о и ч н ы ,  т . е .

W  « € г} »/г е © := {[^ .^ ] ;0 << < ֊ W > о}.
и на этих интервалах функция /і»п(х) постоянна: Ііт(х) =  А̂ . для .r € կ. , A — 

I» • • • յ w?n•
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Кроме Ю1Х) выполнены с. іедуюіцпе дна условия:

(1.3) inf [  hw (x)dx  =  inf I/ЛАГ > Опг,к J jm т, к' к-
II •

а;:՛ а;-ՀԱ \
(1-4) sup ( ^  +  — -J <  + 00.1 \ \ т  \ і,к \ л к ֊ і  л і

Иначе говоря, для каждой функции hm(x) интервал [0, 1] можно раздробить на 

двоичные интервалы, на каждом из которых эта функция принимает значения 

эквивалентные значениям на соседних интервалах, а интегралы по этим интер
валам больше некоторой положительной постоянной.

Оказывается, (см. лемму 2.2) что если функции h m удовлетворяют условиям

(1 .2 )-(1 . 1), то можно выбрать новые двоичные интервалы так что вместе с 

условиями (1.3), (1.4) удовлетворялось бы условно

(1"г,) ( і і т і + Т І г )  " +ос'
Теперь мы в состоянии сформулировать основной результат статьи.

Т еорем а 1.1. Пусть последовательность функции hm (x) удовлетворяет
շ է՜

условиям (1.2) (1.4), последовательность о и — _() օոքո сходится тіо мерс

к функции f . а мажоранта а* частичных сумм о „ удовлетворяет следующему

условию:

(l.G) lim j hm (x)dx  =  0.

Тогда для всех л  > 0 имеют, место

(1.7) а„ =  lim f  [f(x)]h ( ) f„(x)dx,
т  >ОС J Q

аде
Я * ). І/(*)І <  А(х)

О, | / ( і ) |  > Х(х).

2. В с п о м о г а т е л ь н ы е  л е м м ы .

Для доказательства теоремы 1.1 нам понадобятся следующие две леммы.

Л ем м а 2.1 . Пусть 0 =  կ  < է\ < . . . < £ , ,  =  1 и  h(x)  =  А*- когда х  6 Ik •= 

[h- 1 *tk) и Ik € 'D d. гя h =  1 , . . . .  л. Более того 7 > О такая что

(2 1 ) -  <  ——-— < 7 , для к =  1 , . . .  , 7і — 1 .
7  Կ + \
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Тогда существуют точки О =  Լ  < Լ  < . . .  < Լ  =  1 . такие что интервалу 

U =  [і«-і,*і) € D , / =  1 , . . . , * ,  функция Іі на зт их  интервалах постоянная: 
Іі(х) =  Л/ для X £  Լ  у I = 1 ___кроме того

(2.2) — < 4^ ֊ < 27.
2՜> l/l+ll ՜

(2.3) -  <  < 7 , для I = -  1.
^ A/+1

(2.4) mill /  hrn(x)dx  =  min 7  h m(x)dx  >  0.
1 .//, <//*

Из леммы 2.1 легко вывести следующую лемму.

Л ем м а  2 .2 . Пусть функции Іііп(х) удовлетворяют условиям (1.2)-(1.Հ). 

тогда существуют двоичные точки 0 =  Гш,о < Тгп \ < . . .  < tm ^rn =  1 такие, 

что интервалы Гкп =  [бт ,Аг- \Л т,к) € двоичные для всех к = 1 , . . . , н т  и «а 

эт их  интервалах функция Ііт (х) постоянная: hm(x) =  AJ." д.яя х  € /£', /с =  

1 , . . . , п т , и условия (1.3), (1-4)} а также (1.5) удовлетворены для интервалов 

I и  значений  А

Зам еч ан и е 2 .1 . Из ле-ммы 2.2 следует. что при доказательстве теоремы 

1.1 м ы  мож ем  считать, что условие (1.5) также выполнено.

Д ок азател ь ство  леммы  2.1. Положим с =  тіпь J f hm(x)dx  =  гпіп  ̂Ал I/л I 

и пусть 1 <  ко <  ո, такое что Аач,|/*0| =  с. Из определения с следует что для 

каждого і. ֊ к о  +  1 <  і < п -  ко существует целое щ  >  0 такое, что

(2.5) 2"'с < Ajtu+il/fcu+il < 2"|+1с.
Отметим, что по =  0. Положим

ti,j =  <*„+,-1 + ^  • j, для j  =  о , . -. - 2"‘,

I%,j =  1> £».j)» 11 A«*j =  A і для j  =  Լ . . .  , ‘2 ,

Следовательно, имеем

(2.6) f  hm(x)dx =  c <  [  lim(x)dx =  X i j \ I i j \  < 2r.

Из определения с, / t|j , (2.5) и (2.1) следует, что

ІД.ІІ =  \Խ \  < 7 Г ~ ^  х Г Г І  -Лк'о+t ^А:о+і-1
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аналогично, получаем

|Ajl =  \ Խ \  > 7-----  ^  7Т--------  -  ^7І^֊і.2п*֊* I-Лко+І l*k(j+i 1 ^7

Последние два неравенства означают, что соотношение длин интервалов Լ յ  с 

общим концом не более чем 2 7 . Перенумеровав интервалы { I lyj \ — կ  +  1 < i < 

ո — ко Л  < j  < 2Пі} в порядке возрастания левого конца получим интервалы

//. / =  1 ____ 5ГГ= ч 0 и  2П<* которые удовлетворяют условию (2.2). Равенство (2.4)
следует из (2.6). Из определения 7/ следует, что Ііт постоянна на каждом У/, и 

если обозначить соответствующие значения через А/, то из (2.1) получим (2.3), 
так как =  1 или существует такое к, что =  т^—.Л/4_ւ * * Afc+1

3. Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1.1.

При доказательстве мы будем в основном применять методы работ |8| и |9|. 

Достаточно доказать, что для любых vo%jo  имеет место следующее соотношение

(3.1) К , , Л / £ ) =  ІІШ Л / ( х ) ] Лга(х)М £ ( х ) і г .tn-MOJy

Действительно. для любого п > 0 существует целое к такое, что п < 2к, сле

довательно /л 6 Տշհ. поэтому существуют числа о ,, г =  О, . . . , 2А такие, что 

/„  =  51՛;=0 J\ / 4 , откуда, применяя (3.1), получим

/  2fc \  2* 2k /-1
а-I. =  X !  /а  =  5 1  М і )  =  а » „}1“^  /  [ / ( х )]/і...(х)МА 0Г)^Х

\»=0  /  і=0 і=0

J շ* J
=  lim [  [f(x)]hrti{T)^ O L iM ֊ { x ) d x  =  lim [  [f(x)]htn{x)f n(x)dx. 

m - ¥ o a J Q  m - » o o  7 ()

Из условий (1.4) и (1.5) вытекает, что существует 7  >  0 такая, что
'IIIА™ I / 1

(3.2) -А . <  AJV, <  7 ЛГ и і і і  < | / Г + і і < 7 | / П -

Обозначим с» =  infт,к f,.n hm (x)dx =  infm.A Afc'Uri՝ и

(3.3) E m = { x 6 suppM j '0; a* (x) >  /im(x ) }  .

Зафиксируем /'о../о и 5 <  ^0/ ( 167). Из (1.6) следует, что существует то  такое.
что дня т  > то  имеет место

<  е .
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Так как (Ііт (х)) ՜ ] -> 0. и для каждого .т последовательность (Ііт(х))~1 убы
вающая, следовательно (/іш (х-))՜1 =3 0 на [0,1], поэтому для каждого А/ суще
ствует mi такое что для тп >  %щ имеем h m(x) > М  для любого х  Շ [0,1]. Взяв 

А/ =  2"<՛1 ле, отсюда и из (3.4) получим, что для т  > т а x(mu. ші) =: աշ имеет 
место

М \Ет\ < [  hm( x ) d x < € )
J E m

откуда получим для т  > ու՛շ следующее неравенство

(3.5) \Ет \ < - =  ֊ |Л|, для любого А  € Ѵ ип,

ТЕОРЕМ А ЕДИНСТВЕННОСТИ Д Л Я  РЯДОВ ФРАНКЛИНА

; ( ) < / <  2"  - l j .

где
i  i  +  1 

F ’ ՜

Зафиксируем т  > ա շ .  Докажем, что
l / m I

(3.6) IЕ„, П I™ I < ——֊ для любого к = 1, —  п т.
О

В противном случае существует ко, такое что \Ет П /£" > |/£* |/8, откуда полу

чаем

го <  А £Ц Й | < 8А £ |Е т П / £ |  <  8 f  hw(x)dx < S s <  е0,
Ьщ

т.е. пришли к противоречию.
Для любого ./ G D, который можно представить в виде объединения uJ=//£ \  

из (3.6) будем иметь |J  Ո Ет \ = Щ =/ КГ ո #m| < 2 ՜ 3 Щ =/ КП = 2՜  VI» т е -

(3.7) IJ  Ո I <  для любого J  = Սյհ=11Լո 6 'D.
О

Ясно, что

(3.8) если ./ € 'D и .1 D 1Լ ,  -га ./ =  u j=,4"  д л я  некоторых I < к-о < j ■

Для іу >  i/o обозначим

=  {Л : А  е  Ъ ѵ и А  С suppA/j՜0} .

Пусть ѵі-наименьшее натуральное число для которого существует интервал Л е 

удовлетворяющий условию |А Ո Ет \ > |И І- ( 3 ;>) следует, что ւդ > і\յ. 
Теперь для ѵ > ѵо по индукции определим семейства и П*. Для ѵ =  ѵо

положим

П‘ =  (  А €  Оц, : \А Ո Ё т\ > կ \А\)  , Qua =  U  А , 
I J А€П*»'0
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И

ՈԼ =  { ձ Հ { կ ,  4 г  (?„„}• РѴи=  U  Л.
л е п і 0

Из того, что ѵ\ > Vу. следует, что (?„„ =  Ни

(3.9) Ր„0 =supp M£.

Допуская, что определены Ոք,՛ и Qu»% для / /  < /л определим семейства П* и 

Q* следующим образом:

(3.10) Пі =  | леп„: |лп£т|> і|Л| и A t  (J  Q(,  I .
I i/'O J

Qu =  U  Л, Ո* =  I А 6 П„ : Л t  ( J
.4 € f t J ,  Լ  v ' < v

Положим также Р„ = U.icH* Выіпе определенные семейства S2J,, i l l  и множе
ства Q„, P„ обладают следу ющими свойствами: Qj, С fi'J С Пі,.

(3.11) suppA/jj՛ =  p „ ( j  J լ յ  q »՛ ) . f U  Q * )
\v'<v J  \*''<*' /

И

(3.12) Qv՛ Ո  Q։,n =  0. если у' /  іЛ  

Из (ЗЛО) и (3.12) следует, что

(3.13) ՛ (J Qu,
W  <ѵ

< 8|Em| для любого //.

Теперь докажем, что

(3.14) дли каждого Л € П^.і/ >  //у существует А* такое что А С /™.

В противном случае существовало бы ко такой что A  J  /™, следовательно из

(3.8) получим, что А = U для некоторых I < ко < j . Следовательно из
(3.7) получим |Л Ո £„,| < 2 3|Л|, что противоречит условию Л €

Обозначим (напомним, что А 1' = (է1' ի է ՚ յո ) )

(3.15) J u =  { j  : ձ "  Ո Qu փ 0 и Д ; С Р„_і} .

Докажем, что

(ЗЛ6) Wu(x)\ < 2hm(x) для X € Ду, j  € J„
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Пусть Л та половинка Д", которая принадлежит й*. Тогда, применяя (3.14), 
получим міс) А С //" для некоторого /. Докажем, что

(3.17) А )  С i p  U Гкп, г для к = 1 -  1 или /.

Предположим противоположное: рассмотрим случай А "  Э //£ , (аналогично рас
сматривается случай Д" Э //Ц1). Заметим, что из (3.2) следует 2\А\ = |Д^| > 

| /^ i l  > |/,m|/7 , откуда получим

< IЦп\ К 1 < 2ч\А\Х[" <  16դ |ճՈ Е т\Х\п <  167 [  hm(x)<Lr. < \СПе <
ІЕп,

что невозможно. ,  -

Пусть Д] и Д '2 соответственно левая и правая половинки интервала А ’'. Из

(3.17) следует, что существуют /ւ,/շ такие, что Д і С  I™ и Д 2 С Ясно, что 

|/і — /շ| <  1. Следовательно

(3.18) Ат (я) =  А,7  для X  € A j J  = 1,2.

Так как А \ .  Д -շ С A յ  С Ри֊\ (напомним, что j  € J„), следовательно существуют 

Д і, Д 2 € 1 так что Д* С Д* С Р„-і для і — 1,2, откуда получим

(3.19) |Д, Ո £,„ | <  |Д, Ո £„,| <  для * =  1,2.

Докажем (3.16) для х  €  Ді- Неравенство (3.16) для х € Д 2 доказывается анало- 

гично.
Учитывая линейность функции аѵ на Д і =  [а ,/9], получим, что множество

1 := {է е  Д і : М О І < л/"'}

является интервалом. Из (3.18) и (3.19) следует, что

(3.20) | / |  =  |{* е  Д і : М О I < М О Л  > Ід і ո Е<т\ > | |Д іІ -

Поэтому, принимая во внимание линейность функции ои и (3.19), получим
0 \ т й Хт

(3.21) |Հ (0 1  < =  з  •

С учетом (3.20) получим, что точка а  удалена от I  =: [а:Ь] меньше чем 1-— .

Следовательно, из (3.21) получим

I / \і .  \ш I 8 \ х J  — О 0 ѵГГ,\о„(а)\ < Xtl +  -  - — -  • — —  < .

Аналогично получается, что \ծա(@)\ < 2А]'1. Отсюда и из линейности функции

ои на [а; /і), применяя (3.18), получим, что І&іДОІ < 2А»п(0> * € [а >̂ 1 ՜ ՜  

Неравенство (3.16) доказано.

ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ РЯДОВ ФРАНКЛИНА
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Аналогично неравенству (3.10) доказывается, что

(3.22) |<т̂ (.г)I <  2hm(x) для х  € А'- С Р„.

Теперь но индукции определим разложения фп для Л/^°, удовлетворяющие усло

виям: •

(3.23) М £ = ф  n = Е  Q"M”'
>:ДусЛ і

(3.24) Е Е < >  + Е  а" = 1- а"^°-

Так как PUo =  suppA/j^ ( c m . (3.9)). поэтому положим 0I/() =  A/^‘. Очевидно Vv0 
удовлетворяет условиям (3.23) и (3.24).

Допуская, что определено гфп, удовлетворяющее условиям (3.23). (3.24). опре

делим фп+1- Для j .  с условием A '• С РП1 имеем
շ ո  + 1

(3.25) М"(х) = Е  Mj(t"+1)N£+l[x) = Y .  с Լ  > 0.
ѵ=0 ѵ:Д::+ ,СзиррЛ/;

Заметим, что если А" с Р„ и А”+1 с suppMj* =  А'1, то либо A ”+1 n Q n+i ^ 0, и 

поэтому ѵ в Л„+ь либо AJ! 1 С Рп+\• Следовательно, подставляя (3.25) в (3.23), 
и группируя подобные члены (одно и тоже AJ!+1 может входить в разные суммы
(3.25)), получим

(3.26) м £ = ф п + 1= Е Е < 1 м ? +  Е «ГЧВ+1-
«/<n+l j € J -  >:Д’, + 1СГп + і

Неотрицательность коэффициентов a ” j 1, а"+1 в (3.2G) следует из неотрицатель
ности коэффициентов в (3.25) и (3.23). Учитывая, что интегралы от всех функ

ций AJj равны единице (см. (1.1)), из (3.26) получим

Е  Е  + Е  °Г 1 = 1-
*՜<ո+ւ jeJ„ >:д;+,сЛп+і

Итак, доказали возможность представления (3.23), с коэффициентами (3.24). 
Следовательно, для любого п  имеем

(3.27) к . ^ )  = е Е о -»мі )+ Е  а/՛՛),
і :Д у с Л .

Отметим, что если і/(| < і/ < ո и р > 2", то (/,,. А/'') =  0. Поэтому
շՈ շ ս

(3.28) к ,  л/;) = Е  МЛ» МЛ = Е  “ЛЛ* м і ) = (<*. Д/Л-
р=0 р=о
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Следовательно, с учетом (3.27), получим

К о .Л 'С )  ֊  Լ  т \ п „ л » щ : №  =  (<гп , м £ )  ֊  ({/),,„ ,м;;;)

(3.29) = E E < ( ^ ֊ № , „ m ; ) +  £  а " К - [
i ' < n j €  J u  j : A ” C P »

Сначала оцепим 1Լ. Из (3.28) и (3.1G) следует

і7»і = іЕ Е - (/]/.-̂ лі <Е Е «̂ (M+̂ .Af;)
i/<nj€J„ i'<uj€ J„

< з E E мл =3(ft», E E < імі )•
i/<nj€J»/ i/<n j€J|/

Из (3.23) и (3.24) вытекает, что Հ2ս<ո j  g "։J M՝' < M"°, следовательно

(3.30) \ւլ\ < з [  h,n( t ) M ; : m .
J и  и д ;

Введем следующие обозначения:

Հ  := { j  e  J„ : s.t. д ;  С /£'}> Հ  :=

Л„ := U U Ді> В "  ■ ■ = U U Ді'
v<njeJi j£ Jj

Поэтому, применяя (3.30), получим

| / ' |  < 3 Ա  հ , ո № ղ : №  +  Լ

ТЕОРЕМ А ЕДИНСТВЕННОСТИ Д Л Я  РЯДОВ ФРАНКЛИНА

(3.31) a .
Из (3.17) следует, что для каждого j  € J 2U существует А: такое, что Л'՜ С /['‘U /^ p  

а из определения Q„, Г2,1, получим, что для каждого А• существует не более одной 

пары ( i '(k ) , j (k ))  для которой j{k )  6 Հ  и Д $ }  С С  U /Д .,.  Следовательно и:?

(3.2) получим
/14

/;! <  Е М Р + ^'Ѵ»)ід ; й і  <  ( 7 + 1) Е А* Ід лУ  I- 
* = і  *= і

Также заметим, что из определения Qu следует

ідЯЙІ < Шлю ո ԱԼՈ и С і ) І  < 2| и  ^  ո (7՞ ՜ и 7*+>}|
U <71
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Объединяя последние дна неравенства с (3.2) получим

/ "гг,  ̂»)» \

E ATU ^ ո + 7 £  АГ+1 U «*' Ո 7M-1Vfc=. IS <71 • k—1 U <71
)

II»»|

(3.32) =  2(7 +  1
к =  1

и Q»ո nr
v < n

= : 2 ( 7 + 1 ) ' 2 / “

Воспользовавшись (3.14) и определением Qu для /;| получим следующую оценку

п,
(3.33)

к = 1
Е т П и Q" ո / г

и <71

<

Н т  ր

< 8 ] Г  Аі" |В ,„ Ո / Г  1 = 8 /  ft„, ( t )d t  <  85. 
fe=l

Оценим Ifr  Для j  £ J,1, имеем С /£ ’ при некотором к. откуда

|Д ;| <  2|Л*' П Q u|, поэтому |И„ П /{"; <  2| (J Q t/ Ո /£*|. Из последней оценки
І'<  п

вытекает

П - L

ՈՈ Ոyfi

hm(t)dt =  Y ,  А" И »  ո  7ГІ < 2 £  а ?
?• A =  1 /. = 1

U о,ո /г
։ ' < Ո

-  2 / 5

Объединяя последнее неравенство с (3.31) (3.33) получим

(3.34) |/Д| <

Перейдем к оцениванию /,2Г Из (3.23) и (3.24) вытекает, что a j M j  <

, следовательно

Itfl < ( К - [ / ] f c j .  E  < * i W <  [  W n ( t ) - [ f ( t ) } h,n(l)\ - M % ( t ) d t
j . A f C P n  У  Л "

(3.35) < c l

Введем следующее обозначения

C „ =  (J  Д'* Ո E m , D„ =  (J  Д ’* Ո ££, Ո ( t ; M * ) - / ( < ) ! < * }
j :A " C  Л, і :Д " С Л ,

Fn =  I J  Д» Ո Ո {<; М О  ֊ / « ) ! > £ } .
j . A ^ C P n
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Ясно, что C„UDu \jF n =  (J Д", а также \f(t)\ < hm (t) для п.в. х  £ DriUFn С
У - Ь ' С Г п

Е ст , что вместе с неравенством (3.35) дает оценку

|/,7І < с ( [  М О  -  [ / ( / ) ] , +  [  |<г„(() ֊  /(t) |d t +  [  \an(t) -  Д О И  

(3-30) =: Շ ( Հ  + Г„ + /«).

Для է €  Cn in  (3.22) пмеем |<т„(0 ֊  [/(0)h„,(t)l <  M O I  +  І[/(«Ж,„(0І ^ W m(t), 
откуда получим

(3.37) Հ  <  3 [  hm(t)dt < 3 [  hln(t)dt < Зе.
■>сп J v m

Из определения множества D,, следует, что |стп(0  ~ / ( 0 І  < £ Для / € D n, поэтому

(3 38) Րո < [  £ մ ւ< £ .
J d „

Так как ռո сходи тся по мере к / .  следовательно существует такое что

\ { t : W n ( t ) ֊ M \ > e } \ <
max{/iffl(f);t. £ (0,1]}'

Отсюда, принимая во внимание, что \an{t) -  /(01  < Wn(t)\ +  \f(t)\ < 2hm(t) для 

п.в. է € Fn С получим

(3.39) Հ  < [  2hm(t)dt <  2 т а x {h m(t);1 6 [0,1]} • |{*; խո(է) ֊  / (01 > ^}| < 2е.
J F n

Из неравенств (3.36)-(3.39) следует, что |/* | <  бг, которое вместе с (3.29), (3.31) 

влечет за собой

І К о . А С ) -  [  [/(0]|*„.( 1 ) М « ; № \ < с Уе.
J о

Равенство (3.1), и вместе с ним и теорема доказаны.
Работа была выполнена летом 2016 г. во время визита автора в Бостонский 

Университет, США. Автор благодарен факультету Математики и Статистики 

Бостонского университет за гостеприимство и хорошие условия для работы.

A b stract. In this paper we prove a theorem on restoration of coefficients of Franklin 

series by means of its sum under some condition on 2"-majorant of partial sums of 

the series.
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Abstract. In this paper, we use the concept, of weighted sharing of values to investigate 
the uniqueness results when two difference polynomials of entire functions share a nonzero 
polynomial or a  small function with a finite weight. We also investigate the situation when 

the original functions share the value 0 CM (counting multiplicities). The obtained results 
improve some recent related results of X. Li et al. (Ann. Polon. Math, 102 (2011), 111-127) 
and th a t of W. Li et al. |Bull. Malay. Math. Sci. Soc., 39 (2016). 499 - 515|.

M S C 2 0 1 0  n u m b e rs :  30D35, 39A10.
K ey w o rd s : uniqueness; entire function; difference polynomial; weighted sharing.

1. I n t r o d u c t i o n . D e f i n i t i o n s  a n d  r e s u l t s

in this paper, a meromorphic function means meromorphic in the complex plane. 

We adopt the standard notation of Nevanlinnas value distribution theory of meromor

phic functions as presented in [9], [12] and [23). By letter E  we denote any set 

of positive real numbers of finite linear measure, not necessarily I he same at each 

occurrence. For a nonconstant meromorphic function h. we denote by T(r.h)  the 

Nevanlinna characteristic function of h and by S ( r j i )  any quantity satisfying the 

relation S( r , h)  =  o{T( ry /і)}, r  -4  oo, r  & E.

Let /  and g be two nonconstant meromorphic functions and let a €  С U {oo}. If 

zeros of /  -  a and g -  a coincide in location and multiplicity, then we say that )  and 

g share the value a CM (counting multiplicities). On the other hand, if zeros of /  ֊  a 

and g -  a coincide only in their location, then we say that /  and g share the value a 

IM (ignoring multiplicities). A meromorphic function a  is called a small function with 

respect to /  if T ( r ,a )  =  5 ( r , / ) .  Throughout the paper, we denote by p( f )  the order 

of /  (see [9], [12|, [23)). We define the difference operators Л ,;/ ( շ )  =  f ( z  4֊ v) -  / ( : )  

and A Jj/(z) =  ~l (&i,f(z))y where rj is a nonzero complex number and n > 2

is an integer. In the special case where /; =  1, we use the usual difference notation 

A J ( z )  = A f ( z ) .
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A number of papers has been devoted to the uniqueness of entire and meroinorphic 

functions whose differential polynomials share certain values or fixed points (see [5|. 

|6 |. |16|. |19). [20], |‘22|, and references therein). Recently the value distribution in 

difference analogue ha* become a subject of gfeat interest among the researchers. 

For instance, Ilalburd and Korhonen [7] established a version of Nevanlinna theory 

based on difference operators. The difference logarithmic derivative lemma, given by 

Halburd and Korhonen [8) in 2006, and by Chiang and Feng |4| in 2008. plays an 

important role in the study of difference analogues of Nevanlinna theory. W ith the 

development of difference analogue of Nevanlinna theory, the researchers concentrated 

their attention to the distribution of zeros of different types of difference polynomials 

and obtained the corresponding uniqueness results.

T h e o re m  A. (see /1У I) Let f  be a transcendental entire function of finite order, and 

let i) փ 0 be any complex constant. Then for  n >  2 the function f n ( z ) f ( z  + i]) assumes

evenj nonzero value a  € С infinitely often.

E x a m p le  1.1 ([ 13)). Let f ( z )  =  1 + e z . Then the function f ( z ) f ( z  + ni) — 1 =  —е2г 

has no zeros, showing that Theorem A does not hold if n  =  1.

E x a m p le  1.2 ([17]). Let f ( z )  =  e~H՜ . Then f  2( z ) f ( z  +  77) — 2 =  — 1 and p( f )  =  00 , 

where // is the solution of equation er/ =  - 2 . Evidently, the function f 2( z ) f ( z  +  r/) — 2 

has no zeros, showing that Theorem A does not hold if /  is of infinite order.

T h e o re m  B. (see / 18/) Let f  and g be two transcendental entire functions of finite  

order. Let i) փ 0 be a complex constant and let n  > G be an integer. If f ,l( z ) f ( z  -I- ?;) 

and gu(z)g(z  4֊ 77) share 1 CM, then cither f g  =  t\ or f  =  էշց fo r  some constants t\ 
and կ  satisfying t " 41 =  £շ + 1 =  1.

T h e o re m  C. (see /1У/) Let f  be a transcendental entire function of finite order, and 

let // be a nonzero complex constant. Then f o r n  > 2 the function f n(z) f (z+7])  — Po(z) 

has infinitely many zeros, where Po(z) փ 0 is any polynomial.

E x a m p le  1.3 ([17]). Let f ( z )  =  e " e‘ . Then f n( z ) f ( z  +  i]) -  P0(z) = 1 ֊  P0(z) and 

բ(ք)  =  ос, where // is a nonzero constant satisfying er/ =  —n, Pq{z) is a nonconstant 

polynomial, and n is a positive integer. Evidently, the function  / "  ( z ) f ( z  +  //) — Ро(г) 

has finitely many zeros, showing that the condition p ( f )  < 00 in Theorem С is
nccessanj.

Now the following question arises naturally.
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Q u e s t io n  1 . Is there any uniqueness result corresponding to Theorem С ?

T h e o re m  D. (see / lit/) Let f  and g be two dishnet transcendental entire function* 

of finite order, and let P0 փ 0 be a polynomial. Suppose that // is a nonzero complex 

constant and n > 4 is an integer such that 2deg(PQ) <  n  4- 1. Also, suppose that 

f y,(z ) f ( z +  7/) ■“ P )(z) wnd gu(z)g(z 4- r]) — Po(z) share 0 CM. Then the following 
assertions hold.

( 0  Լէ n  >  1 and f n( z ) f ( z  +  ij)/Po(z) is a Mobius transformation of g”(z)g(z 4  

V)/Pq{z ), then either

(i) f  = tg. where է փ 1 is a constant satisfying tn 1 =  1, or

(ii) f  =  and g =  t e ՜ ® . where Pq reduces to a nonzero constant c. t is a constant 

such that / ' , + 1 =  c2. and Q is a nonconstant polynomial.

(II) I f  ո > 6 , then I(i) or I(ii) holds.

T h e o re m  E. (see / loj)  Let f  and g be two transcendental entire functions of finite 

order, and let ct {փ 0, ос) be a meromorphie function such that p(n) < p( f ) .  Suppose 

that 11 is a nonzero complex number, and n and m are positive integers satisfying 

n  >  m +  6 . I f f n ( z ) ( f m { z ) ֊ l ) f { z  + ij) a n d g n{z)(g՝n{ z ) ֊ l ) g ( z  + ii) share a{z) CM. 

then f  = ty . where t. is a constant such that t ,n =  1.

Let P(z)  =  anz u 4- a „ ֊ iz n~l 4-... 4- ao be a  nonzero polynomial, where au փ 0, 

a n- x , ... , ci() are complex constants. Define Г i := m i -քաշ and Г շ := тгц +  2ա.շ. where 

ni[ is the number of simple zeros of P  and ւոշ is the number of multiple zeros of P. 

Throughout the paper we use the notation d =  gcd(Ao, A j , A , » ) ,  where A, =  n 4  1 

if m  =  0 and A* =  i 4- 1 if a, փ 0 .

T h e o re m  F. (see /21/) Let f  be a transcendental entire function of finite order and 

i] be a fixed nonzero complex constant. Then for n > m the function P{ f ( z ) ) f ( z  + 

q) — a(^ ) =  0 has infinitely many solutions, where a  փ 0 is a small function with 

respect to f .  and rn is the number of distinct zeros of P.

T h e o re m  G . (see [21)) Let f  and g be two transcendental entire functions of finite 

order, // be a nonzero complex constant, andn  > 21'շ +  1 be an integer. I f  P ( f ( z ) ) f ( z 4  

rj) and P(g(z) )g(z  4  //) share 1 CM, then one of the following cases hold:

(i) f  = tg, where td =  1;
(ii) f  andg satisfy the algebraic equation /?(/,</) =  0. where R(w\ ,  w2) =  P(w.’i )w i( :4  

Ո) -  P{w2)w2(z  4- r/);

RESULTS ON UNIQUENESS OF ENTIRE FUNCTIONS ...
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(Hi) f  =  ett. (j =  ce , where a  and .մ are two polynomials and a  + & = c, and e is a

constant satisfying «£е*п+1'с =  1.

E x am p le  1.4. (see [21 j) LvAt P(z)  =  (z -  1 )в(г 4- l ) (U n , f ( z )  =  s in s ,  g(z)  =  cos г 

and rj =  2n.  It is easy to see tha t n  > 2Гշ +  1 and P ( f { z ) ) f ( z  + tj) =  P(g(z))g(z  + ր). 

Therefore P (/(* ))/(~+7?) and /J(f?(z))<7(~ +  7/) share 1 CM. It is also clear that though 
f  and у satisfy R ( f , g )  =  0, where R (w \, աշ) = P ( w i ) w i ( z  + 7/) — Բ(սյշ)ս)շ(Հ +  77), 

we have /  ^  /</ for a  constant / satisfying t rn =  1, where m  €

Note that the functions /  and у in Example 1.4 do not share 0 CM, and the

following question arises naturally.

Q u e s tio n  2. What can be said about f  and у, i f  f  and g shave 0 CM in Theorem

G?

T h e o re m  H . (see իՀյ )  Let f ,  у be two transcendental entire functions of finite 

order such that f  and у share 0 CM. Suppose that Pq փ 0 is a polynomial, rj is a 

nonzero complex constant, and ո is an integer such that deg(Po) < n +  1. Assume  

that P ( f ( z ) ) f ( z  4- rj) -  P0 atid P(y(z))g(z  +  //) -  Pq share 0 CM. I f  n >  2Г 1 +  1 and 

P ( f ( z ) ) f ( z  +  ту) is a Mobius transformation of P{g(z) )g(z  +  ղ). or i f  n  > 2Г շ +  1. 

then one of the following two cases hold:

(1)  f  = ty, where td =  1;

(ii) f  =  e ' \  у  =  t e~a , where Рц reduces to a nonzero constant c, t is a constant such 

that /" + 1 =  c2? and a  is a nonconstant polynomial.

Regarding Theorems I). E and H. it is natural to ask the following question which 

is the motivation of the present paper.

Q u e s tio n  3. Is it possible in some way to relax the nature of sharing in Theorems 
D. E  and H?

I11 this paper, our aim is to find out the possible answer to  Question 3. We will 

prove three theorems which improves Theorems D, E and II by relaxing the nature 

of sharing. To state  the main results, we need the following definition of weighted 

sharing which measures how close a  shared value is to being shared CM or to being
shared IM.

D efin ition  1.1 ((10)). Let к be a nonnegative integer or infinity. For 0 € C U  {00} 

we denote by E^(a: f  ) the set of all а -points of f  where an а -point, o f multiplicity rn
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is counted m  times if m  < к and к 4֊ 1 times if m  > k. I f  Ek(a; / )  =  E k{a\g)f then 
we say that f  and g share I he value a with weight k.

' Ֆ

This definition implies tha t if /  and g share a value a with weight k. then -0 is 

an а -point of /  with multiplicily m <  к if and only if it is an a-point of g with 

multiplicity m  < k, and is an а-point of /  with multiplicity m  > к if and only if it 

is an а-point of g with multiplicity n >  k, where m  is not necessarily equal to n.

We write / .  g share (a, k) to mean tha t /  and g share the value a with weight k. 

It is clear that if / ,  g share (a. к ), then / ,  g share (a,/)) for any integer p. 0 <  p < k. 

Also, note that / .  g share the value a IM or CM if and only if / .  g share (a ,0) or 
(a,oo), respectively.

R e m a r k  1.1. Let a €  C U  {oo} and A: bo a nonnegativc integer or infinity. Let

a; / .  g) denote the reduced counting function of those a-points of /  whose

multiplicities arc equal to tha t of the corresponding а-points of g, and both of their 

multiplicities are not greater than k. Also, let A^fc( r ,cr. f , g )  denote the reduccd 

counting function of those а-points of /  which are а-points of g , and both of their 

multiplicities are not less than  k. If

N ( r , a \ f  |<  k) - N k){r , a \ f , g)  =  S ( r . / ) ,

___  ___ £

N(r,a\g |< k) -  N k)(r,a;f,g) = S{r,g),

N (r ,  a; /  |>  k +  1) -  N°(k+X(r,a; f , g )  =  S ( r , f ) ,

N(r,a\g |> к +  I) ֊  7v̂ 'fc+1 (r,a.f,g) = S(r,g),

or if к =  0 and

iV(r.a; / )  -7 V 0(r?a ; / .p )  =  5 ( r . / ) ,

N(r , a \ g)  -  No (л  a; /,</) =  S (r ,<;)5 

then we say th a t /  and <7 share “(а, fc)'\

Now we are ready to state our main results.

T h e o re m  1.1. Let f  and g be two distinct tmnscendental entire խ ո ctions of finite 

order, and let P{) (փ 0) be a polynomial Suppose that i] is a nonzero complex constant 

and r? >  4 is an integer such that 2dcg(Pi)) < n + 1 .  Suppose that f Tl( z ) f ( z  + i)) — Po(‘<' I 

a n d g fi(z)g(z  + v ) ֊ P o ( z )  share. (0.2). If n > 4 and f n( z ) f ( z  + v)/Pu(z)  ія a Mobius
43
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transformation o f gn(z)g(z  +  i])/Po(z), or i f  11 >  0 , then one of the following two 

cases hold:

(i) f  =  tg, where է գ֊ 1 is a constant satisfying £'* *1 =  1;

(ii) f  — ( (հ' and у — U c- . where Pq reduces I о a. no'nzero constant c, t is a constant 
such that fn_M =  c2, and Q is a nonconstant polynomial.

T h e o re m  1.2. Let f  and g be two transcendental entire functions o f finite order, 

and let a  (=p 0. oo) be a meromorphic Junction such that p (a) < p( f ) .  Suppose that // 

is a nonzero complex number, and n and m  arc positive integers such that n > m +  6 . 

И  / ս ( շ ) ( / ա(շ ) -  ]) f ( z +  n) an(i </“ (-)( '7m(z) ֊  1 )g(z +  Tj) share (a , 2 ), then f  =  tg,
where t is a constant satisfying tm =  1.

T h e o re m  1.3. Let f  and у be two transcendental entire functions o f finite order 

such that f  and у share 0 CM, and let P o(^  0) be a polynomial. Suppose that i] is 

a nonzero complex constant and n is an integer such that dcy(P^)  <  n  +  1. Assume  

that P ( f ( z ) ) f ( z  4֊ T)) -  P() and P(y{z))y(z  +  ;/) — P() share (0,2). I f  n  >  2Гі 4- 1 and 

P ( f ( z ) ) f ( z  +  ij) / Pu(z ) is a Mobius transformation of P(g(z) )g(z  -f rj)jPo(z),  or if 

ո > 2Րշ -Ւ 1. then one of the following two cases hold:

(i) f  = ty, where td =  1 ;

(ii) f  = eJ . у =  te J . where Po reduces to a nonzero constant c, t is a constant such

that /T, + 1 =  c2. and 3  is a nonconstant polynomial.

D efin itio n  1.2  ([11]). For a £  C U  {oc} we define N[r.  a; /  |=  1) to be the counting 

function o f simple appoints of f . For a positm  integer p we define N(r .  o: f  |<  p) to be 

the count ing function o f those a-points o f f  (counted uul.h proper multiplicities) whose 

multiplicities arc not greater than p. By N ( r . a \ f  |<  p) we denote, the corresponding 

reduced counting function. In an analogous manner wc define the functions N ( r , a: /  |>  

p) and Лг(г, a; /  |>  p).

d e f in i t io n  1.3 ([10]). Let p be a positive integer or infinity. We define N p(r.a: f )  

to be the counting function of а -points o f f ,  where each a -point o f multiplicity m  is 

слип ted m times i f  m  < p and p times i f  m  > p. Then define

A p(/\a; / )  :=  N ( r %a \ f )  +  N ( r , a \ f  |>  2) +  ... +  N ( r , a ; f  |>  p).

Clearly, N \ ( r , a \ f )  =  N ( r , a ; f ) .

D efin ition  1.4 ( |1|). Let f  and у be two nonconstant тсromorphic functions such 

that f  and у share I IM. Let Zq be an 1 -point o f f  and у with multiplicities p and q,
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respectively. Define A’l ( 7\ 1; / )  to be the counting function of those 1 -points of f  and 

g. where p  >  q. N g ( r .  1; / )  to he the counting function of those 1 -points of f  and g, 

where p q — 1. and A ^ (r, 1; / )  (k >  2 ?,s a// integer) to be the counting function 

of those 1 -points o f f  and cj, where p =  q >  k, and each pom! in these counting 

functions is counted only once. In the same manner we can define the functions 

Л 'ь(г,1  ;g),  N lJ { r , l ; g )  and N^ ' ( r , l ; g ) .

D e f in i t io n  1.5 ([10]). Let f  and g be two nonconstant meromorphic functions such 

that f  and g share the value a IM. Define ( r f a ] / .  </) to he the reduced counting

function of those а -points of f  whose multiplicities differ from that of the corresponding

a- poi n t so f g .  Clearly, N+( r . a ; f , g )  =  N>( r , a : g , f )  a i i d N * ( r . a ; f , g ) = ~ N L( r , a \ f )  + 

Nb( r , a : g) .

2. L emmas

In this section, we s ta te  some lemmas which will be needed in the sequel. We 

denote by II (he following function:

_  /  F "  2 F'  \  /  G"  2 G
1 V F ' F - \ )  V G' G -  1

where F. G  are nonconstant meromorphic functions defined in the complex plane C.

Lem m a 2.1 (see [23), Proof of Theorem 1.12). Let f  be a nonconstant meromorphu 

f im ctum  in the complex plane, and let

(2 .1) P { f )  =  a n f n(z) +  < hi֊ifn 1(*) +  ••• +  a i f ( z ) +  ao?

where ao, a if ... , ari are constants and an փ 0. Then m (r, P ( f ) )  =  nm (r. f )  -f 0 {  1).

L e m m a  2.2 ([4)). Let f  be a meromorphic function of order p ( f )  < oc, and let

ij 0 ) be a complex number. Then fo r  each e >  0 we have

Վ ' ՝ ։ձա ) + т^ т Ш )  - 0 < ՜ տ ՜ ,+' ) -

L e m m a  2.3 (|4 |). Let f  be a meromorphic function o f order p ( f )  < oc, and let

0 ) be a complex number. Then for each շ  >  0 we have

T ( r , f ( z  + ,>)) = T (r , f ( z ) )  +  0 {г*Л -і+ «}  +  0 { k )g r} .

L e m m a  2 .4 . Let f  be a transcendental entire function of order p(J)  < oc, and Id 

tj( ^  0) be a complex number. Suppose that F  =  P ( f ( z ) ) f ( z  +  rj), where P ( f )  is as
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in (2.1). Then

T[r, F)  =  (;i + l)T (r . / )  +  0 { v pU) 1,e} +  S(r , f ) .

Resides. we have S(i\ F) =  5 ( r . / ) .

Proof. Noting that /  is an entire function of finite order p, in view of Lemmas 2.1 

and 2.2 and the standard Valiron-Mohon ko theorem, we can write

(n +  1 )T(r, / )  =  T(r, f ( z )P( f ( z ) ) )  + S(r. f )

= m(r. f ( z )P( f ( z ) ) )  + S(r . f )  < m (г, +  ra(r, F(z)) + S(r. f )  <

(2.2) m  ( г. - Ш - )  + m(r. F(z)) + S (r; f )  < T(r . F)  + 0 { И ' Ь 1+‘ } + S(r, / ) .
V /(*  + *?)/

On the other hand, by Lemmas 2.1 and 2.3 and the fact that /  is a  transcendental 

entire function of finite order, we obtain

T (r .F )  < T(r%P{ f ( Z))) + T { r J ( z  + fj)) + S ( r , f )

= nT(r, / )  +  T(r. f ( z  +  7/)) +  S(r, / )

(2.3) < (n +  1 ) T ( r J )  +  0 { /^ (/)- 1+^} +  S(r . f ) .

Now the result follows from (2.2) and (2.3). П

Lem m a 2.5 (|14|). Let f  and g be two tmnscendental entire functions of finite 

order, і)(ф 0) be a complex constant. օ(շ) be a small function of f  and g , P(z)  = 

anz u + an_ iz n~ 1 +  ... + a \z  + «o be a nonzero polynomial, where ao, ai- ... , an (^  0) 
are complex constants, and let n  > Г i be an integer. If P{ f ) f ( z  + rj) and P(g)g{z + i])

share a(c) IM, then p( f )  = p(g).

Lem m a 2.6 (see [23), Lemma 7.1). Let F  and G be nonconstant meromorphic 
functions such that G is a Mobius transformation of F. Suppose that there exists 

a subset I с  with linear measure m esl  =  +oc such that for r 6  I and r oc

m N(r.1);F) +  N(r,i)\G) +  iV(r,oo;F) +  N( r }oo;G) < (Л +  o(l))T{r. F),

where Л < 1. / /  there exists a point zo в  С satisfying F(zo) =  (7(cq) =  1, then cither 

F = G or FG =  1.

Lem m a 2.7 (|2 |). Let F and G be two nonconstant meromorphic functions sharing

(1,2), (эс.О) and H փ 0. Then the following assertions hold.

(i) T(r, F) < N2(r, 0; F) +  N2(r. 0; G) +  77(r, oo; F) +  N(r, oo; G) +  N ,(r , oo; F, G) -  

m(r, 1: G) -  /ѵ£3(г. 1; F ) -  N L{r, 1; G) +  5(r, F ) +  S(r. G);
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(ii) T(r, G) < N2(r. 0; F ) +  yV2(r, 0; G) + N(r.  oo; F) + N( r , oc: G) +  /V.(?\ oo; F. G) -

ոփ-, 1; F )  ֊  Nj?(r, 1; G) -  N L(r, 1; F ) +  S(r, F) + S(r,  G).
՝Э

L em m a 2.8 (|24]). Le/ F andG be two nonconstant meromorphic functions, and let 
II = 0. If

Ar(r. 0 ; F) + N(r, oc; F) +  ЛГ(г. 0: G) +  A(r. oc: G)
lim su p ------------------------------ '֊  - > ■ ■'------------------ I < I ,

Г—400 T  (r)

where T(r)  =  max{T(r, F ) ,T (r ,G )} , ?* 6 / and J is a set with infinite linear measure, 

then cither F  =  G or FG  =  1. ՜

L em m a 2.9 (|3|). Lei f  andg be two transcendental entire functions of finite order, 

and let rj (փ 0) be a complex constant. Let n  and m be positive integers, such that 

n  > m  +  5 and

r ( z ) ( r ( z )  -  1 ) / (*  + n) = gn(z)(g'n(z) - \)д{г + »,).

Then f ( z )  =  tg(z),  where t is a constant satisfying tm =  I.

Though the authors of |3] claimed that the result of Lemma 2.9 is true for n > m + 6 . 

from the proof it can easily be viewed that in fact it is true for ո > rn +  5.
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3. PRO O F OF THEOREMS

Proof o f Theorem 1.2. Let F(z)  = П ^ Г (;)֊*>/(--+■/) and G (z) =

Then F  and G are transcendental meromorphic functions that share (1,2). Noting 

that /j(o') < p( f ) .  from Lemma 2.4 we see that

(3.1) T ( r , F ) =  (п +  т  +  1)Г(г!/ )  +  0 { И Л _ 1+Е} + 0 { г ' ,(,>)+£},

(3.2) T(r,  G)  =  (n +  m +  1 )T(r,g) + 1+f} +  0 { r" (a)+£}.

From (3.1) and (3.2) we get

(3.3) p{F) < max{/>(/).p(a)}, p{f )  <  max{p(F),p(a)},

(3.4) p{G) < тах{р(<7),/э(а)}, բ(ց) < max{p{G),p(a)}.

Using (3.3) and the fact that p(a) <  p( f )  we obtain

(3.5) p{F) = P i f )•
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Now, using Nevanlinna?s second fundamental theorem, we can write

T{r.F)  < TV(74 0 :F ) +  ]V (r ,o o :F )+ iV (r , l :F )  +  5 ( r , / )

< V(r , 0: f ( z ) )  + N(r .O:f (z  + //)) +  /V(r, 1 ; / '" (* ))

+N(r.  1: G) + 0{r"<“ )+t} +  S(r.  f )

< (m +  2)T(r. / )  +  T(r,  G) +  0 { r ^ ) - 1+£}

(3.G) + 0 { i ^ n)+£} + S { r J ) .

Similarly, we get

T(r,G) < ( m + 2 ) r ( r S) + T ( r , F )  +  0 { r * b l+ £ }

(3.7) + 0 { r" (“)+£} +  S ( r , / ) .

From (3.1), (3.5), (3.G) and the condition p{(\) < p( f )  < oo we see that
\

(3.8) p(F) < p(G),

and from (3.4). (3.5), (3.8) and the condition p(a) < p( f )  < oc we obtain

(3.9) p[G) =  p(g).

Also, from (3.2), (3.5), (3.7) - (3.9) and the condition p(a) < p( f )  < oc we get 

(3-10) p( G) <p( F) .

Combining (3.5) and (3.8)-(3.10), we obtain 

(3.11) P(f)  =  p(g) = p(F) = p(G).

Suppose that H փ 0. Then using Lemmas 2.3 and 2.7 we can write

T(r. F) + T(r. G) < 2 .V2(r; 0: F) + 2N2{r. 0 : G) +  2ДГ(г. oc: F) +  2X{r.  oc: G)

+2N. (r, oo; F  G) +  S(r. F) +  S{r. G)

< 4N(r,  0; / )  +  4N(r,  0; g) + 2N(r, 1; / '" )  +  2 /V(r, 1: g"1)

+2 JV(r, 0; f ( z  +  ,,)) + 2 N(r,  0; g(z +  /,)) +  S(r. J) +  S(r, g)

< (2m + 6){ T (r , / )  +  T ( r ,S)} +  0 (гр(/)- А+ ')  +  0 ( / <9>֊1+t)

(312) + S ( r , / )  +  S(r,$).

Therefore, from (3.1). (3.2) and (3.12) we obtain

(n -  m  -  5){T(r, / )  +  T (r ,g) \ < 0 (r"(' > ՜1+£) +  0 (r"<«>-1+£) +  S(r, / )  +  S ( r .5),
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yielding a contradiction with the assumption that n  > m +  6 . Thus we must have 
I f  =  0. Taking into account tha t

■ -Э

AJ(r, 0: F) + N(r , 0: G) + 7V(r, oo; F) + УѴ(г, oo; G)

< Ж г ,  0 ; / )  +  N (r ,  0 ; g) +  Щѵ, 1 ;/"*) +  N (r. 1;

+N( r ,  0; f ( z  +  //)) +  N (r,  0; g(z  +  //)) +  5 (r , / )  +  S(r, </)

<  (m +  2){T(r, / )  +  T(r, </)} +  S(r. f )  +  S(r .g)
2//1 +  4 лп/ 4

<  ------------ ֊ i (  7‘),
n  +  m  + 1  - *

where T (r) =  max{T(?\ F ) ,T (r ,G )} , by Lemma 2.8. we deduce that either F  =  G or
F G  =  1. Let F C  =  1. Then wc have

/ W W  -  ! ) / ( *  +  -  i)*(* +  «?) =  a 2,

implying tha t

/ “ (* )(/(* ) -  Ш Г '- Ч * )  +  / ա ֊2(շ) + . . .  + 1 ) /(8  +  ѵ)дп( г ) Ш  -  i) 

( s T ՜1 i*) + s T - 2(z) +  -  +  l ) 5 ( :  +  i;) =  a 2.

Noting that /  and <7 are transcendental entire functions of finite order, it is easily 

seen from the above equality that Лг(г ,0 ; / )  =  S ( r %f ), N(r,  1 ; / )  =  S(/\ / )  and

N ( r , o o ; f )  = S ( r , f )  for r  €  1 and r  —> :x. where /  С (0. +cc) is a subset of

infinite linear measure. Thus, we obtain

T(r. f )  <  7Ѵ(г, 0; / )  +  ЛГ(г, 1; / )  +  7V(r, oo; / )  =  S ( r , / ) ,

for r  6  /  and r  oo, which is meaningless. Thus, we must have F  =  G. and hence

r w r ( z )  - 1) / (*  +՝»?) =  e"(* )(smW  -  +  *)■

Therefore by Lemma 2.9, it immediately follows that. f ( z )  = tg(z ), where £ is a

constant satisfying =  1. This completes the proof of Theorem 1.2. □

Proof o f  Theorem 1.3. Let Ւ\ =  Ր(հ։1 [ 1 ^  a  ml G\ =  1 - Tiien Fi and

G 1 are two transcendental nwromorphic functions sharing (1,2). Fl'Oin Lonmin 2.4 we 

get

(3.13) T(r, F[) = (n + l )T(r , f )  + 0 { r ^ - 1+e} + 0{logr}.

(3.14) T (r,G i) = (r> + \)T(r,g) 4- 0 { И ч)“ 1+Е} + 0{logr}.
49

RESULTS ON UNIQUENESS OF ENTIRE FUNCTIONS ...



P SA1IOO AND 11. KARMAKAR

Since f  and g are o f finite order, il follows from (3.13) and (3.14) that F[ and G\ are

also o f finite order. Moreover, from Lemma 2.5 we deduce that

p( f )  =  p(il) =  P{Fi) =  p{Oi).

We now discuss the following two cases separately.

C ase 1 . Suppose that F\ is a Mobius transformation of G\. Then using the standard 

Valiron-Mohon'ko lemma we obtain T(r. F( f ) f ( z+i l ) )  = T (i\  P(<7)<7(^ + 7/))+ 0 {logr}. 
Tlicn from (3.13) and (3.14) and the fact that /  and ց arc transcendental entire 
functions of finite order we deduce 

T ( r , f )  T(r. F\)
T=r— —  ->  1, — — T - -4  r? ֊I֊ 1 a s  r  -4  oc  a n d  r  e  I.
T(r,g)  T{ r . f )

From Lemma 2.3 and the condition that /  and g arc transcendental entire functions
we have
_  A
N(r.  0 : F,(*)) +  ,V(r. oo; F](z)) < Л'(г,0 ; P ( / ( : ) ) )  +  N(r,  0; f ( z  + t})) +  0{logr}

< Г |T ( r . /(* ))  +  T(r,  f ( z  +  г))) +  O flogr}

< (Г1 +  l ) T ( r , f ( z ) )  + 0 { r " W - 1+' }  + 0 { \o g r} ,  

as r —► oc and r e / .  Similarly, we get

jV(r.O;G1(z)) +  jV(r:oo;G,(z)) < (Г, + l)T(r,g(z)) + 0 { ^ ~ 1+е) + 0{logr}, 

as г -4 oc and r  € / .  Thus

N (r .0; Fi(z))  +  Лг(г,oc; F\(z))  4- Л’(г,0 : G\(z))  +  N(r ,oo;Gi ( z ) )

(3.15) < ^ ■ ^ r i r . f . K l  +  od)),

as r  —► oc and r € 1. Iu view of Nevaulinua’s second fundamental theorem, we obtain

Г (г ,Я (* ) )  < W (r ,0 ;F ! (* ) )+ 1 7 ( r ,o o ;F ,(* ) )+ F ( r , l ;F i (* ) )  +  0{ logr}

< Af (r , 0: Я(/(*))) + ЛГ(г, 0; /(*  + 7,)) + lV(r, 1; F, (г)) + 0{log r}

<  (Ո  +  1 )T(r, / ( г ) )  4- Щ г ,  1; F i [.z)) +  0 { И Л - і+ * } +  0 {log r},

which together with (3.13) gives (n - Г i ) T ( r , / )  <  7V(r,0; F](z)) 4- 5 ( r , / ) ,  as r ֊4 oc 

and r  £ / .  From this and the fact that Fj and Gi sliare (1,2) we conclude th a t there 

exists a point zq € С such that Fi(zo) =  Gi(zo) = 1. Hence from (3.15), Lemma 2.G 

and the condition 7t > 2Гі 4- 1 we infer that either F\G \ =  1 or F\ =  G \. Now the 
conclusion of the theorem in this case follows from the proof of Case 1.1 and Case 
1.2 of Theorem 5 from 114].
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C a se  2 . Now we assume that n  > 2Г2 +  1 and / /  փ 0 . Then using Lemmas 2.3 and
2.7 we can write

T (r, F , ) +  T(r, G , ) < 2JV2(r, 0:F, )  + 2Na(r, 0 ; G i) +  2N( r , oo: F , ) +  2N(r,  oc; G i ) 

+  2 77. (r, oc: F , , C i ) +  S(r, F , ) +  5 (r , G j )

<  2.V2(r, 0; P ( f ) )  + 2ЛГ2(г, 0; P(g)) +  2N(r,  0; f ( z  +  r,)) +  2N ( r ,0; g(z + //)) +  0{log

<  2(Г , +  l){T (r, / )  +  T(»\ </)} +  0(r'<f ) - l+e) +  0(r"<»>-1+£) +  S ( r , / )  +  S(r, g), 

which together with (3.13) and (3.14) gives

(n  ֊  2T2 -  l){T (r, / )  +  T(r ,g)}  < S(r, / )  +

yielding я contradiction with the fact that n > 2Г2 +  1. Thus we must have II =  0. 
Since n  >  2Г2 +  1 >  2Гі +  1, we obtain

ІѴ(г, 0: F ,) + N{r, 0; C i) + 77(r, oc; F J  + 7V(r. .oo; Gi)

< Лr(r, 0; P ( f ) )  + N (r, 0; P{g)) + N (r, 0; f ( z  +  »?)) +  JV(r, 0; 5(2 +  r;)) +  0{log r}

< (Г, + 1){Г(г,/) + Т(г,<7) } + 0 (И Я ֊і+с) +  0 ( r ^ ') - i+£) +  0{logr}

< ֊ ֊{Г (г ,Л ) + Г(г, Gi)} + 0 ( И 'Ь 1+е) + 0 (И » )-1+£) + S(r, / )  + S(r,g)

2(Г 1 +  1 ) ^ ,_ 4 , rrn/
^  ■ ֊ ^ 7 j ֊ T ( r )  +  o{T(r)},

where T (r)  =  max{ !T(r,F\ ) yT( r . G\ ) } .  Therefore, in view of Lemma 2 .8 , we can 

conclude tha t either Fi — G\ 01 F \G \  =  1. Now the result follows from Case 1. This 

completes the proof of Theorem 1.3.

Proof o f Theorem 1.1. Let Բշ =  ?/) and Օշ =  ՛ • Then F2 and Օշ

are two transcendental meromorphic functions that, share (1,2). Applying arguments 

similar to those used 111 the proof of Theorem 1.3. we conclude that in both cases 

either F2G 2 =  1 or F2 =  (*շ. Then the conclusion of the theorem follows from the 

proof of Subcase 1.1 and Subcase 1.2 of Theorem 1 from |15|. Here we omit the 

details. □

A ck n o w le d g m e n t. The authors arc grateful to a referee for a number o f valuable 

suggestions that led to improvement o f the paper.
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D IR IC H L E T  A N D  N E U M A N N  P R O B L E M S  FO R  P O ISSO N  
E Q U A T IO N  IN  H A L F L E N S

N. TAGHIZADEH, V. S. MOHAMMADI

University o f  Guilan, Rasht, Iran 
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Abstract. In this article, the Green and Neumann functions are given for a half 
lens and the Dirichlet and Neumann problems for Poisson equation are solved. All 
formulas are given in explicit form.

M S C 2 0 1 0  num bers: 30E25; 35.J25.
K eyw ords: Dirichlet problem; Neumann problem; Poisson equation; half lens.

l .  I n t r o d u c t i o n

The Laplace operator д г.д~ produces a second order model equation - the Poisson 

equation. The classical way to solve the Dirichlet and Neumann boundary \alue 

problems for Poisson equation involves application of representation formulas via 

the Green and Neumann functions. Explicit solutions to the Dirichlet and Neumann 

boundary value problems for Poisson equation arc well known for some particular 

domains, such as, the half disc and half ring [1|. the ring domain |2|. the quarter ring 

domain (3), the equilateral triangle [1], and the unit disc [5|. Let =  {z € Д |Іт с  > ()}, 

where Д  is a lens defined by the following formula (see |(i|): A =  D rn(r), where 

Ю> =  {z : \z\ <  1}. D m (r) =  {z : \z — тп\ < /•}, 0 < 7- <  1 < m ,  and r2 +  1 =  v r .

In this article, we provide explicit solutions and solvability conditions for the 

Dirichlet and Neumann problems for Poisson equation in the half lens S2.

2. B o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m s  f o r  P o i s s o n  e q u a t i o n

In order to treat the Dirichlet and Neumann boundary value problems for second 

order complex partial differential equations some special kernel functions, the Green 

and Neumann functions, have to be constructed. These kernels then are used to solve 

the Dirichlet and Neumann boundary value problems for Poisson equation via the 

corresponding integral representation formulas for solutions. The harmonic Green
53
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function for half lens П is given by the following formula (see [7]):

<7і(г,С) =  log (< z ) ( l  z Q | < ( l  >m)  ( i n  г ) ) ( < ( т  ; )  (1 t n z ) )

For : e  (m — r , 1), that* is, z = z, we have

֊  f t ) G , (*,<) =  4 I m [ ^  4- ^  +  <(l_ ~ Ա Ո- ,)

■ Հ — էՈ
՜1՜  C(rn — z)  — ( l  —m z )

for с 6 that is. z z  =  1, we have

f t , .  < ?!(* , 0  =  ( Z d ,  +  z d z ) G i ( z ,  0  =  4 R e [ ^  +  Tj ^  +

+ ( " - 0
C (m «—! ) —( * — m )

and for  ̂ that is, \z -  m\ =  r, we have \

f tw G i( s ,0  =  ^

■ СГ2 , Г3 1
Т ((г а : - 1 ) - ( г ֊ т м )  ՜1" C ( » » - : ) - ( 1 ֊ m :) J  *

The next theorem contains a representation formula for a class of functions via the 

Green function, which is used to solve the Dirichlet boundary value problem for 

Poisson equation (see [8. 9]).

T h eorem  2 .1 . Let Ѳ С €  be a regular domain , arid let G i be the harmonic Green 

Junction fo r  0 .  Then any oj £ C 2(0: C) Ո C ] (0 ;C ) can be represented as follows:

w (z)  = --±z f  w { ( ) d ^ G i ( z t Qd8^  -  ֊  [  wc?(QGi(z.X)d£dri.
J оѳ J e

when  // is the outward normal derivative on ѲѲ and s is the arc length parameter. 

Thus, any function и  e  C 2(il\ C) П С ^ ф С )  can be represented as follows:

= ֊ ա [  / W ) [ a C- ^ ] G 1(z .O dC + [  w(0[C«c + C ^ ] G i ( 2 , 0 f
i J m - r  J d  n D 4

+  /  rW( C ) [ ( ^ ) a <  +  ( i z a ^ G i U . O ^ l
Jou Dn, J

- i  J  v t f Q G i l z , a d t d t i ,

5 4



DJRICHLET AND NEUMANN PROBLEMS .

where cJlfo — d i l  Ո 0Ш and д П р т =  Sfi Ո 9 D m(r), and in explicit form the Green 
representation formula from Theorem 2.1 for П is

TF

_ r V l )
| t ( m  -  г) - ( 1- rnz)I2 •“ + * / _ - ю і й р - й р

r 2( l  —|д |2) , r 2( l  —| г | 2) 1 dC . 1 f  , ճ
к ( 1 - т г ) - Ч т - г ) Р  |< (1—я і г ) —( m —г ) |* J Հ 2rri /  w ( 0 r ,- l« ֊ ” ia

K -* l2

(2.1)

р * - | * - т | 2 r 2 — |շ —in I" , г 3 —| г —т | 21 <!C

- i f  w<?(C)Gi(*,C)dCdij.
i I

In fact formula (2.1) provides a solution to the Dirichlct problem.

T h eo rem  2 .2 . The DmcJilct problem

^zz  = f  in  Q. W  =  7  077 7(7/7 -  r )  =  7 ( 1) =  0 ,

with given f  €  C ( Q , C )  and  7  €  C ( 0 f 2 , C )  is uniquely solvable and the solution is 

given by

— 2ni (  т ( 0  [ \ t~ z \ i  խ  1|* +
J m—r L TF

r 2( z - i )  I i f  , 1 f  ( f \  Г J —1*|2 1- U I 2
d/ +  2*7 /  1 ( 0  -  -ТГІІ? ՜

r* — |z — т
1C — - И

г 2 —| г —т |2
ІС֊*!2

г2—U—W՛2 -2
| i - * C l 2

r J — I z — m I 1 (1C
+  u-=ci2 J c - m

- ֊  [  Ո Օ Շ ^ Օ Ճ Հ Ճ գ  
Jn

P roof. It can easily be verified that uj is a solution to the Poisson equation. So, it 

remains to verify that the boundary conditions are satisfied for the boundary integrals. 

For ICol =  1, Co 6  С» Փ 1, ֊  +  t € { m -  r, 1), С € ЭПл and ij 6 dQ Dm. we
have

11 -  <0 |2 =  |« o  -  1|2. It(l -  m<o) ֊  (rn -  Co)|2 =  l<(m ֊  Co) -  (1 -  '»Co)|2.

1C-C o l2 =  | i  -  CCol2. 1C ֊  Col2 =  | i  ֊  Cod2. 1 -  lCo|2 =  0.

|7j — Co|2 Ф 0 . ІчО -  raCo) -  {™ -  Co)|2 Ф 0 .1Ж1 -  mCo) -  (m ~  Co)|2 Ф 0.
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Hence, based 011 the properties of the Poisson kernel for D (see [10)), we can write

lim w(z)  =  lim 2^7 f  +  Д  ՜
* - * Հ օ  * “ K n  л V c K iD 4 <* *  4

=  lim
j -K o  J od

where

г ,  к )  -  {  1 ( < ) '  4  е  “ ■0, C & d U \ d Q z .

For Со £  , that is, |Co ֊  m | =  г , Со Ф m  -  r, i  t  €  (m -  r , l ) , ( £

and // €  с)По« we have

r2|t -  Col2 =  I<(w -  Co) -  (1 -  m.Co)|2, r 2jCo< ֊  1|2 =  I*(l ֊  » 4 o )  -  (m  -  Co)|2 

r2K ֊  Col2 =  IC(m ֊  Co) -  (1 ֊  mCo)|2,»-2|C -  Col =  |C(1 -  ™Co) -  (m  -  Co)|2 

\rj - С о !  Ф 0. | 1 - v C o l # 0 T |1 -f?Co| # 0 .

Therefore

lim w(z) = lim [  Г2( С ) ( ^ ^ ) ^  =  Г2(Со) =  7 (Co),*-»Co *֊+цо J 3 D , n {r) 14 1 4

where
Г ( f  \ -  f  y ( 0 ։  Հ €

2 lU  լ 0, _  С € 0 D w \ « l Dm.

Similarly, for €  (m -  /՝. 1 ), that is. Co =  Со, С €  77 e  and t e  (m -  r, 1 ),

we have

IC -  Col =  |C -  Col- |C(1 -  ” ‘Co) -  ( m  -  Co)|2 =  IC(1 -  ™ Co) -  ( m  -  Co)|2 
li-Coi/l2 =  И  -  Cor/l2i խ -Col =  lv —  Col,

KCo -  1| Ф 0 , |t ( l  -  mCo) ֊  (rn ֊  Co)|2 Ф 0- l<("i -  Co) -  (1 -  «С о)|2 Ф 0-

Thus, in view of [11 1, we get

/ + О С

Г з ( 0 т г г ^ ^  =  Гз(Со) =  7(Co),
•DC

DC

where
r 3(f) =  j 7 ^ ’ t € ( m - r , l ) ,

0, t e  R \  (m — r, 1).
Here the corner points m — r , l , ^  +  i — were excluded.

To check the boundary behavior at points m  — r  and 1, we define
/•1 г շ

=  Wi /  7 ( 0  ֊  щгірг +
•/ m — г

" г(г) ՜  *  / * < >  [ й Р  -  й р  -  іч>

d t%

іКс
5 0



and

Гга- и - т | 3 r a —I*—ml* r J ( r v |* m |a)
ձ ( )  ~  2 *՛ L „ / ( C )  ՜  п Ь і ^ -  -  p W i

DIRICHLET AND NEUMANN PROBLEMS ...

<К
Հ- m '

We first prove that. 1іт*_ц ш(г) =  7 ( 1 ) ֊  0 . Indeed, using the equalities
Ր  _ r l / ( m  r )

/  TrWTjfEfprdt =  /
J m —r  J 1

and
• l / ( m — 1)

/
 2 -  r*/vm “ r )
і_ г 7 ^^|((», - ’- ) -Г і-т :)Р с1і =  J ՜  " 7({)]77ոճրք^7յ]Մ <1Լ

we can write
r )  / - l / (m - r )r 4 V n - r ,  _ ^ i / p u - r ;

< * M  -  A [  /  r , ( 1 ) ^ . 1 ,  +  /  г . И щ г Ш Ь р ' ՛ ' ] -
•/7n —r  J  rn—r

where
r m ֊ J  7 ( 0 : m  — r  < t  <  1 ,
Г 4 .( ( ) "  I  —7 ( 7)1 1 <  t <  1/m  -  r.

Hence, based 011 the properties of the Poisson kernel for half plane, for € (in -  

Г, 7̂ 7 ). we have

lim Ui(z) =  T(f0).
z -+ to

I11 particular, the relation 1іик_и и;і(г) =  7 ( 1 ) =  0 follows, because of the continuity 

of Г.1 at 1. Now we prove that Нпи_>т _г uji(z ) =  7 (ու -  г) =  0 . Indeed, we have

ш і ( г ) =  2 ^  J  ] Г 5 ( 0 | Й ] І ^  +  2b  J  г r s ( 0  \ i ( i - ? n ! ) - ( l - z ) \ * A t ՝

where

1 լ  7 (0 , т  — г < է < 1 .
So, for €  (—1,1) we have

lim и?і(г) =  Г(*о),
г —><о

and, in particular, the relation limz_*m- r ^ i( - )  =  7 (ni — r) =  0 follows, because of the 

continuity of Г5 at m —r. Next, we show that lim* >i ս-շ(z) =  0 and lim- >m r ^ 2(2 ) =  

0. To this end, we write

«•*(*) =  2̂ 7 J  7 ( O y # ^ ֊ 3 S 7  f  Վ Օ ե Գ ԳJ Oili J Oiip

_!_ f  гд(1-|гИ) dc . 1 f  (Ի  _ <K
2ni /  '1C) К (1 - т г ) ֊ ( г м - 2)іа ч +  2яі '  |C ( l -m * ) - (m - z )p  <

«/ ФПц ^ w**0

=  £ ■ [  Га(С ) ^ Գ - & [
І йдпш Уадпао
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where
(  7 ( 0 ,  С €  а і г ь

Г6(С) =  < -7 (C ) .  с  6  « n D)
[ о. с  е  0 Ը  \  Օձ..

Then, for Հօ €  շ®  Ո Օ ձ  we have

Ііш ֊ Г .« Ь )  ֊  Լ ? , ( 0 ա ^ Խ Գ -

and, in particular, the relation l im ^ i  &օշ(շ) =  դ(1) =  0, follows, because of the 

continuity of Го at 1. Next , in view of the equality

- » < £ ■ ? > -  - Л  Լ r . t o j r S f  +  A  Լ  W m - Z S M v f

it follows that 1 iі11֊-»m_ r ս շ ( —  ) =  -  limc_*w_ r ս;շ(շ:). and hence

lim ս յ շ  ( z )  =  0.
z —> m — r

Now we examine the limiting behavior of и;з(г). We have

____L  [ - I Q  r ? ( r 2 - l ֊ - m l a )  ' K  .  1  f  ( Ո  r 3 ( r a - | « - » , | a )  l l c

2ni /  |С ( 1 - т г ) - ( т - 2 ) Г -  Հ- m  2ni \ C ( l - m z ) - ( m - z ) \ 2 С -п Г
յ «Ոս,ո J <™Dm

Therefore

« * >  -  A  L г ' (,с ) п ^ -  A  /  7 « > ա ճ ! : Հ %  &J aD,n(r) J o D in[i•)

where

7 ( 0 ,  С е д П о  ,

r 7(C) =  < -7(C), C € d n D,„,

о, с  e  f?Dm \  а д .

I hen for Co €  5 Д  Ո c)Dm(r) we have

ІІШ - , ( « )  =  r,(Co) -  t o  A  /*-%« J  r)Df„ (»•) 
implying that limz_+„t_ r ^3 (2 ) =  ['7(771 — r) = 0. From



DIRICHLET AND NEUMANN PROBLEMS ...

it follows that limz«*i олз(т) =  -  1ігть_м ь*з(г), and hcnce 1іпь_ц լ յ3(z) =  0. Now we 
show that l i m ^ _L  +  . J L  u j ( z )  =  +  i £ ) .  We have

m  m

1 =  з Ь  / M. r lu , (* )"  “‘W  +  u' ( i )  -  “ 4 )  +  “ t ( S )  ֊  K t ( S )

+ и < ( ^ )  -  Ш  /  focW  +  ”7(3) -  Vr(z) -  vc(z)
Jan  о

+ * c (£ s fc )  +  M r a )  -  ^ Հ ( ք ֊ )  ֊  M & ) f

+  тЬ /  К  (г) +  ահ(Տ) -  ivt{z) -  w( (z) 
յ 0Ոո„,

<2-2) + • * ( » >  +

where м,(г) =  ис(г) =  and №<;(г) =  .

Multiplying (2.2) by 7 (jjj +  г^ ) and subtracting tbe resulting equation from u(z) ,  
for z £ d f l  wc obtain

" ( * ) ֊ 7 ( & + < £ )  =  з Ь /  7 ( 0 [ ] ^ т  ֊  +  |М1-Д*_~Д_,
•/г/1—Г

- і Ы т й Ь ж І »  +  ձ  / „ * < > [ £ #  ֊  ֊

г2(1 — U13) »-3(1 -  !г|3) idc
|С ( і ֊ т г ) - ( т - г ) | - > |< ;( l-m * )- (m -z ) |2 * С

I I f  г / ^ \ Г ' " ' - | г - Т>Н‘* r * -  * - m |3 r - - \ z -
+ Я 7 ] Հ ր - ւ Խ ------------  —

- | г ֊ т Г
Cl3

+ П ^ Т ^ ] < ^ :  ֊  i  [ n Q G i M W r ,  

=  2̂ 7 /  7 ( C ) ^ f } i^ .
J № v  1

where 7 « )  =  7 (C) ֊  7 ( 7֊  +  i ֊ ) .  and 7 ՝(£  +  г £ )  =  0. Thus, we have

lim  Ф )  ֊  7 ( ^  +  i ^ )  =  ()■
-L x X. 
m + ‘ w

Theorem 2.2 is proved. U

Another second order representation formula, similar to the one given in Theorem 

2.1 is available, where instead of Green function the harmonic Neumann function is 

used (see |8|).

T h eo rem  2 .3 . Let Ѳ С С be a regular domain, and let N i  be the harmonic Neumann 

function fo r  0 .  Then any uj € С 2(Ѳ; C) Ո С" (Ѳ; € )  can bt represented as follows:

w ( z )  = - - ֊ ֊  f { w { Q d u<N i ( z , Q  -  d u<x u ( Q N \ ( z , Q } <\տհ -  -  [ w ^ ( C ) N \ ( z X ) ^ d i i .
47tJ dh  ^ . / b
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Thus, any function uj £  C 2( f l ; C ) n C l (li;C ) can be represented as follows:

* ( ֊ )  =  Ж7 [ 0 [« c  ֊  +  f  Щ г Ш д с  + Հ 0 հ)ա ( Օ ԳL J  rn—т JOUb

+r f  Nx{z,0[(*т*)д< + f e ) ^ M C ) c ^ T
J a i in .  •

- т Ь [  / W ) [ 5 < - ^ ] / V 1(r,C)dC+ [  ы(С)[С«с +  ф ] Л і ( * , 0 *
L •/ m  — r  •/ ОПв

[  u > (C )[(^ )0 <  +
. / /« !„  S J

4-r

(2.3) - i  f  a;c?(C)N1(2 ,C)d^dr/.
/ п

It can easily be verified that the harmonic Neumann function N \(z ,C )  for the half 
lens <2 is given by the following formula:

=  ֊  l»g|(< -  =)(1 -  Հ )  (C( 1 -  m z )  -  ( m  -  г))
(С( r n  -  z )  -  (1 -  m z ) )  (С -  г)(1 -  z Q  (C(l ֊  m z )  -  ( m  -  z ) )

(C(rn -  z)  -  (1 -  m z))  |2.

For z  6  dilji \  {1, — +  / ̂ }  and Հ 6  12, we have

a „ . v , ( 3 , o  .  £  + &  +  +

I 2 1 Сг , ( m c - l ) z _______, ( C ֊ m ) z
Հ — z 1 -  տՀ С( 1 C(f" — *) — (1 - t» z )

- L -  4֊ C֊ j .  (w < - l)z  , Ա- m)7
C- г  I -֊гС СП — m z ) - ( m - z )  C ( m — z ) ֊ ( l  — m z )

I J L  f  I =___ _______________  i =_______ =  _ «
ч -  - I-^C  ( ( l - m s ) - ( m - I )  C(f” — «) — (1 —»n *)

Similarly, for с e  (m - r , ) ) . ( e  І2, г € c)(ln„ \  { r n  ~ r .  — +  i ^ }  and (  6 П. we get

(z,C) =  - і { д : -  а 5)ЛГ1( г , 0  =  0,

and

d „ M z , Q  = ((*=ffl)as + ( ^ ) ^ ) ^ ( z . c )  =  - f .

Now we introduce the outward normal derivatives at the corner points. Let the partial 

outward normal derivatives be given by the following formulas:

(2.4) a+w(  1) =  lim d„M Q , 9JM 1)  =  lim &.«(*),
<€cKlf>\{l} t € ( m - r , l )

(2-5) 0j.w (m  —r) =  lim Уі/г^(0? —r) =  lim cV.w(0>
ձ *m - 7 ՜  z £ -» m ֊r

te (w i- r . l )  C€0tti>m\{ т-* г}

60



and

( 2 -fi) +  / ' ֊ ) =  l i m  a „ , u ( C ) ,  0 Հ " ( £ + * £ ) ~  И ш  д ѵ М О -
Հ >m Հ~*ա ‘ *m

С € ^ т \ { ֊ + | ֊ }  С€а а ь \ { ^ + « ^ )

D efin itio n  2 .1 . I f  the partial outward normal derivatives (2.4)-(2.в) е.іЫ. then the 

outward normal derivatives at the three comer points ai't defined to be

d » M Q  =  շ [ < w ( 0  +  (V;w ( 0 ] : С e  { m  -  r, 1 , -J- + ? :֊} .

ПІ RICH LET AND NEUMANN PROBLEMS ...

The formula (2 .3 )  provides a solution to the Neumann boundary value problem 
for Poisson equation.

T h eo rem  2 . 4 .  The Neumann problem

Uzz =  /  in  ft, duuj =  դ on #ft,

֊■  /  " ( O f +  £  /  ^ ( 0 ^ = C ,
* 1 •'г**.

/07* /  £ C(ft;C), 7  € C(r7Q;C) and с  € С is solvable if  and only if

(2-7) [  № < W r )  =  i  /  7 (0 f  +  i /  7 ( 0 с ^ І  +  і Г  7 (0 cW.•'П յ< )սՈ էո J  ու — г
and the weak solution is given by formula:

= ~ 2̂  /  7 (0 [ b g | i  -  г |2 +  log|1 -  zf|2 +  log|f(m  -  շ) -  (1 -  w z)|2
./ m -  r

+  log |*(1 -  77?-г) — (m -  2)|2]df

9~ -  [ 7 ( 0 [ l o g |C - ֊ | 2 +  log|l ֊  sC!2 +  log|C(m -  г )  -  (1 -  т г ) | 2 

+ log |С(1 ֊  mz) -  ( т  -  г)|2] ^

(2.8)

2я7 ք ՜է (JiXln

+ log |С( 1 ֊  v iz )  - ( m -  z ) |2] ^

֊ - JJn

n I

21
m

P ro o f. It. follows from Theorem 2.3 that if the Neumann problem is solvable, then 
the solution should be of form (2.8). Now we verify that (2.8) indeed is a solution of 
the Neumann problem. We easily get u z-; = f  in П. Next, for շ € И, we have

-i(0, ֊ i h ) u ( z )  =  ^  [  №  -  0T)/V,(=,/)7(O<1' ֊  -лГ / №  -  W ( * . C b ( C ) £
J m —r J  ft Ոյ>

֊  £  [  (d, -  & )№ (* ,( )7 (C )^  + ^ [  f ( 0 ( 0 .  -  b W z X W r , 'J ռո„,„ Jn
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and for z €  and Հ € d f l  we can write

(<>; -  <Ъ l A l  ( с ,  C) =  - [ < T T  T  +  (1 —m z )~֊C( m --z)  ՜*"

_ 1 _ c _  ____ r»t j____  _ ____ 1 ____1
՜ Հ  * 1 ГС (1-m s)—C(m-D ( m - i ) ֊ ( ( l  m :) J ‘

Therefore, for to € (r/i — r, I), we have

di/,w(*o)= Hiii [ -  »(0Z -  0?)]w(z) =  lim շ^յ [  - y ( t ) j f ^ d t  =  -y(t0 ). 
z - * t 0  1 = - * t n  J m _ r  11 *'

Further, we have

(2.9) <>ZM™ ֊  r) =  lim 0„ , Վ է 0) =  y ( m  -  r),
f0—> m -r  

io€(m —r,l)

(2.10) 0 ~ w ( l )  =  lim dv.u{U>) =  7(1).
*0 —► 1 

/o € (m - r , l )

Similarly, we obtain

( zd z + zch)ij(z)  =  — f  (z d z +  z d z ) N i ( z , £)7 (t)d*
J rn֊r

+  4ե ք  ( * e .  + 5 W ( * .  C ) 7 ( 0 f  +  4 7̂ [  W t  + z d s W z ,  0 7 « ) ^ r  
•/an»
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֊ ֊  [  № { z d ։ + i d g ) N i { z , C № t h i .
JQ

Taking into account that for z  €  il  and £ G $S2

(zd, +  j&*)Ni(z, о  =  2 [ ^ -  +  т ^ 7 + п — r +  7— Գ  ,4 '  «/ i \  і ъ /  LС - г  1 - 2С ( 1—m z ) —< ( m —z )  ( m - r ) - ( ( l - m z )

+  _ ! _  +  _ ճ _  +  __________________ , Z(1-J»C> 1
С — z 1- ? C  ( \ —m z ) ~ C ( m  — z)  ( m - z ) —C ( l —m z )  ■» 5

for Q) €  d i lv  \  { 1 , +  ?֊֊},  we can write

^ w (C o) =  lim (z b z +  zih)uj(z)  =  lim { 5֊  /  7 (0 [ t ^  +  r ֊ z  -  1 ] ^
z-̂ Co 2 - 4 0  ̂ ՜  «/0По ~ "

-* [ 7(t)dt -  a f 7(0f  - Й [  7(0c ֊
J m —r  Jd ils  J 0Ql>tn

+ |  f  =  7 K 0) ֊  I  [ '  7 (< )d «
/П  J Л п - г

- T i f  7 ( 0 f  -  25 /  7 ( 0  c ^ r  + 1 [  f « № d n ,
J dil j> J Di\oin J Հ1

which implies the necessity and sufficiency of condition (2.7). Thus, we have

(2 1 1 ) a + w ( l ) =  Jirn ^ w (C o )  =  7(1).

<І,еШі' \ { 1 т + і т >



(•2.12) 0 ֊  W( ±  +  i i )  =  lim  =  7 ( -  +  * £ ) •
^ A « • rhi

4ofcc/»«o\l i.-1

Finally, wo observe that

DIRICHLET AND NEUMANN PROBLEMS ...

* - ^ т + іт
<o6a«B\ { , ± +<i }

( ( “ W. +  (*=“ )ftr)«M  =  4 4 ^ ) 0 F ) .V , ( 2.tb(/)df

- ֊  Լ ք « Հ ( ֊ ) 9 ֊. +  ( ^ ) a r)^ i ( z ,c )< i^ .

Next, taking into account that for շ  €  П, С € дП,

( ( “ ■ И . + ( b » » ) w , f c O - I i w  +  W  + і . ^ Я с Ѵ Л ,
I ( г - т ) ( 1 - т < )  ( լ - rn )  , (T-m_K , (7- пі)(тп-С) ( z - m ) ( l - m Q  1

( r n - * ) - < ( l - m s )  ^  r  1֊ ; (  T  ( 1 - „ ,J ) - C ( m - ; )  ՜’՜  J ^

for <0 6 <^D„, \  {rn ֊  r , ֊  +  i j - } ,  we can write

ft,.w(Co) =  lim ( ( ^ ) 0 ,  +  ( ^ ) 9 r ) w ( z )*-4o

lim
*-*Co

/  7 ( 0 f  ՜ հ ք  ^ г ^ т ,  +  T r f  м а д ч }7 714 Уа«в С *г* Հ ՜  Ju

=  -Г(СО) ֊ ֊  ք  ՜ / ^ - ֊ ք  7 ( 0 y  Г7Г Лп-r Г7П ./tftt,, С

(2.13) - ^  /  7 ( 0 ֊  +  ձ  /  / ( O d t f *
™  */anDm С -  т  тгг Уп

which implies the necessity and sufficiency of condition (2.7).

Furthermore, we have

(2.14) д„ иՀ ա  -  г) =  iini dUau ( Q  =  7 (m -  r),
Co—>m—r 

СобаПот \{ т - г ,^ + і  —>

(2.15) # . « ( £ + » £ ) ՜ *  li.m _ ^ . « ( 0 = 7 ( ^ + * т ) '
^ т + ^ т  

Со€<9П£,т \ { т - г ,  —

Hence, in view of (2.9)-(2.15) and Definition 2.1, we conclude that

d „ M 0  = 7 ( 0 ,  C €  { m - r , l ,  £  + » £ } •

This completes the proof of Theorem 2.4.
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О Р Е Г У Л Я Р Н Ы Х  К А С А Т Е Л Ь Н Ы Х  КО Н У СА Х

Р. А. ХАЧАТРЯІІ

Ереванский государственный университет 
E-mail: khachatTyan.rafik@tgmaH.com

А н н о т а ц и я . В  статье приведено достаточное условие, при котором пере
сечение регулярных касательных конусов является касательным конусом. 
Построены регулярные касательные конусьгн шатры для множеств, задава
емых локально лнпиіицевыми функциями. Конусы описываются в терминах 
А'-обобщенных производных.

M SC 2010 num ber: 26Е25; 49Л52; 46.105.
К л ю чевы е слова: субдифферснциал; шатер; касательный конус.

1. К а с а т е л ь н ы е  к о н у с ы

В работах (см. [3), |5) - [7)) исследуются наиболее известные н литературе раз

личные типы касательных конусов (контингентный, нижний, касательный конус 

Кларка) как для выпуклых, так и для невыпуклых множеств. Это вызвано тем, 

что если некоторый из этих типов конусов оказывается выпуклым, то эго позво

ляет изучать невыпуклыс экстремальные задачи методами выпуклого анализа 

[3, 5, 7).

В работе [G] Е. С. Ноловинкиным определены н изучены другие асимптоти

ческие касательные конусы к невыпуклым множествам. В частности, введено 

понятие регулярного касательного конуса, развивающее понятия шатра Болтян

ского |1. 2].

В настоящей статье с помощью понятия регулярного касательного конуса вве

дено понятие К - обобщенной производной локально липшицевой функции. В 

этих терминах построены выпуклые касательные конусы к множествам, задавае

мым ограничениями типа равенств и неравенств. Сформулированы необходимые 

условия экстремума в негладких экстремальных задачах.

В дальнейшем < а,Ь > -  скалярное произведение векторов a,b € R". А —

J5 =  {.г € R'1 / х +  В  С .4}-- геометрическая разность множеств А и В  (см. |4|).
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В (4] ( гл. 3, п. 24, лемма 24.3) доказано, что для всякого замкнутого конуса 

К  множество К  — К  является его выпуклым замкнутым иодконусом.

О пределение 1.1. |6|. Нижним касательным конусом ко множеству А/ в 

точке .го € М  называется множество вида

Т м (хо) := {г е R u : lim d(x, А֊1 (Л/ -  x0)) =  0}.X±Q
Иными словами, х  € '7д/(хо) в том и только в том случае, если Оля любой по- 

Cj\едовательности положительных чисел {А/.-}, сходящгіеся к нулю , найдется 

последовательность точек {ТГЬ сходягцаяся к точке х, и такая, что сщшвед- 

ливо включение .г() +  А^хГ £ М  для любого к € N .

О пределение 1.2 (б). Пусть J  : R 71 —» R — локально липшицевая функция и 

М  = epi(f)  =  {(а,х) е  ^  /(#)}• Пусть К  С Тм(хо, f (xo) )— выпуклый

замкнутый конус, а /д '(хо,х) — положительно однородная выпуклая функция, 

надграфикаи которой явм ст ся конус К. Функция /д-(.г0, х) называется обоб

щенной К - производной (функции f  в точке .То по нащківлениям, а К - субдиф

ференциалом функции f  в точке хо называется множество

дк / ( хо )  =  {X* G Я п : f'K (xо,х) >< х* , х  > Ѵх £ R ’1}.

Если К  =  Гд/(х0. / ( х 0)) — Тм(хо ,/(^о )), то обозначим f'K(xi):x)  =  f'AL{xu,x).  

Тогда <9д /(хи) гкиывается ниж ним асимптотическим субдифхферепцилом 

функции J в точке а*о и обозначается через д л ь ![х о) (см. [б]/

О пределение 1.3. [8). Обобщенная производная Мишеля- Пено функции f  по

направлению 7, обозначаемая /д,/я(;Го- х), определяется так:

,/  t -ч г,- ւ / ( * 0 + + a ’)) -  Д яо +  Аш) 1f Mp(x0ix ) =  sup {lim sup \ ------------------- ^ ^ ------------ Դ
w£R" A|() л

О пределение 1.4. [8). Субдифмференциалом Михиеля-11ено для локально липши- 

цевой функции /  в точке Ху называется множество

д м г Ц х о) = {х* € R n/f 'MP(x0, x )  > <  X * , х  >  Ѵх € Я п}.

О пределение 1.5. |7|. Пусть / ( х ) — произвольная функция. Положим

п/ /(хо + Ау) -г (х о ,х )=  lim sup------------ -----
у >z, а;о А
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Положительно однородная выпуклая, замкнутая по х функция /і(х0,х) назы

вается верхней выпуклой аппроксимацией функции /  в точке х0, если

h(xо,х) > F (x0.х), X € Яп.

Отметим, что обобщенная производная f ^ ( x 0,x)  Ф. Кларка (см. [3], гл. 1. п.2.1) и 

производная /д,/р(хо,х) Мишеля- Псно являются верхними выпуклыми аппрок

симациями локально липшицевой функции /  в точке хо-

О пределение 1.6. |7). Выпуклый конус A'a/(xq) называется конусом касатель

ных направлений множества М  в точке .Го, если из включения х  G К\г(хц) 

слсдует, что существует такая функция ^?(Л), что

х0 ՜Ւ Ах + у?(А) 6 Л/

при достаточно малых А > 0 и Л-1^(Л) —► 0, когда А |  0.

О пределение 1.7. [6|. Выпуклый замкнутый конус К  С Тм(хо) называется 

регулярным касательным конусом ко множеству М  в точке Хо, если суще

ствуют числа <5і > 0, Տշ > 0 и отображение • (0, £і] х (А' Ո Д$2(0)) —> R n 

такие, что

Хо +  Ах 4- <р(Х.х) € М  ѴЛ € (0,<5і), х € K f ]  Д;*(0),

а для функции

ф(А) =  sup{A_1||v5(A,x)|| : х  € 7 < ՜Ո Ց42(0)}

справедливо равенство Іітліо^(А) =  0. Кроме этого, если при любом А € (0, <5і) 

отображение ѵ?(А, •) непрерывно па К  Ո Д$2(0), то К называется непрерывным 

регулярным конусом.

О пределение 1.8. |1]. Выпуклый конус К  С 7д/(хо) называется шатром мно

жества М  в точке Хо € А/, если существует отображение г, определенное в 

некоторой окрестности Д*(0) нуля, такое, что

хо +  X +  г(х) € М, если X G Л' Ո  Д*(0) rprjj— ► 0 при х -► 0.

Очевидно, что если А' — шатер, то он и регулярный касательный конус.
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П редлож ение 1.1. Пусть f ( x ) — липшицевая функция в окрестности В$(хо) 

точки .го. Тогда существует такая непрерывная функция г(х) > 0. определен

ная в окрестности В,s(0) нуля такая, что

( 1.1) f ( x 0 +  х)  <  f ( x 0) +  f'AL(x0,x )  +  г (х )  Ѵ х е В і ( 0),

причем Іітпу^о т=іг =  0.

Р. А. ХАЧАТРЯН

Доказательство. Достаточно доказать, что f'AL(x{)yx) является верхней выпук

лой аппроксимацией функции f ( x )  в гочкехо, поскольку тогда неравенство (1.1) 

непосредственно следует из леммы 3.5 |7|(гл. 5, п.З). В [б| показано следующее 

представление:

/ а ь (.х о, х ) = sup { f L(xo,x + w) -  f'L{x0,w )},
weRu

где

Отсюда получим

с  , ч г  / ( * о + Aw) ֊  f ( x о)f L(x0, u ) =  lim su p ------------ -------------
А 4-0 Л

/(:Г(, + Ат) -  f ( x lt) 
lim sup------------- г-----------
А|0 Л

= J im  sup—֊ —  ^ = F(xo,x)  < f'AL(xo,x)  =  Л(х0,х).
У  A j U  A

П редлож ен и е 1.2. |G| с̂лс. теорема 25.2, гл. 3. /і. Пусть /(.г) липшицева 

функция в некоторой окрестности Д*(0) точки ту. а /^ (я о , х ) -  некоторая се 

обобщенная К - производная в точке Хо- 

Тогда

(1) существует функция г(-,*) : (0,(5] х /?і(0) -> Я+ такая, что

(1.2) / ( х 0 4- АТ) < /(яг0) + А /^(х0,х) 4- г(А, х) Ѵх € JBi(0), Л € (0,<5].

(2) Яри фиксированном А € (0. Ճ] функция г(Л,-) непрерывна на В і(0).

(3) Для функции f (А) =  sup{A [г(А,х) : х € /?і(0)} справедливо равенство 

ііш а іо  г(А) = 0.

Теорема 1.1. Пусть Хц — точка, минимума локально липшицевой функции /(х )

на множестве А/. Пусть дк  f (xo)— К-  субдифференциал функции / .  л А'м(хо) —
68



выпуклый конус касательных направлений для А/ в точке х0- Тогда 

где К*м (хо) = {х * е  Rn :< х \ х  > >  0 Ѵх € К м (х«)}.

Доказательство. Допустим противное. Тогда согласно теореме отделимости вы

пуклых множеств существует вектор с փ 0, ||е|| < 1 такой, что

/а'(*о, е) < 0 , с € К \і(х о).

Тогда существует функция ѵ?(А,с) =  о(А) такая.-что

So 4- Ае 4- ^(А. е) € А/ при малых А > 0.

Так как существует число С  > 0 такое, что

Ш*0<х)\\ < С\\Щ Ѵх € Я '\ 

то в силу неравенства (1.2), для достаточно малых А > 0 имеем

Я *о + Ае +  <ք(ճ,с)) < Дхо)  + А[/^(х0)е + +  г(Л-г + ^ )] <
Л Л

< Я ^ о )  +  А[/Ижо!в ) + С М Л ՝ с ) | |+  sup ճ ձ ճ յ  < / (1о).
л іі€Ві(0) л

Это противоречие, поскольку .і*о- точка минимума функции /  на А/. □

В дальнейшем нам понадобиться следующий результат.

П редлож ен и е 1.3. (10). Пусть а : /{" —> 2Л многозначное отображение. 

графиком которого является такой выпуклый замкнутый k o h i j c . что dom(a) = 

Кп. 'Тогда существует положительно однородное и липшицевое ото&іхімсение 

Р  : Я” -> Яш такое, что Р(х) £ а(;г) Ѵ.т 6 Я".

2. П е р е с е ч е н и е  р е г у л я р н ы х  к а с а т е л ь н ы х  к о н у с о в

Т еорем а 2.1. (о пересечении регулярных касательных конусов). Пусть выпук

лые замкнутые конусы І\\ и ՛ К  շ являются непрерывными регулярными кону

сами касательных направлений соответственно для множеств М\ С R ’ и 

М 2 С Ип в точке Хо 6 М \ П A/շ. Предположим также, что К \ — К  շ =  И11. 

Тогда конус Q = К \ Ո 1Հշ является регулярным касательным конусом к множе

ству М  =  А/i Ո Л/շ в точке х0.

О РЕГУЛЯРНЫХ КАСАТЕЛЬНЫХ КОНУСАХ
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Доковательство. Сначала покажем, что существуют положительно однородные 

и лишшщевые отображения Р\ : R" —► / \ і, Րշ : /?" ֊4 /(՜շ такие, ч то для любого 

х 6 R n имеет место равенство

(2.1). , X = Рі(х) -  Р і(х)

Положим

а{х) := {у € А'і : (у -  х) € А'2}.

Поскольку R" =  А'і -  А'з, то график многозначного отображения а является 

выпуклый замкнутый конус и dom(a) =  Ям. Поэтому, согласно предложению 1.3 

существует положительно однородное и линшицевое отображение Pi : R ” — > К \ 

такое, что

Рі(х) €  а ( і ) ,  | |Л ( * ) | |  <  C l ||* ||,  x & R n, 

где C i -  некоторое число. Положим Բչ(.т) =  Р\(х)  -  а* и заметим, что

Րշ(*) е  АГ2, ||Р2(*)|| < (С, +  1)||*|| <  С2\\х\\ Ѵх е  Я".

где Շշ =  Сі -I- 1. Поскольку К \ и К  շ являются непрерывными регулярными

конусами, то существуют такие отображения

(22) = хо + Ах +  ѵ>і(А,х), і =  1,2,

что Ф,(А. х) 6 Л/, Ѵх G Q Ո Z?i(0). А € (0.1], где (fi (і =  1. 2) удовлетворяют усло

виям определения непрерывного регулярного конуса 1.5. Не нарушая общности, 

предположим также, что для обоих конусов (см. определении 1.7) <5| =  Տշ =  1. 

Іеперь при фиксированном х € Q рассмотрим систему уравнений, записав ее в

векторной форме:

(2-3) <7(7, А, 2/) =  Ф ,(А ,г+  Р Л ֊ ) ) ֊  Ф 2(А.г+ Р , ф )  = 0.

Используя (2.2), уравнение (2.3) можно переписать в виде:

д ( х , \ , у )  = у + у?і(А,х + P \ ( j ) )  -  Y?2(А,х +  Р2( | ) )  = 0.

Фиксируем X € Q и рассмотрим на шаре \\у\\ <  ճ/(2Շշ)  отображение

Ф(х, А .у) =  <̂2(А,х + рЛ 1՜ ) )  -  4֊ Р і( ֊ ) ) .
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При любых фиксированных Л и х  отображение Ф(х,А, •) является непрерывным 

оператором, поскольку таковым являются отображения Ѵ\(Х. •). sMA. •), Р ,. Р2.

Покажем, что при достаточно малых А отображение Ф(х, А, ) имеет неподвиж

ную точку на некотором шаре с центром в точке ноль. Пусть теперь ||х|| < 1 /2 

и ІІУІІ < А/(2С2). Тогда

І* + в ( | ) | | < і .  І = 1 .2 .

Поэтому имеем
Щ Х , *  + РНІ) )  -  *>,(А,л? +  P ,( f  ))||

О РЕГУЛЯРНЫХ КАСАТЕЛЬНЫХ КОНУСАХ

\ Л 2 + М
<

^ І Ы А .г  +  і М Щ  , ||у>і(А,д +  Р ,(^ )) || „

"  Ѵ ^ 2 +  ІІУІІ2 vA 2 +  ІІг/ІІ2 ՜

<  sup 1 £ ւ ֆ ճ 1 +  sup М М !  = ,-|(Л) + А (Л ) , д а .
іі€С?ПВі (0) Л neQnD,(0) A

Из определения 1.5, следует, что </(А) —► 0 при А —¥ 0. Таким образом, доказано.

что

||Ф(х, А, (/)|| <  q ( \ ) V \ 2 -И і^р .

Положим

т(А) =  in f  {т > 0 : q(X)у  А2 4- т 2 < г}.

Так как при достаточно малых А > 0 имеет место неравенство

ց(ճ ) \ / ճ2 +  А2 = \/2А<?(А) < А то г(А) < А.

По определению точной нижней грани для каждого А существует т ‘(А) такое, 

что

(2.4) т(А) <  т*(А) <  т(А) 4- A2, q ( \ ) ѵ/А2 +  ( т ' ( А ) ) 2 < т*(А).

Покажем, что ' -4 0 при А —> 0.

Так как г  (А) < А и s /a 2 +  в 2 < а  4-/9, а  > 0, /9 > 0, то из определения г (А)

получаем

т(А) -  А2 < $(А)>/А2 +  (г (А )- А2)2 < д(А)(А+ | т(А) -  А2 |) <  ЗА^(А). 

Поэтому —> 0 при А -4 0.
71



Но тогда из (2.4) следует, что Т- [Х- —► 0 при А —» 0. Теперь, если ||?/|| <  т ф(А) < 

\/(2С՝2), то согласно неравенству (2.4) имеем

||Ф(*. А. у)И <  9(A) ѵ/А2 +  ІМ І2 <  9 (A )\ / А 2 +  (т*(А))2 <  т*(А).
Թ

Таким образом, непрерывное отображение Ф(х. Л. •) отображает шар \\у\\ < г*(Л) 

в себя. Значит, по теореме Врауера отображение Ф(х, А, •) имеет неподвижную 

точку в этом шаре, т.е. существует отображение </(А.х) такое, что

Р. Л. ХЛЧЛТРЯН

Ф(х, А,у(А,х)) = у(А.х), ||у(А, х)|| <  г “(А).

Следовательно.

ш р  И У !  _  „  ,ф „  л _»о.
t<€Qnfl1/2(0) А

Таким образом. Ф(х, Л, у(А,х)) = у(Л,х). Окончательно из (2.3) получим, что для 

X € Q. ||х|| < 1/2 и для достаточно малых Л > 0 имеет место равенство

хо + Ах + Р, (у(А, х)) + V?, (А. х + Р, ( ^ ֊ ^ ) )  =

=  хо + Ах + Р2(у( А. X)) + у>2 (А, X + Р2( ^ ^ 1 ) ) .

Поскольку А'і, А'*.»— выпуклые конусы, го для малых Л > 0.

(х + р , ^ Ճ ձ ճ > յ ) € / ^ ո 5ւ(0)1 (7 + / >շ (ճ ձ ճ ] ) ) 6 /1 -2ո /յւ(օ).

Поэтому, для малых Л > 0 имеем

х0 + Ах +  Р, (у( А, х)) +  *>, (А. X + Рі ( ^)) =
Л

=  х 0 +  Ах +  Р2(2/(А,х)) 4 ѵ?2(А ,х  +  Р2( — ^ ) )  €  M i  р ] М 2.

Положим

Очевидно, что

^(А,х) =  /Міу(А.х)) 4- ^ ( Л ,х  + Р і ( ^ — ^ ) ) .

sup - - •Л՛ -*• 0 при Л -+ 0,
u€Qn/?J/2( о) А

и если .г ^ ^ Ո ^ ւ /շ (0 ) .  то для достаточно малых Л > 0 справедливо включение

х0 + Ах 4- ?(А,х) е  А/. □
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Зам ечан и е 2.1. Функцхш р(А, ■) может не быть непрерывной, и поэтому Q. 

вообще говоря, не есть непрерывный регулярный кпехипыьный конус к М ь точ-
КС Х {) .  9

Зам ечан и е 2.2. В [9] построен пример двух замкнутых множеств М\ С Н4 

и М 2 С И 1 и касательных конусов К  լ , А'2, таких, что

1. конус К 1 является шатром к М\ в точке 0 6 Л/յ ;

2. Кշ является конусом Кларкхі для A/շ в точке 0 € А/2;

«V. /<і Ո А'2 ^  {О)}, /Г, -  /ѵ2 =  Я4. - * -

Яо Л/! Ո М2 =  {0}.

Это означает, что пересечение двух нижних касательных конусов к двум раз

ным множествам ո одной общей точке этих множеств может и не быть нижним

касательным конусом пересечения множеств в этой точке.

Теперь построим регулярные конусы касательных направлений и шатры ко 

множеству вида А/ =  {х € Я" : д(х) < 0}.

Т еорем а 2.2. Пусть </(х)— локалгмо липшицева функция и для точки хо вы

полнены слсдуіощие условия: у(хо) = 0 и 0 Հ Окд(хо). Положим

Рм(хо)  =  € Яп : ук (хо.х) <  ()}.

Тогда выпуклый конус Рм(хо) является регулярным конусам касатсльныг на- 

щхівлсний ко мпоэісеству А/ в точке Ху.

Дока.)ательство. Поскольку 0 ^ Окд(хо), то существует вектор ш такой, что 

</д-(хо, w) < 0. 11с нарушая общности, предположим, что д'к (хо.іѵ) =  -1 . Пусть 

7  > 0. В силу неравенства 1.2, если х € Рл(хо), ||х|| < 1/2, 7  <  Ци’ЦА/2, то для 

достаточно малых Л > 0 имеем

д(хо +  А(х + Հ гѵ)) < (/(.т0) +  Aд'к (х0іх +  -w )  +  r(A,x +  ֊ա) <

< - 7  + г(А.X + -a»)-

Для фиксированных х и А функцию /(х . А.7 ) = г(А.х + Jw) непрерывна но 7 .
Покажем, что она имеет неподвижную точку на некотором отрезке [0, і/(А)]. где
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/у(А) =  o(A) при Л —> 0. ІІмесм ||х + Jui|| < 1. Поэтому

г(А, X +  г(А, X +  Հս>) г(Х, и)
- ;т„ - V  < ------- г -^ —  < si'P — г ՜  ֊  Г(А> °֊

у А -  - Ւ  7 հ  л  ѵ € Н і ( 0 )  л

Отсюда

*0 < /(х , А, 7 ) < г (А )\Л 2 4- 7 2-

Теперь, проводя доказательство аналогично теореме 2.1, получаем, что суще

ствует функция 7 (А.х) такая, что /(х , А. 7 (А, х))  =  7 (А,х), причем

ІІ7(А,и)|| , хчsup ----- ------=  o(A).
ti€Pn(xo)n/?l/2(0) A

Значит, g(xo -Ւ Air -f 7 (A,x)w) < U. Положим ^(A,x) =  7 (X,x)w.  Ясно, что

<up | ճ ձ ճ «  ,  Հճ).
»*ePfi(xo)nz?I/2(0) A

Теорема 2.2 доказана.

С ледствие 2.1. Пусть существуют векторы е\ и օ.շ такие, что

(2.5). 9 ' к Ы , е і) < 0. ( - 9)'к(х0,е2) < 0

Тогда выпуклый конус. K q(xq) =  { і  £ R n : g'K (x0,x)  < 0, (~g)'K (xo,x)  < 0} 

является регулярным конусом касательных направлений для множества Ղ =  

{х € R n : у(х) =  0} в точке x q .

Доказательство. По теореме 2.2 существуют число <5 > 0 и отображения 

^і(А.х), ^ 2(А,х). удовлетворяющие условиям определения 1.5 и такие, что для 

X е /С п (х о )П а д )  и малых А > 0 имеют место следующие неравенства:

д ( х о +  Ах +  ^ і ( А . х ) )  <  0, д ( х 0 +  Ах +  ^ г ( А , х ) )  >  0.

Отсюда найдется такое число 0(A) € [0,1], что

</(х0 +  Ах +  0(А)^?і(А,х) +  (1 -  0(А))у?2(А ,х ) )  =  0.

Положив ѵ?(А.х) = 6НА)^і(А,х) + (1-0(А))<£>2(А. х), получим </(xq + Ax-f v?(A, x)) = 

0. а также

S U p  l l f ^ ՛  u ^  q  І і р и  Л  - >  0 .
пеКп(х о)ПДЛ(0) A
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Зам ечание 2.3. Если д'к (ти.х) =  д'МИ(хп.х), run известно |8|, что

9 м р ( х 0, - * )  =  { ~ 9 ) \ ո Հ յ-о .х ) .
՝Э

Тогда в (2.5) можно выбрать е2 = -е \ .  П этом случае подпространство 

#п(®о) = { * £  Я" : 9mp{xq,x)  < 0, 9м Р(х0| - х )  < 0}

является регулярным касательным конусом к Ո в точке .г0. Аналогично, исполь

зуя неравенство (1.1), можно доказать следующий результат.

Теорема 2.3. Пусть у — локально липшицьва функция и Оля точки хо выпол

нены условия д(хо) = 0, 0 £ д м 9 Іхо)՝ Тогда выпуклый конус

Р м { х о) =  {г 6  R " : g'AL(x0,x )  <  0 }

является титром к множеству М  — {х € R n : у{х) < 0} в точке хо.

3. Н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  м и н и м у м а  в  т е р м и н а х  /С -с у б д и ф ф в р е н ц и л л о в

Рассмотрим следующую экстремальную задачу:

к
(3.1) /о(х) -> min, X е ո « .

t=l

где Л/, =  {х € Лп : /*(х) < ()}, і = 1 ,2 , . . . ,к, а /, (г = 1.......А;) - локально

липшицевы функции.

Т еорем а 3.1. Пусть Хо֊ решение задачи (3.1). Тогда существуют числа Ао > 

0, А, > 0, і  € /(х 0) =  {г € [1\к] : /,(х 0) = 0} не равные одновременно нулю, 

такие, что

0 е Ао<9/<-/о(хо) 4* А,(?к /і(хо),
і€/(іо)

где — знак К  - субдифференциала.

Доказательство. Предположим противное:

о Հ ХодкМхо)  + Y ,  х>°кМ х")-
»е/(хо)
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Эго означает, что существует такой вектор е , что для любых Ло, Л, чисел, из 

которых не все равны нулю, выполняется неравенство

А()/оЛ'( сО> е) +  У ,  о» в) < 0.
і€ /(хо)

Отсюда следует, что / f' w(xo,e) < 0, //к (яо ,е ) < ^ ^(хо)- Согласно предло

жению 1.2, существуют функции г,(А,х) такие, что

/,(хо -I- Ах) < / і(хо) 4- А /'у<(х0.х) -I- 7ч(Л,Іс),

причем Іінілю Л_1Гі (Л, J )  =  0. Vx € і^і(0). Следовательно для достаточно малых 

Л > 0 /о(.го +  Ае) < /oU’o), /*(А> 4- Af) < /*(а-о) = 0, г /(х*0). Таким образом 

при малых А > 0 точка хо +  Ае удовлетворяет всем ограничениям, так как в силу 

непрерывности /,(.г) для достаточно малых А > 0 / і(хо 4- Ае) < 0. г ^ /(жо)> а 

также / 0(х0 4- Ае) < Уо( ’̂о)- Это противоречит тому, что хо— решение задачи. □
X\

Теорема 3.2. Пусть xq — точка минимума локально липшицевой (функции f  

на множестве 12 =  {.г € R" : <7(х) = 0}. Пусть выполнены предположения

следствия 2.1. Тогда

(3.1) 0 € д к І ( х о) 4- с/{сот/3кг/(х0) + сойдя ( - 9) (зд)}՛

Здесь сЦАІ}— замыкание множества М  С /?г‘.

Доказательство. Согласно следствию 2.1 Кц(хо) является конусом касательных 

направлений к множеству А/ в точке ху. Поэтому, в силу теоремы 1.1 имеем

(••1-2) д к / ы Г \ к ; І Ы Ф Ь

Поскольку К и  =  сІ{сопдкд(хо) + схт.дк(֊д){хо)}, то из (3.2) немедленно следует 

включение (3.1). □

Следствие 3.1. Если і)кд(х0) = Омрд(х0) и DKf ( x 0) =  0AL f{ x0), то К ^ ( х 0) = 

cJ{сопОмі^д(хо)—схтдмрд(хо)} =  Ыіи)мрд(хо), а необходимое условие (У.1) при- 

нимает следующий вид 0 € O a l / ( x о) 4- Ы пдмрд(хо).

A bstrac t. ГЬе paper contains a sufficient condition for an intersection of regular

tangent cones to be a tangent cone. Regular tangent cones and tents for sets given
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by locally Lipschilz functions are constructed. The cones are described in terms of 

generalized -derival ives.
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А н н о т а ц и я .  В статье рассматривается метод построения оценки наимень
ших квадратов, когда наблюдения являются неметкими числами. Хотя оцен
ка может быть смещенной, предложенный метод обеспечивает состоятель
ность оценки.

M SC2010 num ber: 62J86, 62F86.
К лю чевы е слова: нечеткая регрессия; метод наименьших квадратов.

1. П о с т а н о в к а  з а д а ч и

Основные виды регрессий с нечеткими числами или нечеткими наблюдениями 
описаны у Шапиро |І|. Формально их можно разделить на несколько групп: 
регрессия предложенная Танака, регрессия Клсминса и основанная на метрике 
регрессия Даймонда.

Настоящая работа посвящена последней модели. Интуитивная постановка за
дачи найти такой вектор нечетких коэффициентов, для которого нечеткие на
блюдения зависимой переменной для выбранной метрики будут как можно бли
же к нечетким значениям линейной комбинации объясняющих переменных. 
Точнее нужно найти нечеткие коэффициенты Ь такие, чтобы расстояние

(1.1) ОІУМХг+ЪЪ  +  ...+Ь*Х*)

было минимальным. Здесь У =  (і) \ ..... утп) - вектор наблюдений объясняемой 
переменной, а Х х = (х ц ...., i j f7n) - вектор соответствующих объясняющих пере
менных. Элементы каждого из них нечеткие числа. Мы используем следующее 
определение нечеткого числа (см. (3|, стр. 37-39).

О пределение 1.1. п- мерное нечеткое число - это нечеткое множество, с 
ограниченным носителем из R " ՜1 каждый а-уровень А а =  {а 6 Я * ՜1, /м (а) = 
а} которого является выпуклым множеством, и функция принадлежности
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/м(*) является полунепрерывной сверху и принимает все значения из интерва
ла (0,1].

Множество нечетких чисел является подмножеством банахово пространства 
всех замкнутых выпуклых множеств в Кп(см. |3|). Для того, чтобы задать на 
нем метрику, используют тот факт, что все a -уровни функции принадлежности 
нечетких чисел представляют из себя замкнутые выпуклые множества и могут 
быть однозначно охарактеризованы своими опорными функциями. Часто берут 
следующую метрику (см. |2|)

(1.2) d (A ,B )=  ( п  I ՚ [  (зл (х}
\  Jо J sn~l

где яд(-,а) опорная функция о-уіювня нечеткого числа A. a S k -  единичная 
сфера в R k. И соответственно,

т

(1.3) D (Z ,0 )  = ' £ d 2(ZJ,UJ).
J=1

для любых двух векторов из т  нечетких чисел.
При классической регрессии требуется найти статистическую оценку соответ

ствующих коэффициентов. В нашем случае оценка является нечеткой случайной 
величиной. И желательно выявить ее статистические свойства. То есть мы долж-

•ч»

ны найти оценки случайных нечетких величии bj. при том что У, случайные, а 
ճ լ  յ  детермииироваипые величины. Стоит отметить, что так как мы имеем дело 
с случайными величинами, то подразумевается некоторое вероятностное про
странство (П, F, IP).

Даймонд в [2] доказал существование минимума (1.1), для (1.3). Однако про
цедур*1 е1°  нахождения в общем случае зависит от класса нечетких наблюдений, 
то есть от вида их функций принадлежности. Более того, при такой постановке 
задачи, труднее рассматривать статистические свойства оценки, так как надо 

предварительно специфицировать ошибки.
В данной статье мы предлагаем оценку, получаемую с помощью метода наи

меньших квадратов па значениях опорных функций по направлениям и кон- 
вексификацию комбинированных оценок (процедура описана далее). Мы также 
рассматриваем статистические свойства такой оценки.
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2. П о с т р о е н и е  о ц е н к и  и  е е  с т а т и с т и ч е с к и е  с в о й с т в а

Вместо того, чтобы минимизировать сумму квадратов разностей онорных функ
ции по всем направлениям и по всем a -уровням, мы предлагаем провести обыч
ную минимизацию по суммам квадратов ошибок по каждому направлению в 
отдельности, а именно построить оценку наименьших квадратов на каждом а- 
уровне, дли каждого направления х  £ 5 для

(2 .1 ) 1 х,<\ =  ^І.х.гѵА 1.x.а “Ь ••• "Ь 1}к.т.о А А-.х.л "Ь =  ^ x .c t ^ x ,n  ^х,а

Здесь каждый вектор является столбцом, а через мы обозначили значе
ние опорной функции ио направлению х  € S 11՜ 1 на a -уровне нечеткого числа

^  л *  Ф

Л. А для нечеткого вектора С  =  под Схп  будем понимать вектор
#

(<Т.г.«> -мС»и.х.а)-6 о -вектор гауссовских полей. Таким образом, полученная оцен
ка будет оценкой значений опорных функций коэффициентов, и оценка наимень
ших квадратов будет иметь вид

(2-2) К о = ( X l J x,a)-'Xlny,.U \

Так как мы получаем оценку значений опорных функций (или, если брать по 
всем направлениям х € S n_1, оценку опорной функции), то для того чтобы мы 
смогли сделать обратную трансформацию для получения a -уровней коэффи
циентов, нам необходимо, чтобы оценка опорной функции представляла собой 
некую опорную функцию. Для этого необходимо и достаточно, чтобы эта функ
ции была непрерывной, однородной первого порядка и выпуклой. Однородность 
первого порядка обеспечена тем. что мы действуем на единичной сфере, то есть 
и 6 S" 1. Но ятя того, чтобы сделать оценку выпуклой функцией, нам пона
добится процедура конвексификации го есть нахождение наиболее близкой к 
данной функции непрерывной выпуклой функции.

П редлож ение 2.1. Если число наблюдений больше числа объясняющих пе

ременных (т>к), то оценка (2.2) непрерывна по осем п — 1 компонентам х.

Действительно, опенка (2.2) непрерывна, так как она является некоторой ком
бинацией опорных функций, которые также непрерывны. А при условии т  > к 
оценка (2.2) существует.

Известно, что ближайшая выпуклая функция непрерывной функции /  полу
чается заменой участков вогнутости соответствующей гиперплоскостью. То есть, 
если на участке U функция вогнута, мы заменяем эту часть гиперплоскостью
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проходящей через f{dU ). Это можно сделать исходя из определения вогнутой 
функции.
Полученную таким образом функцию обозначим через conv(f(x)).

Зам ечани е 2.1. Отметим, что-Э
1) Такая процедура не меняет степень однородности, так как всякая гипер

плоскость является однородной первой степени.
2) Новая оценка не нарушает непрерывности.

3)Функциональный вид данной, процедуры зависит от вида начальной функ
ции. Если начальная функция достаточно хороша (дифференцируема), то мы 
можем найти участки вогнутости и заменить гиперплоскостями.

՝4) Конвексификацию вектора будем понимать как копвексификацию каждой 
компоненты.

Верно также следующее утверждение,

П редлож ен и е 2.2. Пусть А(х)*В(х).Ап(х) , п  € N, некоторые непрерыв
ные функции, на S 91՜ 1.

1) сапи(А(х)) < А (г) (для каждой х).

2) сопѵ(А(х) +  В(х)) > сопѵ(А(х)) +  сопѵ(В{х)).
3) Если функция А(:ѵ) выпукла, то сопѵ(А(х)) = А(х).
4) Если А п(х) А(х) п.в. и А(х) выпукла, то сопѵ(Ап(х)) —> -4(х) п.в.

Пункты 1)-3) см. в [5], а четвертый можно доказать следующим образом. 
Множество точек, где сопѵ(Ап(х)) -ի Л(:г) состоит из двух подмножеств. Это 
множество, где А п(х) не сходится к Л(х), и множество, где —> А (х), по
і4 „ ( х ) там н е  выпуклые. По по определению сопѵ(Лп(х)) это наиболее близкие к 
А п(х) выпуклые функции. В данном случае, так как А(х) выпуклая функция, и 
А п(х) —> Л(а), то А(х) и есть ближайшая выпуклая функция (на множестве где 
имеем точечную сходимость).

А

Зам ечан и е 2.2. Вообще говоря, нельзя утверждать, что сопѵ(Вх,а) не
а

смещена. Если Вх,« не выпуклая, то оценка смещенная.

Однако, наша оценка имеет другое очень важное статистическое свойство.

Она состоятельна при некоторых условиях.
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Теорема 2.1. Пусть
1) l i m m _ ^ ( ^ Х'1[п Х Хча )  =  б ?г ,л ;  где Q x ,a  некоторая k -мерная матрица. ]х ів-  

номерно ограниченная по всем х и а. ,
2) са =  ..., с»п,а) ~  іі<IGF (то есть ошибки ֊ независимые и одинаковQ
распределенные гауссовские поля), где еі а =  {б|,а-,а |-г £ S " ՜1}.
Тогда оценка. «

л

(2.3) с.опѵ(ВХ'а )

состоятельна по вероятности, почти для всех х.

Зам ечани е 2.3. Тут конвексификация производится только по х  для каж
дого jj € 12. Также отметим, что условие 7 это стандартное требование при 
установке состоятыьности регрессионных оценок, см. например [0] стр. 101-

162.

Доказательство. Из (2.1) и (2.2) имеем что. \

(2-4) Вх,а =  Вх,а +  ( Х І аХ х,а) ՜ 1 ճ Լ ոկ , 0

сопѵ(Вх.а) =  сипѵ(ВТМ +  ( ճ Լ 0ճ ; .ռ) ֊ ՝ Հ րյ , , ռ) > conv(BTtn)+

+ сопѵ((ХІаХ х,а) ՜ 1 X l j x,Q) =

{2-5) =  B x .o  +  ccmv((XjtaX x,a) - lX Z afXia)

=  B x ,„  +  co iiv  ( ( ' T  ՜

Здесь предпоследнее равенство вытекает из того, что искомый Вхос представ
ляет собой вектор опорных функций искомых выпуклых множеств (а-ѵровней 
искомых нечетких чисел, коэффициентов), следовательно его компоненты также 
выпуклые функции, и можно использовать 3-ий пункт второго утверждения 2.

Заметим, что компоненты eXtQ, представляют собой значения опорных функ
ций гауссовских полей. Обозначим через г/а вектор их выпуклых оболочек (по 
г, естественно). Результат полученный Давидовым и Паулаускосом (|4|) позво
ляет утверждать, что р і і ш = ЕХч(Л (сходится по вероятности), где К 
является замкнутым эллипсом. Отсюда следует что plimm->0C^TfcfO = 0 из чего 
следует, так как еа с  т/л , и из условия 1) теоремы, что

(2*6) Р ^ ш га-»оо“ ^ х і а ^ * ,л  =  0 ,Д Л Я  ВСеХ X £  Տ Ո 1, Qf €  [О. і ] .I fh
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На самом деле это означает сходимость но мере на S u~l х Q для пар (х.и).  
Отсюда имеем, что существует подпоследовательность {пц} такая, что 
Пт/-»,» — Х ^ ё т<„ =  0 для п.в. (a-,w) 6 б”* ՜1 х П.

Из условий теоремы, вышесказанного и 4-ого пункта 2-го утверждения следу
ет, что для п.в X  €  S '1՜ 1,

НЕЧЕТКАЯ ОЦЕНКА НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ ...

lim com) 
/—too W (  (  m, **•»**•«) ( m, ^ ֊  0.

и следовательно

1 - T v  \  1 (  \ i rT  ~(2.7) plini/^oo С0ПѴ ^  —  X T,*X x,aJ ^ —  X Ttfyfx,a ) I =  0

для почти всех x  € S t,_1.
Из (2.5) и (2.7) вытекает, что

А

(2.8) іЛ п п ^ ^ с о п ѵ іВ г^ )  > B XtCl

для почти всех х  € S" ~1.
С другой стороны, согласно пункту 1) утверждения 2,

(2.9) Б х,а > conv(BxtQ) 

и согласно (2.4),

Х ^ Х х^  ( յ ^ ճ Լ յ . * ^  > cotiv(Bx.n)

Отсюда при m  —> оо, и с учетом (2.G) и (2.8) получим, что
А

W А» А»

5 х ,«  >  р ііш  сапѵ(Вх.а) > Вх,а

Следовательно
А

plilll C07lv{Bx â ') =  Дг,Л 

для почти всех а: 6 S ,,֊1. Теорема доказана. С

Далее, уже имея оценку (2.3), можно получить саму оценку для коэффициен
тов ((2.3) оценка для опорных функций) путем реверсии (см. [5], стр. 113-115).

А*

То есть если обозначим dt^(a)  =  supl€ £n \(х • а — сот>(6і,Хі0)), то наша оценка 

a -уровня будет иметь вид

К а = {а е  Rn- l : 6U a )  = 0}t

где X • а скалярное произведение.
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A b strac t.ч In the article the method for construction of least square estimator is 
considered, when observations are fuzzy numbers. The estimator is biased in general, 
while the proposed method guarantees the consistency of it.
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