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A b s tra c t .  Let X  be a metric measure space satisfying the doubling condition of order
1  >  0. For a function /  € Լ Լ է. ( ճ ) ,  p >  0 and a ball В  С A՜ by T ^ f  we denote the
best approximation by constants in the space L P(B). In this paper, for functions /

from Hajlasz-Sobolev classes M j(.Y ), p >  0, о  >  0, we investigate the size o f the set
E  o f points for which the; following lim it exists: lim r -»+o г )/  =  / * ( i ) .  We prove

tha t the complement o f the set E  has zero outer measure for some general class of
outer measures (in  particular, i t  has zero capacity). A  sharp estimate of the HausdorfT

dimension o f th is complement is given. Besides, i t  is shown that for x  € E  lim  f D< ,
r-»+o

I /  — f * ( x ) \q dn  =  0, l / q  =  1/p — a  ի .  Similar results are also proved for the sets where 
the “ means" lg ) x r \ f  converge w ith  a specified rate.

M SC 2010 num bers: 46E35, 43A85.
K e yw ords: M etric measure space; doubling condition; Sobolev space; Lebesgue point; 
capacity; outer measure; Hausdorff measure and dimension.

1. I n t r o d u c t i o n

The classical Lebesgue theorem (see [1, Chapter 1, § l|) states that for any function 

J  € L*oc(Rn), p  >  1, almost all points are Lebesgue points, that is, fo r թ -almost 

everywhere, x  6 R”  the lim it

(11 ) հ ո ւ T v f  fd p  =  f ( x )
B{s,r)

exists and the function / *  is equivalent to / .  where p is the Lebesgue measure on R".

For inore regular functions, the sizes o f the Lebesgue exceptional set (that is. 

the set o f points for which the lim it (1.1) does not exist), can be estimated more 

precisely. For instance, for functions from Sobolev space VV^R") w ith 1 < p < n /k , 

th is exceptional set has vanishing №£’-capacity, and its Hausdorff dimension is at most 

n -  kp. Such type questions first were considered in |2|, and then were generalized in 

[3| (5|. A detailed history o f sim ilar results on R ՞ can be found in [6, Chapter 6.2].
3
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Recently similar problems in more general situation, for Hajlash Sobolev classes 
M £(X), p > 1, a >  0, on metric spaces w ith measure (see definition below) have 
been studied by a number of authors (see [7] [14|, and references therein).

In the present paper, we also study estimates of the size o f the Lebesgue exceptional 
set for functions from Hajlasz Sobolev classes M £(X), but for p >  0, in which case 
the functions from M g(X) can be non-summable. To this end, we firs t introduce 
a generalization of the notion of Lebesgue points, which does not use the integral 

averages over balls.

2. T he  b as ic  n o t io n s  a n d  n o t a t io n

Let (X ,d,n) be a metric space w ith a regular Borel measure p. and a metric d. 
We assume that the measure թ  satisfies the doubling condition, that is, there exists 
a number ай > 0. such that

(2.1) ц{В{х,2г)) < арц(В(х,г)), x  € X , r  >  0.

Note that the condition (2.1) can be given the following quantitative form: under

(2.1) for some 7 > 0 (can be taken 7 =  log2 aM) the following inequality holds:

(2.2) p(B(x, R)) <  /i(B (x , r)), x  6 X , 0 <  г  <  R.

The constant 7 plays the role of the dimension o f the space X .
For a ball В  С X, by тд and хв  we denote the radius and center o f B, respectively, 

and by Л В  we denote the concentric w ith В  ball of radius Xrg.
Throughout the paper we w ill use the notation

шЯШШШв в

for the average o f a function /  € L?oc(X ) over the ball B c X .
By letter с w ill be denoted various positive constants, possibly depending on some 

parameters, but these dependence w ill not be essential for us. Besides, the notation 
A < В  w ill mean A < c.B.

I t  is easy to check (see, e.g., [15, Lemma 3|) that for any number p >  0, a ball 
В Ը. X  and a function /  e L? (B) there exists a number / j fV  to satisfy
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Note that the number I g f  generally is not uniquely defined. In this case we take 
any of the possible values of ijg f .  The numbers /g ' /  we play the role of integral 
averages /в  for nonsummable functions.

For a function /  e LP(X) by Da [/] we denote the class of all nonnegative թ֊
measurable functions g, for each of which there exists a set E  С X  with ц(Е) =  0,
such that

I/ ( * )  -  f ( y ) I < [d(x,v)]a\g(x) +  g{y)], x,y e X \ E .

The elements o f Da[f\  are called generalized а-gradients of function / .  We list some 
simple properties o f the generalized «-gradients DQ[-] that w ill be used below without 
additional comments and references:

_ D „ [ f ]  С D0 [I/I], Da[ f  +  const] =  £>„[/],

9 f e Da[f]  and gv 6 Da[u] = ►  9/ + 9ѵ €  Da[ f  +  v],

9f  e Da[ f ] = >  cgf  e Da[cf], с >  0,

if  ցլ G Dn [/i]  and supj f i  < +oo /х-almost everywhere, then 

(2.3) sup gi € Da [ sup f i ] .
teN  t€N

We introduce the scale o f Hajlasz-Sobolev classes հ Ա { ճ )  =  { /  € LP{X) : Dn[f] Ո 
1?{Х) փ  0 }, 0 < р <  ос, а >  0. These spaces are normed as follows:

(2-4) l l / l lMS(X) — ||/|lx,s*(x) +  in f {||<7||lp(x) : 9 € Da[f] r \L p(X )}

(notice that for 0 < p < 1 the expression (2.4) is only a pre-norm). For a =  1 
these spaces were introduced in the paper by P. Hajlasz [7]. where it was shown that 
M f (Rn) coincides w ith the classical Sobolev space W,'1P(R"). For a >  0 these spaces 
first were appeared in [16, 17].

For о >  0 define the Holder classes:

{
|^(z) ~ 4(i/)|

Ф € C (X ) : М |я„ (x) =  sup < +oc I  -

Observe that in contrast to the classical cases X  =  [0, l ] n and X =  Rn, the class 
Ha(X) can be nonempty for some a >  1. Notice also that the class Ha(X) is 
everywhere dense in M P(X) for p >  0 and 0 < a <  1 (see [7, Theorem 5] for 
p > 1 and a =  1), in the case p > 0 and 0 < a < 1 the proof is similar.

The classes generate the capacities:

Capa p(J5) =  in f { l l / H ^ * )  : /  € M *(X ), f  >  lin  the neighborhood of E С .v } .

5
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The capacities, together w ith the measure, the content and the Hausdorff dimension 
w ill play the role of “measuring instruments” of the sizes of exceptional sets.

Now we consider another way of estimating the complement of an exceptional set. 
which is based on the use of the so-called modified Hausdorff contents (see [19] and 

[22])-
Let h : (0.1] -> (0.1] be a given increasing function w ith h(+0) =  0, which w ill 

be called a gauge function. The modified Hausdorff Я-content, of codimension h for a 

set E  С X  is defined to be

where the infimum is taken over all possible coverings o f the set E  by countable 
collections o f balls, while the quantity Mh(E) =  Іііпя-н-о W ji(E) is called t he modified 
Hausdorff measure of codimension h for E.

Recall that for a gauge function h and 0 <  R <  1 the classical Hausdorff (Л.. R)- 
content of a set E  С X  is defined a£ follows:

{ ОС oo

^ / i ( r ; ) : £ c U % r ; . ) ,  n < R  
i= l  i= l

where the infimum is taken over a ll possible coverings o f the set E  by countable 

collections of balls, while the quantity H  (E) =  1іш я-ч о ̂ n ( ^ )  is called the Hausdorff 
Л-measure for E. For h(t) — tn . a >  0, we write H n instead o f H '" . The Hausdorff 
dimension is defined as follows:

dimnE =  in f {« : H [{E )  =  0} .

3. T h e  m a in  resu lts

In the definition of Lebesgue points of a function /  € Lr (X ), p >  0, instead of 
the integral averages fa ,  we use the best approximations 1ը^f -  The next theorem 
shows that the results, proved for averages /в , remain valid for such defined Lcbcsgue 
points.

Theorem 3.1. Let a  € (0,1], 0 < p < 7/ ո ՛ and f  6 M £(X). Then there exists a set 
E  С X such that CapП։Р(Е) =  0 and for any x  G X  \  E the following lim it exists:

(3.1) lim  =  / '( * ) •
r -»+0 Щ т - . П *  J  \  /

6
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Besides, we have

(3.2) Urn /  | / - r ( x ) | " d , i  =  0, ֊  =  ֊ ֊ ֊ .#•-♦+0 j  q p i
B(x.r)

The result of Theorem 3.1 for classical Lebesgue points is well-known. In the ease 
X  =  R ", p > 1, о  =  1 it  was proved in |2], for p > 1, a =  1 Theorem 3.1, without 
relation (3.2), was established in |8], for the case p >  1, a =  1 and 1 /q > 1/p -  a/7 

it  was proved in [9|, for p > 1, a >  0 in |10] |12), and for p =  1. q =  1 in [13].

R em ark 3.1. In addition to the result of Theorem 3.1, for any x £ X \  E the 
following assertions hold:

1) if 0 <  I  <  q, then

В 1S B B i
2) if  0 <  I  <  q, then

г!Й о 4 5 Ա /  = /" (* ) ,
3) if  p > (in th is case q >  1), then

r!5+o /  \ f - f ^ ) \ gdp =  0,
B(x.r)

in particular, we have lim r -̂ +o fe [x ,r )  — /* ( x ) ՛

When preparing the present paper, the preprint [18] was published, where a different 
approach to the definition of Lebesgue points was proposed. This approach is based 
011 the use o f the quantities

(3.3) m j(£ ) =  in f {a 6 R : ц({х  G E  : /(x ) > a}) < <*/x(£)}. 0 < S <  1/2,

whicli are called й-medians of a measurable function /  over the set E  С X  of finite 

measure.
The main result of [18] concerning the spaces M£[X) (in [18] also was considered 

Besov and Triebel-Lizorkin type spaces) is that the result of Theorem 3.1 holds when 
the best approximations Іщ т г)/  are replaced by medians msf (B(T.r)) for any 0 <

6 <  1/2, that is. in Theorem 3.1 the relation (3.1) can be replaced by

(3.4) lim  mSf(B (x ,r))  =  /*(x ).
'  I  r -» + 0  7

We show that in  a sense these two approaches are equivalent, and hence the above 
cited result from [18| can easily be deduced from our Theorem 3.1.

7
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C oro lla ry  3.1. Let a  € (0,1]. 0 < p < 7/a  and f  € M g(X). Then there exists a set 
E  С X . such that CapQiP(E) =  0 and fo r any x  € X  \  E  and any 0 < 5 < 1/2 the 
relation (3.4) holds.

A nonnegative function 1/, defined on the a algebra o f Borel sets from X , is called 
an outer measure if  it is monotone (that is, E i С Eo implies ս (£ շ) < u(E2)) and is 
subadditive w ith some constant a„, meaning that for any sequence of Borel sets Ek 
the following inequality holds: v(\Jk &k) < au Tlk u№k).

Let h be a given gauge function. We w ill use the following condition that connect 
the underlying measure //. and the outer measure v\ there exists a constant. c„, such 
that

In the theorem that follows, in terms of the above condition, we give an estimate of 
the complement of the set of points at which the relation (3.1) is satisfied for functions 
from the classes M g{X) for all p > 0 and a >  0. We w ill consider gauge functions h 
of the following form:

where if : (0. 1] —> (0, 1] is a positive increasing function for which <f{t)t a decreases.

Theorem  3.2. Let a >  0, 0 <  p <  7/a ՛ and f  € М%(Х). Let и be an outer measure 
satisfying condition (3.5) with a gauge function h of the form  (3.6), such that

Then there exists и set E  С X  such that v{E) =  0 and fo r any x  € X  \  E the lim it 
in (3.1) exists and the relation (3.2) is satisfied.

Observe that и =  Capo p satisfies the condition (3.5) for ip =  1, for which (3.7) 
is not satisfied. Hence Theorem 3.1 cannot be dcduced from Theorem 3.2. As an 
example of outer measure 1/  satisfying conditions o f the theorem can be considered 
the modified Hausdorff measure %h, from which we obtain the following result.

C oro lla ry 3.2. Let a >  0, 0 < p <  7/0 and f  € M *(X ), and let a gauge function 
given by (3.6) satisfy the condition (3.7). Then there exists a set E  С  X  such that 
J ih(E) — 0 and fo r any x  € X  \  E the lim it in (3.1) exists and the relation (3.2) is 
satisfied.

(3.5) //(B) < c „ - —\- for all balls В С X , г  в <  1.
Ыщщ

(3.6)

(3.7)

8



A sim ilar result cau be stated in terms of medians nA(B(x, r)), instead of the best 
approximations Іщ х ,.)/•

C o ro lla ry  3.3. Let a  >  0, 0 < p < 7/a  and f  e M£{X), and let a gauge function 
given by (3.6) satisfy the condition (3.7). Then there exists a set E  С X such that 
ԴՀh(E) =  0 and fo r any x € X  \ E  the lim it in (3.4) exists and the relation (3.2) is 
satisfied.

FINE PROPERTIES OF FUNCTIONS PROM HAJLASZ-SOBOLEV CLASSES

Note that this result, without relation (3.2), for a € (0,1] and p € (0,1) was proved 
in (22].

at least locally. Indeed, we fix the ball Bq =  B(xq,Rq) and let В be a ball that is

following result.

C o ro lla ry  3.4. Let a >  0, 0 < p < 7/a  and f  € M£(X). Then there exists a set 
E C X ,  such that dimH(£ ) < 7  -  ap and for any x e X \ E  the lim it in (3.1) exists 

and the relation (3.2) is satisfied.

Our next result estimates the sizes of the complement of a set on which the 

“averages” Іщ ж r ^ f converge with a specified rate.

Theorem  3.3. Let 0 <  a, 0 < p < 7/a  be given, and let и be an outer measure 
satisfying the condition (3.5) with h of the form (3.6) and a function <p satisfying
(3.7). Then fo r any function f  6 Afg(X) there exists a set E  С X , such that 1/(E) = 0 

and fo r all x  6 X \ E  the following relations hold:

The classical content t f f  satisfies the condition (3.5) with function h{t) = Ր  &

contained in  Bo, then by doubling condition we have /t(Z?) > Therefore
§jq

Ilencc taking into account the subadditivity of the content # f  wc can state the

(3.9)

(3.8) lim  [v>(r)]֊1  [/•(*) ֊  /& ,г)Л  =  0, 
r—►+0

rUmoM O ) " 1 K № > r)) ֊  /• (* ) ] =  °» 0 < 6 Հ  J/ 2’

(3.10)

9
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Notice that, the set E  in Theorem 3.3 satisfies the condition 

j((»֊fi)P(E) =  W -< a-*b (E )  =  0 

for 0 <  в <  a  (see [14, Theorem 2) in the case p >  1 and <p(t) =  t^).

R em ark 3.2. A ll above stated results remain valid for the homogeneous versions 
Mg(X') o f Ilajlasz-Sobolev spares, which are defined to be the sets o f measurable 
functions /  satisfying Da[f]  Ո  I^ (X )  փ  0 .

4. A u x il ia r y  n o t io n s  a n d  r e s u lts  

We first examine the behavior o f the best approximations Іщ х

Lem m a 4.1. I f  f  € C (X ), x  6 X  and p >  0. then Hm  ̂Іщ с r^ f =  f (x ) .  I f  f  € 

LP(X ), then the lim it ^  r) /  exists ц -almost everywhere.

The first assertion is obvious, while the second was proved in  |15, Lemma 7| (see 
also [24, Theorem 2| and [25, Lemma 2|). Lemma 4.1 shows that for nonsummable 

functions, in the definition o f Lebesgue points the integral averages fo(x.r) can be 
replaced by the best approximations Ig )x r . f .

The basic tools in the proofs o f the main results play the Մ -  oscillations:
i/p

APU ,B ) =  I /  -  /a ')/ | p rf/i

where В  С X  is a ball, and the corresponding maximal operators:

ш | 1  i  SUPT^M/'B),
0 Э х

where the supremum Is taken over a ll balls В  containing the point a-, and a > 0,
■p / 
lo c ՝f < = L * t X ) , P >  0.

Lem m a 4.2. Let a, p. Ѳ >  0. The following assertions hold:

1) i f  B \. В-հ С -Y are two balls such that By С 5 շ and 0 <  гл, < гц.։ , then

(4.1) I / ! ? /  ֊  / g / і  <  л „ ( /, B i) +  ( ^ ) 1 '  M f .

2) fo r any ball В  С X  we have

(4.2) Ae{ f ,B ) <

>/i>

\u
10
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if, in  addition, p <  7/a . then

(4.3) < r% (-f [A W f}» d i) \  , when -  = - ֊ ֊ .
\e  /  Ш  /

P roof. The inequality (4.1) was proved in [15, Lemma 5|. The inequality (4.2) can 
be obtained by averaging over у 6 В  of the obvious inequality

Ao(f,B ) <r% AW f(y) for y e B ,

while (4.3) is proved in [15, Theorem 2[.
The next lemma follows from the so-called self-improvement property of the Роіпсагб 

inequality (see [15, Theorem 6)).

Lem m a 4.3. Let 1/0 < l/p  +  r t/7. -Thbi for f  € \f£ (X ) and g e Da[f]
i/e

AP(f,B )< r» D ^ g ° d i i

Next, we preseut results containing descriptions of classes in terms of maximal 
functions (see [23, Corollary 3.1|. and also [15, Theorem 4[).

Lcinm a 4.4. I fa ,p  > 0 and /  6 IP (X ), then
1) from A a ]f  e LP{X) fo r some 0 >  0 follows f  € M£{X),

2) from f  € M £(X ) follows € LP{X) for 1/0 > max {1/p -  a /7,0}.

Lemma 4.5. Let a ,p  >  0. / /  /  6 Л Г£(Х), ф € f fa(X) and is bounded, then fo  t  
M £(X ). Besides, i f  ф(х) =  0 /o r x  6 X \ E ,  then for any function у G Dn[f]C\Lp{X) 
we have

( 9  • ll̂ lloo + I/I • IM I/m *)) x *  € Da[f<t>) ո  Щ Х ).

The result o f Lemma 4.5 is known for p >  1 (see [8, Lemma 5.20) and [9. Lemma 
2.5J). The proof is similar in the case p > 0. The next classical lemma can be found 
in  J2G) (see also [27, Lemma 1.6]).

Lemma 4.6. Prom each covering of the set E  С X  by balls of boundeil diameters ran 
be selected at most countable set of mutually disjoint bul k  {/?*} satisfying Й с Ц  5/?i-

For a measurable function h we introduce the Л-‘fractional” maximal function:

Mh,Pg{x) =  sup ^Л(гд) J  I #  d p j

11
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In the special case h(t) =  1 we obtain the usual modified Hardy-Littlewood maximal 

function:

Mpg(x) =  sup ( j

for whicli for 0 <  Ѳ < p the following standard estimates hold (see, e.g., (1, §1.3)):

(4.4) ||3tffl/JUp(_Y) ~  II/Hlp(X)

In the next lemma we collect the necessary properties of /^ “fractional” maximal 

function.

Lemma 4.7. Let p > 0 and v be an outer measure satisfying the condition (3.5). 

Then the following weak type inequality holds:

(4.5) и {x  € X  : M h.Pg(x) >  A} <  Ռ  № 11լ*(*)) • 

arid i'(Eh,p\g]) =  0 fo r any function g € Մ { ճ ) ,  where

Eh,P\g1 := e X :  H m ) Л ( г )  j  Ы р й / х > 0 І .

B (x .r )

P roof. We first prove the second assertion o f the lemma. By subadditivity of
measure i/, it is enough to show that v(E \)  =  0 for A > 0, where

Ел =  < x  € X  : lim o h(r) j  gp d\i >  A > .

I  B(x,r) J
Let 0 < S <  1. I f  X € E \, then there exists a ball Bx =  B (x ,rx), where r x 6 (0, Ճ), 
such that

(4.6) h(rx) gpd fi>  A.
в.

By Lemma 4.6, from the covering {B x : x  6 Ел} it can be selected a t most countable 
subset of mutually disjoint balls {B 4 =  Bx,}  satisfying E \ С Ա  5B*.

Hence taking into account the subadditivity o f i/, and conditions (2.2), (3.5) and
(4.6), we can write

HEx) < «/ £  J > № )  < £ > ( В 0 /М г<) <

~  T 5Z  [  9pd i i < \  f  gp d/i —» 0 as 5 -> 0. 
л i JBi A A j,B .

12



The last relation follows from absolute continuity of the integral and continuity of 
the gauge function h at zero, because by (4.6) wc have

,l (և) - 52 J в11 d / i<  f gp d p-+0 as 6 -> 0.

Repeating the above arguments for the set {Mh<pg > A}, we obtain (4.5).

Lem m a 4.8. Let p >  0, 0 < 0 < a, and let the outer measure v satisfy the condition
(3.5), where h(t) =  Then for f  € Lpoc(X ) the following inequality holds:

£  > A} d \  <  f e t , .

This result can be found in [20] (see Theorem 2 and the remark at the end of §2 
in [20]).

Lem m a 4.9 ([10,11]). Let £ c ^ , 0 < n < l , 7 > n p  and p >  0. Then the following 
assertions hold:

1) the capacity CapQ p is an outer measure and

Cap QiP(E) =  in f {CapQ p(0 ) . E c O . O  is open} .

2 )  fo r Ь е Х , 0 < г < 1  CapQ p (B(x. r)) <  (B(x, r)),

3) fo r  0 < 0  <  a Capa p(E) =  0 =► CapS,P{E) =  0.

5. A W E A K  INEQUALITY FOR CAPACITIES

To prove the main result of the paper, we need a number of results, which can 
also represent an independent interest. Such results arc weak estimates of capacities, 
which w ill be obtained using a discrete maximal function. To define this notion, wc 
need some prelim inary work. We start with lemmas on coverings and on existence of 

partition o f unity (see [9])

Lem m a 5.1. There exists a number N  € N, such that for any r  > 0 a family of 

finite or countable balls {В (х і, г) } ” 1 con be found to satisfy
90 OO

X  С U  В(х і,г), VB(xi.Or) < N.
»=i

Lem m a 5.2. Let 0 < a <  1 andr > 0. For the balls {£ (x „ r ) }  from Lemma 5.1 there 
exists a collection of functions {& } С H „(X ) possessing the followng properties: 

1 ) 0 < ф і < 1 ,

2 )  ф і ( х )  =  О, X  6 X  \  В { х і , 6 г ) ,

FINE PROPERTIES OF FUNCTIONS FROM HAJLASZ-SOBOLEV CLASSES ...
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3) фі(х) >  с, X  € В (х і,3r), where constant с >  0 depends only on ap from (2.1),

4) ll0t ll«a(A-) ~  r "°«
OO

5 ; £ ծ ( * )  =  ւ.
1=1

Now we are ready to define the discrete maximal function. Let r  > 0 and { f l,  } be 
a covering of X  by balls B(.r,, r) from Lemma 5.1, and let Фі be the functions from 
Lemma 5.2. Define the discrete convolution of function /  by

(5.1) Л М = £ А м ! | 1 1 1
t=J

and the discrete maximal operator by

M *f(x ) — sup f Tj (x), 
i

where { r , }  are in some way enumerated sequence o f rational numbers from (0, 1).

Note that 'n the standard definition of the discrete maximal function (see [9], [13]) 
is used the integral averages. In our case, these averages are replaced by the elements 
of the best approximation I vBf .  Now we proceed to prove a number o f properties of 

the discrete convolution and discrete maximal function. We w ill follow the scheme 
from (13].

Lemma 5.3. The operutor of discrete convolution is bounded in the spaces L l'(X )  
and M%(X), that is.

(® -2 ) І І / г | | і . * ( Х )  І І / І к " ( Х Ѵ

(5-3) WfrWmx) < WfWmxy

Proof. We first prove the inequality (5.2). We have

f  ւ / , | 'փ < ք ; /  W ^ € ^ E > 4 p < ) \ M f £
JX i= l JX i= l

Using the following easy verified inequality | / ^ '(/ | p < f 3B \ f \*d f i and taking into 

account the bounded m ultiplicity of the intersection of balls 6B, (see Lemma 5.1), we 
obtain

m u X ) < ± f  \ ք ? < Կ ւ < [
՜ ձ  JsBi Jx

and the inequality (5.2) follows.

14



To prove the inequality (5.3), we follow (13], and produce the а-gradient for /, and 
prove that this gradient and the function f r  belong to LV{X). Wc use the notation 
В, =  B {X i,r ) , and represent f T in the form

ՉԹ

ա  =  i / ( * ) i+ y . m * )  [ l4 Й ./І -  i# ) i ]  ■ 
tel

I t  is easy to sec that g + gt 6 D  [ / r], where g € D [/] and gt is the generalized 
Qgradient for <pi p / ^ / l  -  | / | j.  Using Lemma 4.5, with some constant с > 0 wc have

' ( p r lz  ֊  +  я) * « ,  e D  [ *  ( | / 2 , / |  ֊  l / l ) ]  ■

Let X  G GBi, then 3Ві С B[x, 9r). Wc write the obvious inequality

I/(*) ֊  | § i  < l/w  -  & Л
and estimate the terms on the right-hand side separately.

Մ  at a point x  the relation (3.1) is satisfied, then using Lemma 4.3. we can write 
the following chain of inequalities

I/0 0  ~  Jfl(x.9r)/| -  5 2  Ks(L,32֊i r ) /  ՜  ^B(L.3‘-ir)/| ~  
j =0

<  £  A p U - B (x ,  S‘ - ' r ) )  <  £ )  ~ M g g .
J=0 jmO

The pai՝ameter Ѳ wc choose to satisfy the condition of Lemma 4.3, that is.

/«. .4 1 1 І 1(5.4) -  <  -  <  -  +  - .
p Ѳ p 7

To estimate the second term, we again use Lemma 4.3 to obtain

№ 1 » ) ! -  Ш , ! \  £  M i . B ( x , 9 r) )  <  r “ M №

Thus, for almost all a* £ X  (see Lemma 4.1) the inequality holds:

implying that c(g +  M eg) € D [fT]. Taking into account (4.4), we obtain iuequality

(5.3). , □

Lemma 5.4. The discrete maximal function acts boundedly in  the space Af£(X), 

that is,

(5.5) ||M 7 llif( ;o  ~  H/llMjJW-

15
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P roof. In Lemma 5.3 it is shown that the function c(p +  M##) (where g is any 
a-gradicnt of function / .  and в satisfies (5.-1)) is an a—gradient for the discrete 
convolution f r  for any /՛. Hence, by (2.3) this function is also an о gradient for 

M * f .  Write the inequality

if
where V indicates that the sum is over those indices i. for which x  € C ii, (by Lemma
5.1, the number o f such indices is bounded by a constant, depending only on 7). We 
choose a number Ѳ to satisfy (5.4), and estimate each term on the right-hand side of 

the inequality

І4 Й /І < AP(/,3B ,) +  | / | Ч Ц  ՚  < АРи ,в в ,)+ м в/(х ).

Using the self-improvement property- of the Роіпсагё inequality and Lemma 4.3, we 

obtain

Ш < М ѳ 9 ( х )  +  МѳПх),

implying the inequality (5.5). The proof of Lemma 5.4-is complete. □

Now we introduce one more maximal operator:

M ,f(x) =  sup \ l f t \ .
В б * .г и < 1

The next lcinum asserts that for the operators M i f ,  M pf  and A qJ  a weak type 

inequality by capacity holds.

Lemma 5.5. Let f  € M £(X), then

(5.6) C4> „, [x : (T/) (х )  >  A} <  М ! ! к ш ,  A >  0,

where as T  can be taken any of the operators M j f ,  M p/  or Aof.

P roof. Observe first that the inequality (5.6) for T  =  A q follows from Lemma 
4.8. Indeed, for given A > 0. by Lemmas 4.3 and 4.8 we get

A (C a p „„ { Հ - 1/  >  a } ) '7'  <  Ц % - ‘ СВр„.„ { A ^ f  > « }  d tj <

<  S s f f l iw )  Ճ  ll/ ll

To prove the inequality (5.6) for T =  M i,  observe that

M j f H  < с ( A ^ f ( x )  +  A T /(* ) )  •

16
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FVom the previous inequality, using the fact that the assertion is already proved for 
Л ц , we obtain

C<4V„ ( M lf  >  A) <  Cap„,p ( а Р /  >  А )  +  Capo p ( л Г / >  <

,  H / l l«  „  ( . . . .  AN

Thus, i t  remains to show that

гл ( кжщ A ՜\ ^, Ц / &
Р п ,р  \ м  f >  2 с )  ~  ЛР ՜

To prove the last inequality, we use the definition of capacity to obtain

Capч ( м Ѵ > А

Therefore
„  . . . .  v4 J l /Гмя
Capa,p ( A / , / > A ) < ^ p . .

Finally, the inequality (5.6) for operator M p/  follows from the above proved inequality 
and M pf(x )  < A ^ f ( x )  +  M jf(x ) .  Lemma 5.5 is proved.

6. P r o o f  o f  T h eo rem  3.1 a n d  i t s  c o r o l la r ie s

We define

Ո /( * )  =  0<г1̂ _ >0І/ в(11г ) /  -  l{B{x.R)f\՝
and show that

CapQ,p {t € X : П /( і)  > 0} =  0.

Taking into account that the Holder class Ha(X) is everywhere dense in А д а ) , for 
e > 0 the function /  can be represented in the form /  =  J\ +  /շ , where / i  6 Ha{X) 
and \\f2\\M, <  e.

For any y,z  € X  we write the obvious inequality

I ֊  < V I  <  ֊  /(» ) I +  р і л  ֊  Л (,)|+

+\la l,r)h  -  Л(ѵ)І + VbL r)! -  /(■»)! + Ѵщ.*)Ь -  Л WI+
+ і4 1 я )Л  -  A W i+ | | & , , л  -  4 'Ա / * ւ + Ա Տ ? .,)*  -  4 1 я )Л і.

and average it  by у € B(x , r)  and z 6 B(x, R) to obtain

l4 & „ /  ֊  < , « ) / !  S  M l - B M )  + A ,№ ,% r ) )+

+ ճ ր ( /շ , B (2T, r)) +  Ap(f. B(x, R)) +  Ap(f\,B (x , R))+

+A p( f2, B(x, R)) +  |J «  >r)/ ,  -  4 1 л , / i l  +  і ф /շ  ֊  / й л Л|.
17
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The first six terms can be estimated sim ilarly as follows. Using the inequality (4.2) 
and Lemmas 4.2. 4.7 and 4.9, wc concludc that the following relation is fulfilled 

CapQp-almoet everywhere:

Ap(f. D(x. r)) < r °  I j  [ A ^ f ] pdti J —» 0 as г  —► + 0.
\р М  I

Besides, in view of continuity o f f \  and Lemma 4.1, for any .r € X  wc have

«,/.!=<>•

Therefore, Cap,, p-almost everywhere

ВДж) <  Ո f 2(x) <  M th ix ) .

Also, by Lemma 5.5 for any A > 0 we have

C a p „,„{!!/ >  A} <  Сар0іІ){Л///2 >  A} <  <  ( £ ) '.

Hence for any A > 0 wc have CapQ р{П / >  A} =  0, and the result follows. Theorem 

3.1 is proved.
Now we prove the assertions in Remark 3.1. Observe firs t that the assertion 1) 

immediately follows from Holder inequality. To prove the assertion 2), the inequality

ՀԼ)/ ֊ 4'<L/r s l/to) - 41г,/І* + l/to) ֊ -С,,)/!*
wc average by у € B{x, r)  to obtain

I 's d , ) /  -  4 1 . ) / !  S  Л с |  B (x, r)).

The right-hand side of the last inequality tends to 0 as r  —> +0. which implies 2), 
since in view of (3.1) and (3.2)) we have Іщ ^ r^ f —> f ' ( x ) .

To prove the assertion 3), for q >  1 we write the obvious inequality

1/e /  i  i/q

S. A BONDAREV, V. O. KROTOV

I I  +

/  \ l/4

+ и & , . ) / - / в ( , . , ) і< 1  j  Ц - й Щ с »
W*r> ,

and observe that by Theorem 3.1, the right-hand side of the last inequality tends to 
0 a s r-+  + 0, implying the assertion 3).

18
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To prove Corollary 3.1, we need an inequality for the difference of the best approximations 
1ը’^ք and medians m*(B).

Lemma 6.1. For any ball В С X  and any function f  € Lfoc(X ) the following 
inequality holds:

(6.1) K ( B ) - / g " / l<

Proof. The result easily follows from the foUowing elementary properties of medians 
m 6j  (hoc |21j, and also |18. Lemma 2.7|):

m*f (B) +  a =  msf+a(B) for a € R, \m){B)\ < mfn {B),

т іЛ(в ) < ( ֊ ^ ш > '< і/і ) І/Р, p > o.

Indeed, using the above properties, for any ball В С X  we have

K m  -  ' b ’ / i  <  ы , , (B) <  | | Լ  і /  ֊  1f r r </,.)' , r ,

implying (6.1).

Now. the result o f Corollary 3.1 follows from Theorem 3.1, since by the inequality
(4.2) o f Lemma 4.2, and Lemmas 4.7 and 6.1 (see also property 2) of capacities from 
Lemma 4.9), for a ll 0 <  6 < 1/2 we have

C ap „,,{i € X  : rMm(i |m }(B (i,r)) ֊  /<£ r)/| > 0} = 0.

7. P ro o f  o f  T heorem  3.2

Let the numbers 0 <  r  <  1 and n € N be such that 2 ՜"  < r  < 2~,,+ I. Then by 
Lemma 4.2 (see the inequalities (4.1) and (4.2)) we have

Hencc, wc can use Lemma 4.7 to obtain

v{ x e X :  > 0} =  0,

showing that it  is enough to check that the sequence { / ^  2֊ „)}  converges ^-almost 
everywhere.

19
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Let m  >  n find Bn ■  В  (ж, 2 ՜ " ) .  We again use the Inequalities (4.1) and (4.2), to 

estimate the difference | / j j j^ /  -  ^hJ, / 1՛  to  obtain

as n -» 30 at each point x  6 X  for which M л,р/ ( х )  <  oo, and hence, by Lemma 4.7, 

the convergence is (/-almost everywhere. Theorem 3.2 is proved.

everywhere, since the conditions 1K ,(E )  =  0 and !Kh(E ) =  0 arc equivalont. So, i t  

remains to apply Theorem 3.2 w ith  i> -  IK{‘ . Corollary 3.3 imm ediately follows from  

Lemma 6.1.

8. Proof of T he o re m  3.3

We prove the convergence for the elements o f the best approxim ation, th a t is, the 

equality (3.8). Then the result for medians (3.9) w ill follow from  (3.8) and Leinma 

6.1.
Let E I be the complement o f the set o f points x  € X  satisfying the relation:

I t  follows from Theorem 3.2 tha t v ( E \ )  =  0.

Let X € X  \  E i,  0 <  r  <  1 and B j  *  B (x ,2 ~ *r). Applying the inequalities (4.1) 

and (4.2), from Lemma 4.2 we obtain

• »» \g t J  \  //,it

To prove Corollary 3.2 i t  is enough to  show tha t the lim it (3.1) exists -almost

20



P IN K  PR O P E R T IE S  OK FU N C TIO N S PROM  ІІАІІ.АЧ/, HOIIOI.KV ОІ.ЛНЯКЯ

and the last term  tends to  0 ш  г  -> + 0, provided that 

lim  M r)  /  [A {p)f ] p НцшО.
r - * + 0  J B ( r , r )

Applying Lemma 4.7 w ith  g  =  As, f t  we obtain is ( E i )  =  0, where 

=  < X € A' : П т  h(r) I  \ №  I Y  <Ш >  0 V .
I  r -> + 0  r) J

Thus, on the complement of the set E m E\  U E j the relation (3.8) in fulfilled. 

Now we prove the relation (3.10). I t  follows from inequality (4.3) that

i*wr‘ {լ.,:* - ig S g l ~ m  **Г-
and for X € X  \  £’շ the right-hand aide of the laat inequality teuds to 0 a* r  -> + 0. 

Therefore for any x  €  X  \  E  we can write՜

Ш о  M r ) )  ՜ 1 ^  I /  -  W T  d f} j <  Д т 0 ( I r ) ] ՜ 1 | / ( x )  ֊  i j # , . r ) / | +

+ JS b W r) ] - 1 ( Լ ւ / - է ) / ք ^  %

and (3.10) follows. Theorem 3.3 is proved.
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И Н Т Е Г Р А Л Ь Н О Е  П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Е  И  Т Е О Р Е М Ы  
В Л О Ж Е Н И Я  Д Л Я  М У Л Ь Т И А Н И З О Т Р О П Н Ы Х  П Р О С Т Р А Н С Т В  

В  П Л О С К О С Т И  С  О Д Н О Й  В Е Р Ш И Н О Й  А Н И З О Т Р О П Н О С Т И

Г. А. КАРАПЕТЯН

Российско- Армянский (Славянский) Университет 
E-m ail: G am ik_ Kwrapetyan@yalwo. com

А н н о т а ц и я . В д а н н о й  статье получены подходящие и н т е гр а л ь н ы е  п р е д 
ставления для функций из Соболевских мультианизотропных пространств 
и применены для получения теорем вложения для этих пространств.

M S C 2010  n u m b e r: 12Е10
К л ю ч е в ы е  слова : интегральное представление: теорема вложения; соболевское 
мультианизотроішое пространство.

В в е д е н и е

Теоремы вложения функциональных пространств для дифференцируемых функ

ций возппкла в работах С .Л . Соболева [1|. [2], где с помощью проекционного 

оператора доказывались теоремы вложения для изотропных функциональных 

пространств. В  дальнейшем, исходя из различных вопросов физики и техники, 

изучались более общие пространства, которые назывались анизотропными про

странствами С. Л . Соболева. Для таких пространств были получены интеграль

ные представления (см., например. [3] |7|). Все эти результаты и истории во

проса можно найти в книге (8|. В дальнейшем, применяя полученные интеграль

ные представления, были доказаны различные теоремы вложения для этих про

странств (см. например, (4) |7), (9) (11) и монографию (8)). В дальнейшем, ко

гда Л . Хермандер (12] ввел класс і ипоэллиитических операторов, стали изучать 

мультианизотропные пространства С. Л . Соболева. Долгое время не удавалось 

получить подходящее интегральное представление для функций из этих клас

сов. В  данной работе получено такое интегральное представление для функций 

из мультианизотрониых пространств, с применением которого получены теоре

мы вложения. При получении соответствующего интегрального представления, 

используются ранее полученные интегральные представления |13) и |14|.
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1. Я д р а  и н т е г р а л ь н о г о  п р е д с т а в л е н и я  и  и х  с в о й с т в а

Пусть R2 -  двумерное пространство, Z * множество двумерных мультиин- 

дсксов, т.е. а  =  (« ւ,« շ) 6 если « 1 , a-շ целые неотрицательные числа. Для 

Հ ,ղ  €  Я2, a  € Z + ,t >  0 обозначим через t4 =  ( i41 (С.*?) =  Cityi +  £2^2*М  =
«1 +  <*2»£° =  Dk =  D Q =  обобщенная соболсвская произ

водная.
Для конечного набора мультииндексов через Н  обозначим наименьший вы

пуклый многоугольник, содержащий все точки данного набора. Н  называется 

вполне правильным, если а) содержит точки в начале координат и во всех ко
ординатных осях, б) внешние нормали всех одномерных некоординатных сторон 

имеют положительные координаты.
Пусть Н  вполне правильный многоугольник. Через Н \ ,  t  =  1 ,..., М  обозначим 

некоординатные стороны многоугольника Н . Пусть /**,* =  1 ,..., А / такая внеш

няя нормаль стороны Я /, что уравнение данной стороны задается формулой 

(а ;//1)  =  1,« =  1,..., М . Обозначим также А =  (А і, Аг) =
Известно (см. [15]), что если оператор P (D ) с вещественными коэффициен

т а м  гилоэллнптичеи, то характеристический многогранник дашюго оператора 

вполне правильный, и вершины имеют четные координаты. Для таких операто

ров в работе [14] было получено интегральное представление через гипоэллип- 

тический оператор. В настоящей работе будем применять идеи работы [14].

Будем рассматривать случай, когда многоугольник Н  имеет одну вершину 

анизотропности, т.е. вершинами многоугольника Н  являются точки (0 ;0 ); (/і;0 ); 

(0;1շ); а  =  (<»ւ.£*շ), а  ՛օ շ  փ  0. Н \ сторона соединяющая точки ( іі;0 ) ; а =  ( « і, <*շ) 

и задается формулой ( /і1;/?) =  1 , Н \ сторона проходящая через точки (0;/շ ) ;  

а  =  ( о і, օ շ )  и задается формулой (/і2; 0) =  1 .

Для V >  0 и натурального к  обозначим

(1.1) Р (« /;0  =  Բ (ս ;Հ ս Հ շ )  =  (Վ  i ‘ )2k +  « ‘ £ a)2fc +  ( ,v $ ? k

(1.2) G o fa v) =  է ՜ * ™ ,  G ij  =  2 к { и ^ ) 2к- 1е~р^ К  j  =  1,2.3,

где a 1 =  (Z i,0 ),a2 =  ( օ ւ , օ շ ) , օ 3 =  (0 ,li) . Очевидно, что для любого значения 

параметра ѵ >  0; Go, G \tJ € S ,j =  1,2,3, где S =  S(H?) множество быстро убы

вающих на бесконечности бесконечно дифференцируемых функций. Далее обо

значим через Go{t: i/) ,G \։j( t ,  и), j  =  1,2,3 преобразования Фурье соответственно
24



И Н Т Е Г Р А Л Ь Н О Е  П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Е  И  Т Е О Р Е М Ы  В Л О Ж Е Н И Я  

функций Go(€; т.е.

(1.3) G?i,j(t; v) =  c - ‘(*= « G ,j({;i/)d e ,j =  1,2,3

R?

К ак известно, преобразование Фурье переводит S на S, т.е. G0(t; v)‘, G ij( t; и) 6 S. 
Изучим свойства Go, G ij-  Справедлива следующая лемма.

Л ем м а 1.1. П усть Ѳ и а такие числа, ч то  Ѳ • ц \ =  1; о ■ =  1, а N  такое
натуральное число, ч то  N0 и N o четные. Тогда для любого мультииндекса т  = 

(тпьгпа) и любого такого числа N  существуют постоянные числа a i,b i,a  (t =  
1 , 2) такие, ч то  для любого и : 0 <  ѵ <  1 имеют место неравенства

(1.4) I Д - G U t ;  „ ) |  <  е п ^ н - ՜ »  _  _ І  _  -  _  (а,| In И  +  «,), 

при щ  <  аг,

(1.5) <  у -  Я й< І-‘ І W ) ,  _  ̂  +  ( Ц  М  +  W ,

при а \ >  « շ,

( 1.6)

D mG \j( t,u ) \ < і/  S ^ k l + ( ^ ‘))(cillni/1 +  c2)

________________________ 1_______________________

( i  +  И *  ( ( Ш " °  + 1 ™ ))  ( ւ  +  * ֊ *  { ( կ է 2ք °  +  $ • ) ) '

при а і =  օ շ  =  a.

Доказательство. Сначала для любого мультиішдекса m =  (ա ւ ,ա շ )  изучим по

ведение интеграла

относительно и €  (0; 1).
Для этого достаточно изучить интеграл

ОС оо

1 = J  J Հ*')М)# А-
о о
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Р оі ^ 2 U ± i, то после -замены переменных Հ  =  ղ  интеграл I  прим ет вид
ЪСЛИ ^  m i 11 ’

г. А. КАРАПЕТЯН

«а

м> я?*"». . .  /■ /■ 2Ы1 -„'■'‘ С-»3 ^a ) „ aw2 . .
/ в | , ч И +<'й;й ) } / у  * /Г ,ЙГ*е

о о

տ  с „ - < И + < ...... ' n j j n r ՜ ” X

о о

О О

т.к. m i -  g  -  >  *• г л.м '* Л- ՝:. Й ѵ :-
Если же 2 1  > ■ то после замены переменных £ =  і/ ֊#і т) аналогичным

образом получи м , что /  <  Ct - ^ +(֊nv'll*)). Изучим случай, когда g - =  £ Է± }. 

Так как

1 _  (  1  1  ~ а Л \
еі

շ _ ք հ ^ ջ շ . լ \

-  V <*ւ • h  ’ Ш /

и ^  +  ^ > 1 , т о /і } > / і ? ; / 4 < ^ .  Разделим /  на следующие интегралы:

и  " І  | / ~ ' 4  «/“ * *}  0 0  0 0  І / - - 2  о с  ОО

է = J <1Հւ J ձՀշ + J ՃՀ1 J  ԺՀշ + J  ԺՀյ J  (1Հշ + J  (1Հ\ J  ԺՀշ
0 0 0 | й  , - н  0 Й І  В

=  / і  +  / շ  +  /з  +  І 4 .

Оценим каждое слагаемое по отдельности.

D / 1  произведя замену переменных Հ  =  ս ՜ ,լ г/, получим

/ ,  <  k - I H W #  j  I  d t ,l d m  <  с . „ - ( |л М + ( т : „ ‘ )1

О о

2 6
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В 1շ произведя замену переменных Հ — и բ г;, имеем

ւ/*՚ք •”<*! —„ " ‘ - '• і оо f  a y **1

յ2=ս-(ІмаІ+(т?я*» J J f/j"1 Պշ1*e՜7*'*'1 f~ \ 0,~ j (հ1Հ(1դշ<
о

< C i / " ( H + (m w t* ) )  J  J  e ՜ 1? ' *  e ' f a  )  *
о

< C f, - ( H 4 W ) >  J t m 'c - * ko'd t  J  <

0

<  і/_ Ф ‘аІ+ т̂ ; / , ’ ^ ( с і |  ln i/| 4- С2У

,.2 _ 1 ս ՞ շ  ՚՚ձ

т .к . m 2 — ^ ( ո կ  +  1) — —1, a vb  <  1.

В հ  после замены переменных Հ =  ѵ ^ г), имеем

«1  \  2ко«
1  է  ֊ I ,

7я =  I/ - ( І /*1 !+("»•-*

1 о
оо ЭкІ|

X < p-(lc‘IW )| J  J — ֊ і т <
О 1

<  С і /  И й Ч И »":/*1)),

Наконец, для Ա  сделав преобразование Հ  =  і/ ՜ '* ' 77 получим

/4 ̂ ^ » յ ] ^ ո ք \ Հ ոթ,ռ)''՚\:՝
1 1

X d  ( 77̂ 7/2)  Ц  <  С Ѵ - (І^ , І+(Т" ;#4,)) J r * e - ^ n id t J  — - Л / ,  <

О 1

Из полученных оценок для /* ,  к  =  1,2,3,4  с некоторыми постоянными с і,сг 

имеет место иеравенство

— п і л х ( | / і ' | + ( т ; / / ) )  . . ,
7 <  1/ •»>-з (С| I In  І/| +  Со).
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Г. А. КАРАПЕТЯН

Применяя полученную оценку докажем лемму 1.1. Рассмотрим G i, i{ t ;u ) .  Для 
любого мультииндекса ш  =  (тяг, т -շ) имеем

D " G \  , « ; * )  =  ֊  f  
’  2-к J

я*

Пусть Q i  <  Օ շ .  Если к  такое число, что %  <  то производя замену

переменных Հ  =  ѵ՜** *), имеем
00  00

|d"-Gu ((;„)| <С „-(і» ‘ і+("«-‘ !)у  J  , ™ . e֊ " ” " < * - dm<*» <
О о

<  С и - (^ ' ^ ( т У ) )

Слѵчай 2 1  >  ,n>+(2fc~x).*i оценивается как и выше при оценке I .
J Q j -  էՈդ
Оцепим v~N t ^ ' t ^ * 2 D mG \,\{ t,v ) . По свойству преобразования Фурье имеем

=  i -  J  v - n d £ ° 'D * a2e - i{t-()t™‘ Հ Ր 2k ( к і 1 ) 2  1  е~р(і,- ° г і£ і# 2 ,

՝  я 2
которое после интегрирования по частям сводится К  интегралу

— J  u-Ne-i(t՝VD?ta'D‘l a2 (к!1)2* 1 е"Я(,/'€)̂ dfrdfc,
щ

и вопрос сводится к  оценке интеграла

^ 1^ 2-v~N J  խ > Ո ? “2 (հհ ՝Հբշհ (̂ !')2k 1
я*

Для производной функции Ф(£)ер(Ѵ։̂  имеет место формула

Л К Ф И в '- М )  =  £  c J f jB '’ Ф ({ )  Ё
/3+тг=а ff, +...+<rl'»l=7 І= 1

ІДІ
где Cw  некоторые биномиальные коэффициенты, а произведение берется для 

тех (г3. для которых |aJ| > 0 . Следовательно, нуж но оценить следующие инте
гралы

оо со

"՜" Е  c\t J / ^ ( е г ч г ^ И Г ՜ ՛)
А + л ՛* հ  г \  /

< 7 ՛+ . . .+ < 7 ^ 1 = - )  j - 1 \ r = l  /
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Рассмотрим суммы в формуле (1.8). Степень £ і֊го  в данном слагаемом обозначим 

р і , а степень Հշ-ro - թշ. Если а) ֊£  <  то сделаем преобразование Հ =  і/՜ **' і/, 

б) յ է  >  р£+Т* то сделаем преобразование Հ =  в) ^  , как и выше,

разделим иитеграл на отдельные слагаемые и в каждом сделаем преобразование 

Հ  =  ѵ ~ ц і  т) или Հ  =  В каждом из случаев вычислим степень ѵ .  (Заметим,

что если Հ =  то £>| =  vW '^DP).

В случае а) имеем

v  N + { N a y ) + ( 2k  1 ) (1  1, . Հ )  Д | /» ( і - ( а ' ; / . , ) ) ѵ - ( | | * , | + ( т : і . , ) ) |

г=1

т .к  (N o t\ / і 1)  =  N , 11 • ц \  =  1 ; 1  — (a r ; / j 1)  >  0 t o  имеем, ч то  степень v  больш е или 

р а в н а  чем — ( j /ձ 1] +  ( m j/Հ1) ) ,  следовательно, в случае а ) имеем, что

| в - 'й л К 5 ) |  <  с і Г В В ^ И - * »

В случае б) сделаем преобразование Հ =  1/՜**%/, тогда в степени ѵ  все ц1 заменятся 

на թ 2 и так как / і  • / і2  <  1, [N a , f i2) =  N , 1 — (л г , / і2) >  0, то опять получаегся 

аналог случая а).

В случае в) после разделения интеграла на отдельные слагаемые, как и выше, 

имеем, что для некоторых постоянных а і ս  а2 имеет место неравенство
.  .  , I — піах (| «*  |-f(m;/i'

(1.8) DmGւ ,ւ (է ;ւ / ) |< ւ /  1 1  " ( d i l M + ’ва)

Оценка выражения v t i* G iti(t;v )  производится аналогично, если зам етить, 

что N 9  ■ f i \  — N  >  0. В итоге имеем, что для некоторых օ յ  и а2

Н И И  <  ^ • - “ < խ ,|+ (" ;" ' ) ) (<.ւ | 1ո , |  +  <4 ) ,

что и доказывает оценку (1.5). Неравенство (1.6) доказывается аналогично. До

кажем неравенство (1.7). Д ля этого оценим

I  =  ( і  +  и ֊ "  ( ( t , f a ) Ne +  U)N°)  ( l  +  ս ՜ *  {(tit2)Na + 1 * ) " * )  DmG\A[t,u) =

= — ք *-««*> (i + v֊ndN9 + v-ndn* + + v 2N {DxD2)NaD™
Щ  J

r 2N ( D M Na D2a + 1r 2ND?eD $°)  ( v f i ‘ ) 2* e " P(^ ))  <Հւ<Հշ.

Здесь каждое слагаемое оценивается как и в предыдущем случае, кроме послед

них трех слагаемых, где при вычислении степени и нужно учитывать, что если 

делается преобразование Հ  =  то N 6 ■ / і\  >  N , N o  • ц \  — N , а при преобра

зовании Հ  =  и ՜ 113 N 0 ц \  =  N , N o  ■ ц \ >  N  и во всех слагаемых степень и будет
29
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больше или рашіо чем — шах ( |/ t '|  +  ( т ; / і ՛) ) ,  следовательно, для некоторых по-
1= 1,2

стоянных С], օ՛շ имеем оценку

1 < С и  - 1 1 Ѵ (с і In ||/| +  c2).

□
Зам ечание 1.1. В неравенствах (1-5) -  (1 .7 ) м н о ж и те л ь  | In ;/| появляется  

только в т е х  случаях, когда в формуле (1 .8 ) е сть  слагаемое, для которого  ^  =  

^ ֊ ֊ . В остальных случаях неравенства ( 1-5) - ( /. 7) справедливы без м н о ж и те л я

IM -
Л ем м а 1.2. П усть  как и в лемме 1.1 Ѳ и а  та ки е  числа, ч т о  Ѳ ՛/ ւ յ  =  1 ; а  - / Հ շ  =  

1, а N  такое натуральное число, ч т о  !ЯѲ и  N o  чцтны е. Тогда, сущ е ствую т  

постоянные С \, Շ շ, Сз, С^ та ки е , ч т о  для любого и : 0 <  і/  <  1 и м е ю т м е сто  

оценки
Г ժ կ ձ է շ  _  і„ 2|

(1.9) /  ----------j —— —-г- <  С\ѵР I, при  а і  <  а-շ
У 1 +  t j ' - . + t w )

(1 .10) f ------------- , -г- <  С гіЛ К І, при а , >  օ շ
I  1 + » - » ( է ? “ 4 ի + է ! ք " )

Г (1է\մէշ

(1.11) I  0  +  { ^ No +  • ) )  0  +  ^  +  * ? * ) )  ՝

<  i/I** l(C 3| ln i/| +  C 4), при Qi =  օւշ *  а  

Доказате.пьство. Достаточно оценить интегралы от нуля до бесконечности. 

Пусть օ լ  <  օ շ ,  обозначим через

Г. А . К А Р А П Е Т Я Н

յ  _  [  [ __________ (ԱւԺէշ__________

I  I  l + U ֊ N ( t " a ' t% a* + t N 0y

После нрсобразоваішя т  =  ս ,լ է, имеем

<Х 30

/ = > ’1 [  [ — ,p p ._____ „И  ք £ ւ  Г 1 (Гі"ІТ2)
1 1  1 +  Հ * " Հ - + հ »  J ՜ * ]  /  щ.
0 0 0 1 О 1 +  f г  j 3 Т2 J  +  Т

О I

Обозначим щ =  т \ , і } 2  =  т "*т а , имеем
30 60

I  <  С > *1  [  [  - д ___ dn id ' t l

1 1 чГ ( ւ+ Հ ^  + ւյք™)՛
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Т .к. <  1, то  интеграл сходится и /  <  С і/И .

Аналогично доказывается неравенство (1.11). Докажем неравенство (1.12). 

Тик как « 1  =  ուշ =  or, то  |//.‘ | =  |/ і2|, //.} >  //?, следовнтелыіо /4  <  и ин

теграл разделим на следующие слагаемые
00 00

յ  [  [  ժէւմէշ

И Н Т Е Г Р А Л Ь Н О Е  П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Е  И  Т Е О Р Е М Ы  В Л О Ж Е Н И Я

1 1  ( l  +  * ֊ »  ( « , * , ) " "  +  c ) )  ( l  +  ( ( « .« ,) " "  +  « ? ') )

I/**1 I/1' 2 no I / "2  l/* * l oo  4 0  QO

=  J d t'i J d tշ  +  J d t\ J ժէշ +  J d t\ J dt. 2  +  J d t\ J (Է շ  =

0 0  p i 0 0 Я  ✓*? Л
=  Щ +  Щ  +  la  +

Теперь оцепим каждое слагаемое по отдельности.

В 1\ производя замену переменных է =  ѵ^т ), имеем

7 і <  С Л  /  / --------- ^ ----------<  с > ’ 1 =  с > ՝ \ .
I  I  І  +  Ы Ѵ 2) + V i °  ~

.2
После преобразования է =■ r\ 1շ примет вид

о с  1

Կ  =  Ж  [  Щ  f ------------ \  -  <  с > ’1 (  ֊ % ,  <  с>'1 =  с и  И .
/  /  l  +  ( 4 l 4 2 ) " “  +  4 f "  J  і + ч і ™ ՜1 о ------- - g  1-

Д дя /3 сделаем преобразование է =  іХ  ту, имеем

/з = > ‘« [  dm I  ____ ^ ____ < ,>*1 [  ՛եւ [ __
7 7 і + + ̂  ՜  У m i 1 + ( Ч іЧ а ^  +  Ч ^*

0

I 00 00 00

7 ѵг J  \  +  t N*  J  rn  J  l  +  t Na +  r i? ՞
0 1 0

В /4 сделаем преобразование է =  ѵ ^ т ]. Тогда

/ .  <  с ѵ И  J і ,  У  <  с > ’ 1 = С > '1.
У У 1 +  +  »/іѵв
1 1

Лемма 1.2 доказана. □

Л е м м а  1.3. Д л я  любого мультииндекса гп =  (m iim o ) и любого натурального 

числа N  сущ ествую т постоянные числа С і , і  =  1 , 2 ,3 ,4  такие , ч т о  для любого
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Г Г ,  при t t j  =  « 2

и > 1 имеют место неравенства 
( 1. 12)

I .1 л  — п іііі (І/յ՚ |+ (» ո;/ւ') )  1
{ и ч и м !  * л в  -  « I <  -

(L13)

\D mG \ j { t \ v ) \  <  Շ շ ս ՜ ( , й l+ ( ,', : f , , ) ) ----------------  — - ------ --------т т г у .  п р и  J  >  а 2
'  1 1 +  u ~ N  ( ք . ^ օ , է շ Ո0 +  է շ  )

(1.14)

I j r d j a ^ l  <  с ь у ~ л ( И + ( т * ‘» х

_____________________________ 1 ____________________________

* (і + »֊я ((«!<,)"" + (l + ((Աէշ)"° + С ]}

(1.15) խ ’"Օ Ա (է ;ւ/)| <  O j ^ W + f a l ------------J j - ------ — r
1 I |  1 + u~N \ ti + էշ )

Д о ка за т е л ь с тв о . К а к и в лемме 1.1 для получения оценок (1.13)-(1.15), напри

мер для (п ,і(4 ;і/) , нужно оценить интеграл
эр оо

I  =  J  J С Ч Г  е - Р Ы ) ^ 2 .
О о

Пусть о і <  «շ- Если ^  то после преобразования £ =  ս ՜ ,լ г/ и из того,

что Zi • /і{  =  1 , имеем

/ < С і/ ~ ( И + ("*:'*1)).

Если ^  > т ‘ +}> го после преобразоиания Հ  — и~''*т) имеем
9 0  ОО

/ ,ѵ - ( и+о-а**)) J („{‘-І.к!)
О О

- И 1! ! *г ՝  /х е  ՝  /  d r) id r j2 .

(  ( l —/іМ *) /, Հ 2*՜՜1 -

Функция (И  1 ’ ^ ւ ՚ յ  -е V ՛ /  ка к ф ункция от двух переменных

равномерно ограничено по і/ и по тд. Следовательно, имеем оценку
оо  оо

/  <  о ֊ ( И + М )  / у с г ^ - ' ^ Л щ Л щ  <  с Л Й + М ) ,

О О

■гак как | Է  >  Случай =  2Է±1 оцениваеі-ся аналогично.
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ И ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ 

Для оценки и) нужно исследовать интеграл
9 0  9 0

/  B f'-D j'- (с ч г  
0 0 <

К ак и при доказательстве леммы 1.1, применяя формулу производной функции 

Ф (()е **^ ' получим, что нужно оценить интегралы типа (1.8). Обозначим степень 
Հ հ через р \ , а степень &  - p-չ.

Если а) յ է  <  то после преобразования Հ =  ііХ іу, имеем

9 0  0 0

„-(]#»»|+(minl))-N J  J  uNDpLmVj]mi2k Л .
0 0

£  ը  Հ  յ շ  іщ іщ
' 0,1+ ...+ 0,1', 1=1 ՜  յ =|1 г =1

Выделим те множители uY~(a' ՝ * ') i f ' ,  для которых (а г ,ц 1) <  1 (т.е. это аз =
/  2/с (  ( ՜̂՜^շ^ւ) /д \  ՛

(0; /շ )). Д ля данного множителя имеем выражение: i2 ,‘l j § |  е V 1,2 /

которое равномерно ограничено и, следовательно, в этом случае, для интеграла 

/  имеем:

I  <  С і / ^ І ^ И " 4**1) ) .

Случаи յ է  >  и յ է  =  оцениваются аналогично. Оценим теперь 

v~ Nէ™ 'D " ‘G i 'i ( t :  и). Для этого нужно оценить иптеграл
00  00

Iг "  {  J  D™* (СЧГ (KS1)2A:֊1fi"P(,,!0) ՀւՀշ-
о о

Здесь, аналогично, учитывая то, что если делается преобразование Հ  — ѵ *  ղ, то 

в степени и появится показатель —N + N l\  չ ղ ,  но так как N l\ դ ղ  <  N  и ѵ  > 1, то 

степень можно оценить через единицу. Остальные рассуждения ана

логичны. Неравенства (1.14) и (1.15) доказываются аналогично. Докажем нера

венство (1.16). После преобразования Հ  =  ѵ~хг] имеем, что I  <  (7 ւ/- (1* 1+(՞»;*)). 

При оценке v~ Nt ^ lxD mG \\{ t \u )  в степени и кроме - ( |А |  +  ( т ;А ) )  появляются 

выражения типа (1 — (а г ; А)) 2к (г =  1,2,3), которые неположительны ((аг: А) > 

1) и так ка к и >  1, то |/( і- (« г ;*))2* <  1. В итоге имеем опять оценку



Г. А. КАРАПЕТЯН

Аналогично, как и в лемме 1.2, в случае ѵ >  1 имеем:

Д ем ма 1.4. Для произвольного натурального числа N  и мультииндекса т  = 
(m ,;m 2) сущ ествую т постоянные С і,С 2 ,Сз,Сл такие, ч то  для любого и >  1

(1.16) [ ------------ при t t l <  “ і
I  l  +  v~ N ( t ? a it * a* + ' • )

(1.17) f ------------- . Լ̂ 1(1է?---------------г- <  Շ շ Ա ^ Լ  при а і >  օ շ ,I  ւ + ^ Հ է ի է ^ + է ? 1' )

(1.18) У
(1.կ(1էշ

I  ( i  +  V - "  ( t ? a ' t : ? a* +  i f " * ) )  ( l  +  U֊N ( r e  +  *£” ’ ) )
<  С з і/І" I,

п р и  Օ ՜ւ =  Օ շ .

(1.19) / -------------ֆ ^ է շ ---------- л <  С4*/|А|.
I  1 +  v~N ( * " А‘ + « " Аз) х

Доказательство. Проводится аналогично доказательству леммы 1.2. П

2. У с р е д н е н и е  ф у н к ц и и  с  я д р о м ,  п о р о ж д е н н ы м  н а б о р о м  

м у л ь т и и н д е к с о в

Для любой функции Ս  рассмотрим усреднение с ядром усреднения С?о(£; ѵ)

(2 1 ) U y ( х )  =  —  J  U { t ) G 0 ( t  -  х :  u )d t

щ

Функция Uy (х ) обладает следующим классическим свойством, характерным для 
усреднения.

Лемма 2.1. П усть  1 <  р <  оо, тогда если /  €  L V{R?), т о  / „  G L P(R2) и 
\\fy\\ -4 0 при V —► оо.

Доказательство. Пусть и >  1. Так как C fi°(R n) плотно в І Р(Я 2), то для произ

вольного г. >  0 существует ф, € С’о°(Д2) такая, что | | /  -  ф, |І£р(л») <  «•
34



ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ И ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ 

Применяя неравенство Ю нга, оценим \\ք „\\լթ. Имеем

я2

2тг J Go (է ֊ х\ v) (/(<) ֊  Փէ (է)) d t  + ֊ ք շ 0 ( է - X ; i/)0f(i)dt 
Ra լ .  *  U

- հ INL!|/" +հ |°M L  =7ւ+/շ-
Оценим Д . Из оценки (1.20) при m =  0, ІѴ >  2 имеем, что

J |G0(t;i/)|di < CV-W J

լ .

dUdt
< C U

m  1 + ֊ - »  ( Հ *  + < ? '* )

которая получается после замены в интеграле переменных է =  Следователь
но, і  <  С і«.

Оцепим /շ . Опять применяя неравепство (1.20) имеем

Т. к. բ  >  1. и интеграл сходится. го /2 стремится к  нулю, когда і/ —» +оо. 

Лемма 2.2 . Если/  6 LP(R2), 1 <  р <  оо, т о  f „  €  LP(R2) и Ига ||/„-/||/,,(я » ) =  0.

Доказательство. Так как ^  /  G o(t;t/)df =  Go(0;i/) =  1, то /(.т) =  57 /  /(х )х
Я* я3

xG o(i; і/)Л  и для разности / „  -  /  имеем

/Л*) ֊ /(я) = ̂  J (Я* + О ֊ /(*)) С0(т; v)dr.
яа

Применяя обобщенное неравенство Минковского получим:

і |  -  / І І Х ,  <  ^  / 1  +  ’■ )֊ Л О І І І ,  |G o (t ; у )I dr.
Щ

К ак и при доказательстве леммы 1.1, можно показать, что дня любого нату

рального числа N  существует такое число С >  0, что 

fO  ON I / »  / —. .Л  I <  |A |+ (1 —(a ,A ) )2 k ------------------------- ^ --------------------

ւ4 ' 1' 1!-  ւ+„-*(Հ-՚+Հ1-)
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Пусть Л / >  О произвольный параметр, р \(х ) =  ( x f1' +  х%І3^ . Последний инте

грал представим в виде

ИЛ -  f h ,  J  ||/(. +  т) -  /(ОІІІ, |с„(г; *)| іт
Рк(т)<*М

+ с  J  ll/f- +  Г) -  ք(-)\\կ  |tfo(r^)| Лт =  +  л 2(„)
р> Щ щ ш

Учитывая неравенство (2.2), для ճ շ(//)  имеем

Ы » )  < 2 0 II/IU  (д, )4/-|Л |+(1-(а .А „и  Г ----------- ֆ ֆ --------------
ѵ ՚  У 1 4- u~N ( Т 1

Рк(т)>і/М g  + T 2 I

который после преобразования т =  ѵ^г) примет вид

J  I  - f i l l  ՜է՜ </շ 
Ра(*?)>А/

Пусвь М  =  յ / ՜ 1+7, где 7  G (0 ,1 ) пока произвольное число. Оценим последний 

интеграл с помощью А сферического преобразования (см. [8]), т. е. обозначим 

П\ =  r A,u/i,Tfc =  r Aawa, где ա ք ' -t- w |,a =  1. Если a =  m in (ю 2ЛГ̂  +  ш \т Л  на
ЯІ ЛІ ՚

многообразии ս»լ 1 +  w2 2 =  1 , то для Л2(г/) имеем
QO .

2  » І Л м -i)» 0 ՜ ^  /  /  ֊ ^ а ( Е Ц I  -ь

ОО

1/ - 1+1

Пусть N  такое число, что показатель и положительный, тогда А 2(і/)  0, когда
и ->  0.

Оценим Применяя лемму І . І  для случая ац <a2,m =  0 ,N  =  0, имеем

М ” ) <  С  sup ||/(- +  ѵ) ֊  /(•)IU „<«a)|/~ I [  clrjidm .

Ш ШШш

Так как |А| >  max |/t'| (это следуег из выпуклости многоугольника Я ), то суще

ствует число 7 ;7  €  (0; I)  такое, что 7 |А| >  шах |/і*|.

После А сферического преобразования имеем

. . . „  Т|АІ— max I//‘ I
Л ,М < С Ѵ  sup И/(■ + Ч) ֊ / ( - ) | | і „ (д !).

PA (*»)£✓» * %
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Учитывая, что показатель степени ѵ положительный, а функция /  из Lp 
непрерывна в целом при 1 <  р <  оо (см. [8]), то имеем, что А \(і/) -> 0, когда
и —I о.

В случае a j =  օ շ  в оценке А \(і/) появляется множитель |1пі/|. который не 
нарушает сходимости А і(и ) к  нулю. Лемма 2.2 доказана. □

С ледствие 2.1. П усть  /  € L P(R2) (1 <  р <  оо). Тогда существует последова
тельность  i/fc —> 0 при к  —> оо, ч то  lira  f Uk(х) =  f (x )  для почти всех х € Я2-

к-* оо

Доказательство. Результат непосредственно следует из Lp сходимости (тогда 

для подпоследовательности / „ „ ( * )  сходимость к  /(х )  почти всюду). □

3. И н т е г р а л ь н о е  п р е д с т а в л е н и е  с  я д р о м ,  п о р о ж д е н н ы м  н а б о р о м

м у л ь т и и н д е к с о в

Теорема 3.1. П усть  для функции /  сущ ествуют производные Dn' f . i  — 1,2,3, 

где а* вершины вполне правильного многоугольника Н  и D °  /  € LP{R2) (1 < р < 

оо). * =  1 ,2 ,3 . Тогда для почти  всех х  €  R2 имеет место представление

3 ^
(3.1) f ( x ) ֊  / / ,( * )  +  lim  £  U f  Da'f ( t )G \A t - x :u )d t

і= 1 < да

Доказательство. Из формулы Ньютона-Лейбница и из усреднения (2.1) имеем

(3.2)
հ  հ 

=  ^ ֊ J ֊ J  f ( x  +  t)G 0{t; v)dtdv =  J J  f { x  +  t ) ֊ G 0{t]u)dtdu

« У  «да

Вычислим -ff^Goft՛, t/). Имеем

т

= ֊'52 J c-î )e-p̂ ){-2k)u2k-iC2kaJĉ =

=  ~  5 3  A 0> J c - iW )c- p(,,-f l ( ֊ 2fc) ( | ^ ) 2А =  շ '՝-ձէՀ1/)
I  ц  я*

Подставляя полученное выражение в (3.2) получим

И Н Т Е ГРА Л ЬН О Е  П РЕДСТАВЛЕНИЕ И ТЕОРЕМ Ы  ВЛОЖ ЕНИЯ ...

du.
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Так как для функция /  существуют обобщенные производные D ° / ,  то но опре

делению обобщенной производной имеем

(3.3) л | ) .  -  / . ( * )  =  Y , J  ( j  n f f { x  I  t)G u (t\ v)d t j  du

Применяя в соотношении (3.3) следствие 2.1, завершаем доказательство теоремы

3.1. ռ

4 . Т е о р е м ы  в л о ж е н и я  д л я  м у л ь т и а н и з о т р о п н ы х  п р о с т р а н с т в

Докажем теорему вложения для функций, принадлежащих мультианизотроц- 

ному пространству =  { / ;  /  € L P(R~), D "  /  €  L p(R ~ ).i =  1 ,2 ,3 }, кото

рая при I I  =  {а; |а | <  т )  совпадает с соответствующими теоремами вложения 

из работы [1]; |2|, а при Я  =  {« : (о ;/і) <  1} совпадает с теоремами вложения для 

анизотропных пространств (см., например, |8)).

Теорема 4.1. П усть  1 <  р <  q <  оо или 1 <  р <  оо при q =  оо; т =  (пц; ա շ )  - 

мультииндекс. Обозначим через

X  =  шах ( | / і ‘ | +  ( r n .  / / ) )  — | / / 2 1 • если ռ յ  <  ft-շ,

X =  m a x  [ \ц * \  +  (тга, д ’ ) )  -  \р}\ • ^  ^  если « і  >  f t-շ,

X =  max ^(m , /**)) ~  ( ՜  +  ՜ )  |/* ՚|)  ссли =  "2-

Тогда, при \  <  1 D,uWp {R2) «-> Lq(R2), т.е . любая функция f  € Wp (R l ) имеет 

обобщенную производную Dmf ,  принадлежащую классу L q{R2). При « і փ  « շ 

или 2^ ф UMet'm место неравенство
(4.1)

3
l |D ” / |U , ( B = )  <  +  Օ շ )  Y ,  \ \ D ° ՝ f h . r (TP) +  Խ հ |  +  b j ) | | / | | M B >).

І=1

где постоянные 0ւ ,0շ ,6ւ,ծ շ  не зависят о т  ք  и հ , а Ել,Եշ не зависят та кж е  о т  

q, a h - произвольный положительный параметр.

Доказательство. Пусть а і <  օ շ . Тогда в силу представления (3.3) имеем



И Н Т Е ГРА Л ЬН О Е  П РЕД СТАВЛЕН И Е И ТЕО РЕМ Ы  ВЛОЖ ЕН И Я

В правой части данного представлении, применив неравенство Юнга, получим:

հ

и * * / »  ֊  <  t  J  H K 4 , <  J
1

Оценим \\D 'nG i . Используя неравенство (1.5) получаем
II Н М Л ? )

ІИ ііііі , < ѵ - я « (|- ѵ ( т - ,,) ) (0 і ц п И + в і) Х
l lL r (R  )

Г ______________ ժ է ւ մ է շ _______________\

I  ( ւ  +  («{‘ ‘■ '<7՞* + ' ! " ) ) /

После преобразования է =  і/ ^ т , учитывая лемму 1.2. получим

լ ա  я»)

Подставляя полученную оценку в (4.2) имеем

з
(4.3) \\D mfh  -  D mf t ||м д а ) <  Л1" х (« і|1пЬ| +  а2) ^  | | о ^ / | | ^ яа)

т.е. при հ  -4  О Dwfh фундаментальна в Lq{R2). Но по лемме 2.2 / » . - > /  в 

LP{B?) (1 <  р <  оо) при е -> 0. Отсюда, и из известного свойства обобщенной 

производной по Соболеву (см. лемма С.2 работы |8|) получим, что существует 

обобщенная производная D mf  G Lq{R2) и \\Dmf  -  D mft\ \Ltl(R») 0 ПРИ с -+ 0. 

Отсюда, и из неравенства (4.3) имеем

ІІД "7 ІІм я » ) <  И ^ Л І Ім я * ) +  Н Л "7  -  ^ ” 7 *1 և ք(*>
3

< І І^ Л ІІ ! . ,» ,  +  Л1 '(« . |ЬЛ| +  0 :, ) Е К 4
і =1

(Я2)

Оценим теперь \\DmМ щ п * у  Применив интегральное представление 2.1, свой

ство функции Go(t: и) (см.лемму 1.1) и неравенство Ю нга, имеем:

ււ0"7»ւև,<*> 5с ВШг I Got-, «լ (JP. ■
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Т ак как <*і <  <*շ, то  в силу неравенстве (1.5) имеем, что

I .  ո  — т п х ( Ы 4| + ( т , м ‘ ) ) „  I, . .
b wt f 0(-,» ') < C v  1 (ծ ւ I In v\ +  6շ)-

ձ է \ ձ է շ

( ւ  +  u~N ( է ք 0 4%0Գ է Հ ° ա .

После преобразования է =  и учитывая, что N 6  • ц \ =  N , (N a-.p2) =  N

Ч2
,2

получим:

1 1  "  "  0 > i|ln A | +  M -

d riid tft
Կ ձ & ) ՝

Так как последний интеграл сходится (см. лемму 1.2) имеем:

\\DmM Lqm  Հ  М  +  Ш м * )  •

Теорема 4.1 доказана. □

З ам ечание 4 .1. 1) В  неравенстве (Հ.1 ) логарифмический м н о ж и те л ь  появля

ется  только в то м  случае, когда в формуле (1 .8 ) появляется слагаемое, для 

которого В других случаях постоянные а \ и  6і  м о ж н о  в зя ть  нуля

ми.

2) В  случае <*і =  ուշ, если т а к ж е  в формуле (1 .8 ) е сть  та ко е  слагаемое, 

для которого  =  т о  в неравенстве (4-1) появляю тся м н о ж и те л и  ти п а  

(օ լ(1 ո /յ)2) + օ շ | 1 п /і|+ а 3) в первом слагаемом и  (6і(1п / і)2 4-6շ| 1пЛ| +  6з) во втором  

слагаемом.

3) В  неравенстве (Հ.1 ) при =  ֊ Է  появлении логарифмического м н о ж и 

те ля  естественно как п о ка ж е т следующий пример.

П р и м е р  4 .1 . П усть  / ( * , , * , )  =  «‘ H r ) ” ՜ ^ )  ֊ № ֊ < " ) “  _ Q l հ  0 շ . To.  

гда ք  6 Տ , и, следовательно, ք  € W ^ iR 2). Имеем

( /  ( d № i ) / ( * i , * » ) ) *  ~  G . ^  lu  խ>

^ ( f { x i , x 2 ) ) 2d x id x2 ^  ~  "=“ 2^ ,
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И Н ТЕ ГР А Л Ь Н О Е  П Р ЕДС ТА ВЛ ЕН И Е И ТЕО РЕ М Ы  ВЛОЖ ЕНИЯ

і
У. 1 [  ( р а > i,® a )) dx\dx2 ]  ~ C  v
ւ=1

t< для оценки D 1։1f  через f  и D a% f  необходимо в правой части  неравенства (4.1) 

добавить логарифмический м нож итель. 

Отсюда можно получить вложения D a W ’, (R 2) *-* С (Я 2), а именно: 

Т еорем а 4 .2 . П усть  1 <  р  <  оо; т  — (m i; ա շ )  - мультииндекс. Обозначим 

через

І
ш ах (\բ * \ +  (m , it* ))  -  խ 2| • ( l  -  j )  , при « і <  а 2,

max (|мМ +  (т .,/ і') )  -  I / i1 1 • ( l  -  j )  , при а , >  « շ,

m ax +  (m ,/i’ A  . ՜ при ո հ  — а 2.

Тогда, если х  <  1 . т о  D mW '1(K i )  *-»■ C (R 2) т .е . для любого /  €  \V ^ (R 2) произ

водная D ,nf  п о ч ти  всюду непрерывна в R2 и им еет м есто  неравенство
з

sup \D mf( x ) \  <  Л ^ Ы Іп  h\ +  a2) չ )  ||В “ '| |М Я =, +  In ft| +  6շ)||/||էւ,(ո.,-
т€Я» i= i

Д оказательство . Применяя неравенство (4.3) при q =  оо имеем, что функции 

D mf f  фундаментальны в L x ,(R 2) и. следовательно, сходятся к  £ )'"/■  Но гак как 

ф ункции D " ' f t  непрерывны, то  сходимость Loo(R2)  совпадает с равномерной 

сходимостью и предельная ф ункция D 'nf  непрерывна. Так как D " 'f  определена 

лиш ь с точностью  до эквивалентности, то в теореме на самом деле утвержда

ется непрерывность производной исходной функции почти всюду. Теорема 4.2 

доказана. 0
A b s tra c t. In  th is  paper we obtain appropriate integral representations for functions 

from  Sobolev m u ltian isotrop ic spaces, and apply them to obtain embedding theorems 

fo r these spaces.
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А н н о т а ц и я .  Определяется общая система Франклина на Л г нулевым сред
ним, порожденная допустимой последовательностью 7. Найдено необходи
мое и достаточное условие на 7  при котором соответствующая система яв
ляется безусловным базисом в Я 1 (Я).

M S C 2010  n u m b e r: 42СЮ ; 46Е30.

К л ю ч е в ы е  сл ова : системгШ>ранклина; безусловный базис: пространство H l (R).

1. В в е д е н и е

В этой статье исследуются свойства ортонормальной сплайн системы второго 

порядка с произвольными узлами. Систематические исследования таких систем 

началось с работ 3 . Чисельского |2), [3| о классической системе Франклипа. кото

рая является ортонормальной системой кусочно-линейных непрерывных фѵнк- 

ций с дпадичсскими узлами. В 1975 г. С. В. Бочкаревым |1| были доказана без

условная базисностъ класспческой системы Франклина в Մ [0 ,1], для 1 <  р  <  оо, 

а в 1982г. П . Войташ чик |19| доказал безусловную башсность этой системы в 

Я 1 (ОД].

Распространение этих результатов для произвольной последовательности уз

лов, т.е для общей системы Франклина, началось с работ |4|. |8|. В [9| Г. Г. Гевор

кян  и А . Кам опт доказали, что общая система Франклина является безусловным 

базисом в Մ ]քձ , 1], для 1 <  р  <  ос. Ими также были получены простые геомет

рические характеризации последовательности узлов, для которых соответству

ющая общая система Ф ранклина является базисом пли безусловным базисом в 

Я 1 [0 ,1] (см. [10]). При доказательстве этих результатов важную роль сыграли 

характеристические интервалы связанные с каждой общей функцией Франкли

на.

^Исследования выполнены при финансовой поддержке ГКН МОП РА в рамках научного 
проекта 13-1А 006
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В работе (12) был введен аналог общей системы Франклина на действительной 
оси с нулевыми средними. Там была получена геометрическая характеризация 
последовательностей узлов, для которых соответствующая система Франклина 

на Я с нулевым средним является базисом в Я 1 (Я ). Надо отметить, что эта 

характеризация не является аналогом той, полученной на отрезке [0, 1 ] в [10].
Ос новной целью этой работы является характеризация последовательностей 

узлов для которых соответствующая общая система Франклина на Я с нулевыми 

средними является безусловным базисом в Н  (Я).
Материал организован следующим образом. Во втором параграфе приведе

ны необходимые определения и формулировка основного результата. В третьем 

параграфе доказаны некоторые свойства функций Франклина на Я  с нулевым 

средним. В четвертом параграфе исследуется гладкость мультипликаторов ядер 

Дирихле. А в последнем пятом параграфе приведено доказательство осповиого 

результата.

2. Н ек о т о р ы е  о п р е д ел ен и я  и  ф о р м у л и р о в к а  о с н о в н о г о  р е з у л ь т а т а

Определение 2.1. Последовательность (разбиение) 7  =  (£„ : п  >  0) назовем 

допустимой на Я, если 7  всюду плотно в Я и каждая то чка  է €  Я  встречается  

в 7  не более чем один раз.

Пусть 7  =  (£„ : п  >  0) допустимая последовательность. Д ля ո  >  2 обозна

чим 7 „ =  (ti : 0 <  t <  ո  +  1). Допустим ігп получается из Тп неубывающей 

перестановкой: 7г„ =  (тП іі: тПі, <  тПіг+і,0  <  і  <  ո ) , 7Г„ =  7п. Тогда через 5® обо

значим пространство функций с нулевым средним, которые непрерывны на Я, 

линейны на [ т „ , , , т П іі + і )  и равны нулю вне (т,,.о,тПіТІ+і) .  Ясно, что dim S° = п  — 1 

и ծ ո _ , С 5JJ. Следовательно, существует единственная (с точностью до зна

ка) функция Fn 6 Sjj, которая ортогональна 5®_լ и ||Fn||2 =  1. Эту функцию  

назовем тг-ой функцией Франклина с нулевым средним на Я, соответствующей 
разбиению 7.

Определение 2.2. Система функций Франклина с нулевыми средними (Fn(t))«> շ 

соответствующ ая разбиению 7  определяется следующим образом: для п  >  2 
функция Fn(t) есть п-ая функция Франклина с нулевым средним, соответству
ющая разбиению 7.

44



При исследовании общей системы Франклина на (0,1] важную роль сыграли 
понятия регулярности последовательности 7. Эти понятия нам нужны также 
при изучении системы Франклина на R. Введем понятия регулярностей на R.

О пределение 2.3. Допустимая последовательность 7  называется сильно ре
гулярной на R с параметром 7 , если для всех п >  2,

Ж
7՜ 1 <  <  7> для всех і  =

и
\Ո I  \П \П . \п

(2 .1 )  - 1 - 2---------->  Л՜ 1 --------֊Ո ֊ п+1_____ > -ѵ՜1
ՃՀ +  ՃՀ +  . . .  +  X ^  7  А? +  А? +  . . .  +  А£+1 > 7  ’ 

здесь и далее А" =  тПі* — тПіі - і .

О пределение 2.4. Допустимая последовательность 7  называется регулярной 

по парам на R с параметром 7 , если для всех п >  2 имеет место (2.1) и

7 ՜ 1 <  ^ 7 » для всех і  =  1 ,2 ,...,п - 1.
Л* + і +  А і

Основным результатом (12) является следующая характеризация последова

тельностей, для которых система (Fn) является базисом в Я 1 (Я).

Теорема 2.1 ((12)). П усть 7  допустимая последовательность и (Fn(t))%L2 со

ответствую щ ая система функций Франклина с нулевыми средними. Тогда для 

того , чтобы  система (Fn(<))“ L2 была базисом в Я 1 (R) необходимо и доста

точно, чтобы последовательность 7  была сильно регулярной по парам на R с 

некоторым параметром  7 .

В этой работе нами получена характеризация последовательностей, для кото

рых система (Fn) является безусловным базисом в Я 1 (Я). Основным результатом 

этой статьи является следующее утверждение.

Теорема 2.2. П усть 7  допустимая последовательность и (F „(/))“ L2 соот

ветствую щ ая система функций Франклина с нулевыми средними. Тогда для 

того , чтобы система {Fn(t))^L 2 была безусловным базисом в Я 1 (Я) необходи

мо и достаточно, чтобы последовательность 7  была сильно регулярной на R 

с некоторым параметром 7 .

Отметим, что доказательства безусловной базисности в действительном про

странстве Харди общей системы Франклина на (0,1] в (10|, а также ортонормаль
ной системы сплайнов высшего порядка в |1 1 | основываются на эквивалентности
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следующих четырех условий. Чтобы сформулировать эти условия, дадим необ

ходимые определения. Пусть ( / п )п>о общая система Ф ранклина на [0,1) соответ

ствующая допустимой последовательности. Для последовательности коэффици

ентов (Оп)„>0 положим

Д ля /  6 Լ Հ [0,1] обозначим через Р /  и 5 /  ф ункции Р  и Տ  соответствующие 

последовательности коэффициентов а „ =  (ք , ք ո ) -  В работе |10| было доказано 

эквивалентность следующих условий для сильно регулярны х последовательно

стей:

(A ) /> € £ ‘ [0,11 ,
(B ) 'Ряд Օ դքո  безусловно сходится в /„ ‘ [0 ,1].

(C ) S € L 1 [0.1],

(D ) Существует функция /  6 Я 1 [0,1] такая, что ап =  ( / ,  / „ ) .

В нашем случае, т.е. для системы Ф ранклина с нулевым средним, аналоги 

всех импликаций доказанные в работе [10 | можно получить, кроме быть может 

импликации (С ) => (D ). Проблема в том, что при доказательстве импликации  

(С ) =>■ (D ) используется следующее важное свойство ф ункций Ф ранклина на 

[0, 1]. которое, вообще говоря, не верно для ф ункций Ф ранклина с нулевым сред- 

ніш . Определение функции Франклина на [0,1] аналогично определению дан

ному выше ф ункцип Франклина с нулевым средним, с той разницей, что со

ответствующие пространства кусочно-линейпых ф ункций м огут иметь средние 

отличные от нуля. Поэтому по определению каждая ф ункция Ф ранклина ортого

нальна всем таким кусочно-линейиым, непрерывным ф ункциям , что нельзя ска 

зать о ф ункщ ш  Франклина с нулевым средним (в этом случае кусочно-линейные 

ф ункции должны такж е иметь нулевую среднюю).

В  настоящей работе, вместо эквивалентности этих четырех условий мы дока

зываем гладкость мультипликаторов ядер Дирихле общей системы Ф ранклина  

на Л  с нулевыми средними. Такой подход был применен такж е  в [16|.

Условимся в некоторых обозначениях. Через с .С ,С і,С у ,..., обозначаются по

стоянные зависящие только от своих индексов. Значения этих постоянных в раз

ных формулах могут быть разными. Длину отрезка I  обозначим через |/ |.
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Записи а ~  ծ, а < Ь , а > Ь  означают, что существуют положительные посто

янные с и С , такие что с -а  < Ь  <  С • а, а <  О-Ь, а >  с-Ь  соответственно, а записи 

а ~-у Ь, а  6, о > 7 Ь означают, что эти постоянные могут зависеть от -у.

Через 1 д ( і)  обозначим характеристическую ф ункцию множества А.

3. П р е д в а р и т е л ь н ы е  н а з н а ч е н и я  и  в с п о м о г а т е л ь н ы е  у т в е р ж д е н и я

В этом параграфе мы получим оценки для обратной матрицы Грама системы 

В-спл айнов, откуда получим оценки функции Франклина с нулевым интегра

лом. А  такж е  дадим определение пространства Харди и укажем на свойство 

гладкости ядра, при которым соответствующий интегральный оператор будет 

ограниченным из H X(R ) в H l (R ).

3.1. Н е ко то р ы е 'с в о й с тв а  Б -спл ай нов  и м атрицы  Грам а. Пусть Т  разбие

ние действительной оси 7  =  (т_то_ і <  . . .  < t q <  . . .  <  г „ + ]), где in ,ո  >  -1 .

Через А, обозначим длину отрезка [ հ - ь п ]  для —то <  і  <  ո  +  1, а через Аг,-, 

( —т  — 1 <  і  <  п  +  1) обозначим 5-сплайны соответствующие Т, т.е.

(  1, к о г д а  t  =  T i , 

հ կ {է )  —  < 0 ,  к о г д а  է €  ( - о с , Т і _ і ]  Ս  [т і + і ,  з с ) .  д л я  — m  <  t  <  ո

[  л и н е й н а  н а  [т £_ і , Г і ]  и  [ т і , т і+ 1 ],

и

{
1 , когда է =  т_т _ |,  f  1 , когда է =  r n4- i,
О, когда է Գ  [т _ „ ,_ і,т _ т ), іѴп+і ( і ) = <  0, когда է Հ  ( г „ ,тп+j] , 
линейна на [т_та_ і,т _ да], [  линейна на [т „ .т „+ і].

М атрицу Г  рама системы ( У Ѵ , обозначим через G, т.е. G  =  ((Лгі, N j)  )“յ _  m. 

где { / ,  g ) =  Jn  f(a ՝)g (x )d x , а обратную- G  1 =  (o ij)5 j= _ m- Очевидно, что система 

( N j ) " _ _ tn , определенная следующим образом

(3.1 ) I I  =  Ё  « « л .<я-т
бноргогональна системе (Af, )£__„,.

Прямыми вычисления*™ можно получить, что (Агі, N t) =  * ՚+ի ' , ( N i.N l+ i )  =  

t y 1 , и ( N i . N j )  =  0. при |t — j \  >  1. Следовательно, коэффициенты ац  удовле- 

творяю т следующим у]>авиениям:

(3.2) AjO i j - i  +  2(Аյ  +  AJ+i) o , j  +  ճ յ+1(կ յ+ ւ  =  6Si j t  дня -  m  <  i j  <  n,

определив a£,_m -i =  «>.n+i =  0.
Нам понадобятся следующие свойства коэффициентов ս , յ .
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У тв е р ж д е н и е  3 .1 . Д ля любых і  и j  им ею т м есто  следующие соотнош ения

(3.3) 3 <  оі,і (Х і +  А ін-і) <  4;

(3.4) ( կ յ  =  ( - i ) i+ i|e « jl;

Г K i l  >  2 |O tj+ ili J >  І і
լ  |Q£,il >  շ յ օ ք յ - ւ Լ  j  <  *;

К . А . К Е Р Я Н

(3.5)

Более то го

շ + Ife f) Kj+.I < K jl £ (2 + 2i^ f) l«*j+il. j  շ  *
(3.6)

(3.7)

'2 +  1 ^ - J |օ յ,յ_ ւ | <  K , |  <  (2  +  2 ^ - J K j - i l ,  j  <  *;

1
K il<  V "*- где j  >  i,

A i  +  . . .  +  A j+ i 

k . j  I <  W ~ 1 t ~ . -— —  1 где j < i \Xj + ... + A,-+i

для q =  §, и

(3.8)
1

2 l* - il пшх(А« +  A i+ i, A j +  A j+ i )

Д оказател ьство . Заметим, «гго |а ,.„~ і| >  2|а,,п | и <Կ,ո _ ւ • օ , ւՈ <  0 (см. (3 .2)). 

Откуда многократным использованием равенства (3.2) получим, что |сц^| >  

2|a1J+ i|,  и O jj+ i • (կ  յ  <  0 для j  >  і.  Аналогично можно доказать, что, |a ,,j| >  

2 |օ ,յ_ ւ |. и ք կ յ - i  ■ d i j  <  0 для j  <  і.  Неравенства (3.5) доказаны. Совмещая вы

шесказанное с (3.2) получим, что сц.і >  0, следовательно имеет место (3 .4), более 

того, имеем
3

2(А, +  Aj+ i)a ,.j >  6 =  A iO j.i-i +  2(А, +  A f+ i)a tii  +  А ,+ іа і,і+ і  >  —(A* +  A i+ i)a j, i.

И так, неравенство (3.3) такж е доказано. Неравенства (3.6) являю тся следст’вием

(3.2), (3.4) и (3.5), а (3.8) вытекает из (3.3) и (3.5).

Чтобы удостовериться в справедливости (3.7), заметим, что для j  >  і ,  из (3.6) 
и (3.3) имеем

K j l  "  3 ՛ -  ( з )  ‘ (А, +  A j+ i)(A j-i +  Xj)ա
4 ^ _<

A jA j- i • . . .  • А,i+1
(Aj + Aj-f-1)(Aj ֊ 1 + Aj) •... • (Aj-f 1 + Ai-1-շ)M i l  <

Аі-н • . . .  • A j
(A* +  Ai+ i)(A 1+i  +  A i+ շ) • . . .  • (A j_ i +  A j)(A j +  A;+ i ) ’
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О  Б Е З У С Л О В Н О Й  В А З И С Н О С Т И  В  « ' ( f t )  С И С Т Е М Ы  Ф У Н К Ц И Й

откуда используя неравенство

(А< +  А і+ і)(А і+ і +  Ai+ շ) • . . .  • (A j_ i +  A j)(A j +  X j+ i)  >  (А ІI - . . .  +  AJ+i)A ,+ i  • . . . •  Xj 

(член Afc • A ,+ i • . . .  • X j получается умножая вторые слагаемые первых к  — і  скобок 

с первыми слагаемыми остальных скобок) получим первое неравенство в (3.7). 

Второе неравенство в (3.7) доказывается аналогично.

У тв е р ж д е н и е  3 .2 . П усть  1 <  р <  +оо. Тогда

(3.9) 

и

(3.10)

£  ai N i
յ ա - т

1/Р

, j= -m Ի

Ո /
Е Щ "Ij m - m

р  V

1 1  E  w V i + W ՜ ' !  =  ( < 4 ( * j + W /," 1) , = _ , „ | | „

Неравенство (3.9) является Леммой 4.2 из |7|, глава 5, которое говорит о Մ  

стабильности В -снл айнов, а неравенство (3.10) вытекаег из знаменитого резуль

тата А . Ш адрина |17| о гипотезе де Боора (для вывода неравенства (3.10) из 

этого результата см. (5|).

3.2. О ц е н ки  ф у н кц и и  Ф р а н кл и н а . Пусть 7  разбиение действительной оси:

7  =  ( г _ ,„ _ і <  . . .  <  то <  . . .  <  т „+ 1 ), где т , п  >  —1, а 7  получается из 7  отбра

сыванием то- Через <  » <  ո  — 1 ) обозначим В-сплайны соответствующие

7 . Связь между ф и кц и я м и  N t и N i следующая:

N i( t) , для — т  <  і  <  -2 ,

Л Г .і(0  +  Հ լ ՜ ^  N o (t), для i  =  —1.

^ w + S ^ ) ՝  m  , = 0 ’

Ni+ 1 (t) , для 1  <  » <  n  — 1 .

Через M ,(t)  обозначим ф ункции Ari( t )  в L l нормировке, а

В $ )  =  M i( t)  -  A /,_ i( t) , где -  in  + 1  <  » <  ո .

Обозначим A  =  [т_ т _ і , г п+ і]. Пространство кусочно-линейных с узлами из 7  

и непрерывных ф ункций с нулевыми средними, обращающиеся в ноль вне Д  =  

Іт -» п - і,т п+| ]  обозначим через 5 °.

(3.11) W )  =

4 9



Аналогично определяются функции M ,.B t и пространство 5°. Для того, что

бы определить функцию ортогональную к  5 ° нршіадлежащую пространству 5° 
с L2 нормой равной 1, определим функцию <р 6 5 ° =  s p a n {B i: —т  +  1 <  і  <  ո } ,  

которая ортогональна 5°. Функцию у? будем искать в следующем виде

§1 Е
j » - m

где система (ЛГ?)? ІП биортогоналыіа к (А ^)"=_т  (см. (3.1)).

Для того, чтобы уз была ортогональной к  5 ° необходимо и достаточно, чтобы

(^ , Д )  =  0, при — m  + 1  <  і  <  ո  — 1,

последнее равносильно независимости (<р, М х) от і.  Будем считать, что (у>, Л/*) =  

2. Следовательно сч =  2 • ||М ||і =  А, +  А ,+ і. для * <  — 2 и * >  2. Обозначая 

а =  —  1, из (3.11) получим следующее представление для <р:

у  Ո

(3.12) ч> =  (Aj +  Аі+1) іѵ ; +  а ((Ао +  А і)іѴ0* ֊  A0ATf -  А х » .
j= - m

Пусть ^ i ( t )  =  £  (А,- +  Aj+i)A7(«), v?2(0 =  Ф )  ~  V>i(<) и
յա-т

(թ (pi 

F  =  iM ?  / l  =  lM U ! л  =  1м ь ՜

Ясно, что функция F  € S°, ортогональна 5°, т.е. F  это ф ункция Франклина с 

нулевым среднпхі. Чтобы сформулировать оценки для ф ункций / ւ , / շ  нам пона

добятся некоторые обозначения.

Следуя работе Г. Г. Геворкяна и А. Камонт |9] мы каждой функции будем 

ассоциировать канонический интервал J  следующим образом. Пусть I *  есть на

икратчайший из интервалов [т_2,т0]. [т _ і,т і], [то.тг]. Пусть / *  =  [т,5т.+ շ]. Через 

J  обозначим тот из отрезков [ті,т,-+і], [т,+ і, Tj+շ], который имеет наибольшую 
длину.

'Через d(x,y) обозначим количесгво точек из 7  =  (т_т _ і <  . . .  <  t q  <  . . .  <  

rn+i) ,  которые принадлежат [ і , у], а через d(x) обозначим количество точек из 
7  между х  и J.

Для отрезка I  =  [х,у] через е(І) обозначим min (d (r_T„ _ i , ж ),d.{y, r n+i) ) ,  а че

рез d (I)  обозначим min (d(x),d(y)). При этих обозначениях имеем следующее 

утверждение.

К. А. КЕРЯН
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О Б Е З У С Л О В Н О Й  ВАЗИСНОСТИ В И*(Я) СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ ... 

У т в е р ж д е н и е  3 .3 . Функция F  6 5 °  ортогональна 5 ° . Кроме того для последо
вательности 7  сильно регулярной по парам на R с параметром для функций 

разложение F  в сумму имеют следующие оценки:

Отмстим, что функция / շ  в разложении F  =  / լ  +  քշ имеет некоторые общие 
свойства с общей функцией Франклина определенной на [0,1]. Например, дли 

общей функции Франклина на [0,1] неравенства типа (3.14) также удовлетво

ряются и она также меняет свой знак на каждом интервале линейности как и 
քշ (см. (3.15)). Соответствующие свойства общей функции Франклина доказа

ны в |9|. Для доказательства этого свойства, нам понадобится оценка для а из 

равенства (3.12).

Лемма 3.1. При принятых обозначениях и для последовательности 7  сильно 
регулярной по парам на Я с параметром 7  имеем:

(3.13) о) |/ ,( * ) | < , Ь) |/ і(х )  ֊  / լ (ѵ)1 <-, Н 1 c ((x ,« l)+ e (J )

|Д |4

(3.14)

(3.15) І /2Ы І ,  |/а (т± і)| |J| 1/2 и sgn/2(T,) =  ( - l) 's g n /2(T0).

(3.16) іН й г 64՛*1-
Доказательство. Сперва докажем следующее неравенство

(3.17)

Действительно, из
(3.18)

п

N j№  =  Ё  W .N i) + W ,N - m- i)+ (N ;,N n+1) =  1 + ^ = Ч - т

“  I - і = - т ( АІ  +  -  2 f n ^ rk ( t ) d t  п о л уч и м . ЧТО



п + 1

К. А . К Е Р Я Н

+ ^ f i  ( i  +  = ІД І>

где последнее неравенство имеет место в силу (3.8).

Воспользовавшись (3.18) и (3.5) получим, что

|jf( (A o  +  Аі)ЛГо*(0  -  А « д а )  ֊  А .Л Г ,(t))d<

((Ао + Аі)«0.-І»і — Аові,—m ՜  АіЯ-l.-m) + 7 ((Ao + A|)«0,n —g VV'Hj ' Til l . - m /  ■ g

-AoO i.n — A i«  i,n)| <  (An +  А і)|Д | ruax(|a ֊ւ, |u i.n |)>

откуда, используя (3.8). сильную регулярность по парам на R  последовательно

сти 0՜ и определение интервала J , получим
I ,  А  ւ д  \ Iд I-іп іп(т.и)
| / я ((Ло +  W W ֊ Ы Ц »  -  ЛіЛГ1і( ())с1і| <  ШІЦ(І _ ^ + Л " , Л„ ^ + А „ )

St
Так как ір € 5 °. поэтому քռ  cp(t)dt =  0. откуда используя равенство (3.12) вместе 

с последним неравенством и (3.17) получим (3.16).

Д о ка за те л ьство  У тве р ж д е н и я  3 .3. Сперва докажем

(3.19) M b  ~ 7  W(Ao +  A i)l/2  ~ 7 \а\\J \1' 2.

Заметим, что из сильной реіулярности по парам на Я  следует |«7| ~ 7 Aj  +  AJ+i , 

где j  =  —1,0,1 . О ткуда, иснользуя (3.10) получим, что

(3.20)

ІІѵ^і 1|շ ~  ^  (A j +  A j+ i)^  ~  |Д |5. II'^ շ IIշ  ~  Н  ^  (A j +  A j+ ւ )^  ~ 7  М М І^- 

Из этого, используя (3.16), получим оценку сверху для ||у>|І2

IM h  <  Խ ІІ2 +  ІЫ Ь  < ,  М И 1/2. • •

Чтобы оценить ||</?||շ снизу рассмотрим два случая:
/ |Д|Ѵ /а

С л уча й  1: |а| >  С  • Լ | յ յ ՜ ) , где постоянную С  выберем чуть позже. Из

(3.20) имеем | |^ і||շ <  Շ \ \ձ \1էշ  и ||^ շ||շ  >  c-,.|ct||«7|А/ 2. Выбрав С  >  2 ^ ,  будем 
иметь

И г  >  І Ы г  ֊  І М І 2 >•> Н И 172-



С л уч а й  2 : |а| <  С  ■ • Из (3.10) и сильной регулярности по парам на Я,

О  Б Е З У С Л О В Н О Й  В А З И С Н О С Т И  В Нх(й) С И С Т Е М Ы  Ф У Н К Ц И Й  ...

получаем

ІМ І І>  £  (A j +  A j+ լ) Հ - ,  |Д | >  la|2 j j l ,

if * -1.0.1
что и завершает доказательство (3.19).

Используя (3.19) и (3.16), будем иметь

Из (3.10) следует, что ||¥>i||oo 1, откуда, используя (3.21), получим (3.13а).

Теперь докажем (З.ІЗЬ). Ф ункция / і( х )  кусочно линейная, поэтому достаточно 

доказать (З .ІЗЬ ), где х н у  являются узлами. Используя (3.1) получаем
W Ո

Ѵ>і(**) =  (A j +  A j+ i)JV *(tv ) =  5 3  4 է յ( ձ յ  +  A j+ i)
j» -m  je -m

=  2 V  akd f  N j( l)d t =  2 /  N'k (t)d t,
Щ Й  щ  щ

откуда, воспользовавшись (3.18) и (3.8), будем иметь

A—m , A n+i A-то  Afj+j
շ  ak,—m +  — flfc.n շ  al.—m ~  ~ Պ ,ո

<  2 (q k + in  +  q n ~ k  +  qt+ m  +  q n ՜ 1)  <  8 g c((Tfc’r , I ) .

Используя (3.21), из последнего неравенства получим | / ւ ( դ )  — / i ( t j ) |  < դ  ЬЦц  x

Теперь докажем неравенство (3.14). Из (3.19) следует, что

І/г ( т і) І S y ((Ао +  А і)|ао .і| +  Ао|аі,і| +  Аі |о_ х,і |) յ уц / շ ’

откуда, используя (3.7) и сильную регулярность по парам на R последователь

ности 7  с параметром у  , получим для і  >  О

i f  / _ \ і  <  Я% ло +  л і 
\М  ‘<)І J »  А _ і + . . .  +  Аі+ і  ՜ \ Ш 2 ■

Из определения интервала J  имеем Ао +  Aj < 7 |J |, следовательно из линейности 

ք շ  на [т»_ 1 , Т і], будем иметь для х  е  [г,֊ յ ,  г,]

I J \l,2 a* I
іл м і  <  ՛ո »  (іл (ч -.)і,іа (ч )і) i t  լ 1+ . . : ւ Հ -  տ щ т іщ іт у

Аналогично доказывается оценка для х  < t q .
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+ —  ( ՛  + + ~ < * ™ )  > £  £  = ід і ,

где последнее неравенство имеет место в силу (3.8).

Воспользовавшись (3.18) и (3.5) получим, что

[ ((Ао +  А,)ЛГ*(0 -  A0N t( t)  -  A i/V *1(#))d<
UR

((Ао +  A i)flo ֊m  -  А0Я 1 , - т  ՜  A i« -l ._ m )  +  ((Ао +  Ат)(10; „ -

—Ао<іі,т« — A|0 _ itn)| <  (Ао +  А і)|Д | т а х ( |а - і, - т |, |а і.„|),

откуда, используя (3.8). сильную регулярность по парам на Я  последовательно

сти 7  и определение интервала J , получим

(Ао +  А ,)|Д |<7т,п <т ">I / ((Ао +  A j)A ’o (t) -  А«Л 7(і) ֊  A i N lt (t
\J r

(*))d t
п ііп (А _т  +  A_m +i,  A„+1 +  Ал)

ձ, v * ձ,
Так как ip € S°. поэтому f n <p(t)dt =  0. откуда используя равенство (3.12) вместе 

с последних! неравенством и (3.17) получим (3.16).

Д о ка за те л ьств о  У тве р ж д е н и я  3 .3. Сперва докажем

(3.19) M -շ ~ 7  Н (А о +  A i) 1/2 ~ 7 \а\\

Заметим. что из сильной регулярности по парам на Я следует |J | ~ 7 Aj  +  ճ յ + i , 

где j  =  —1,0,1 . О ткуда, исиользуя (3.10) получим, что

(3.20) '

І Ы Ь ~  (  £  ( A i  +  Ai+ 1 ) j  ~  | Д | ^ ,  11̂ 2 ІІ2 ~  И  ^  5 3  ( A j  +  A j - i - i ) j  Н И * -

Из этого, используя (3.16), получим оценку сверху для ||^ ||շ

І М І 2  < І І Ѵ 1 112 +  11^2112 < 7  н и 1 / 2 -

Чтобы оценить ||</?||շ снизу рассмотрим два случая:
/ | Д | \ 1/а

С л учай  1 : |а| >  С  ■ Լ ՜ յյ յ՜  ) > гДе постоянную С  выберем чуть позже. Из

(3.20) имеем |І¥>і|І2 <  С і|Д |1/2 и ||<^зІІ2 >  <4 Н И 1/ 2. Выбрав С  >  2 ^ - , будем 
иметь

ІМ |3 > М > ֊ І Ы | а 2 -, І« Р І1/а-
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С л уч а й  2 : |л| <  С  • • Из (3.10) и сильной регулярности но парам на R,
получаем

ІМ Іі Հ  5 3  (A j +  A j+ i) |А | >  |a|2|J |, 

if* -1,0.1

M i o и завершает доказательство (3.19).

Используя (3.19) и (3.16), будем иметь

<з-и> М >  >  М І - / Г  > ,

И з (3.10) следует, что ||у>і ||оо ^  1, откуда, используя (3.21), получим (3.13а).

Теперь докажем (З .ІЗЬ). Ф ункция / і( х )  кусочно линейная, поэтому достаточно 

доказать (З .ІЗЬ ), где х  и у являются узлами. Используя (3.1) получаем
ո  ո

ѵ > іЫ  =  5 3  ^ + ъ + і Щ м  =  5 3  + А>+»)
j ——m —m

О Б ЕЗУС ЛО В Н О Й  В А З И С Н О С Т И  В Я *  (Я )  СИСТЕМ Ы  Ф У Н К Ц И Й  ...

=  2 akJ [  W,-(0 <tt =  2 /  N fc*(f)d t,
' Л  -/Я

откуда, воспользовавшись (3.18) и (3.8), будем иметь

A—m . ^п + І A_m \ i+ l
T  0 flfc.n — 0 Щ.-֊էո 03 • ‘  3 3 3

<  2(gfc+w +  9n_fc +  9/+m +  an_<) <  8<7e^Tfc’Til).

Используя (3.21), из последнего неравенства получим | / і( г * )  — ք ւ ( ՜Ղ ) \  x
X^dn-TlJJ+eCJ)

Теперь докажем неравенство (3.14). Из (3.19) следует, что

|/а(г<)1 S r  ((Ао +  Ai)|ao.i| +  Ao|ai,j| +  Аі |о_ і ,і |) ,

откуда, используя (3.7) и сильную регулярность по парам на R  последователь

ности 7  с параметром у  , получим для * >  О

9 ՛ Ао +  А і
м  <

Из определения интервала J  имеем Ао +  А і < 7 |7 |, следовательно из линейности 

/ շ  на [т і_ і,т і] ,  будем иметь для х  е  [г ,֊ і,т , ]

i j i i / V  I
IA(*)I < max (IA (r,-,)|. IA(r,)|) <, л - | +  +Л[Ч| S jjiTdSiSv)՝

Аналогично доказывается оценка для х  <  то.
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Заметим, что из (3.4) следует sgn/ а(т<) =  ( - l) 's g n /2(r0), и чтобы доказать

(3.15) нам остается убедиться, что (см. (3.19)) |<^շ(ոյ)|. ('Tdbi)l Հ -r М - Без огра>- 
ничеішя общности можем считать, что Ао >  A j.

Из (3.4) имеем |^ 2(г,)| >  И  • ((А0 +  Аі)|ао.,| +  А0|«і,<|), откуда, используя (3.3), 

получим |ѵ?2(то)| >  |а| ■ (Ао +  Аі)|ао.оІ >  3|а|, и |^ з (г і)| >  |а| • ApJai.iJ >  ^ (А о  +  
А і)|а і,і| > Դ |а|*(Аі +А2)|аы І ~  |«1> а также, иринимая во внимание, что (см.(З.б)) 

4(А0 +  А і)|а 0 ֊ і |  >  2А0О0.0 > (*о +  Аі)<*о.о >  3, получим

І¥?2( т _ ] ) |  >  |а | • (Ао +  А і ) | о о , ֊ і |  |а |(А о  +  A _ j ) | a o , - i |  >  |« |.

Утверждение 3.3 доказано.

3.3. Н екоторы е свойства канонических интервалов. Пусть 7  =  ( t „ ,n  >  0) 

допустимая последовательность точек. Через Jn , А п, / пд, շ, обозначим

интервалы, функции и величины соответствующие функции F „ и 7и =  (էլ : 0 <  

і  <  ո ). Более того пусть (r„,,)JL0 получается из (f,)”_0 перестановкой в порядке 

возрастания, т.е.

՝ (тп .і  ■ о <  і  <  ո )  =  (կ  : 0 <  і  <  ո )  и т„.о < т пЛ < . . .  <  тп .п .

Для « >  4 и для 0 <  і  <  п  -  1 обозначим Dn.% =  [тПіІ, г „ іі+1], а множество всех 

Dn.i через V . т.е. V  =  { Д , . , : 0 <» <  п  — 1,и  >  4}.

Через Зп обозначим отрезок линейности F,,, у которого левый конец tn , когда tn 

не являстся правым концом Дп, в противном случае через Эп обозначим отрезок 

линейности F „, у которого правый конец tn. Длину отрезка 3„ обозначим через 
А„.

Лемма 3.2. П усть 7  допустимая последовательность узлов из R сильно регу

лярном на R с параметром7 , а (F „,n  >  2) соответствую щ ая система функций 

Франклина с нулевыми средними. Для фиксированного интервала Д  =  22,м и 

для п, г и к  >  0 положим N (A ,k ) =  { ո  >  0 : Fn линейна на Д  и dn (Д ) =  к ].  
Тогда

№ > (+ < и *М ., А )  р  4 + 1

Л емма 3.3. П усть 7  допустимая последовательность узлов из R сильно ре

гулярная на R с параметром 7 , а / |  D 72. . .  Э  /«  Э . . .  различные интераалы из 
семейства D . Тогда

оо

Е М р й ;
м і

К. А . КЕ РЯ Н
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Лемма 3.2 взята из (10) (см. Демму 3.4), а Лемма 3-3 следует из того, что 
длина отрезков уменьшается как геометрическая прогрессия. Отмстим, что для 
вложенного семейства канонических отрезков, несмотря на то, что некоторым 
различным функциям Франклина на Л  с нулевым средним может соответство
вать один и тот же канонический интервал, сумма их длин также будет сопоста
вима самому длинному каноническому интервалу из этого семейства, даже если 
допустимая последовательность не является сильно регулярной по нарам на R , 
однако, здесь мы можем обойтись без этого свойства.

Зам ечание 3.1. При различных п и т ,  интервалы Зп и Зт  не м огут совпадать. 

Поэтому в сгиѵу Леммы 3.3 для си.ѵьно регулярной последовательности на R с 
параметром  7  при 0 „։ D 0„г D . . .  D 3Пк D . . .  имеем

ОО
/  . Атіі А»* • 
fc = l

3.4. П ространство Х арди Я 1 (Я ). Следуя Койфману и Вейссу [6], функцию 

а(х) назовем (/-атомом, если существует отрезок I  такой, что 

(i) supp а С I ,  ( ii)  ||«||q <  ( ііі)  f Ra(x)dx =  0.

О пределение 3.1. Пространство всех функций /  € L l {R ), представимые в 

виде ք  — Aj-aj, где a j являются q-атомами и 5 2 * 01Aj | <  эо, обозначим

Н 1՝4. Норма для ք  € Я 1,4 определена следующим образом:

11 ~ll/ll/,.., := inf < 53 IAj'I: / = 53 где а> есть գ ~ атомы 
| | |  0 } —0

Равенство Я 1,9 =  Я 1՛00, для 1 <  q <  ос с эквивалентными нормами является 
фундаментальным фактом в теории пространств Харди (см. Теорему А в [6]^.

Одно из преимуществ представления I I 1 (R) в виде атомических разложений 

ощутимо при исследовании вопросов ограниченности операторов Кальдерона- 

Зигмунда на Я 1. Очевидно, что оператор Т  будет ограниченным, если Т  отобра

жает атомы в атомы. Койфман и Веисс заметили, что для определенного класса 

операторов Т , при всех атомах а, функция Та имеет схожую с атомами струк

туру, которую они назвали молекулой. Дадим определение молекулы.

О пределение 3.2. Для данного е >  0, назовем ш (х) £■-молекулой для Н  (Я) с 

центром Хо, если

j  |m (x)|2dx Ա  |m ( x ) |2 |x  ֊  x 0 | 1+ed x )  <  1 «  Լ  m ( x ) d x  =  0.

О БЕЗУСЛОВНОЙ ВАЗИСНОСТИ В Н։ (Ո) СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ



Ясно, что каждый 2-атом является е-молекулой для всякого е >  0. Более 
важно, что ||т ||// і <  с для всех 5-молекул т  (см. |6|). Следующий результат |6| 
сыграет важную роль при доказательстве теоремы 2.2.

У тверж дение 3.4. П усть Т : L 2(R) -> L3(R) ограниченный оператор заданный

(Г /)(ж ) =  /  K (x ,y )f(y )d y .
JR

Если для всех 2-атомов а имеет место равенство JR(T a )(x)dx =  0 и если су

щ ествует е >  0, для которого ядро К (-, •) удовлетворяет

Iк (х ,у )  -  К {х ',у )\ <  с —  ^ ,+ 7 .

для всех С \х — х /\ <  |х — у\, тогда для некоторой константы  с произведение 

с ■ Та является е-молекулой для всех атомов а.

4. Г л а д к о с т ь  я д р а  К ш

Основная цель этого параграфа является доказательство следующего утвер

ждения.

Утверж дение 4.1. П усть 7  сильно регулярная последовательность на R. с 

параметром 7, а К и(х ,у ) :=  w „Fw(.r)Fn(?/), где ш €  { - 1 ,1 } ^ .  Тогда суще

ств уе т постоянные е >  0 ы С-, такие, ч то

\км.ѵ) - км'.у) I <
для всех (27а +  1)|.т -  х'| < \х -  у\.

Введем следующие обозначения

К \,ы(х ,у ) :=  Е ^= 2^п /п л (տ )/ո ,ւ(շ/), К 2 ,и (х ,у) :=  шп /« ,2(® j/n , 1 (у )>

А'з.«(т, у) :=  Е Г =2 (x ) f n M ,  K *.U x, у) :=  Е Г =2 V’J n . iW fn .M -
Возьмем § =  q <  qi <  1. тогда существует а  > 0 такая, что 70 <

Для доказательства утверждения 4.1 нам понадобятся следующие леммы.

Л емма 4.1. П усть 7  сильно регулярная последовательность на R с парамет

ром 7. Тогда сущ ествует постоянная С7 такая, ч то

\к<Л*,ѵ) - к.Ж,ѵ)І < с,^— !1,
для всех (7 +  1)|х — x 'j <  \х — у\, і  =  1,2,3.
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Л ем м а 4.2. П усть 7  сильно регулярная последовательность на R с парамет
ром 7- Тогда сущ ествует постоянная Су такая, что

IК аЛ х .у) -  /с ,Ж ,» ) I  <

для всех (2-у2 +  1 )|х  — х '| <  \х -  у|.

Очевидно, что Утверждение 4.1 с с =  а  следует из Лемм 4.1 и 4.2. 
Д оказательство  Л ем м ы  4.1 для г =  1. Без ограничения общности будем 
считать, что х <  х ' <  у. Введем следующие обозначения:

по =  га іп{п  : Д п э  [ас/, |/)}, щ  =  ra in{n > no : dn(x ,x '))  > 2}.

Ясно, что По <  Пі и Е п<п„ І/п .і(* )  ֊  /п ,Л ') | ■ |/и .і(у )| =  0. Обозначим

1 =  Ц  І/« д И  ֊  • І/..,і(» )ІГ  К  =  £  I/„ , . ( * )  -  / „ д ( і') |  ■ |/„,і(ѵ )|.
Ո*<Ո<Ու Ո>Ո|

Заметим, что \К \,ш(х .у ) -  K itU(x \y ) \ <  I  +  К . Достаточно доказать, что

(4.1) / , * < ,  І І֊У І°

О БЕЗУСЛОВНОЙ БАЗИОНОСТИ Ո  / / '  (Я) СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ

X — у|Н в ՛

Начнем с оценки для I .  Разобьем множество {п  : по <  п <  п і}  на две частп:

Т і  =  { ո  : n o  <  Ո  <  ո ւ ,  en ( [ x , x ' ] )  =  r f« ( r „ ,0 , x ) } ,

Г2 =  {n  : n0 <  n  <  m , e „((x ,x ']) =  rfn (^,T n,n)} - 

Ясно, что /  =  / і  ֊Ւ /շ . где

Լ  =  £  І/«л (» ) I  fn .i(x ')\ ■ l/n .1 M i
ner,

Через Г „,х обозначим шітервал лшіейностн функции F „, который содержит точ

ку  .г . Так как | / ад (х ) -  / „  і(х ') | <  |х -  х '| шах |/ '  j(x )|. следовательно из 

сильной регулярности последовательности 7  па R  и (??), (3.13), получим

(4.2)
г ^  V ՝՝ |х  —х'| |./,,| _е»(І*.*'1)+ея(Л ) Հ- Հ՜^  IJ  ~ х  I _е„([т.г,])+ем(Л)

ձ  к  ш М  , к  іг- і
Заметим, что ири фиксированном е „([х .х ']) из сильной регулярносгн последова

тельности 7  на R  имеем

(4.3) и ііп  |А»| ~ 7 шах |Д»|-п€Ті. «»([*.*'!)=* п€Ті, « ,([»,*'])-*

Действительно, при ո  € ^ ^ „ ( [ х , x'J) =  к  количество точек левее х  из 7 „ оста

ется неизменным (как и отрезок [гПіо,тп. і1)> поэтому из сильной регулярности
57



последовательности Т  на Я  будем иметь, что max |Д П| max |г „ , і — т„.ц| =  

m in  |rn. i -  г„,о | ~ т in in  |Д „ |. И з (4.3) и Замечания 3.1 будем иметь

Е  А„
/л л\ Հ ՜"  Ап < п: *■.([»•**))-* < «

т  М *П J * " 1 "  ГОІП|ДпІ 'п€Т,.

И і сильной регулярности і юследовател ьностн 7  на R  следует, что 

Л ^ - ^ і Ѵ  <• 1 .. ( і ^ і І Л  <  у*с „([х ,х ')) <  — 1—
l l r Q - J  ~ ’ lH  l i r , , J  ~ 17  - Щ | |

Комбинируя эти неравенства с (4.2), (4.4) получим

^  ~  ^  { \ х - х ' \ \ п А „ 1______*

հ  ձ  Տ  V |г -  - 1 )  ід - і I*  ֊  » Г*= 1  п€Г| ,

|х  -  т у  у  у  ( І М Ѵ  _ * !!_ .

^  I* -  vl1+e s  п€Тіі ՜Հ^աԽ  ѴІГ».*І/ UU

<  | * ֊ * Г  ^ ( Л к <  1* ~ * Г
~ '|Г |х ֊  y|1+tt "  \q i  J ~ 7 | х -  УІ1+в ՜

Аналогичную  оценку можно получить и для /շ ,  что заверш ит доказательство 

оценки (4.1) для / .  Теиерь перейдем к  оцениванию К . Разобьем множество {п  : 

п  >  щ } на две части:

Տ ւ =  { ո  : ո  >  r i i,  e „ ( [x .z '])  =  <4,(rn,o ,x )}, Տշ =  { ո  : ո  >  щ , е „ ( [х ,х '])  =  < іп(х',т п%п)} . 

Ясно, что К  =  А 'і +  К і,  где

К і  =  £  |/..,(х ) -  / „ , ,(* ') | ■
ո € Տ (

И з (3.12). (3.13) и сильной регулярности последовательности 7  на R  следует 

Заметим, что при фиксированном еп([х ,х '])  аналогично (4.4) будем иметь

Е А„
, л ,.ч Հ ՜ ՝  А „ n€S i. c „([i,a '])= fc  ^

( ’  «  Կ  — - 1лб5|, л,, (|T,*'))=fc

Из сильной регулярности последовательности 7  на R следует, что

К . А . К Е Р Я Н

Л *  ՜ * 7!У  >  f l * z £ ! V  >  ««((».*'))
ч Iх ~ у| / -  V |Д»І / 1
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О  Б Е З У С Л О В Н О Й  Б А З И О Н О С Т И  В  Я *  ( Я )  С И С Т Е М Ы  Ф Ѵ Н К Ц И Й

Комбинируя последнее неравенство с (4.5), (4.6) получим

к, <7у  у  — }—.(я \к(\x--*\Yե  ձ .  ід-м*-»і UJ Ա-l/lJ

< J ir*T  г ( ч\ к'  ' * - хТЩ l*-vllfe‘
Аналогичную  оценку можно получить и для А'2, что завершит доказательство 

оценки (4.1) для К. Лемма 4.1 для і  =  1 доказана.

Д о ка за те л ь с тв о  Л е м м ы  4.1 д л я  г =  2. Без ограничения общности будем 

считать, ч т о х  <  х ' <  у. Ясно, что»ц, <  п , и £ „ <По |fn ,v ( * ) - fn . 7 & ) \ ՝ \J n M \  =  О- 
Обозначим _ —

I  -  £  І /» .а (4 -  /» ,г М І • І/.., іМ І, * =  £  |Л л (* ) -  Л и М І • ІЛ ..іЫ І-
»*0<Ո<Ո| »*>Ո|

Заметим, что |A a ,w (**v) -  Л 'г.иД.т'.у)! <  I  +  К . Докажем, что

Щ В м
Начнем с оценки для 7. Разобьем множество {п  : ііц  < ո  <  п і} на две части:

Т \ =  { г г : по <  ո  <  ո յ ,  en(Jn) =  cZ„(rn>0lm in , /„ ) } ,

T2 =  { ո  : щ  <  ո  <  гц , e „ (J „ )  =  d„(m ax 7 „ ,rn,n) }  .

Ясно, что I  =  I \  +  /а , где

/, = E  і/-лм - ա  •
nCT,

Через Г п,х обозначим интервал линейности ф ункции Fn, который содержит точ

ку  X. Т а к ка к  | / п 2(х ) -Л ,.2(х ') | <  |х - т '|  шах |/ '  а( * ) |, следовательно из сильной

регулярности иоследоиательности 7  на R  и (3.13), (3.14), получим

(АЯ \ Г <  V ՝  Iх ~  Ճ! _____ W___________ „е„(.Л.Л-»і..(і)
1 ~ 7 ^  |ГП., |  |A n | ( |J n |+ d is t(x ,J „) )  9

nfcJi

Заметим, что для ո  € Т | при фиксированных e „(J „)  =  /, dn(a-) =  « количе

ство точек слева точки  х  равно I  +  я или /  — в, откуда применяя Лемму 3.2 ио 

отдельности в обеих случаях для интервала Д  =  Гп,*, получим

Шмо) Е |J „| +  d is t(:r, Jn)
I. in  («■)=*
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И з сильной регулярности последовательности 7 на R следует, что

V |г„.*| ) ^  \\Tnj)  ~77 “
Комбинируя эти неравенства с (4.8), (4.9) получим

К . А . К Е Р Я Н

Г <  У '  у ՝  / |дг — а/| \ ?  \Jn\__________1____I | . sА  7? V |Г„.,| ) |J„| + dist(x,Jn)|x-y|1,1*  1 "егі ՛

|лг ֊  т Т  у ՝  у ՝  (  IA „  I V *  !■/»!________ i+ ,~7 \x - y|,+° ,4-» \|г„.,|/ |J,i| + dist(x, J„)
.  |x-x'|“ Հ ՜ ' .............. ( գ \  +տ ^  \ x - x Y

Аналогичную оценку можно получить а для /շ , что заверш ит доказательство 

оценки (4.7) для I .  Теперь перейдем к  оцениванию К . Разобьем множество {п  : 

п > П і }  па две части: Տ \ =  { ո  : ո  >  щ , е„(.7 „) =  dn( r „ :o, n u n • /„ ) } ,

Տշ — (я  : ft ^  Яь вп('А») ~  <і»»(шнх Jfi, 7դ ւՈ) յ  .

Ясно, что К  =  А’ і  +  К 2. где

Ki=Y. ІАл(*) - /«лМІ • l/«.i(v)l-
ո թ Տ է

И з (3.13). (3.14), получим

(4 10) Кл < ,  У  --------------- — ----------------- (< /»)+*.(*)+
՝  '  1 ~ 7 l A J . H J J  4 - r l k t . f r  .T_W 1

ntS i
Հ |A f l| • (|J „| +  d ist(:r, ./„ ) )

V  -------------------------- Щ -----------------------------n'n {Jn )+ d n( r ')  = ;  к .  +  K .

ոկ  \ ձ ո \ - ( \ յ ո \ +  ձ \տ Վ * ',յո )) 4 3

Дадим оценку для А'з. подобная оценка будет такж е верна и для К \ .

Замегим. что при фиксированных е„(«7,,) =  ք, < կ(է) =  я, аналогично неравенству

(4.9). будем иметь

(4Л1) Տ іхг^км~’,+*+1-
• n < J n ) « l.  ՎՀ(թ)=>

Из сильной регулярности последовательности Т  па Я  следует, что

( \ L Z * 1 Y  >  / , l^ n l- 7 ~ (c" (J,' )+d" (x ))\ a _  -« .(cB(Jn)HdnW ) >  е«(Л)+<І«(х)
ѵ і * - у і ;  ~ Ч  ід „і ) ՜ 1 - Գւ

Комбинируя это неравенства с (4.10), (4.11) получим

* 3 < 7 ք  У  ______ Ь У _________ L _ . f i V +7 ^ V
1 IJn| + dist(x, J„) |x - y\ \<7i / \l®-y|yI , a =  1 **« T i,

r-n(Jn)=*. <**(«)«
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<  J - p - s T  Հ Ր  п  +  а . л \ ( ± \ ,ІЯ Հ  \х  -  * T  
I * ֊ y|l+“  '  \q J  | x - y | I+“ '

Аналогичную  оценку можно получить и доя h 'i,  откуда получим A 'i < 7 •

Эта оценка такж е верна и для К  շ, что завершит доказательство оценки (4.7) для 

К .  Лемма 4.1 для і  — 2 доказана.

Д о ка за те л ь с тв о  Л е м м ы  4.1 д л я  і  =  3. Без ограничения общности будем 

считать, ч т о *  <  Հ  <  у. Ясно, ч то п 0 <  п , и Т ,„ <По I 1 » л {х )~ /п л № )Ш п а Ш  =  °֊ 
Обозначим

1- Е l/».iW - /«,іМІ • |/~,շ(»)|, * = Е І/».іМ֊/~..МІ-ІЛл(к)І.
ո«<ո<»|| Ո>ոյ

Заметим, что \К з м (х ,у )  — К з м (х ', у )| <  I  +  К . Докажем, что 

(4-12) '  / , * < ,

О  Б Е З У С Л О В Н О Й  В А З И С Н О С Т И  В Я 1 (Л ) СИ С ТЕМ Ы  Ф У Н КЦ И Й  ...

|х  — у |1+в

Начнем с оценки для / .  Разобьем множество {п  : По <  ո  <  ո ւ }  на две части:

Тг =  { п : щ  < п  <  щ , е „( [х ,х '])  =  гіп(т „.о ,х )},

Г2 =  {п  : п0 < ո  < ո ւ, е„([х,х']) = d „(x ',r„,n)} .
Ясно, что /  =  / і  +  /շ .  где

հ = Е  ШШ -  /«jM i • ւ/..,շ(»)ւ-
пёТі

Через Г „,х  обозначим интервал лшіейности ф ункции Fn, который содержит точ

ку  X. Т а к ка к  | / п . і( х ) —/ п, і( х /)| <  |х —х '| m ax \ f n j(x ) |. следовательно из сильной
*€[х,х'|

регулярности последовательности 7  на R  и (3.13), (3.14), получим

( 4  1 3 )  / ,  <  Я  Щ _________________ е „ ( [ х . х ' ] ) + е „ ( Л )+ ,/ . .(« >

1  '  |Г«,х| |Д *і| • (|Л»| +  d is t(y , Jn)) 4

Заметим, что при фиксированном е „([х , :с '|) и ո  €  Т \ имеем

(4.14) m in |Д „ | ~ 7 max |Д „|,
пбТі, e„([a:,.i;,])=fc п€Т։, е„ ([*,x'])=fc

И вправду, при ո  6  Г і,е „ ( [х ,х '])  =  к  количество точек левее т  из 7 п оста

ется псизмсш іым (ка к  и отрезок [тПіо, тпд ]), поэтому из сильной регулярности 

последовательности 7  на R  будем иметь, что іп а х |Д п| ~ 7 max |тПіі  -  т„.о| =  

m in | r „ , i -  т„,о | ~ 7  m in |Д „ |.

Заметим, что при фиксированных en(Jn) =  Լ  dn(y) =  8 количество узлов 

слева или справа от у остается неизменным, откуда применяя Лемму 3.2 для
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ближайшего интервала А  =  Dn<t к  у находящийся в той стороне от у, в которой 

количество узлов не меняется, будем иметь

(4.15) £  Л 7* 1, — !,,eTj I Л | +  dist(y, Jn)

Из сильной регулярности последовательности Т на R следует, что 

/ | х - х ' | \  ^  1 (  |А » І \  <֊ .  с*•« „((*,х ')) Հ ----------- *—

~ ’ 1И U r „ J  -  g "

Комбинируя эти неравенства с (4.13). (4.15) получим

„к + І+ вг <  у ՝  у  ք ճ մ ւ ճ ! ) ՞ ______Ы --------------- — q
~7 հէ ա1 ո6Ո. ձ ս Ա  '  '  |Л|+dist(?'՝Jn) |т " ,;|e'i,(■/„)->. <*«(»!»»

<  і - т - х г  V  V  f  լ ^ յ  у  ш  

^  I*  -  * і1+в kh i  - г , .  . X . , . -  V]Гп՝*1 > ш + іШ (у ՝ Jn)
'n(Jո)-՛- *«<*>»

լ յ լ  ѵ  и  х у +і+я іх  ֊  х г
~7 i®£yii ^ fc£ 1(5+1)( ^ )  і х - і / і і+в՛

Аналогичную оценку можно получить и для /շ , что завертит доказательство 

оценки (4.12) для / .  Теперь докажем оценку для К  из (4.12).

Разобьем множество { ո : ո  >  Ո ւ} на две части:

Si =  {«  : п  >  п і. е „([х ,.г']) =  с/п(тП:0.х )},

5շ =  {н  : ո  >  ո ь  е „([х , х ']) =  (Іп(х ',тп,п)} •

Ясно, что К  =  А 'і +  Ко. где

К і=  Y ,  I /» jW  -  • 1/«.շ(»)1-
neSt

Из (3.13). (3.14), получим

(4.16) A 'l < - У  ---------------Щ ---------------- е,.([х,х'])+с„
1 '  п~ ^ і |Д»І • Ш і| +  dlst(y, Jn)) r

Заметим, что при фиксированных е „(Jn) =  /, d,,(շ/) =  s. аналогично неравенству
(4.15), будем иметь

• է Տ լ  ,(.»«)-!. </„(»)=«
(4.17) V  ГГГ-зН —ТТ & .* + !•^  I J „| +  dist(y, Jn)

Из сильной регулярности последовательности 7  на R следует, что
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Комбинируй это неравенства с (4.16), (4.17) получим

к ,  <  v  V  ы  1
кЛ?ш 1 ..СТ,. I*7'*! +  tUstfo>յ ») Iх  -  2/1 V 91 /  V Iх  -  иі /

rfntv)»*

|z  —*Чв Л .  _  Г а \ м + '  \х -  ® Гw  Հ  V I

^  в я щ £ > +чШ  ~т і * - » і ,+ " ՜
Аналогичную оценку можно получить и для К 2> что завершит доказательство 
оценки (4.12) для К .  Лемма 4.1 для і  =  3 доказана.

Д оказательство  Л ем м ы  4.2. Вез ограничения общности будем считать, что 
X <  X ՛ < у .  Введем следующие обозначения: через Г =  [х, х/] и Ո ք  =  шах{п, #(Т „П  

Г) <  1}. Ясно, что \K i,u(x ,y ) -  1<4,и (х \у ) \ <  I  +  К , где

I -  Y .  1 /" ,շ (* ) ֊ /n . j( i') ll/» . j( v ) l,  І / - л ( і) - / .д ( ^ ) І ІЛ д ( » ) |.
n<nr  n>wr

Докажем, что для I  и К  имеют место следующие оценки:

( « «  ’ < * & > £ $ ֊ . ■
Начнем с оценивания I .  Через Г п обозначим единственный интервал с узлами 

из Тп содержащий точку х. Из (3.14) и сильной регулярности на Я последова

тельности 7  будем иметь

------------------------------L iiil------------------------------ I -------------- .
«ѵ»г ( lJ»l +  d is t(r -  յ «) +  lr » l)(lJ«l +  d is t(y , Jn)) ІГ .І

Разобьем множество { ո : ո  <  п г }  на три части:

7 | =  { п : ո  <  n r. in iii Jn <  х },

Г а  =  { п :  п <  п г ,  Л  С  [ж ,у ] } ,

Тз =  { п :  п <  п г .max J „  >  у }.
Суммы соответствующие множествам T j, 7շ и Тз правой части (4.19) обозначим 

через Л , /а , / 3, т.е.
I  f  I  0« in ( x ) + r f . . ( y )

լ  ш \ х -  х '\ У ՝ ___________________ Ь^іі-------------------------------і - --------------
1 Կ  (Mnl +  d ist(r„ , Jn )  +  |Г„|)(|Jn\ +  dist(y, Jn)) |Г„|ѴІСІІ

для i  =  1 , 2,3 .
Дадим оценку сверху для Լ .  При фиксированных dn(x ',у) =  к, d „(x) =  I 

пусть L i D Լ հ  D . . .  D L r  совокупность всех разных интервалов Г „. ո  < «г- Из 
он])#՝деления о  и сильной регулярности на Я последовательности 7  будем иметь

|х - s'l1՜՞ • խ - „г <-, |£г|‘- • (т‘|Д.|)° < І£г| • 4.
V I

63



к . А. К Е РЯ Н

Следовательно, применив лемму 3.2 к интервалам L, получим
f М- I q< in ( x ) + d „ ( v )

- u w -  Ш  +  * * Г М \ Г п \  ’ ՜ 1 ք ~  ^  

у  і ± і . հ + *  < 7 і ± і . Հ +< <  ( J L ) k • (1 +  l)ql • 1д ~ / С 1 ! .^  |Ii| 1 ~7 |Irl f \f i/ l*-y|e
Отсюда, просуммировав через А: н /, и приняв во внимание, что |J „|+ d is t(y , J,,) >

|х -  уI .для ո  €  7*і, получим
г ^  |х  ֊  յ / Iе 

(4 2° )  І1 |х  — у |1+° '

Теперь оценим 1հ . Так как (|Jn|+ d is t(r„, J „) +  |r „ |) ( |y №|+ d is t(y , J,,)) >  |<ЛіНх—УІ 

при ո  6 7շ, следовательно
_  լ  Ж  (*)+<<« (v)

4 Տ 1 * "  ' „ Տ ա  К Г ՜ ՜
Поэтому, принимая во внимание, что для ո  6 То аналогично случаю п €  Т\ имеет 

место следующее неравенство

|* -  i 'I1՜ ՞  • I* -  »Г <T ІГ.І1-  • (7 § Ш “ < |Г„| • 4 *
р

и для фиксированных dn(x) =  к  n dn(y) =  I существует не более одного п  удо

влетворяющего этому случаю, получим
00 30 __  |~ лX ֊  аг\1~а  • |х  -  У Г

(4.21)

|J УІ+ <r=l <=1 n :d n ( x ) = k , d n ( y ) = l  ^

< ід -  յ / ւ° v v ՝  <  іт ~ д / і՞

Для завершения оценивания /  остается оценить / 3. При фиксированных d „(x , у) =  

A:. dn(y) =  I пусть L\ D Լ շ  D . . .  D Lr совокупность всех разных интервалов 

Г „. ո  6 Т3. Из сильной регулярности на Я последовательности 7  следует, что

|х -  х'11 •  • I*  ֊  у Г  < 7 ІМ 1 °  ■ (У Ч М Г  <  IL rl • -V
Qi

Поскольку при фиксированных Li и к, самый правый интервал линейности Fn 
содержащийся в [х, у] не меняется, то назначив этот интервал через Я „, применив 

лемму 3.2 к этому интервалу и воспользовавшись последней оценкой получим

V  V  Ы  g d n ( = r ) + d „ ( y )  Հ

Հհ  |J„ | +  d ist(y ,Jn) ІГ - І
t=l ո:Րnt=L,-,d n ( x , y ) = k ,  d n ( y ) = l  1 "՚ ѴѴ’ Ո/ 1 ™
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у — у  Ы ■
ե  |L i| п:Гв^ Л М ֊ - и . ( , Н  Ш  + d i s t i l  Jn)

Отсюда, просуммировав через к  и l,  и приняв во внимание |,/п | +  d ist(x, Jn) > 
|х  — у|, получим, что

О  Б Е З У С Л О В Н О Й  Б АЗ И С Н О С ТИ  В И* (Я )  С И С ТЕ М Ы  Ф У Н К Ц И Й  ...

\х — хг
(4И )

Из неравенств (4.20) -  (4.22) следует оценка (4.18) для / .  Теперь оценим К . Из

(3.14) и сильной регулярности на R последовательности 7  будем иметь

К < У  ------------------------- Ь У __________________о«М*)+<М»)
n fe . <1 J" i + Jn ) ) ( | J „ i+ dbt(y, Jn)) 9

(4.23) +  У  — ;------------------ ------------------------------  . ndn (*')+«Mv) _  I f  .
»£ rr  J" l + J »))(lJ« l + * М * . J" ) )

Достаточно оценить A i,  аналогичная оценка будет также верна и для І<2. Дей

ствительно, точка х "  =  х ' +  2'у2{х ' — х) нринад/іежнт интервалу [х;,у ] в силу 

условия леммы 4.2 и согласно сильно регулярности на R при п  >  п г будем 
иметь, что # {([х ',х "]Г 1 7 п)} >  2 .

Разобьем множество { ո  : ո  >  ո ը }  на три части:

Տւ =  { ո  : ո  >  пр, m in Jn <  x },

Տշ *  { ո : ո  >  n r, Jn С [x, у]},

Տյ =  {и  : п  >  п г, max Jn >  у}.

Часть сумм по множествам индексов S i, Տշ, S3  соответствующие сумме А і обо

значим через 1< і'і, А '1,2, К \ з ,  т.е.

К \  і  =  У ՝ ------------------------ 1^1_________________ 0<М*)+«Мѵ) * = 1 2 3
7»1 տ4 (l*^n l +  d i8t(x , յ» ւ))(|յո | +  d ist(y, Jn)) 4 ՝

Дадим оценку сверху для A i. j. j

Заметим, что при фиксированных d n (x ,x ՛) =  /, dn(x ', у) — s будем иметь 

|х -  х '\ >  І |Г „ | ,  и |х  -  у| < 7 7Й *|Г „|, откуда получим

( Іт ~ уі \ а < у*(/+«) <  _ յ_
\ \ х ֊ х > \ )  < 7{+* '

Используя это неравенство и приняв во внимание |Jn| +  dist(y, У „) >  |х  — у|, 
применив лемму 3.2 к  интервалу линейности Fn, который самый близкий к  х  и
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находиться в [х ,х '], получим следующую оценку

Jfc=l »**1Ып( г г')шІ •!„(։ '.II

_______________________ _____________________________ к + І + я

2 ^  (|.7„| +  dist(x, ./„))(!./„  I +  d is t(y ,./„))

<*

Отсюда, просуммировав через I и а, получим, что
I .  _  ~І\<*

(4 .24 ) /Г.,і <л■ в н
Теперь оценим К ід .

Заметим, что при фиксированных rfn(x) =  /, rf»* (у) =  s как и при оцспигіапии 

А 'і,і будем иметь |х -  х,| > £ |Г „|, и |х -  у| < 7 7 ,+ *|Г„|, откуда получим

т у
Используя это неравенство, приняв во внимание (| Jn|+ d is t(x , ./„ ))(|./„ l+ d is t(y , J „))  >

I J „||x  -  y|. при n e Տշ и то, что существует не более одного ո  6 Տ շ для фиксиро

ванных dn[x) — I, dn(y) =  8, получим следующую оценку

(4.25)

А' < У ՝ У ՝ _ 1 _ յ+ «  < у ՝  У ՝ 1 ( Iх ~ у\ \  ° f я Ѵ +3 < \х ~ *Т

Для завершения оценивания K \ остается оценить К ].з- Зафиксируем (і,,(х , у) =

Г dn(l/) =  5- И з сильной регулярности на R последовательности (էռ ) следует, что 

\х  -  У\ iS i I*  -  х/ |У , откуда получим

Ѵ іх ֊ * ' і ;  - ж

При фиксированном rf,,(x ,y) =  / в отрезок точки не добавляются, поэтому при

меняя лемму 3.2 к  интервалу линейности Fn находящийся в [х, у] и ближай

ший к  у при фиксированном d „ ( . r ,  у) =  I, и последнее неравенство вместе с 
І*Лі I +  d ist(x, J „) >  |х — ?/| получим следующую оценку

£  £ ш
я=о ,.6S3 (І'7«І +  d ist(x, J „))(|J * | +  d is t(y , ./„ ) )

4я(а.»)>|. d,,([,)=».

,1+і»
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Отсюда, просуммировав через /, получим, что

(4.26)
ѵ '  1,3 |х -  у|*+° ■

Из неравенств (4.24) (4.26) вытекает справедливость оценки (4.18) для К . Лем
ма 4.2 доказана.

5 . Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2 .2 .

Чтобы доказать Теорему 2.2 мы воспользуемся следующими свойствами.

У тверж д ение  5.1. П усть 7  - допустимая последовательность узлов, a (F„)„>2 

соответствую щ ая система функций Франклина с нулевыми средними. Если
ОО

для некоторой последовательности (а „) ряд a „F n безусловно сходится в
п-2

/о о  \  ШІ
L  , тогда Р  := I £) J € L 1. Более того

ОО

11-Pill £  sup \ \ Т е паі1Рп\и.
«€ { - ս> *  р

У тверж д ени е  5.2. П усть 7  • допустимая последовательность узлов, кото

рая сильно регулярна по парам на R с некоторым параметром 7 >  1, но не 

удовлетворяет какому-либо условию сильной регулярности на R. Тогда соот

ветствую щ ая система функций Франклина с нулевыми средними (F „)„> շ удо

влетворяет условию

sup

О  Б Е ЗУ С Л О В Н О Й  В АЗИ СН О С ТИ  В Я 1 (Я )  С И С ТЕМ Ы  Ф УН К Ц И Й  ...

SU pa„(^)FJ  
ո  >2

=  00,
1

где супремум берется по всем атомам Ф и а„(ф) =  (ф. Fn).

Утверждение 5.1 является следствием неравенства Хинчина. Для доказатель

ства утверждения 5.2 нам понадобится следующий результат.

Л ем м а 5.1. П усть 7  - допустимая последовательность узлов, которая сильно 

регулярна по парам на R с некоторым параметром 7  >  1, но не удовлетворяет 

какому-либо условию сильной регулярности на R. П усть к и է любые нату

ральные числа. Тогда для всех А >  2 сущ ествуют числа (п Д і^ -  такие что  

если Tnj<i j  новая точка  в 7Ո յ, которая не присутствует в 7Ոյ֊ ւ ,  и

S j [Tnj,ij-3l ̂ Ոյ,ց-2)| Aj -=

Lj ՛■— [Tnj,«>-b “  [r n,.<,*T»V.»i+l)*
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тогда для всех 0 <  і  <  j  <  С — 1 им ею т м есто

( I )  Д г %  =  0, (2) Л, =  Л„  (3) (2 7 -1 )1 ^1  >  |5 іІ >  (4) |i? j| <  (2 7 -1 )1 ^1 ,

(5) \ կ \  <  4 ( 7  +  1) ■ |Я ,|, (6) in in ( |L j|,|Л ,|)  >  >І|Л>|, (7) en j(Jn j) >  к.

Д о ка за те л ьство  Л ем м ы  5.1. В более общем случае пупкты  1-6 доказаны в

( II)  (см. Лемму 6.2). Здесь мы докажем только 7-ой пункт.

Положим т  =  [87(2 7 - 1 )(7+ 1 )] +  1- Пусть для последовательности (п7) * ^ ,п ֊1 

удовлетворяются пункты  1-6. Докажем, что

(5.1) Si փ  S j ,  при i  >  j  +  т .

Заметим, что для этого достаточно показать

(5.2) \ Կ \  <  շ  I U  при і  >  j  +  т .

Действительно, из пункта 2 следует, что L \ Э Լ շ  D . . .  D L j,  а из пункта  3 будем 

иметь |5,-| <  (27 — 1)|L»| <  <  \S j\.

Допустим IԼ,-1 >  для некоторого i  >  j  +  т .  Заметим, что из

пункта 2 следует, что |L r | <  \L j\ для г  >  j .  откуда используя п у н кт  5 получим

№ « 1+■ • • +  ІД іі >  +  • • ■ + Ц )  5  |£ іі і ( 7 Т і )  - |£ і| -

Так как L j включает попарно непересекающиеся множества L , и R j+ i, . . . ,  if,-, то  

\L j\ >  \ կ \  +  \Rj+i\ + . . .  +  IА,-1 >  \L j\, противоречие. Неравенство (5.2) доказано.

Из (5.1) и пункта 2 следует, что i j+ m >  կ *  откуда получим, что

(53 )  ij+ tnk  > i j + k > k .

Ясно, что количество точек из 7 Птк в [ r „ mfcjl-n it+ i.T Umfc>„ infc] больше А:. И з этого 

используя (5.3) получим, что en j(Jn j) >  к  при т к  <  j  <  т к  +  (  — 1.

И так, последовательность (п , ) ^ ^ ՜ 1 длины (  удовлетворяет условиям 1-7.

Перейдем к  доказательству утверждения 5.2.

Д о ка за те л ьство  утв е р ж д е н и я  5 .2 . П усть I  любое натуральное число, а к  е N  

и число А > 2  будут выбраны позже. Тогда согласно Лемме 5.1 сущ ествует по

следовательность { ո յ ) յ~1 для которой все условия Леммы 5.1 выполнены. Обо

значим т  :=  X :=  т  — |Ло| и у :=  т  +  |Ло|. Ясно, что ф ункция

Ф~ I  *М>
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является атомом. Докажем, что для любого 0 <  j  <  է — 1 имеет место 

(5-4) К ( ф ) |  =  \(ф, Fn j)| ~ 7 \L j\ - 1' 2.

И нтегрируя по частям получим

*» № )  =  £  Փ {է)Ա ոէ.շ{է) -  / „ i l2( r ) )d f +  £

=Wo\ Լ {х~ t}&# dt “ 2іЬ !Уу ~ dt+Г *(t)/"'-i(°dt-
Д ля того, чтобы дать оцепку для |аП](0)| снизу, мы дадим оценки абсолютным 

значениям հ  :=  £ ( х  -  t ) f r'։ . 2( t)d t снизу и / 2 :=  f t ( y  -  է)ք՚ՈյգԴ(է)ճէ.

հ  :=  H I Փ {է)քՈյ.ւ (է )ձ է  сверху.

И з (3.15), принимая во внимание пункты  4 и 5 Леммы 5.1 и сильную регуляр

ность но парам на R последовательности 7 , будем иметь

(5.5) |/ոյ,շ(4"ոյ.էյ —1 )|» |/ոյ,շ(՜7՜ո,,էյ)|: I/тіj .2 (т>»5 -Ւ1) I ~  1*̂ Ոյ| 5 \Lj\ 2 >

откуда используя знаконеременность функции ք Ոյւշ  получим, обозначив произ

водную ք Ոյ ,շ на До и L j соответственно Հ յ и r jj,

і у і  ~7  П Т  I и Ш  ~7
|Ао| Щ  ' 7 ц , | - Г

И з этого и пункта  6 Леммы 5.1 следует, что существуют постоянные С-,, с-, > 0  

такие, что

(5.6) | / і |  >  З с , | і , | - і  и  |/շ| < С7|Л„[ ■ <  ֆ | £ յ | ՜ * -

А из неравенства (3.13) и пункта 7 Леммы 5.1 следует, что существует постоянная 

< ? П >  0 такая, что

(5.7) |/з| <  < Съ,\і і \-і ■ Հ " յ | յ - . '  <  С ,.і7 * |Ь ,Г '.
I“ n ,|

Теперь выбрав числа к  и А  >  2 так, чтобы выполнялись неравенства Cr i 0* Ճ  с-, 

и ^ -  <  Су, из неравенств (5.6), (5.7) получим

К , ( Ф ) І > І Л | - | / а| - | / з І > с , | і , Г * .

И з неравенств (3.13), (5.5), пункта 7 Леммы 5.1 и сильной регулярности по парам 

па R  последовательности 0՜ следует существование копстант d ,, С ' > 0 , что

|/п ,.2(і)|с 1* >  2< | L , | i  и | | /Ո յ,ւ(է)||ւ <  զ \ կ \ կ 1\

6 9
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Будем считать, что к  настолько большое, что С^чк <  с^, откуда используя (5) 

получаем

Լ  K (< £ )||F „.( f) |d *  >  վ կ \ - ձ  • Ц  | / „ „ 2( i ) | d * - | l / « i t iW l l i j  >

Из последнего неравенства и пункта 1 Леммы 5.1 вытекает, что  

/  s u p M 0)Fn( i ) | >  Y ,  f  \On,(Ф)Гп, ( t) l d t > ,  e.
Jr « J rj

Так как для каждого է  мы можем построить атом, для которого справедливо 

последнее неравенство, следовательно Свойство 5.2 доказано.

Д оказател ьство  теорем ы  2.2. Начнем с доказательства необходимости. М и

нимальность системы (F „) очевидна. Чтобы доказать полноту (F n ) в Я і(Я ), до

статочно убедится, что любой атом можно аппроксимировать линейной комби

нацией (Fn) сколь угодно хорошо. Заметим, что любой атом м ожно аппрокси

мировать непрерывной функцией с нулевым средним и ком пактны м  носителем 

ио норме # ‘ (Я), а последнюю можно аппроксимировать полиномом по системе 

(Fn) по норме Loo, следовательно и по норме Я  (Я ), та к ка к  носитель ком пак

тен. Пусть /  € Я 1 (Я ) и /  =  anFn . Равномерная ограниченность операто

ров ՏՈ։Ա] =  f R u „F n(x)F u{y )f(y )d y  =  ]C *= 2 W«<*«#», где ա  €  { - 1 ,1 } ^ ,  для 

сильно регулярной последовательности 7  на Я  следует из Утверждений 4.1 и 3.4.

Теперь докажем обратное, т.е. если (F n) является безусловным базисом в 

Я 1 (Я ), тогда последовательность (£„) должна быть сильно регулярной на Я. 

Сперва заметим, что если (tn ) не сильно регулярна по парам на Я , то  в силу 

Теоремы 2.1 (F n) не является базисом в Я 1 (Я ). Остается рассмотреть то т слу

чай, когда (<„) сильно регулярна по парам на Я , но не сильно регулярна на Я. 

Допустим (F „) является безусловным базисом в Я 1 (Я ). Тогда, для /  =  ^  ап F,, 

и £ €  { —1 ,1 }^ , функция / е :=  Y ,enanFn тоже принадлежит Я 1 (Я ). Т а к как

II • ІІі <  II ՛ l l /Հ1’ следовательно ряд £ o n F n такж е безусловно сходится в L 1 (Л ), 

откуда, используя утверждение 5.1, получим

W P fh  <  sup ll/e lll <  Sup Ц/еІІЯ1 <  \ \ f \ \ w ,  
t  t

а последнее неверно даже для атомов в силу Свойства 5.2. Теорема 2.2 доказана.

Автор выражает благодарность профессорам Г. Г. Геворкяну и А . Кам онт за 

полезные обсуждения.

К . А . К Е Р Я Н
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О  Б ЕЗУС ЛО В Н О Й  ВАЗИ С Н О С ТИ  В И 1 (Я ) СИСТЕМ Ы  Ф УН КЦ И Й

A b s tra c t. We define a general F ranklin  system o f functions on R w ith  vanishing 

means, generated by an admissible sequence 7. A  necessary and sufficient condition 

on 7  is found fo r the corresponding genera) Franklin system o f functions on R w ith  

vanishing means to  be an unconditional basis in  the space Я 1 (Я ).
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А н н о т а ц и я .  В э т о й  работе исследуется з а д а ч а  равномерного приближения 
ф ункции заданной на вещественной оси R гармоническими ф ункциями па  R2 
имеющими оптимальный рост на бесконечности. Рост приближаю щ их ф унк
ций зависит от роста и дифференциальных свойств приближаемой ф ункций 
на R. Отметим, что эта задача впервые рассматривается в настоящей работе.

M SC2010 num ber: ЗОЕЮ, 30Dxx.
Клю чевы е слова: равномерное приближение: гармонические функции.

1. В в е д е н и е  и  п р е д в а р и т е л ь н ы е  с в е д е н и я

В этой работе рассматривается задача раішомериого приближения на веще

ственной оси функций с определенными дифференциальными свойствами иа ве

щественной оси, гармоническими функциями имеющими оптимальный рост на 

бесконечности.

В работе С. Гардинера |1| рассматривалась возможность равномерного при

ближения данной функции на неограниченных множествах гармоническими функ
циями из R2.

Подход к  решению задачи является конструктивным, ибо н ходе решении за

дачи нами построен явный вид приближаюпщх функций. Апалогичпая задача 

для целых и мероморфных функций исследовалась соответствен но в работах |2] 
и [3|.

В работе |4) функция, определенная на R и имеющая непрерывный дифферен

циал 3-ой степени, приближается гармоническими функциями в данной полосе 

содержащей R. Здесь приближающие функции гармоничны на R2.

Работа состоит из двух параграфов. Первый из них содержит введение и пред

варительные сведения, а второй - основные результаты со своими доказатель
ствами.
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1.1. Н екоторы е обозначения и определения. Пусть N, R и С  соответственно 
множества натуральных, вещественных и комплексных чисел. Евклидову плос
кость R будем идентировать с комплексной плоскостью С , положив z =  х  +  іу  
дли ( і ,  у) €  R2. Дли множества Е  С R2, замыкание, внутренность и границу Е 
в R2 обозначим соответственно через Ё , Е° и дЕ.

Также положим:

R+ =  {ж € R : X >  0} и R " =  {х  6 R : х  <  0};
D r  :=  {z  € С  : |* | <  /•} для г  >  0;

Ss :=  { г  €  С : \ І т г \  <  6} дли 6 >  0 - полоса.

Пусть Е  замкнутое множество в R2. Для класса С  (Е ) непрерывных функций 
/  : Е  —» R2 положим

т /  (г) =  т у  (г, Е ) :=  \\f\\EnD։ =  sup | /  (z )|,
։€EnDr

'  С ь (Е ):=  { f € C ( E ) : \ \ f \ \ E <+oo} .

Для замкнутого множества Е  С R2 обозначим Л (Е ) =  С (Е ) Ո I I  (Е °) и Аь (Е ) =  

Сь (Е ) Ո  Н  (Е °), где I I  (Е ) класс гармонических функций на Е.

Дли /  €  C (R ), £, т/ € R и д >  0 положим

(1.1) ձ ւ ,/( Հ ,Տ )  :=  max | /  (£ + 1/) — /  (ч ֊  »?)| •
rajgg

В дальнейшем для х  € R обозначим

(1.2) u / i . / (x , t f ) :=  max Д | . / (£,£).

1.2. П ри б л иж ени я  на R гарм оническим и ф ункциям и. В этом параграфе 

рассмотрим задачу приближении функции /  С A (S/,) на R функциями ѵ гармо

ническими на R2 с оценкой роста на R2.

Нам нонадобитси следующая теорема, доказанная в [4].

Теорема 1.1. П усть функция /  € С4(R) и 0 <  S <  1. Тогда существует функ

ция t>6 € H(Sg), удовлетворяющая неравенствам:

(1.3) |/(х )  -  ѵ*(х)| <  554 для X е  R. 

и

(1.4) |ед(*)| <  З Л //(х +  1 ) +  Зохр (б +  8у/л //(4,(х ,2) ]  для z =  x  +  iy e  Ss.

Докажем следующую вспомогательную лемму.
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А. А. ВАРДАНЯН

Лемма 1.1. Для հ  >  0 и Ь >  1, существует гармоническая функция ги (:,() е
I I  (С) для С =  Հ  +  if] €  C \R . такая что

(1.5) In і֊ ֊ 7  ֊  »Ф - С)| <  для г  € R м |г | <  |<| /2 , Ы  >  1 
F  ~ чі I օ խ |

(1.6) ln |w (z ,()| <  c ln (|s | +  1) +  c ln + 6|r/| +  Зсхр ^5 +  для z е С.

где С =  Հ  +  iiJ и с >  О абсолютная постоянная.

Доказательство. Заметим, что функция — In |г — £| для фиксированного Հ  € 
C \R , удовлетворяет условиям Теоремы 1.1 и ограничена на R. Следовательно, 
существуют функции ա՛հ =  ս՚տ (г, Հ), которые гармоничны в полосе Sg для фик
сированного С: (|>/І >  1). где число 8 будет зависеть от Հ. Учитывая, что

1In -—-—г I =  ^ ІІп ---------я------ 11*-сі' 2՛ (ւ֊0՜ + ч2< niax{21n+(x — In |т/|} для х  € R

I О ”  I х  -  СІ ) , |  "  I  (х ֊ 0 *+  Жт
получаем

(4) 4 ( х - 0  + 4 1 6 (х - * У

(1.7)

- - С І 7 *  jj 

12 ( X ֊  О2

( х - 0 2 +  »/2 +  ( ( а : - 4 ) 2 + 7 / 2 ) 2 +  ( ( х ֊ е ) 2  +  7 І )

24 ( X -  О 4 2 25 15

Հ ІчІ2 + 2|чІ4 < ІчР'((*-f)’ + 4г) ((*-02 + ч2)
Отсюда взяв 5 =  ե\Հ\2 для С € С, (|і/| > 1), из оценок (1.4) и (1.7) получаем

(1.8) |« м (2 ,0 І <3m ax{21u4’( x - 0 J n | i; | }  +  3cxp^5  +  ^ )  для z € S6.

Из (1.8) следует, что функция U’s (г, С) на R для фиксированного Հ  € C \R  огра
ничена функцией 1п(|х| +  1). Обозначим

Կ  ■■={С € С : Խ Հ  =  S}, 1.6 :=  {С € С : 1 ո Հ  =  ֊5 } ,

Щ  :=  (С € С : Խ Հ  >  6}, П_^ := {£ € С : І т (  <  —5} для 6 > 0.

Для полуплоскости Пл- и для функіціи ws на կ  применив теорему Дирихле, мы 
можем определить функцию ws как гармоническую функцию на Пд. Тогда учи
тывая, что

/.
У21п+ *

s У2 +  (է -  х)2 
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где с >  0 абсолютная постоянная, можем определить wg как гармоническую 
функцию на всей С дня фиксированного Հ 6 С так, чтобы

In M wt (г) <  Зсхр [ 5 +  -А? 1 + 3 1п+ г  +  2 Іп+ л/Ь|СІ-
I  М  I

Теперь мы должны доказать оценку (1.5) для \z\ <  |(| /2  и г € С.
Дли случая |z| <  ІСІ/2 и г €  Ss оценка (1.5) непосредственно следует из 

доказательства Теоремы 1 работы [3].
Учитывая, что

НАИЛУЧШ ИЕ РАВНОМЕРНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ НА ВЕЩЕСТВЕННОЙ ОСИ ...

(1.9) ь І Т Г с [ — < 6 для z € lg и фиксированного С € C \R ,

и принцип максимума для гармоничных функций, получим (1.5) для |г| < |С|/2 
и г  € С.

Теперь докажем оценку (1.6). Из решения задачи Дирихле имеем, что рост 
функции tvg на Па и П_г удовлетворяет неравенству

«ч(*»0 <  3hi(| z  I +1) +  21ո+ >/ե\Հ\.

С учетом (1.8) мы получим оценку (1 .6). Лемма 1.1 доказана. □

Теперь сформулируем первый результат об гармоническом приближении функ
циями, определенными на R2.

Теорема 1.2. П усть и € Н  (5л) и е >  0. Тогда существует функция ѵ гармо
ническая на R2 такая, что

(1.10) |и (ж, 0) — t» (ж. 0)| < 6е для ж 6 R.

Рост функции ѵ на R2 удовлетворяет для г  > 0 неравенству 

(1-11) 1п|ѵ(ж,у)| <  2 In Ми (|z| +  2Л) +  с In г,

где г — у/х* +  у2 и с >  0 зависит лишь am հ.

Доказательство. Заменяя ѵ на е~ ѵ и и на мы можем доказательство 
теоремы привести к  случаю е =  1 .

Пусть теперь у  будет границей 5л, положительно ориентированной относи
тельно начала координат, и для г  > 0, уг будет часть у  в C \D r с индуцирован
ной ориентацией; отметим, что у,- =  у, если г  < Л. Введем следующие функции

(1.12) /г (г) = J «(Opz.O-lujĵ JdCfor (3,C)eCx(C\R).
где функцию w(z, Հ) выбираем по Лемме 1.1.

75



А. А. ВАРДАНЯН

Для доказательства теоремы, мы должны оценить І г (г) на R и на R2. 

Полагая b =  Л /ц (|£|) и используя (1.5) получаем

(1.13) \1г (х ) \<  [  |« (С ) ІІ֊75^С < с1 /  Ы  2 =  с(Л) <  +оо.
JdEr Ь |r/| J |і;|>л

Пусть теперь z =  х  +  іу  €  "Dp и г  >  r& =  m ax{2p,p +  Л} +  1. И з (1.5) и (1.12) 

следует
| / г (г )I <  с I  — ~(1С <  с ------------ > 0 при г  ->  + 00.

А г |*7І г 110
Поскольку функция /0 (շ) ֊  /г  (с) это интеграл вдоль конечного пути у \у г , то 

она определяет гармоническую функцию на R2\  (7 \7 Г)- Следовательно, интеграл 

/ 0 (г) равномерно сходится на Д Д 7  для любого р >  0 и определяет гармониче

скую функцию. Іо е Я  (R2Yy); аналогично I r  €  Н  (R2\7 )  для любого г  >  0.

Рассмотрим теперь функцию ѵ €  Н  (К 2Ѵу), определенную формулой

. _ (  І о ( г ) +  и (г )  для z t S f l
(1.14) / „ ( г )  д л я г е И Ѵ -  ՛

Из определения (1.12), с учетом (1.6), получаем | /Г (т )| <  с(Л) для х  €  R. Таким  

образом оценка (1 .10) доказана. \

Функцию t' но формуле Коши-Грина представим в следующем виде:

(1.15) V (շ) = /, .(*)  +  / ;  ( * ) +  / " ( * ) ,

где|И

Հ  (*) =  і  /  «(C)w (շ, С)
Jl\tr

Հ' (*)= “гЬ/ “(011112 - СМС,
/r =  3D r n 5 h.

Очевидно, что интегралы являются гармоническими функциями на Д ., сле

довательно, ѵ донускает гармоническое продолжение на Д  для любого г  >  հ , и 

более того ѵ € Н  (R 2). При этом формула (1.15) для ѵ  (շ) не зависит от г, если 

շ  € Д .. Так как функция и €  Н  (Տհ), то по теореме Кош и-Грина получаем

(1.16) 2* ս ( շ )  =  լ  [« (0 ^ h | C - 2 | - j U ( C ) l n | C - 2 | ds,

где ո  обозначает внутреннюю единичную нормаль к  дЕг , где Ег =  Տհ Ո  Д .. 

Этот интеграл на R2\5 h будет равен нулю. Из (1.14)-(1.16) для շ  €  Ег получим 
следующее представление:

2” (г) “ Li [u 1жta!к - ■I - ж» I І к 11
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+ 1  I e  I p  (СІ-2) < խՀ  +  / /  (Д « )  ( 0  W (С, г )

где функция ги (С, г )  определена в (3). В этой формуле все ядра гармонические 
функции по г  для г  €  Следовательно функция է՛ (с) будет гармонична на К 2. 

Теперь оценим функцию ѵ для любого г  € R2. С учетом оценки (1.5), возьмем 

г  =  2 |г| для г  е R , из определения (1.12) получим, что

(117) | /Г(2) | < с (Ь ) .

С учетом (1.0), получим:

(118) \І'Г (*) <  C \(h){M H(r)  +  г ).

По той же схеме:

(1.19) |/" (г )< с а (Л )М и(г),

где с і(Л ) >  0 и շ շ (հ )  >  0.

Таким образом из (1.15), с учетом (1.17) • (1.19), получим оценку (1.11). □

2 . Г а р м о н и ч е с к и е  п р и б л и ж е н и я  н а  в е щ е с т в е н н о й  о с и

Рассмотрим задачу о наилучпіем равномерном приближении на вещественной 

оси гармоническими фупкциями. Следующая теорема доказана в работе |3).

Теорема 2.1. П усть  /  6 С3 (К ) и £ >  0. Тогда для հ  >  0 существует функция 

V € I I  {Six), удовлетворяюіция неравенству

| /  (ж )  — ѵ  ( іс) |  < 5е для х  € R,

рост которой для z =  ж +  іу  € Sh ограничен неравенством

խ  (х )| <  Зто/ (х, հ) +  Зеехр ^5 +  2 \](2К )г  ( x , h ) j .

Сопоставляя Теорему 1.2 и Теорему 2.1, мы получим основной результат работы.

Теорема 2 .2 . П усть f  €  C3i(R) и £ >  0. Тогда для հ  > 0 существует фунщия 

w гармоническая на R2 и удовлетворяющая

| /  (х) -  w (х)| <  с для X € R,

рост которой для z =  х  +  іу  € R2 ограничен неравенством

եւ խ ; (х . у)| <  21n m / (|z| +  2/i) +  с In г  +  се у (2ft)՜1 e~xU \ j w  (х. հ)

где г  =  у /х2 +  у2 и с >  0 зависит лишь о т  հ.
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Из Теоремы 2.2 получаем следующий результат.

Теорема 2.3. Пусть /  € С4 (R) и 0 < 6 < 1. Тогда существует гармоническая 

в R2 функция vs, такая что

(2.1) | /  (х) -  V, (я, 0)| <  5Ճ1 для X € R, 

и для любой точки  (х, у) ե  К

(2.2) 1п|ѵ< (х,у)| < 31пm j (х, 1) +  c ln (r +  1) +  +24փ ո ր * \  (х, 2) +  15,

где с >  0 абсолютная постоянная.

В работе [2] доказано, что если функция /  6 C(R) и удовлетворяет неко
торым дифференциальным свойствам, то ее можно приблизить целыми функ
циями порядка 1 и этот иорндок нельзя уменьшить. Далее в работе [3] было 
доказано, что функцию /  можно приблизить мероморфными функциями с ро
стом - Г (г) =  /о<72(•/*) и его рост нельзя уменьшить. В случае гармонического 
приближения можно получить следующий результат.

Следствие 2.1. Пусть функции ք  € С* (R) и /^4' ограничены на R. Тогда 
функцию ք  можно равномерно приблизить на R гармоническими функциями 
w € Н (R ) так, что  Л/„,(г) < Ат, где А > 0 абсолютная постоянная.

A b strac t. In this paper we investigate the problem of uniform approximation of a 

function given on the real axis R by harmonic functions on R2 w ith optimal growth 
at infin ity. The growth o f approximating functioas depends on the growth of the 
approximated function and its differential properties on R. Note that this problem is 
firs t considered iu  the present work.
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