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Abstract. The notion o f a Mazur-Ulain space, introduced by C. P. Niculescu in |6| 
by using the midpoints, is extended here for an arbitrary weight A €  (0.1). A similar 

characterization iif te n n s  o f a class of isometries and their unique fixed point is obtained 
for the rational case A =  ֊  and under more complicated conditions than that o f in [6] 
or [7, p. 166].

M SC 2010 num bers: 51K05, 51M25, 46B20.
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The classical result o f S. Mazur and S. Ulam [4), stating tha t every isometry 

between real normed linear spaces is a linear map up to  translation, was recently 

reconsidered from  the point o f view o f its  extensions. Notice tha t th is property is not 

true  in  the category complex linear spaces, for example, for the conjugation map in 

the complex plane. Note th a t the surjectiv ity hypothesis is essential and that w ithout 

tliis  assumption, J. A. Baker proved tha t every isometry from a normed real space 

in to  a s tric tly  convex normed real space is a linear map up to  translation.

An interesting framework to  deal w ith  the Mazur-Ulam theorem was developed in 

[6], see also [7, p. 165]. This approach is based on the notion o f midpoint in a metric 

space, and therefore the notion o f Mazur-Ulam space is naturally considered. The 

aim  o f th is note is to  extend this notion to a weighted case, by using an arbitrary, 

but fixed, interm ediate point. On this way, several aspects of Mazur-Ulam spaces are 

generalized for a weight Л € (0, 1), the previous setting being obtained for Л =  | .  

Also, for th is special case Л =  j ,  we derive some new aspects, for instance, we show 

tha t the m idpoint is an example o f m etric center, in  the sense o f (9).
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The present paper is divided into two sections. The firs t section is devoted to the 

weighted Mazur- Ulam spaces and their characterizations in  terms o f isometries w ith 
a unique fixed point satisfying some additional properties, but only for the rational 

A. Two types o f examples are provided: the real normed spaces and intervals with 
distances induced by a bijcction. In  the second class we recover the points provided 
by the geometric and harmonic means. The second section deals w ith  the convexity 

between weighted Mazur-Ulam spaces, and the geometric convexity, discussed in  [2], 

is interpreted in our setting.
Let (M , d) be a metric space and let Isom(M, d) denote the group of isometries 

of (M ,d). Recall that the points x, y, z G (M, d) are called collinear (in this order) if  

d(x, у) +  d(y, z) =  d{x, z).

D e fin itio n  1. Let A € (0,1) be a fixed real number. A  A-Mazur- Ulam space (AMU- 
space for short) is defined to be a trip le  (M , d, JJ) w ith  (А /, d) a metric space and 

j j : M  X M  —» M  satisfying for a ll x , у € M  the following conditions:

A) (the idempotent. property) .rfla: =  x ;
B) (the A-commutative property) d(x$y. yflx) =  |2A — l|*((x ,y );

C) (the weighted property) the points x , xfly, у are collinear and d (x,x jfy) =  Ad(x,y);

D) (the transformation property) Т(жЦу) =  Т(.т)ЦТ(у) for a ll T  6 Isom{M ,d).

The point a;jty is called the ճ -interinediate point between x  and y.

R em ark 1. i) For A =  կ we recover the notion of Mazur-Ulam space considered in 

[7. p. 166). The point xfty is called midpoint by Niculescu, but it appears also w ith 

different names, e.g., metric midpoint (see [8] and also [1, p. 18]). I f  we ask for the 

uniqueness o f midpoints, we obtain the class o f metric spaces w ith  UMP property for 

which the survey [3] is available.
ii) From condition C) we derive: d(y, as'fly) =  (1 — A)d(x,y). The existence o f жЦу for 

every A € (0,1) in  [1, p. 18] is called metric convexity o f (M , d), while the uniqueness 

o f the А-intermediate point is called strict metric convexity.
iii)  The essence o f Mazur-Ulam theorem is contained in condition D).

Exam ple 1. Let (M . d) be a real normed space w ith  distance: d{x, y) =  ||.r — y||. 

W ith x j\y  =  (1 — A)x +  Ay we obtain a AMU-space. A remarkable example o f |M U - 

space, treated in [6] and [7, p. 167-168], is that of (Sym++ (n, K), dtranc), where 
Sym++{n .K ) denotes the set of a ll n x n dimensional positive definite matrices 
with the trace metric dtraee(A,B) =  (££=1 log2 A*)1 2, where A i - A n are the
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eigenvalues o f AB  1. The analogue of (1 — A)x +  Ay in this cone is the matrix 
A U B  =  A 1/ 2 (A~l/2 BA~l/2)X ճ 1/2.

Exam ple 2. A large class of nonlinear examples can be obtained in the case where 
M  С R is a real interval and f  ; M  -¥ f (M )  is a Injection. Then d f : M  x 
А/ - у R+ given by d f(x ,y ) =  |/(x ) -  /(y )| is a distance on Л/, and w ith x jj/y  = 

f ՜ 1 ((1 — A )/(x ) +  A /(y )) we get a AMU-space. The following two examples are of 
interest.
1.1) Let M  =  R+ =  (0, +oo) and /(x )  =  logx. Then f (M )  =  R and d f(x,y) =
I log “ |. Hence x|\ jy  =  х 1֊л ул, and for A =  \  we have the Mazur-Ulam space (see [7, 
p. 166]). provided that the m idpoint is equal to the geometric mean.

d = A , < 0 . 5 ,  -  d = \-X
•  §--------------------------- •
X x#y у

d = b 0 . 5  d = \-X
I ------------------------- • ------------- •
x  x # y  У

The eases А Щ 5.

1.2) Let M  be as in example 1.1), and let /(x )  =  j  =  inv(x). Then /(Л -J) =  A f and

df(x>y) -  |£  -  J |. Therefore жЦ/у =  хд+(і-Х )у՛ ftnd thp oaso A =  \  Kivcs *#W - thc 
harmonic mean M _ | of x and у (see [7, p. 1]), that is, xfly =  =  A /_ i(x ,y ). □

Following the ideas o f (7, p. 166], a characterization of AMU-spaces can be derived 

for the rational weights A =  where m ,n are integers with n > m > 1 and 

gcd(rn,n) =  1. Specifically, we have the following result.

Theorem  1. Let (M , d) be a metric space. Suppose that for any pair (a, 6) € А/ x M  

there exists Ga,b G Isoiri(M , d) with the properties:
(AMU1) c/(Gftlfc(a), b) =  (m i - 1 )rf(a, b) and d(Ga>b(b), a) =  (n -  m -  l)d(a, 6): 
(AMU2) Gu<b admits a unique fixed point za,b and rf(Ga,{>(x),x) =  nd(x, za,b) for all 

X I  A/;
(AMU3) d(G0,b(x),Gb,a(x)) =  |2m -  n|d(a.6) fo r all x € A/;
(AMU4) Me points a, zn՝b,'b are collinear and nd(a, 2a,b) =  rnd(a. 6);

(AMU5) Ста.ть o T  =  T o  Ga,b fo r all T  € Isom (M , d).
77ien (Af, d, jj) w i i  a(}6 =  za,<> м a XMU-space.
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P roof. We have to verify conditions A) D) of Definition 1. For A ), observe that by 
condition (AMU2) we have nd.(a, za՝h) =  d(G0tb(a), a), while the condition (AMU1) 

gives d(Gn,a(a),a) =  0.
B) From condition (AMU2) we lmvc nd(ajjb, bfla) =  d(Gbja(aj|b), a ffij, and the fixed 

point property gives <і(С7а,ь(а|ІЬ),(?ь.а(а|Ф)) =  №w ~  n|d(a, b). Hence d(a||6, bfla) =  

|2A — l|rf(a , b).
C) the condition (AMU4) is exactly the claimed property.

D) From the fixed point property and the condition (AMU5) we have Gra.Tb(2’(t№)) —

T(ajjb) which yields T(aflb) =  T(a)j|T(b). □

Rem arks 2. i) In  the Niculescu’s works [6. 7] the function Ga,b is an isometry, but 

this property was not used in the above proof o f Theorem 1.

ii)  The condition (AMU3) implies that the distance between Gn,b(x) and Gb,a{x) 
does not depend on x G M .

iii)  We have nd(b. za՝b) =  (n — m)d(a, b) and also the collinearity o f a ll four points 

a, za,h, zb,a, b.

The co llinearity o f points.

iv) A comparison o f Theorem 3.13.2 of [7, p. 166) and our Theorem 1 reveals the 

complexity of the arbitrary rational case o f A and the special case A =  More 

precisely, our ^ MU 1-2 are exactly the conditions MU 1-2 of the above cited theorem 

from [7]. while the condition 3М Ш  means that Ga,b =  Gb,a-
v) Very close notion appears in [9, p. 100): for a, b G (M , d) a point z G M  is called 

a metric center of a and b if  there exists a surjective isometry ф : M  M  such that 

0(a) =  b, i,h{b) =  a, and for every S С M  w ith 0 < supT65 d(.r, z) <  +oo we have

(1) sup d[x, z) <  sup մկՓկշ), x ).
x€S xes

Lemma 4 o f )9| shows that z is the unique metric center of a and b, and also, it  is 

the unique fixed point o f ф. For jMU-spaces provided by Theorem 3.13.2 of |7, p. 

166], we have that the point ajtb is the metric center of a and b since Ga,b(o) =  bt
6
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G„,b(b) =  a> an(l  the right-hand side of (1) is the double of the left-haud side. Also, 
assuming that (M ,d ) is bounded we have that aflb is a dissimilarity center of M  (see 
[9, p. 99) for the definition), and applying Lemma 1 of |9] we conclude that a bounded 
jMU-space provided by the isomctrics G.t. has a “universal” midpoint z, that is, for 
a ll a, b,c,d € M  we have a(J6 =  c(jd =  z and z is the unique fixed point o f a ll elements 
o f Isom(M ,d).

Exam ple 3. Returning to the Examples 2 we consider:

3.1) G% b(x) =  (n -  m)a +  mb -  (n -  l)x . Then we have G* ь(а) =  (1 -  m)a +  mb 
and Ggtb(b) =  (n — m)a +  (m  + 1  — n)b.

3-2) G*tb{x) =  f ՜ 1 ((n -  m )/(a ) +  mf{b) — (n -  1 )/(x )). Then for /(x )  =  logx we 
have G^gb(x) =  2 Տ Ո  while for /(x )  =  ± we have & 7 (x )  =  т-  , 1  ■.a,»՝ '  i  , * - a*0'  7 (Ո -ա)6յ+»7սս:-(»ւ-1 )ab
Hence < Ш (а | =  al ~mb"1 and G ^|(b) =  0n~mbm+1- n, and respectively, G (£(a) =

ab____  nn,| _ ________об
m « + ( l—m)b ՝ /  (m +1—n)o-f (n—m)t> ՛

Exam ple 4. Let (M ,d ) be a metric absolute plane according to [5, p. 236), that 
is, a set satisfying the axioms o f incidence (in the plane), those of ordering, those 

of congruence and those of continuity. Then, in view of Theorem 1.4 of [5, p. 237], 

we conclude that an isometry w ith a unique fixed point is a product of two axial 
symmetries.

In  this section we show that the weighted Mazur-Ulam spaces constitute a natural 
framework to deal w ith convexity.

D e fin itio n  2. Let (A i, d, #) and (A /7, d'. J)') be two weighted Mazur-Ulam spaces with 

A /' being a subinterval in  the real line R. A continuous function /  : Л/ -> A /' is called 
(Й, І ՛) - convex i f  for a ll x ,y  6 M  we have

M  / ( * t o ) <  /(* )# '/(» ).

and it  is called (fl, $՛)-concave if  the opposite inequality holds. In the equality case:

I f  $ /N v ) - / ( * M 7 ( v )

we call it (JJ, $ )-affine.

Note that for (А/, rf, (J) =  (A /;, d', #') given in Example 2.1, that is, in the case of 

real normed spaces, the relation (2.1) is the classical convexity of real functions, and
(3) is the usual a ffin ity property. Since the weights of А / and A /' can be different, we 

obtain a very large setting for the notions of convexity, concavity and affinity.
7
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E xa m p le  5 . A  function  g : (0, + 00) —► (0, + 00) is called geometrically convex i f  for 

a ll A € (0 ,1 ) and a ll x ,y  6 (0, + 00) we have (see |2, p. 154]:

(4) <7( * V " X) < М хд(у)*~х-
I t  is noticed that, g is geom etrically convex i f  and on ly  if  its  exponentia l conjugate 

log оg о exp is convex on the real line  R.

I t  follow s from  (4) th a t

(5) з И іо 9У) ^  3(*)tlk,g0(v)i

and hence

g : {M  =  (0 ,00), dbg, JJ*og) - *  (M  =  (0 ,00), d iog) ЛГое) 

is gcom ctrica lly convcx i f  and on ly i f  i t  is  ( f lj^ , JĴ g)-convcx fo r a ll A € (0 ,1 ). 

A ckn o w le d g m e n ts : The authors are g ra te fu l to  Professor D r. C onstantin  P. Niculescu 

and an anonymous referee fo r several useful remarks.
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Ф У Н К Ц И Й  С  Н Е О Т Р И Ц А Т Е Л Ь Н Ы М И  Г А Р М О Н И Ч Е С К И М И  

М А Ж О Р А Н Т А М И  В  П О Л У П Л О С К О С Т И

А . М . Д Ж Р Б А Ш Я Н , Д Ж . Э. РЕС ТРЕП О

In s titu te  o f  Mathematics, University o f  Antioquia. Medellin, Colombia 
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А н н о т а ц и я . В статье дл я  дел ьта-суб гармонических в  полуплоскости ф унк­
ций построен аналог части теории М .М.ДжрбашянагВ.С-Захарнна. относя­
щ ейся к  ф актор и зац и и  ы-весовых подклассов мероморфных ф ункций огра­
ниченного ви да в  круге. Введены w-весовые классы дельта-субгармоничес­
к и х  в  верхней полуплоскости функций с ограниченной характеристикой типа 
Ц удзи, найдены параметрические представления этих классов.

M S C 20 10  n u m b e r: 31А05; 31А20.

К л ю ч е в ы е  сл ова : гармоническая ф ункция; дельта-субгармоническая ф ункция; 
потенциал типа  Грнна; заряд.

1. В в е д е н и е

С татья посвящена построению в полуплоскости, для дельта-субгармогаіческнх 

ф ункций, аналога части теории М . М . Д ж рбаш яна- В. С. Захаряна. (1,2), относя­

щейся к  ф акторизации и/-весовых подклассов мероморфных ф ункций ограничен­

ного вида в круге. Кроме того, результаты статьи распространяют на более об­

щий случай дельта-субгармонических ф ункций результаты [3], относящиеся к  па­

раметрическим представлениям подклассов гармонических ф ункций ̂ ограничен­

ного вида в полуплоскости.

Рассматриваются классы дельта-субгармонических в полуплоскости G՜1՜ =  { г  : 

І т  г  >  0 } ф ункций, чьи w-частные производные подчинены условию роста ф унк­

ций класса *Лт  Е. Д . Соломен цева [4|, т.е.

sup I  |u(a? +  iy )\dx  <  + 00.
у>0 J —ос

Д ля введения отмеченных производных, всюду ниже будем полагать, что w(a;) - 

ф ункция класса Q, т.е._и>(а:) >  0, не возрастает на (0, +оо) и

ш (х) X  х ‘* при некотором — 1 <  a  <  0 ո  любом х  >  До >  О

9
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(о»(х) X  х а означает, что С \Ха <  ш(х) <  С ^х° с некоторыми постоянными Շ\_շ >  

0). Кроме того, будем полагать, что

и>і(х) =  [  w (t)d t <  + 00, 0 <  X <  + 00.
Jo

Д ля c j(:r) €  Զ  н ф ункций ս ( շ )  заданных в G *  формально определяем оператор

д f +°° \ I
(1.1) Լ աՎ շ )  — ~ L m — u(z), где LU lu(z) =  I  u (z  +  iX )dw i(X ).

Պ1 Jo
Кроме того, будем использовать ядро тина Кош и

Г+ОО յ± Ր +00

(1.2) Со,(2) =  /  eis tT~(t\ 1 где =  г /  е ՜ uj(X)dX.
Jo *ы \Ч Jo

К а к  нетрудно проверить, при z €  G+

о г+оо
(1.3) -ГГ------Си,(г) =  - С Шл ( г )  и Cw(z ) =  /  CL,, (Re г  +

сНш 2 У іт  I

где, ка к  и всюду ниже. Cw, (2) -  ядро тина Кош и из [5]. Кроме того, в частном 

случае степенных ф ункций w (z) =  хп , —1 <  а  <  О,

т.е. Сш(г )  превращается в обычное ядро Кош и и имеем

(1.4) LUCM I  И Щ Щ

2. Ф а к т о р ы  т и п а  Б л я ш к е

2 .1 . Полагая, что ш(х) € Г 2 и £  =  £ +  м7 б G+ - ф иксированная точка, введем в 

рассмотрение следующие ф акторы  тина Бляш ке:

(2.1) М г ,С )  =  с х р { ~  /  ~  С +  i t )  +  Cu (z - Հ  -  it ) ]w ( i) d < |,

=  exp J  Cu(z -  Հ -  it)u (i] — . Im  z >  r\.

Отметим, что для главной ветви логарифма обычного ф актора Бляш ке справед­

ливо представление

(2 .2 )

Теорем а 2 .1 . При любом и (х )  € Q и любой фиксированной т о ч к и  Հ  =  Հ  +  іг/ 6 

G + функция Ьы(г. Հ )  голоморфна в полуплоскости G+ , где и м е е т  единственный 

нуль первого порядка в точ ке  z =  Հ .
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О Н ЕК О Т О Р Ы Х  К Л А ССА Х ДЕЛЬТА -СУБГА РМ О НИ ЧЕСКИ Х ФУНКЦИЙ

Д оказательство. И з (2.1), интегрированием но частям и используя формулу 

(29) из [5] получаем

(2-3) М * .< )  = \ > t  С*. О  e x p {-G w(«, С )},

_  №  ր
Gu,(z >0  =  C U z ֊ C ) uj1(2t) ) -  Cu(z  -  С +  i t )w ( t)d t+  Сш( г  - Հ -  tt)u (t)d t,

Jrj Jo

Здесь ЬШі (z, Հ )  -  ф актор тина Бляш ке из [5]. Далее, в лемме 2.1 работы [3] доказа­

но, что Cu (z) -  голоморфная в G+ ф ункция. Тем самым, при любом фиксирован­

ном Հ  €  G + ф ункция Сы(г  — О  голоморфна в G+ . Кроме того, из (1.2) следует, 

что |Cw(z )| <  Сш{ір ) при любом z с Im  z >  р >  0. Поэтому \Сш^ - £ + И ) \  <  Сш(ір) 

и \Cu (z — £ — i t )I <  Сы(ір ) при 1] <  է <  2т/ и 0 <  է <  г; соответственно. Следова- 

тельно, ф ункция Сш(г, Հ )  голоморфна в G+ , и в (2.2) множитель ехр { —Gu (z. 0 }  

голоморфен и н^бращ ается в ноль в G 4 . Голоморфность ф ункции Fu,(z ,( )  в G f  

и ее единственный, простой нуль в точке Հ следуют из тех же свойств ЬШі ( շ ,  ( ) , 

доказанных в лемме 3 работы [5]. □

Н иж е мы даем полезную оценку для ф актора типа Бляшке.

Л е м м а  2 .1 . Если ա(է) € f t ,  т о  при любых Հ  =  Հ +  іт) € G + , р >  rj и  е е (0.1 + а )

(2.4) I log6w( r , 01 <  Լ  «С О *. Im  z >  2P.

где постоянная M p.e >  0 зависит только о т  p u s .

Д оказательство . Нетрудно проверить, что ввиду второго равенства в (1.3) и

оценки (3.2) из [8]

(2-5) |C « (z ) |<  Іш  г  >  p.

И з этого неравенства н представления (2.1) слш ует оценка (2.4). □

2 .2 . Теперь исследуем некоторые свойства ф актора типа Бляш ке Ьш( г Х ) ,  выяв­

ляемые с применением оператора Լ ա , определенного в (1-1).

Л е м м а  2 .2 . Если ui(x) G П и (  =  (  +  » / € G+ - фиксированная точка , т о  

функция Ьш log \Ьш(г, С)I՜ гармонически продолжаема на всю конечную комплекс­

ную плоскость С , кроме зам кнутого  отрезка прямой [С, С]? соединяющей то ч ки
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Հ  и Հ , и в любой точ ке  г  =  х  +  іу  փ [С* С] справедливы представления

(2.6) Լ ա log М * .  01 =  Re £

(2.7) L wto g M * ,0 l =  -Ч у  Լ  р  Հ 2 +  ((а. _  ̂ )2р  ֊  4<2у2 «(»? ֊  *)dt.

Ec.au, дополнительно, и)(է) удовлетворяет условию Гелъдера на (0 , 7/], т о  функ­

ция £>w log|bw( 2 ,0 l непрерывна в то ч ка х  о ткр ы то го  отрезка  ( 0 0 ՛

Доказательство. Представление (2.6) следует из (1.1), (1.4), (2.1), абсолютной 

сходимости интеграла внутри (7+ /[С , С] и единственности гармонической ф унк­

ции. Гармоничность Լ ա log |bw(2 ,01 вне отрезка [£. £] следует из равномерной 

сходимости интеграла (2.6) в любой области, удаленной от отрезка [£, £]. Формула

(2.7) следует прямым вычислением из (2.6). Заметим, что Լ ա log |6W(— +  С)| —

֊ Լ ա log \bu (iz  +  Հ , 01. а при г  Հ  [ - t j ,  77]

Լ ա log Ibu{ix  +  Հ , 01 =  -2 ir lm  Фы(г ) , где Ф „(г )  =  ֊  f  — — — eft.
27Г1 У _г; t  — z

Тем самым, можно воспользоваться хорошо известными свойствами интеграла 

типа Кош и (см. |6|, Гл. I) , которые гласят: Фш(ж) - непрерывная на (—г/,7]) ф унк­

ция класса L ip  Л с любым А € (0 ,1 ). При любом х 6 (—г/, 77) сущ ествуют и конеч­

ны пределы lim  Ф «(») =  Ф £ (г), lim  Ф.J z )  =  Փ ՜ ( շ ) ,  связанные ф орму-
z-»x,*€C+ *-»x.z€G~

ламп Сохоцкого-Племеля Փ + ( շ ) ֊ Փ ՜ ( շ )  =  ш (т/-|а :|), Ф + (г)+ Ф ~ (л ) =  2Փս,(շ ) . Э ти 

пределы суть непрерывные ф ункции класса L ip  А на (—77, 77) с любым А €  (0 ,1 ). 

И  наконец, если ա (է) удовлетворяет условию Гельдера на (0, г/], то  ы (|і/| — է) 

удовлетворяет тому ж е условию на ( ֊ 77, 77), и ф ункция L w log \Ьш( іг  +  £. 0 |  =  

—2т г Іт  Փա,(г )  непрерывна в точках откры того  отрезка (С??)* □

Д е м м а  2 .3 . При любом ш Е І І  и  любом фиксированном Հ  =  Հ  +  і-п 6  G +

1 /-+00 ( -  [  w (x)d z , у  > 77,
(2-8) շ ֊  /  log IЬш(х  +  iy , O ld» =  < °ր

°° ֊ /  Щ Я  0 < у  < i j ,
I  Jv -v

ч т о  является непрерывной функцией о т  у  е  (0, + о о ). Кроме то го ,
1 г+ос ր

^2'9  ̂ 2тг J ' Լ ա log ՝§|Ւ +  іу ' О ІИ »  <  3 J  u (x )d x , 0 <  у  <  + 00.

Доказательство. И з (2.6) следует, что при х  +  іу  Հ  [£,£)

(2.10) Լա log |Ь„(х +  iy, 0 1 1 Լ  -(і_ѵ)1~У{х_ ()3и(ч -  \t\)dt.
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/+оо ր
Լա  log |6И(*  +  іу , 01 dx =  7Г /  ш(п -  1*1) sign (* -  у)Л ,

-оо J —tf

и вычисляя последний интеграл приходим к  (2.8). Д ля доказательства (2.9) за­

метим, что ввиду (2.6) при любом у >  О

1 Шші
—  /  \ Լ լ ,  log \Ьш(х  +  іу , Я р а  
է *  Щ щ

1 І  ( \ t - y \  ! Ш і  dx \  Ր

11 £ (՜ L  < i u m -
В силу (2.7) La, log IЬш(г, 01 <  0, если |ж -  £| >  tj, или y > r \ .  Поэтому, ввиду (2.8)

/+оо ր
|L W log ̂ ( z -Н у , 0 І|< &  =  /  w(x)da;, r\ <  у  <  +эо.

■ oo 0 _ -  JO

Д ля доказательства (2.9) при 0 <  у  <  т/ заметим, что в силу (2.7) множество 

тех X, при которы х Ьш log |6w(a; +  iy , 01 >  0, лежит в интервале ( Հ - ղ . Հ  +  rj). 

Следовательно

(2.11) J  | . Ь ы ^ |й „ ( * - И у , 0 іИ * ՜  [ ^ ք ց + ՜ յ  1  +  iy,Q \dx

=  2 [  Լ ա log |6ы(ж +  гу, щЙж +  2тг [  ա{է)ժէ
JSy J*i֊v

/■4+п ր  ր
< 2 /  | i w log|6w(a; +  ty ,O l|d a  +  2jr /  ա ( է ) ժ է < 6 ո  u (t)d t. 

Jz-n Jo Jo ո

Л е м м а  2 .4 . Если Հ  — Հ  +  ir j Շ G+ - фиксированная тонка , а функция ա(է) € £І 

удовлетворяет условию Ге.ьъдера на (О, Т)], т о

/ +оо
\ Լ ա log |6w(ar +  iy , 0 ||d x  =  0.

•oo

Д оказательство . Ввиду (2.8) интеграл по (—оо, +оо) в правой части первой 

строки  формулы (2.11) (стремится к  нулю при у  -► 0. Д ля доказательства то­

го  ж е для интеграла по S *  воспользуемся неравенством

0 <  /  Լ »  log \ЪШ(х +  іу , О |da: <  [  \ լ ս  log |6ы(аг +  іу , О іИ ^- 
J s }  -U-n

В силу леммы 2.2, ф ункция Lm log|6w(z ,0 | непрерывна в замкнутом квадрате

{z  =  X +  iy  : \z — £| <  77,77/2 >  у }  и поэтому там ограничена. Тем самым, ввиду
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теоремы Лебега об ограниченной сходимости и представления (2.7)

Ши sup [  Լ ա log |6u,(x +  »y, C )|dJ <  Hni f  Ա *  log |6W(® +  iy , C )l|d r =  0. q  
i/-o  Js * w -o

2 .3 . Д окаж ем  еще три леммы, которыми воспользуемся позже.

Л е м м а  2 .5 . Если ա(է.) €  О, тогда при любам фиксированном Հ  =  Հ +  и ; €  G 

функция
/ _ г I  ^Ul(^lC)

<Aj(*>0 — 1°Տ Է ա Հ ֊  հ \  *

где 6d(*<() * обычный фактор Бляшке (2.2), голоморфна в <С\{£ — ih  : 0 <  հ  <  

+ о о }.

Доказательство. В силу формул (2.2) и (2.6)

г , , / ̂  В «(*)* В w(t)A

ь Щ М  Ш Ш Ш Ш Ш Ш ЯJo է — i(z  — <j Jo t  + t ( *  — C)

Тем самым, приходим к  представлению

(2.13) * , ( , , 0  - Հ  ֊  — Т ֊ I р

+  /  { *  +  » ( * - ? )  "  * - < ( * - о } w(<)de’
откуда следует голоморфность <рш(г ,£ )  в надлежащей обласги. □

Л ем м а  2 .6 . Если ա (է) € П , т о  при любом фиксированном Հ  — Հ  +  ir j  € G +

Re < p jz ,0  < 0 ,  z 6  G + \£ .

Доказательство. Д л я  простоты рассмотрим ф ункцию  ^ ( г .  С) =  fw {z  — С).

Отнимая от (2.13) то  же представление дня у>о(з — £, С) =  0 (обозначение для 

случая и»(х) =  1) умноженное на аф /), получаем

(2.14) * И * . 0 = 1  { t — ( h 'W ) ՜  է ֊ վ 1  +  էո) }  խ (1 ) -

+  [  < ------— — —  — -— 77՜— r r l  (w (< ) — u{jj)\dt =  I\ +  / շ .
Jo { t  +  i i z  +  i i j )  t  — i(z  +  t i j ) j  W' J

Чтобы доказать, что Re ѵС(ж, С) <  0 (—ос <  х  <  +ос, х  փ  0 ), заметим, что

‘ - * + *  н иRe vCOr.C) =  ( j ^  +  /  )  [« (0  -  w(r?)]dlog
/ +  7/ +  ix

И
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Л егко видеть, что при 0 <  է <  т\

t  — Tf +  ixд  .
г t  +  n +  ix

=  - 2V ]
X2 +  7/2 — էԴ

< 0,
|( і +  ія )2 -  772|2

причем ա (է )—ա(ւ)) >  0, поскольку ф ункции ա(է) невозрастающая. Таким  образом. 

J i( x )  <  0, —оо <  X <  + 00. Далее, интегрироианием но частям получаем

I  И р И И
(х  +  it )  +  11]

Д ли распространения неравенства tp*(x. О  <  0 на все G + докажем оценку

A L

г+оо
:*) =  -  /  b g  

ш

(2.15) Ju,t/ . z € G+ , \z\ >  277,

где постоянная Мф>ѵ >  0 зависит только от ш и т). Действительно, нетрудно 

видеть, что при z  €  G+ , \z\ >  2т),

r+0°  2 ip j{ij)d t I Ր  2\z +  ii]\u j(t)d t
K ( * . C ) I <  f

Jt)

պ  {\z\ + 1 -  i] ) ( \z \+

Ш  d t 23/ 2

и_____________i в___m
\[z +  l ( t  -  rj))[z +  l { t  +  ri)]\ Jo \[z +  '/(•// — t))[z +  i ( t  +  7/

< ш В_____I____________+Щ1I УШ (W + *֊*?)(M+* + >/) ./0 |z|+  T} -  t

<4Mri)l  и
В силу этой оценки неположительность Re <f^(z, Հ )  будет распространена на G + 

путем применении теоремы 1.1 Гл. 7, [7], если докажем, что

Ііш  in f /  |Re у£.(ж +  iy , 0 |d x  <  +oo. 
v~»+0 J - 1

С этой целью заметим, что в (2-14)

Լ  |R * Н х + iy)\d* <  Լ 4 » № j\ { — ^ 5— 5 +

=  27Г I  u>(t)dt <  +oc.
Jo

Кроме того , с заменами переменных А =  (է +  у  — і ] ) /х  и է =  2 rj/x  получаем 

Здесь

1 1 г +ос dt ր ° °
К і  =  16?p j(r j)  /  —  /

./2ւ7 t  Jo

dX
(A +  f  +  1)2

f + 
IGiM v) \

J24

dt
t( t  + 1 )

<  8ս փ /)  <  + 00.
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и. с  заменой переметю  Л =  х, 
■+00 г+оо

К 2 =  1 6 [  d t j  
JlTi Jo

< Տ * > Վ  d tL  ( *  +  ! ) ( *  +  (1 + 1)2]

(A +  l ) 2(A +  i  +  l ) 2 

dx r+°° ,  A t .
-  =  167/07(77) /  . log(t +  1)77dt <  +00
J Jtoi

□

Л е м м а  2 .7 . Если ա (է) C f lc o E  (—1.0 ), т о  при любом С =  С +  *Т/ е

(2.16) log  3  —  ■Г ° °  С“ (= -  ( )£ ֊  1°8 М < . 0 1 *  :=  0 .  2 6  G +,
գо ( * і О  Я՜ У -о о

и  при любых £ € (0 ,1  +  а ) и І т  г  >  р >  0

(2.17) № .(*,0 1  <  +  Ѵ) Г  u ( t)d t,
Jo

где постоянная A UtP > 0 зависит только  о т  р и функции <*>■ 

Д оказательство. По теореме Герглотца-Рисса

Re 9 ^ (z . О  =  ру +  Re — [  —  ^ dt, z  =  х  +  гу  Е G + ,
*  J -0 0  -» ( *  -  О

где р =  Іііп  ս ՜  Re <рш(іу . С) =  0 в силу (2.15). С  другой стороны, легко видеть,
у-Н-оо

что

1 Г+°° 1 Г
Լ ս , ֊  Cu {z  ֊  t)R e գ>ա { է Հ ) ձ է  =  ֊  I

f t  J  -  30 Я J —

+0°  Re (քս,(է,Հ)
- i ( z  ֊  է)

d t, z G G + .

удовлетворяет всем тре-

d t, г  € G+ .

Кроме того , легко проверить, что ф ункция log | 

бованиям теоремы 3.1 из [3), и поэтому

,0g м ^ 'л  = a o  +  a j . T + -  [  Re С Ц * -  i) L w log г Ф ^ г  
bo(z, О  *  J - 00 о0(« ,О

Рассматривая в этой формуле поведение левой стороны и интеграла справа при 

\z\ —► +00  на лучах z =  re*tf (|t?—7г/2| <  тг/2), видим, что левая сторона, очевидно, 

стремится к  нулю  при \z\ —► + 00. В интеграле же L w log 1 € L l (—оо, +оо),

а для ядра справедлива оценка (2.5). Тем самым, интеграл тоже стремится к  

нулю при \z\ —► + 00. и поэтому ао =  а \ =  0. Далее, ввиду (2.7) Ьи log |6w( i , 0  =  О 

при любом X € ( -о с . + о о ), что приводит к  формуле (2.16). Д ля  доказательства

(2.17), воспользуемся представлением (2.2) и вычислим

.+00 I  Ц
Լ ա  log \bo(t, 01 =  Re Լ  u (p )d a  J

{ io  -  iX  + 1 -  0 2
1 6
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/■-МО Ր

- J M ,  0  =  ֊ /  u (a )d a  I  [ / і (А) +  J2(A)]dA, 
Jo J —tj

где по теореме о вычетах и формуле (1.3)

-ос
Д (А ) =  —  / +°° Cw(*  ±  № ______ J ( *  і<т). А <

2тг

-00

(< -  ( - £  +  <А — «г)Р  \  -C Wl (г  -  £ +  гА -  га ), А >  а.
/ 2(Л) -  Щ  / ____ £ « (*  ± I B  _  /О , А <  а,

[< -  ( - £  -  гА +  гст)]2 [О , А >  а,

- і Г

Следовательно

- J ( z , Q =  [  w (a)da  f  CUl(z -  Հ  — iX  +  ia)dX  
Jo J-n

+  [  u{a)da f  CWl (z_~ £ -  *A +  ta)dA 
А ; У-»»

+  f  u (a )d a  f  Си,, (z -  С +  *A — ia )dA  :=  K \ +  A 'j +  Ճ 3.
JO Jo

К а к  можно проверить, с применением опенки (3.2) из [8] к  Си,, (г )  получаем, что 

при любых е €  (0 ,1  +  о ) и І т  г =  у  >  р >  О

§§ I ՜ b
где постояіш ая M u .Pje >  0 зависит только от и , р и е. Далее, оценивая подын­

тегральное выражение получаем, что

\ к  \ <  \ - г  й  Г ° °  u W dx .  // 5  Հ  , ք /« Г
-  A C * .  1 1 1 Լ  լթ +  л )2+»֊«  <  М “ * '  1 +  ,, ֊  M « ՛» ' Լ  ш(' ) л

с аналогичными постоянными. Таким  же образом, но значительно проще прихо­

дим к  неравенствам

|А 'і.з | <  А О  / Ѵ ф Л .
JO

И з установленных оценок следуег неравенство (2.17). □

3. П о т е н ц и а л ы  т и п а  Г р и н а

3 .1 . Начнем со следующей теоремы о сходимости потенциалов типа Грина.

Т еорем а  3 .1 . П у с т ь  и>(t) €  Q и ւտ(Հ) >  0 - борелева мера в полуплоскости С + . 

с носителем в полосе, т .е . sup{Im (support 1/) }  =  Do <  + 00, и такая , ч т о

ււ Щ(3.1) I I  [ I  U )(t)d t\ rfv(C) <  + 00.

1 7
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Тогда потенциал ти п а  Грина

Р М  -  J J g+ log м * .  О  W 0

сходится в G+ . где является субгармонической функцией с мерой Рисса Վ Հ ) ՝

Д оказательство. В  любой полуплоскости G + =  { շ  : Im  z >  р ) с 0 <  р <  Д  

определим потенциал типа Грина по формуле

Ры(х) =  Ро(г, р) +  и ш(г, р), շ  €  G +,

где

Ро(г,р) =  յԼ չ  log 7 3 = М О  =  JJc + log |Ьо(г; 0 1 ^ (0

- обычный потеіщ пал Грина, который, ка к  хорошо известно, сходится в G+ при 

условии Бляш ке, что слабее (3.1), а

Uu(z .p )=  f f  lo g |M z ,0 l< b '( 0 +  / /  log 
J .Ig+\GІ  JJG i

=  U P (z ,p )  +  U W (z ։ p).

Ьш(г 0
Ьо(г, 0

M O

Д окаж ем , что Рш(г ) сходится в G + в том смысле, что при любом р € (О, Д ) 

потенциал Po(z,p) сходится в С + , а ф ункция Uu (z ,p ) гармонична в С £ .

Отметим, что по теореме 2.1 подынтегральная ф ункция log  |6w(z ,£ )| в U u \ z ,p )  

гармонична в G * . Поэтому, полагая, что z =  х  +  іу , Հ  =  Հ  +  i i j  и у  >  р \ , где Р \ >  р 

ф иксировано, а затем используя определение (2.1) ф ункции Ьш(г , £) получаем

|log|M*.OI| = Г |с„(= - « - տք® - Я < 2C„(i(W - р)) ["  u(t)dt.
J - r j Jo

Таким  образом

I и£Чг,р)\ < Ц  |log|M*,0IW0 < М f f  ( Г Jill МО < +00
JJG + \G t J J c + \G i \ j О I

с М  =  2Сш(г(р і — р )), т.е. в U u \z ,p )  модуль гармон ической в G 4՜ подынтеграль­

ной ф ункции обладает независимой от շ  6  Gj,t , интегрируемой мажорантой, и 

следовательно, ф ункция U u \z .p )  гармонична в С 4՜. Д ля  доказательства гармо­

ничности U u \z ,p )  в G + , заметим, что здесь подынтегральная ф ункция гармо­

нична в G + при любом С € G+ , а интеграл равномерно сходится в G + в силу 

оценки (2.17). □

Т еорем а 3 .2 . П у с т ь  ш(х) 6 П , борелева мера ս (Հ )  >  0 потенциала т и п а  Грина 

Puj(z ) подчинена условию (3.1) и sup{Im (support і/ ) }  =  Do <  + оо . Далее, п у с ть
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О Н ЕКО ТО РЫ Х КЛА С С АХ ДЕЛЬТА-СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ...

замыкание м н о ж е ств а  предельных точек м нож ества  Re { (support и) Ո  } 

и м е ет  нулевую меру Лебега при любом р >  0. Тогда функция ЬыРы(г)  гармо­

нична в области

(3.2) X > = { * € < ? + : z *  и  (С,R e d }
, <€euppu

и представима абсолютно и равномерно сходящимся вн утри  Ъ  интегралом

(3.3) * 6 ® .

Кроме то го , #

(3.4) I L M i y )  =  I Ա + Ш Ш  Cu ( t ) d t j  dv(С). 

Д оказательство . Сначала покажем, чт ф ункция

(3-5) F(z) =  JJ L„logK(z,a\dv(C)

гармонична в Ѣ . Действительно, любой ком пакт % С Ъ удален на какое-то рас­

стояние d >  0 от множества U^esuppi/(С>^е С]- Отсюда, в силу формулы (2.6) 

получаем нуж ную  мажоранту для модуля подынтегральной ф ункции в (3.5) в 

любой точке z €  X ։

І̂(г)| < JJm I Lu log|ĵ(z,0||rfi/(0 < շ JJ Ա  w{t)dt\ dv(Q < + 00.

Таким  образом, интеграл в (3.5) абсолютно и равномерно сходится внутри DC, 

где представляет гармоническую  ф ункцию , поскольку по лемме 2.2 ф ункция 

Լ ա log \Ьы(г , С)| гармонична в (7+ \  [£, Re £]. По (2.6), (3.1) и неравенству ա(է) <  

И * ) ] " 1 (0 <  < <  + 00) из леммы 4.2 работы (3), где ա(է) дня Д  =  т а х {Д 0, Д )
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и любого z €  X  получаем

/+оо
|JP(* +  іа)\4ы{о)

■ Я Ш І і  * г г » в

,  I - 1 ИН1шЯ«чЯIg+ I  </ш(2Д) Ծա(օ՜) |շձ  Угд a2u»(cr) I \У 0 /

= м JJC+ Աօ w(0̂ МО < +00,
где А/  >  0 -  постоянная. Из (2.1) и формулы (4.3) леммы 4.2 (3) следует, что при 

любом г  с І т  г  >  Do

L z F {z ) =  Լ  F (z  +  ia )du (a) =  ք Լ ^  | j f  L w log |6w(z +  ia , C)|dw(<r)j & Հ Հ )

=  [ [  La L „  log M * .  C)I<MC) =  [ [  log M * .  C)I^(C) =  A W .
7JG+ J J o *

и, тем самым, эта формула верна для всех z € D  в силу единственности гар­

монической ф ункции. Более того. L q F (z )  имеет гармоническое продолжение на 

множество U^eauppi/P^ С»С)» и ф ункция Рш(г) субгармони чна в С + .

Далее, ввиду абсолютной и равномерной сходимости интегралов, представляю­

щих ф ункцию  F (z ) в Іш  z >  Do легко доказать, что LwLz.F(z) =  F [z )  в по­

луплоскости Ттп z >  D0, а также проверить, что Рш(я) G Мы. Следовательно, 

ф ункция ЬиіРш(г )  гармонична в D  в силу леммы 2.2 работы (3]. Таким обра­

зом, LuL% F{z) =  F (z ) в полуплоскости Im  z >  Do, где L%F(z) =  Pw(z) для 

всех z £ V . Отсюда следует, что Т;шРш{х) =  F (z) при любом Іш  z >  Dq, где 

обе стороны равенства - ф ункции, гармонические в D . Эти ф ункции совпада­

ю т в области D  в силу единственности гармонической ф ункции, что доказывает 

формулу (3.3). Соотношение (3.4) очевидно ввиду (2.10). □

Теорем а 3 .3 . П у с ть  функция со (t) € f t  удовлетворяет условию Гель дера на 

(О, +эо), а борелева мера ս (Հ ) >  0 условию (3.1), и sup{Im (support j/) }  =  D q <  

+ 00. Далее, п у с ть  при любом р >  0 замыкание м н ож е ства  предельных точек
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м нож ества Re { (support и) Ո  G+ } имеет нулевую меру Лебега. Тогда верны со­

отношения

О НЕКОТОРЫ Х КЛАССАХ ДЕЛЬТА-СУВГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

/ *■00
\І;ШРШ(Х +  Іу)\(ІХ <  + 0 0 ,

•00 ֊

/+00
|L wPw( i  +  iy )\dx  =  О,

>00 .
Г+0°  I Q

(3.8) sup /  д-Ри,,(г +  io-)
Ini г>Ді + 1 ./(] I O y

Доказательство. Ввиду (3.3), (2.9) и теоремы Фубини получим, что при у >  О 

f  \LuPЛ х +  iy )\dx  <  [  dx f f  I Լ ա log |6w(x  +  *y,<)||di/(C )
J —no J—oo JJG+

uj(a)(la <  +oo.

=fJG+du(o J Mlog m*+оіи* < 2tt Qf ы(<)л̂ m o < +°°-
Отсюда, ввиду тео|№мы Лебега об ограниченной сходимости и (2.12), следует 

(3.7). Д ля доказательства (3.8), заметим, что функция log |ծ „ (2,77)! гармонична 

в G Dq, а интеграл Рш(г) равномерно сходится в Շ ը 0+1, поскольку по (2.1) при 

у >  Da +  1 имеем

I log|6w(s +  »УіОІ| < f  |Cw(x -  £ +  t(y -  0 )И » М « І)Л  < 2CW(«) Г u(t)dt.
J- ո Jo

Легко видеть, что в GDo+1 модуль производной log |6̂ (z,C )| имеет ту же оценку, 

где Сш(і)  заменено на СШх(і). Следовательно, при у >  Do +  1 имеем
^  Г Г д

— Ры(х +  iy ) =  I J  —  log |bw(x +  iy , O I<HO - 

Далее, ввиду оценки (3.2) из (8| при любых е € (0 ,1 +  о ) и у >  Do +  1 

^ P w(x +  iy )| <  I —  log |M x  +  iy ,01 M O

< 2  f f  Ժ Հ Օ  Г  \Сш(х -  Հ  +  *(y ֊  t))\u,{r, -  |f|)<ft

t M  И — I  ,
J J g* J -v  I *  -  Հ  +  *(v  -  01 Ւ• “ *  

откуда вытекает соотношение (3.8). □

4. В е с о в ы е  к л а с с ы  д е л ь т а -с у вга рм о н и ч еск и х  функций

Всюду ниже будем полагать, что функция Ս (z) дсльта-субгармопичиа в верхней 

полуплоскости <7+ , т.е. является разностью U(z) =  U i(z) -  С/а(г) двух с.л-бгармо­

нических в G+ функций. Кроме того, будем полагать, что знакопеременная мера
21



Рисса, т.е. заряд і/ ( 0  ф ункции U (z) минимально разложен в смысле Ж ордана, 

т.е. і/(С ) =  і/+ (С) — г/֊(С ), где у ± (0  - положительная и отрицательная вариации 

меры і/ ( 0  - суть неотрицательные борелевы меры с непересекающимися носите­

лями в G + . Будем говорить, что дельта-субгармоничесіше в некоторой области 

ф ункции U (г )  и V (z ) =  V i( * ) -  V7(z) равны, т.е. U {z ) =  V (z ), если U i(z )  +  V2(z) =  

Ս շ ( շ )  +  V i ( շ )  всходу в этой области.

Н иж е мы исиользуем характеристики тина Цудзи вида

(4.1) £ {p ,± L uU) =  A  J  { ± L „ U ( x + ip ) } *  d x + ( Լ  ա {է )ժ է յ dvT (Q.

где 0 <  р <  +00  и использовано обозначение а+  — т а х {а , 0 }, а =  а+  — а ՜ .  

Отметим, что это определение имеет смысл. Действительно, если ф ункция U (z) 

убывает достаточно быстро в бесконечности и ее заряд Վ Հ )  достаточно хорош, 

чтобы обеспечивать сходимость соответствующего потенциала типа Грина, то  

ф ункция u (z ) =  U (г )  — Рш(г )  гармонична в G+ . и

Լ ա Ս  ( z )  =  L u u(z) +  ЬшРы(г)у

где L w« (z) и Ьи,Рш(г )  определены выше.

О пред еление  4 .1 . П у с ть  функция ա (է) € О удовлетворяет условию Гелъдсра 

на (О, + оо). Тогда УІ™ - класс всех делъта-субгармонических в G + функций U (z) 

та ки х , ч т о :

( i)  Ассоциированный с U (z) заряд ѵ  таков , ч т о  In i {supp i/ }  <  Do <  +oo, u 

при любом p >  0 замыкание м н о ж е ств а  предельных т а ч е к  м н о ж е ств а  

Re {(e u p p i/) Ո  Gp }  и м е ет  нулевую меру Лебега.

( ii)  U (z ) €  М ш. т .е . сущ ествует угловая область Д(д'о, Яо) =  { г  : |тг/2 — 

a rg z | <  6о, \z\ >  Д о} с 0 <  ծօ <  7г/2 и 0 <  Rq <  +оо та ка я , ч т о

А. М. Д Ж Р В А Ш Я Н , Д Ж . Э. Р Е С Т Р Е П О

ր + Օ Օ  I а

(4-2) sup /  \-£ -U (z  +  ia )
z€X  Jo I oy

u (a )d a  <  +oc

для любого ком пакта  X  С  G  Ո A(<5q. Rq).

( ііі)  И м е е т  м е сто  соотношение

(4.3) sup [£ (р , LUU) +  £ (р , -L „U ) ]  =  S <  lo o .
p >  о

З ам ечание  4 .1 . Приведенное выше определение распространяет определение

3.1 работы [3] класса гармонических фх/нкций на случай дельта-субгармони­

ческих функций.
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О Н ЕК О Т О РЫ Х  КЛ А ССА Х ДЕЛЬТА-СУВГАРМ ОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

З ам ечание  4 .2 . Условие (4.3) определения Հ.1 обеспечивает выполнение ограни­

чения (3.1) на ± в любой полуплоскости G t . Тем самым, по теореме 3.1 потен­

циал Рш[г )  суженного в G * заряда и сходится в G+ , и. следовательно, функции 

(L ^ t/fz ) ]^ , фигурирующие в (4.3), определены в G + .

З ам ечание  4 .3 . В  отличие о т  теории в единичном круге [1. 2, 9J, основанной 

на равновесии неванлинновских характеристик роста и  убывания, такое рав­

новесие для харатеристи к Цудзи, т .е . формула Б.Я.Левина, не выполняется 

для всех функций, дельта-субгармонических в полуплоскости (см. гл. 3 в [7]). 

П оэтом у естественно определять класс ОТ™ ограничением (4.3) на обе харак­

т е р и с т и к и  Цудзи - ка к  роста, т а к  и убывания, аналогично гл. 4 в |7|.

В  следующей теореме установлены параметрические представлении классов ОТ"1.

4  -  —

Т еорем а  4 .1 . При любом и/ 6 П класс УІ™ совпадает с м нож еством  функций

представимых в виде

(4.4) U (z ) =  ац + а \ х  +  — [  Rе{С ш{г  ~  t) }d p { t )  +  f  f  log |6w(z,C )|di/(C ),
Ш J—oo J Jg+

где z =  X +  iy  €  G + , oq и a\ - вещественные числа, функция թ (է ) ограниченной 

вариации на (—оо, + оо), a i/{Q  =  (£ )—**-(С)» г^с ^ ± (0  >  0 борелевские меры в

G + таки е , ч т о  Iin  {supp и± }  <  D 0 <  +оо, при любом р >  0 замыкание м нож е­

с тв а  предельных то ч е к  м н о ж е ств а  Re {(su pp i/± ) Ո  G ^ }  им еет нулевую меру 

Лебега, и

(45 ) Я  Ա  ^ a{x)dx)  ли± ю  <  +00.

Мера p.{t) в (4.4) восстанавливается формулой обращения Стильтьеса:

(4.6) ц {х )  =  lim  [  Լ աՍ ( է  +  iy )d t п.в. х  € (-о о , +оо),
V-»+0 J q

а для чисе.и оо и а і им еет м есто  соотношение

(4-7) lim  U (x  +  iy )  =  ао +  ацж, -о о  <  х  <  +оо.
у —>4-00

Д оказательство . П усть [ / ( г )  G 91^. Тогда, ввиду (4.3) и теоремы 3.1, при любом 

р >  0 потенциалы типа Грина

JJG+ | р і ՜  V» С)М^±(С +  ip ) =  J J  + log \Ьш(г  -  ір , Հ -  ip)\dv±(£)

2 3
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СХОДЯТСЯ G p, и ф у н к ц и я

Uo{z) =  U{z) -  J J ^  log \b„(z -  ip , с -  *p)|«MC)

гармонична d G + . B  силу (3.8) интеграл в правой части этой формулы принад­

лежит М ы. Поэтому также Uo(z) € М ш, а по теореме 3.2

LojUo(z) =  LcjU(z) -  1 Լ  Լ ա log IЬш(г  -  ip, Հ  -  ip )\d i/(Q , z e V ,

где V  - область (3.2), а ф ункция L uUq{z) гармонична в полуплоскости G+ по 

лемме 2.2 из |3|. Кроме того,

/ +эо г+оо
\LJU q{x  +  iy )\dx  <  sup /  \LuU (x  +  iy )\d x  

■ OO v>o J —oo

+  sup [  I f f  Լա  log |f>w(® +  iy  -  ip , С ֊  «р)|«ИО 
v>o J—oo 1J Jo t

dx :=  A +  B,

где

A  <  sup [£ (y , L UU ) +  £ (y , -L u ,U )\ <  + 00,
y>0

в силу (4.3), а В  <  +oo в силу (3.6). Следовательно, по теореме Е. Д . Соломен- 

цева [4J (см. также теорему 2.1 в [3])

£ “ ° “ ( г + i p ) = l L « ,  ( х - t y +»» ՛• t = x + i v € ° >՛ ’

где цр (է) ограниченной вариации на (—оо, +оо). Аналогично лемме 1.3 из гл. 

3 (7), нетрудно доказать, что d/xp(t)  =  L wUo(t -+ ip)dt. Отсюда, ввиду (3.7) и 

включения Լ ս Ս Լ է  +  ір ) €  Լ * ( - օ օ ,  +оо) вытеющего из (4.3), заключаем, что при 

любом z =  х  +  іу  €  G+

(4.8) L „U (z  +  ip ) =  J j ^  Ա .  log |!Ա « ,Հ  -  <p)|«M O  +  *

Далее, ввиду (4.7)

у5 “ оо շ  J f  հ  Լ ա  log |М *Ѵ» С -  V )|<M C ) =  -  J J g+ (^ Լ  u { t ) d t j  dv{C)y

и отсюда приходим к  формуле Б. Я. Левина: при любом р >  О

(4.9) lim %L„V{iy) =  ֊  f  °°Ш Ш + Щ -  f f  ( Г  ’ “ Юй) М О.
Ѵ-*+оо 2 2тг У_оо J J g *  \ J 0 /

где предел сушествует и конечен. Отметим, между прочим, что в терминах ха­

рактеристик типа Цудзи (4.1) формула (4.9) есть равновесие

lim  \ Լ ա Ս (iy ) +  £(р , ~ Լա ,Ս )  =  £ (р , Լ աՍ ) .  у-»+оо շ
2 4



Теперь заметим, что из условия (4.3) следует (4.5). Действительно, по (4.3) 

sup [ [  (  [  <*>{t)dt\ di/(C) <  S
Ш кШ Ш ж 1Jo '

при любом фиксированном ро >  0 и любом р € (0, թս). Поэтому

Я  Щ Щ  М 0  *  9  H a t, ( Г  ' ы т )  М < )  -  ®-

что влечет (4.5). Следовательно, потенциалы типа Грина с ѵ± сходятся и

Д іп о J J  Լ ա log \Ьш(г, С -  ip)\dv{Q  =  J J  ̂  Լ ա log |6w(z, C)I<MC). z e V ,

поскольку потенциал no G + \Gp исчезает, и, в силу (2.6), модули подынтеграль­

ных ф ункций на обеих сторонах приведенного выше соотношения имеют интегрируе­

мые мажоранты в любой точке z € D . Далее, по хорошо известным теоремам 

вещественного анализа существуют последовательность р* 4֊ 0 и функция /յ(է) 

ограниченной в а ка ц и и  на (—оо, +оо) такие, что

ВI ИЯИИЯИИІ РЯИЯfc-»oo 7Г J _ x  (ж -  է)2 +  у2 1Г J _ ж  (х  ֊  է)2 +  у2 

Таким образом, для любой точки z =  х  +  iy  G D  предельный переход в (4.8) 

приводит к  формуле

(4.10) Ь ^ Щ Ш Ъ І о к Ы г Л Ш а  И | Ր °

Теперь заметим, ввиду сходимости нотеніріала типа Грина функция

Ѵ(«) =  £ / (» ) -  J j  log|bu,(=,C)|dKC)

гармонична в С + . Кроме того, V (z) €  М ш, так как U [z) € М ш и потенциал 

тоже принадлежит М ш в силу (3.8). Далее, ввиду определения 4.1 п неравенства

(3.8) V (z) удовлетворяет соотношению (4.2). Следовательно, V (z) принадлежит 

классу 71™ гармонических функций и, в силу теоремы 3.1 из [3]. получаем

1 f +co
V (z) =  oo +  o i x +  — I  Re Сы(г  -  t)d p i(t), z =  x  +  iy  € G+ ,

*  J-oo

где оо и a \ - вещественные числа, a  p \( t )  - функция ограниченной вариации на 

(—оо, +оо). Применив оператор Lu к  обеим частям последнего равенства, ввиду

(4.10) заключаем, что меры f i \ ( t )  и р (է) совпадают. Итак, представление (4.4) 

доказано. Соотношение (4.7) для чисел оо и Of следует из того же соотношения 

теоремы 3.1 |3| для гармонических ф ункций, так ка к соответствующий предел
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для потенциала типа Грпна равняется нулю. Формула обращения Стильтьеса

(4.6) очевидна ввиду соотношения (3.7) для потенциала типа Грина.

Обратно, если U {z) - вида (4.4) с требуемыми параметрами, то  U {z) €  91™ в силу 

теоремы 3.1 из [3| и свойств (3.8), (3.6) потенциала типа Грина. □

З ам ечание 4 .4 . D  частном случае дискретной меры теорема Հ.1 переходит в 

утверждение о то м , ч т о  класс т е х  мероморфных в G + функций f ( z ) ,  для ко­

торы х log |/( z ) | е  91™ при каком-либо ш €  П, совпадает с м нож еством  функций 

представимых в виде

(4.11) т І М і М І Щ І  р а д ,  2 € Я + ’
1 l “ n / j Լ Я J — 00 )

где /х(£) ограниченной вариации на (—оо, +оо), ац, а\ и С  - вещественные числа, 

а последовательности {а*-}, {£>„} С G+ удовлетворяют условию т и п а  Бляшке

л іп і Ո կ /»1ա ծ „
У ' I  u{t)dt. <  +oo, I  u ( t)d t <  + 00.

h J o  n J 0

Если факторизация (4.11) им еет место, т о

ц (х) — lim  /  Lu \o g \ f [ t  +  iy )\d t п.в. ж €  (-о о , +оо), 
ѵ-»+°Уо

lim  log | / ( х  +  iy )I =  ao +  a \x t -o o  <  x  <  +oo.
y -^+ o o

Зам ечание 4.5. Дополнительные к  включению УХ™ условия

lim  С /(хі շ +  iy )  =  0 и  lim  lo g |/(x i շ  + 1?/)| =  0 при каких-либо 
у -» + о о  у-» + оо

с у ж а ю т  рассмотренные выше классы дельта-субгармонических и мерморфных 

функций к  некоторым подклассам функций ограниченного вида. Граничным свой­

ствам  рассмотренных классов авторы намерены п о свя ти ть  отдельное иссле­

дование.

A b s tra c t. The paper is devoted to  the construction in  the half-plane, fo r delta- 

subharmouic functions, o f an analog o f the part o f the theory o f М . M . D jrbashian- 

V . S. Zakarian, w hich relates to  the factorization o f the cj-weighted subclasses o f 

meromorphic functions o f bounded type in  the u n it disc. Some unweighted classes o f 

delta-subharm onic functions w ith  bounded Tsuji type characteristics are introduced 

in  the upper half-plane and the descriptive representations o f these classes are found.
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A b s tra c t .  The main purpose o f the paper is to  generalize the notions o f the 
Kothe-Toeplitz duals and N ull duals o f sequence spaces by introducing the concepts 
o f a E F - , 0E F -, yEF-duals and N E F-duals, where E  — (En) and F  =  (Fn) are two 
partitions o f fin ite  subsets o f the positive integers. These duals are computed for the 
classical sequence spaces lx , с  and cn- The other purpose o f the paper is to  introduce 

the sequence spaces X (E ,  Д )  =  { *  =  ( i fc)  : ( E ie i3fc ՜  £ ie £ fc_ ,  x ' ) H i  6  * } '  
where .Y e  {/oo.c,co}- We investigate the topological properties o f these spaces, 
establish some inclusion relations between them, and compute the N E F -(ot N u ll) 
duals for these spaces.

M SC 2010 num bers: 40A05, 40C05, 46A45.
K eyw ords: Semi-normcd sequence space: difference sequence space; m atrix  domain; 
or-, /?-, 7 - and Л'-duals.

1. I n t r o d u c t io n

Let ш denote the space o f a ll real-valued sequences. Any vector subspace o f ш is 

called a sequence space. Let /,» , с and со be the spaces o f bounded, convergent and 

null sequences x  =  (a *), respectively, endowed by the norm ||я||х> =  supfc>1 |rr*.|. 

We w rite  bs and cs for the spaces o f a ll bounded and convergent series, respectively. 

Kizmaz [6] defined the difference sequence space

Х (Д ) =  {x  =  (x jt) I A x  € X },

for X  €  OoojC,со}, where A x  =  (x* — xic- i ) c£Ll  and xq =  0. Observe th a t X (A ) is 

a Banach space w ith  the norm ||x||д  =  supfc>J |Xk — For a sequence space X , 

the m atrix domain X a o f an in fin ite  m atrix A is defined by

(11) Х а  =  {x  =  (x „ )  € ы : A x € X ) ,

which is a sequence space. The new sequence space X \  generated by the lim ita tion  

m atrix A  from  a sequence space X  can be the extension or the contraction or the 

overlap o f the orig inal space X . A m atrix A =  {ank) is said to  be a triangle m atrix
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i f  flnfc =  0 for к  >  n and ann փ  0 for a ll n  € N. I f  A is a triangle m atrix, then one 

can easily observe tha t the sequence spaces X a and X  are linearly isomorphic, that 

is , X A 9 iX .

In  the sum m ability theory, the /З-dual o f a sequence space is very im portant 

in  connection w ith  inclusion theorems. The notion o f a dual sequence space was 

introduced by Kothe and Toeplitz |8), and was extended to vector-valued sequence 

spaces by Maddox [9]. For the sequence spaces X  and Y , the set M (X , Y ) defined by

M (X ,Y )  =  {a =  (ak) € u  : (акх к)?= 1 е У  Vx =  (x fc) € X )
4

is called the m u ltip lie r space o f X  and У .

W ith  the above notation, the a-, /3- 7  and ІѴ-duaIs o f a sequence space X , denoted 

by X a, Ճ ,Հ. X ՜1 and X N. respectively, are defined as follows:

X e t= M { X , l l \  Х р =  М (Х ,сз ), X ՜1 =  M (X ,bs), X N =  M (X , со).

Let E  =  [E n) be a partition  o f fin ite  subsets o f the positive integers such that

(1.2) inaxJ5n <  ոսոՔ ՚ո+ ւ, n  =  1,2, • • • .

For X  6  { lp : Լ» , с, со} w ith  1 <  p <  oo, we define the sequence space X (E )  by

X (E ) = 1 X =  (xfc) e и  : p § ) “  И
\i€Bh )  k=1 )

The seiniuorins Щ.Щр.в on the sequence space lp(E ) (1 <  p  <  do) ,  and Щ.Цос.е on the 

space X (E )  for X  6 {/oo>c,co} are defined by formulas:

/o o P \ i / p

E f i I , 1 <  p <  oo, Ыоо,Е =  S lip E * i
\ n « l je fc v  \ I

n>l зЩ ,

I t  is worthwhile to  note th a t in  the special case En =  { ո  : n  =  1,2, •••} ,  we have 

X  (E ) =  X . Recently the Kothe-Toeplitz duals for these spaces were computed 

by Erfanmanesh and Foroutaunia. In  the past, several authors have studied the 

Kothe-Toeplitz duals o f sequence spaces tha t are the m atrix domains o f triangle 

matrices in  the classical spaces l.p. І ^ ,  с and Co- For instance, some m atrix domains 

o f the difference operator have been studied in |2, 3, 10, 12|. In these papers the 

m atrix  domains are obtained by triangle matrices, and heuce these spaces are normcd 

sequence spaces. For more details on the domains o f triangle matrices in  some sequence 

spaces, we refer the reader to Chapter 4 o f [1]. Note that the m atrix domains considered
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in this paper are specified by a certain non-triangle m atrix, so we should not expect 
that the related spaces are normed sequence spaces.

In this paper, the concepts o f the Kothe-Toeplitz duals and Null duals are generalized 
and the cvEF-, 3E F - , 'yEF- and NEF-duals are determined for the classical sequence 
spaces /<*,, с and Co- Also, the normed sequence space X (A )  is extended to the 
seini-normed space X (E . Д ), where X  e {/oo.c,co}. We consider some topological 

properties of this space and derive inclusion relations. Moreover, we compute the 
N EF-(or Null) duals for the space Х [Е , Д ). The obtained results are generalizations 
o f some results o f Malkowsky and Rakocevic |11| and Kizmaz |7|.

2. T h e  a E F - , 0E F -, yEF- a n d  N E F -d u a ls  o f  s e q u e n c e  s p a c e s

In this section, we generalize the concept o f m ultiplier space to introduce new 

generalizations o f Kothe-Toeplitz duals and Null duals o f sequence spaces. Furt hermore, 
we deteriidne these duals for the sequence spaces с and со.

D e fin itio n  2.1. Let E  =  (E„) and F  =  (F „) be two partitions of finite subsets of 
the positive integers satisfying condition (1.2). For the sequence spaces X  and Y , the 
set MEA X ,  Y) defined by

Me A X , Y ) =  ja =  (ak) € u  : ( £  a,- £  Л  € Y  Vx =  (* * ) € X  1
(  ѵбРіі J

is called the generalized multiplier space of X  and Y .

W ith the above notation, the aE F -, 0E F-, yE F - and NEF-d\i&\s o f a sequence 

space X , denoted by X ,tEF, X ,iEF, X lEF and X NEF, respectively, are defined by

X a E F m M BF{ X ,h l  X 0EF =  MEf (X ,cs),

X ՝ EF =  MEF(X,bs), X n e f  =  M e f (X }co).

I t  should be noted that in  the special case E n =  Fn =  {n } for a ll n, we have 
ЛIe A X , Y) =  M (X, Y), and heuce

X nEF =  X n, X rtRF =  X p, X~<EF =  X՜1, X NEF =  X N.

Lemma 2.1. Let X , Y, Z С ш and let {X s : 6 € A) be any collection of subsets of
u. Then the following statements hold:
(i) X  С  Z implies M EA Z ՝ Y ) С  M e,f(X , Y),
(it) Y С Z implies Me A X ,Y )  с  Me  A X ,  Z),
(Hi) X  С Me A M fA X ,  Y), Y),
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(էէ») M Etr (X ,Y )  =  М е,г(Л /Гіе(М е.,г(А . Y) ,Y),Y),

( f)  M nM U stA  Xs, Y) =  Плел M bA ^ s, Y).

P roo f. The statements (i) and ( ii)  immediately follow from the definition of generalized 

m ultiplier space.

( iii)  Let .г € A . We have ( £ i6b՝fc «і E i6F* € Y  for a11 a € V )’ H1,d
consequently x  € M e A ^ f,e {X ,Y ), Y).
(iv ) By applying (it*) w ith X  replaced by M f,e (X ,Y ), we obtain

M e A X ’ Y) С  Л /£ ,И Л /^ (М £ :.И Х .У ') .1 ') .1 ') .

Conversely, due to ( iii) ,  we have X  С M f,e {M e ,f W ՝ Y)՝ Y). So, in new of part (i), 

we conclude that

M e A M f ,e {M e A X * Y ) ,Y ) ,Y )  С  M bA X ,Y ) .

(■y) Observe first that in view o f part (i), Xg С Urfg/t for a ll S € A implies

A/b\f(U Xs'Y>) c Ո МвАХб,У)-
б € А  б€А

Conversely, if  а е Г)*ел ^ E .f [X s,Y ), then а € M f..f {X&, Y) for all S € A. Hence

if
\i€F(i i f f *  /  էշ֊ I

for a ll <5 € A and for a ll x € Ал. This implies (E ie fv  a՛ E ie £ \ ^  ^  f°r
a ll ж G UrfgM Ад, and hence а € А /с.И ІЛ ел A*. Y). Thus Г і^ л  M e ,f (Xs- У) С

Me A U s<:a X*>Y)- D

R em ark 2.1. Հ ք£ ո  =  Fn =  {n } /o r аМ n, f/ten ti/e Лапе Lemma 1.25 from (11|.

Letting f  to  denote either o f the symbols a, 0, դ  or ЛГ, from now on we w ill use 

the following notation

(A 't£F)tE f՞ =  X ^ EF.

C o ro lla ry  2.1. Let X , У  С w anrf { Ад : 6 6 Ճ }  be any collection of subsets of ա, 

and let f  denote either of the symbols a, /3, 7  or N. Then the following statements 

hold:
(») X ,tEF С  X<*EF С  А*»"* С  и ; in particular, X *EF is a sequence space.

(it) A C  Z  implies Z ՝EF С A tSF.

( ii i)  X  С A " E fi.

GENERALIZATIONS OF k O'J’ME-TOEPLITZ DUALS AND ...
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(it>) X ՝EE =  X ™ EE.

R em ark 2.2. I f  E „ =  F„ =  {»»} /o r a// n, then we /іаие Согоііаіц 1.26 from |11|.

Below, we determine the generalized m ultiplier space for some sequence spaces. To 
this end, we first recall the following result from |4|. Also, from now on, we denote 

the cardinal number of the set £ * by |£*|.

Theorem  2.1 ([4], Corollary 2.5). The followng statements hold.

(i ) Let sup,, |E „| < oo, then we have X  С X (E ) fo r X  € {Zoc>co}-
( it)  I f  En =  {N n  — N  +  1. Nn — N  +  2, • ■ • . N n} fo r all n, then с С  c(E).

(Hi) If, in uddition, |£ „| > 1 fo r an infinite number of n, then the inclusion relations 

in parts (/.) and (i i ) are strict.

Theorem  2.2. I f  supfc |E*| <  oo, then the followng statements hold:

(i)  M e ,f (co< X ) =  l a o i F ) ,  where X  6 { /ж.с,с0}.

( ii)  M e ,f ( Ioc, X )  =  c(, (F ) .  where X  6  {c ,c 0} .

( iii)  If. in addition, En =  {N n  ֊  N  +  l ,N n  — N  +  2, • ■ • ,N n )  fo r all n, then

c) =  c (F ) .

P roof, ( i)  Since со С с С կ 0» by applying Lemma 2.1 (ii), we obtain

100(F). Assume first that a 6 l<x>(F) and x € со- Then by Theorem 2.1 we have x € 

ca(E), and hence Աու*_օօ (H igF* “ • £<€£* * i)  =  implying that a 6 M e ,f(cծ ւ°օ) ' 
Thus, we have loo(F) С Л/£.**(со.со).

E . e F *  8ucb t l ia t  p i € F hj a»| >  j 2 fo r j  =  1.2* — • к  the sequence x =  (xi)
is defined by

for i  =  1,2,---, then we have x € c0 and x, Yli&Fkj a* =  (_1 )Ji.  for a ll j-

M e , f ( c 0: t'o) С M e . f ( c o , c )  С M e , f ( c q J o o ) -  

So, it  is euougli to verify the inclusions loo(F) С M e .f (co, cq) and M e ,f (c0>f<x>) c

Hence
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show ing  th a t  k o )  С loo(F).
( i i )  B y  L em m a 2.1 ( i i)  we have

oo« со) С  с).

Hence, i t  is  enough to  v e rify  th e  inc lus ions co (F ) С  M e ,f {1*o, co) and M e .f Voo.c) С 

c o (F ). Assum e f irs t th a t  a  6  Co(F). T hen  b y  Theorem  2.1 we have

lim  I ^  a i ^ 2  х і J =  0 fo r a ll x  6  /<».
~ * ° °  \ieFk і€Ек J

th a t  is, a €  M e ,f ( Ioc, co)- T hu s  co (F ) с  M e ,f (1 oo.fo)-

N ow  le t a Հ  c o (F ). T he n  there  are a  re a l'n u m b e r 6 >  0  and a subsequence 

( E i€ F fc> “ ») .m l o f  th c  sequence ( E i €Fb а «)П=і sucb th a t  |£ ~ € F kj °«| >  b fo r a11 

fo r  j  =  1 ,2 , • • • . D e fin in g  th e  sequence x  =  (х і ) as in  p a rt ( i i ) ,  we have x  €  /«> 

and  (5 2 i£ Fk a « х * )П . і ^  C; w h ich  im p lies  a g  M E։f ( Ioo, c) and shows th a t

Л /Б ,И *э о ,с )  С  c o (F ).

( i i i )  Suppose th a t  а €  c (F ) .  B y  a p p ly in g  Theorem  2.1, we conclude th a t

Oj X j I ex ists fo r  a ll x  €  c. 
i€ / i,  »e£* /

So а  €  M e ,f (c, c)  and  c ( F )  С  М л / ^ с ) .

N o w  we assume a  g  c (F ) ,  and define the  sequence x  b y  x  =  К

is easy to  see th a t  x  €  с  and ( £ ie n  <*. 5ZieEk х »)П=і =  (£»eFY « *)^ = ւ *  c ՛  Thus> 

a £  M e ,f (c> c)> show ing  th a t  M e ,f {c, c) С  c (F ) .  □

R em ark  2 .3 . / /  E n =  F n =  {n } f o r  a ll n ,  then we have Exam ple 1.28 fro m  |ll).

A s an im m e d ia te  consequence o f  Theorem  2.2, we have th e  fo llo w in g  result.

C o ro llary  2 .2 . ( i )  / /s u p * . |F * |  <  ծ օ ,  then c tfE F  =  / « ( F )  and  l * EF  =  c0(F ) .

( ii)  I f  E n =  {N n  - 1 1  l t N n  -  N 1 2, • , N n} fo r a ll n , then c?*EF =  co (F ).

N o w  we proceed to  o b ta in  th e  « F F - ,  (3EF- and 7 E F -d u a ls  fo r th e  sequence spaces 

/оо, с  and  Co.

T h eorem  2.3 . Suppose that sup* |F&| <  oo, and let f  denote one o f  the symbols a , 

P , 7 . Then we have c'0E F  =  c tE F  =  l g F =  h ( F ) .

P ro of. W e o n ly  prove  th e  sta tem en t fo r th e  case f  =  /?, th e  o th e r cases can be proved 

s im ila r ly . B y  C o ro lla ry  2 .1 (ii)  we have / £ f г  С  c^EF  С  c(jE F . Hence, i t  is  enough to
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show that l i(F )  С aud c(jEF С Ii(F ). Let о € l i(F )  and x  € l x  be given. Then 
by Theorem 2.1 we have x  6 lx {.E). Hence

S. ERFANMANESH AND D. FOROUTANNIA

E
*■=1

E  “ • E  *<
iGFk

<  sup E * <
»€B* fc=l E - <  OO,

showing that (E t€ F *  a ‘ Е і€ Е *  e  ԹՏ- Thus, we have a € and i j ( F )  С
j£ fF. To prove the inclusion CgEF С li(F ) , it  is enough to  show that for a given 

a £ 1\{F) a sequence x  €  Co can be found to satisfy (J2i€Fk (Կ 52ieEk X i ) Z i * c s- To 

show the existence o f a sequence x  € со w ith the above property, observe firs t that 

since ս  Հ  l չ (F). we may choose an index subsequence ( /ij)  from N  w ith rtu =  Ո and

E  І Е * H  1 ֊հ Հ Հ ? տk=n j-i |i6F*

Now we define the sequence x € со such tlia t the firs t element o f the set Ek is equal to 

jls9n Hi£Fk °» and ^ ie remaining elements are zero, whenever r ij_ i <  к  <  rtj. Then 
we have

Ո յ-1

E  ( Е аШ р И  E  E *
fc—n,_ i vieFV ie/5fc /  k=n.i_ լ ieFt

0 ,-1

> 1 ,

for j  =  1,2, • ■ •. Therefore (E ie s* Щ Е ,ег* аС = і ^  ся and a & ro > showing that 
c°E F C h (F ). □

Rem ark 2.4. 7 /E „ =  F „ =  {n } fo r all n, then we have Theorem 1.29 from |11).

D e fin ition  2.2. A subset X  o f и  is said to be E-normal i f  у € A' and | E t€£ i, *«l ^  

I EfgC t УіЬ /о гк  =  1,2, • • •, together imply x  e X . In  the special case where En =  {n } 
/o r a// n, the set X  is called normal.

Exam ple 2.1. The sequence spaces сц and Іж  are normal, but they are not E-normal. 

Indeed, taking x =  (1, —1.2, —2,**•)» I/ =  ( l . j , - * * )  and En =  {2n — l,2 n } for a ll n, 

we have | E .e e , * i\  <  IE ,€£„ and У € ^ э о ,  while x g  c0,/oo-

Exam ple 2.2. The sequence spaces cq(E) and 1Ж{Е) axe E-normal, but they are 

not normal. Indeed, taking x  =  (1 ,1 ,2 ,2 ,*••), у =  (1 ,-1 ,2 ,— 2,• ■ ■) and E „ =  

{2n — 1.2n} for every n, it  is easy to see that |x*| <  |y,| and у € co(E),ltx>(E), while 

X Հ  c o W ^ E ) .

Exam ple 2.3. The sequence spaces с and c(E) are neither E-normal nor normal.
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Theorem  2.4. Let X  be a E-normal subset օ քա . Then we have

mEF _ EF

P ro o f. By Corollary 2.1(i) we have X nBF С X PEF С X ',EF. Hence, to prove the 
statement, it  is enough to verify the inclusion X ',EF С X aEF. Let z € X ',EF and i  € 

X  be given. We define a sequence у such that J2ieEk Ы =  {я9п T ,i€f„ *•) ІЕ іев* *»l 
for к  =  1,2,•••. I t  is clear that |Л<ееьУ»1 -  |5Z,6£fĉ іі for a ll k. Consequently 
у € X , because X  is E-normal. So, we obtain

S0[)
fc=l \»€f» *€E*

"< oo.

Furthermore, by the definition of the sequence y, we have |23»6Ffc 2‘ £weEfc I «l < 
oc. Taking into account that x  € X  is arbitrary, we conclude that z € X t,EF.

This completes the proof of the theorem. □

R em ark 2.5. I f  En =  F n =  {n } for all n, then we have Remark 1.27 from [11].

3. G e n e r a l iz e d  d if f e r e n c e  s e q u e n c e  s pa c e

Suppose E  =  (En) is a sequence of finite subsets of the positive integers that satisfy 

the condition (1 2 ) .  For every sequence space X , we define the generalized difference 

sequence space X  (E, Д ) as follows:

X (E ,Д ) =  | *  =  ы  t I X > i -  M  ? i )  Ш І
i€Efc-i fc=l

where X  6 {Zoo: с, co}. The seminorm |||.|||е ,Д on X (E , Д ) is defined by

(3.1) І И  =  sup 
к

I t  should be noted that the function Ц.Це.д canuot be a norm. Since if  x =  (1, -1 ,0 ,0 , • ■ •) 

and En =  {2n -  1 ,2n} for a ll n, then ЦхЦіе,а =  0 while x Ф 0. I t  is also important 

to note that in the special case En =  { ո  : n =  1,2, ■ • •} we have X ( E ,  Д) =  X (A ) 

and |||а:||ь’,д =  |И Ід .
I f  the infin ite  m atrix A =  (a„k) is defined by

I  -1  i f  к  e En- i
Unk =  S 1 i f  к  € En

I  0  otherwise,
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then w ith  the notation o f (1.1), we can redefine the spaces loo(E), c{E) and Co(E) as 

follows:

U (E , A ) =  (focbi, c(E, A) =  (c)A, co(E, A ) =  (cq)a - 

The purpose of this section is to consider some properties o f the sequence spaces 
X (E , A) and to derive some inclusion relations for these spaces. Also, we characterize 

the ЛГ-duals of A (E , Д ), where X  G {/oe.c.c-o}. We begin w ith the following result 
which plays an essential role in our study of the spaces X (E , A).

Theorem  3.1. For X  G {/<х-с, Co} the sequence spaces X (E , A ) are complete semi- 

normed linear spaces with respect to the semi-norm defined by (3.1).

P roo f. The result can be obtained by a direct verification, and so we om it the details.
I t  can easily be checked that the absolute property does uot hold on the space 

X (E ,A ), that is, 1|х||ь\д #  ||? |І£ .д  for at least one sequence in  this space, where 
|x| =  (|xfc|). Thus. X (E , A) is a sequence space o f non-absolute type.

Theorem  3.2. Let M  =  {x  =  (x „) : YljeEn xj  =  0,Vn}. For X  G {foo.c.co} the 
quotient space X (E , A )/M  is linearly isomorphic to the space X (A ).

P roo f. Consider the map

T : X ( E , A ) — > X ( A ) ,  x  — > I ^  I
1 # ё  /  n = i

and observe that Г  is a linear and surjective map. So, the desired result follows from 

the first isomorphism theorem. □
Note that if  |E „| > 1 only for a finite number of n, then we have X (Д ) =  X (E , A). 

In the following, wc derive some inclusion relations for the spaccs X , X (E ), X (A ) 
and X (E , A), where X  G {Іж ,с,со}.

Theorem  3.3. The following statements hold.

(i) //su p n |En| <  oo, then X  С A (E , Д) fo r X  G {Joo.co}.
( ii)  I f  E „ =  {N n  — N  + 1 ,N n  — N  +  2, • • • , N n) fo r all n, then с С c(E, Д ).

( ii i)  I f \E n\ >  1 for an infinite number of n, then the inclusion relations in parts (i ) 
and ( it)  are strict.

(iv) We have X (E ) С X (E , Д ), where X  G {/oo,c,Co}- Moreover, these inclusions 
are strict.

(u) I f  En =  {N n  -  N  +  1, N n  -  N  +  2, • • • , N n) fo r all n, then X (A )  С X (E , A), 
where X  G {/eo,c,co}. Moreover, these inclusions are strict when N  > 1.
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P roof. Parts (t) and ( ii)  can easily be obtained by applying Theorem 2.1.
( i i i)  Since by assumption \En\ > 1 for an infinite number of n, one can choose a
sequence (rij) w ith |E,t) | >  ] for j  =  1,2, • • •. Define a sequence x =  ( ik )  as follows:

{j ,  i f  к  =  min EHj
—j ,  i f  к  =  min Enj + 1  к  =  1,2, •••.

0, otherwise,

It is obvious that x< =  0, hcncc x  € X (E , Д ), while x Հ  X  for X  € {/oo,c.co},
showing that the inclusions in parts ( i)  and ( ii)  are strict.

(iv ) Putting E „ =  {n } in  parts (i) and ( ii) , it  can be concluded that X  С X (A ). Let

X 6 X (E )  be given. I t  is casjjpto chcck that ( £ i€Ejr e X  and (£ ie £ * Xi)T=i e
А '(Д ). Thus, X € X (E , Д ), and hence X (E ) С X (E , Д ). Moreover, i f  the sequences 

X =  (xfc) and у =  (ук) are defined as follows:

_  j  j ,  if  к  =  min Ej _  f  1, i f  к  =  min Ej
լ  0, otherwise, J/fc — լ  otherwise,

then we have x 6 X (E . Д ) — X (E ) for X  € {іэс ,е} and у 6 Co(E, Д ) — co(E).
(v) Taking into account that

5 2  xi -  5 2  X i =  (X nN  ~  ^ ֊ l )  +  2(ЖпЛГ-1 -  XnN-շ )  + -------Ւ ІѴ (x„jV—,V + l ֊  XnN-N)
ie.En ieEn-i

+  (N  — 1 )(X nA '-JV  — X n N - N - 1) +  • • • +  (х „л /-2Л '+2  ~  Я:пЛг- 2Л '+ і) ,

it  is clear that x  6 Х (Д ) implies x € X (E , Д ). Moreover, if  TV > 1 then we define 
the sequence x  =  (ж*) as follows:

{ I  i f  1 1  n N  -  І  +  1
1 -  n, i f  к  =  n N  — N  +  2

0, otherwise,

and observe that x € X (E , Д ) — АГ(Д). □

Below, we compute the УѴ-dual of the difference sequence spaces X ( E .  Д ), where 
X  6 {/oc,c,co}. In order to do this, we first give a prelim inary lemma.

L em m a 3.1 . The following statements hold.

(i) I f  X e Zoc(A).- then supfc | ^ |  < oo.
( ii)  I f  X € с(Д ), then գ  - *  Հ (к -> oo), where Д х* ֊4 Հ (к oo).
( iii)  I f  X € со(Д), then գ  0 (A: -+ oo).

The proof is triv ia l and so is omitted. 37
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T h eorem  3.4 . The following equalities hold:

cn e f (E, A ) =  1” e f {E, A) =  Ia  =  (a*) : 6 cqJ :=  dL.

P roo f. We firs t show that cNEF(E, A) =  d\. To this end, assume a 6 cNBF(E, A ), 

and observe that
lim  У՜* ві 7  Xi =  0,k—ioc 4€Ffc «ЕЩ

for a ll X € c(E, A ). We choose the sequence x such that a-'i =  fc for a ll A:,

so X € c(E ,A ) and hcncc limt_+,x, к  Yl%eFk ai =  Thus c.n e f (E, A ) С d |. Now let

о 6 d i. Since {T.ieEk х ‘)П=і € с(д ) for evcry1 € c(®» д )>imd there is a real number 
Հ such that

I
\j£B k Щ Ш I

by Lemma 3.1 we have

lim  Oi Xj =  lim  к  Հ""* ai ̂ 'jeEt.—-  =  0.
fc ֊»oo ^  “  fc—»oo fc»eFfc j€Ek * CFfc

Therefore a € cn e f (E, A ), and hence rfi С cn e f (E, A ).

Now we show that l£.EF(E, A ) =  dj.. I t  is clear that c(E, А ) с  /оо(Е, A ), implying

that l£.EF(E, A ) С cn e f (E, A ) =  rfi- Let a € d\ and x  € 1Ж(Е ,А ). Then we have

(SieEfc х*)ь=і e and suPfc I — I < oo by Lemma 3.1. Therefore

lim  V  а, Xj =  lim  к  г  =  0,
*-*oo  fc—»oo ^  fci6Ffc <6Efc i€Ffc

implying that a € l'£EF(E, A ). □

C o ro lla ry  3.1. The following equalities hold:

<ГѴ(Д) =  £ ( Д )  =  { « = М  : ( fca*)eco}.

P roo f. The result follows from Theorem 3.4 w ith En =  Fn =  {n } for a ll n. □  

Let X  and У  be two sequence spaces, and let A =  (a„* )  be an infin ite  m atrix 
of real numbers a,,*, where n,fc € N =  { 1 , 2 , - - } .  We say that Л defines a m atrix 

mapping from X  into Y, denoted by A : X  -> У , i f  for every sequence x =  (x *) € X  

the sequence Ax =  {(A c )„} exists and is in Y, where (A x)„ =  YlkL\ On.fc®fc for 
n =  1,2,•••. By ( X , У) we denote the class of all in fin ite  matrices Л such that 
A : X  -> У .
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Theorem  3.5 ((11). Theorem 1.36). We have A € (co.co) i f  and only i f  the following 
conditions hold:
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and

lim  Onk =  0 ( *  =  1 ,2 ,...) ,
M—»oo

sup
fc=1
5 2  \a„k\ I <  OO .

Theorem  3.6. We have

<$e f (E, A ) =#|я =  M  : ^ к  2 € loo J :=  d2.

P roo f. Let a e ճշ. Since (£ ieE * x*)T=i e for a ll x  e co(E,A), by Lemma 3.1
jra

we have lim*—»no -  * — — 0. Therefore

lim  V ' Oj Y " Xj =  Um к  У *  a, — - =  0, 
fc-wo :  fc֊+oo A:

j€ £ \  *€ffc

implying that a € c.q EF(E, Д).

Now le t a € Cq EF(E, Д ) and ж € (E , Д ) be given. Then there exists only one 

sequence у =  (ук) € Cq such that £ je£fc =  Х)*=1 у>. Therefore

£  P I »  i  Ш I £ I  -«■
J=1 i62?fc j€£fc

for a ll у =  (ук) € cq. Defining the m atrix >1 =  (а^)^!, by

S w  *  1 m  ^
I  լ 0 if  j  > k,

we have liinfc-»oo j akjVj =  0 for a ll у €'сц. Hence we can apply Theorem 3.5 to 

conclude that A  =  (a jy) 6 (co,c<j) and

sup
к

к oo

к  5 2  <4 =  sup Е Е - =  sup 5 2  “ кj
*€  Fk к Щ  i€Fk к j= 1

<  00.

C o ro lla ry  3.2 (|7), Lemma 2). We have cff(A) =  {a =  (a*) : (fca*) € /<»}•

P roo f. The result follows from Theorem 3.6 w ith En =  Fn =  {n } for all n.
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R E G U LA R IT Y  IN ORLICZ SPACES FOR NON-DIVERGENCE 
D EG EN ER A TE ELLIPTIC  EQUATIONS ON HOMOGENEOUS 

GROUPS

X . F E N G

School o f  M athem atical Scicnccs, Shanxi University, Shanxi, China 
E-mail: f r j4 67@mail.nwpu.edu.cn

Abstract. Lo t G be n homogeneous g roup, and le t X\, ճ շ ,  ■ • • . * я о  be le ft- in va ria n t

real vec to r fie lds on  G th a t  are homogeneous o f  degree one w ith  respect to  the  d ila t io n

g ro u p  o f  G and  sa tis fy  H o rm andcr's  co n d itio n . We establish a  re g u la r ity  resu lt in  the
PO

O rlic z  spaces fo r  th e  fo llo w in g  equation : Lu(x) =  £  aij(x)XiXju(x) -  / ( :r), where
j= i

a ։ j (x) are rea l valued, bounded m easurable func tions  defined on G, sa tis fy in g  the  u n i­

fo rm  e ll ip t ic ity  c o n d itio n , and be longing  to  the  space V M O (G )  (V an ish ing  Mean 

O s c illa t io n ) w ith  respect- to  th e  s u b e llip tic  m e tric  induced b y  th e  vecto r fie lds X \ , ճ շ ,
• • •, Лр0.

M SC2010 numbers: 35R03, 49N60.

Keywords: O rlicz estimate; homogeneous group: non-divergence degenerate elliptic 
equation.

1. I n t r o d u c t i o n  a n d  m a i n  r e s u l t s

L e t1 G  be a homogeneous group, and le t X \ , X  form  a system o f Г "*

real vector fields defined on R  v  (p« <  N ), which are le ft iuvariant w ith  respect to  the 

left translations on G and are homogeneous o f degree one w ith  respect to  the d ilation 

group o f  G. Also, assume tha t they satisfy the fin ite  rank condition at every point of 

R ,v, th a t is,

тапЩХ ......... XpoXx) = N, X e Ш*,

where £ ( X i , . . . ,  Xp^) denotes the Lie algebra generated by the fields A ' i , . . . ,  Xp,,.

1This w o rk  was supp orte d  by th e  N a tio n a l N a tu ra l Science F ounda tion  o f  C h in a  (G ran t Nos. 
11271299 and  11001221), th e  M ath e m a tica l T ian yu a n  F ounda tion  o f  C h in a  (No. 11126027), N a tu ra l 
Science F bu u d a tio n  o f  S hanxi P rovince  (N o. 2014021009-1) and th e  S c icn tific  and Ttechnologial 
In n ova tio n  P rogram s o f  H ig h e r E du ca tio n  In s titu tio n s  in  S hanx i (N o . 2015101).
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Our aim is to establish regularity results in the Orlicz spaces for solutions o f the 

following equation
Po

(1.1) Lu(x) =  5 3  <4 j(x )X iX ju (x ) =  f  (s), X 6 G,
i,i=  І

where po <  N , A  =  (а у (х )| are real valued, bounded measurable functions defined 
in  G. satisfying very weak regularity conditions, namely, they belong to the class 

VMO(G) defined w ith respect to the homogeneous distance. Also, the m atrix (ay(x)) 

is assumed to satisfy the condition:
Po

a tj =  tt ji, I / " 1 ІСІ2 <  £  « y ( * ) 6 6  <  ИСІ2 ,
ijm  1

for every i , j  — 1,... , po, Հ 6 R,,n; v > 0 and a.e. x € G-
In 1967, Hormander [12] investigated the operator L \ =  +  -^o. and

pointed out that the finite rank condition implies the hypoellipticity o f L \. In [8|, 
Follaud proved that homogeneous hypoelliptic operators on nilpotent groups have 

homogeneous fundamental solutions. Later, Dramanti and Brandolini [4| have obtained 
V ' estimates for the operator L on homogeneous groups. The Orlicz spaces originally 

introduced by Orlicz [17] as generalizations of Մ  spaces in  Euclidean groups, have 

been extensively studied in the literature (see |1, 13, 14, 22] and references therein). 
The theory of Orlicz spaces plays a major role in a wide range o f areas (see (IS]). A 

number o f papers are devoted to regularity theory o f e llip tic equations in the Orlicz 

spaces (see [2, 13, 21]. C riteria of weighted inequalities in Orlicz classes for maximal 

functions defined on homogeneous type spaces were obtained by Gogatishvili and 
Kokilashvili in |10|.

D e fin itio n  1.1. For a measurable function f  Հ  l Lc(g ) ՛ denote

(1.2) n /W  =  sup T—  /  I /M  -  f Br\ dy, Я >  0,
BrCG  \oT\ JBr

where fe r ** the average of f  over Br . A function f  is said to belong to the class 
В M 0(G ) (Bounded Mean Oscillation on G). i f  ||/ ||, :=  sup3jT//(3?) < +oo, while we 

say that f  € VMO(G) (Vanishing Mean Oscillation), i f  1ітя->о т//(3і) =  0.

The class o f a ll functions ф : [0, oo) —» [0, oc) which are increasing and convex we 
denote by Ф.

D e fin itio n  1.2. A function ф € Ф is said to be a Young function i f

# )  _  i:_ І
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D e fin itio n  1.3. A Yount/ function ф € Ф w said to satisfy the global V 2 condition, 
denoted by ф e V 2> i f  there exists a number a > 1 such that Փ(է) <  for every 
t >  0.

D e fin itio n  1.4. A Young function ф € Ф is said to satisfy the global Д2 condition, 
denoted by ф e ձ շ ,  i f  there exists a positive constant К  such that fo r every t > 0

(1-3) Փ(2է) <  Кф(1).

Lem m a 1.1 ([6]). Let ф be a Young function. Then ф € V 2 Ո  Д 2 i f  and only i f  there 
exist constants A2 >  A \ > 0  and orj > q2 > 1 sucbJhat fo r any 0 < s < t

Moreover, the condition (1.2) implies that fo r 0 < 9 լ < 1 < 9 շ < օ օ

(1.5) $ Ш )  <  А2Ѳ?ф(І) and ф(Ѳ2І) < ձ ^ ^ 'Փ ( է ) .

A simple example of functions Փ(է) satisfying the Д 2 Ո  V 2 condition Ls th e  power 

function Փ(է) =  tp w ith p > 1. Moreover, we remark that the Д2П V 2 condition makes 
the function grow moderately. For instance, Փ(է) =  | t |p ( l  +  | log |i11) e Д 2 Ո  V 2 fo r 

p >  1.

D e fin itio n  1.5. Let ф be a Young Junction. The Orlicz class K*(G ) м defined to be 
the set of measurable functions g satisfying the condition:

I  l l i i B  <  с»,
J g

and the Orlicz space L*(G ) is defined to be the linear hull of К *{С ).

In  this class we consider the following analog of the Luxemburg norm:

(1.6) |խ||* = in f{*  > 0 : Լ փ  < 1}.

Observe that, in  general, К *  С Լ փ. However, i f  ф satisfies the global Д 2 condition, 
then we have К ф =  Լ փ. Moreover, i f  g 6 L*(G), then / G 0(|.9|)rfa- can be written in 
the form (see [21]):

(1.7) Լ  ф{\д\)вх =  J J 31{* 6 G : խ | >  A}|d[0(A)].

Lem m a 1.2 ([6]). Let U be a bounded domain in G and ф 6 V 2 Ո  Д 2. Then 

L a'(U ) С Լ Փ{Ս ) С Լ 1'Հ Ս )  С Լ Հ Ս ) ,  

where £*ւ >  а2 >  1 are as in Lemma 1.1.
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For p € [1, oo] we define
Po Po

11 -0ս ||ձ» .(օ =  Л  IIa ’j u IU " (g ) .  I | 0 2m |I/> (g ) =  5 3
յ ա  1 » , j= l

Similarly can be defined ||Z>mu||* for m =  1,2.

D e fin ition  1.6. Let ф be a Young function. The Orlicz-Sobolev space S2,*(G) is 

defined to be the set of those functions и € L*(G) whose derivatives D h и also belong 

to Լ Փ{Շ ) fo r all 0 < h < 2 such that |M|s2.«-(g) =  Ц-О^иЦ  ̂ is finite.

As in the case of ordinary Sobolev spaces, (G) is defined to be the closure of 

Cq°(G) in Տ2՝Փ(Շ).
In this paper, by using the same techniques as in (20, 21], an approximation 

argument and the reverse Holder inequality, we obtain Orlicz estimates for solutions 

of equation (1.1). The main result of the paper is the follovnng theorem.

Theorem 1.1. Assume that ф € Ф is a Young function and ф € Д г Ո  ^7շ. I f  f  6 

L*{G) and и € S2,*(G) is a solution of equation

Lu — pu — f  in  G,

then there exist positive constants po and с such that fo r any p  >  po, we have

(1.8) J  (̂|D2u|) + Փ(\ռս\) + ф(\и\№х < сԼփ(\ք\)ժո,
where the constant c. depends only on G, v, po and ф.

The paper is organized as follows. In Section 2, we introduce the notion of homogenous 

groups. In Suction 3 wc derive several lemmas, which are used to prove the main result. 
Section 4 is devoted to the proof of the main result - Theorem 1.1.

2. H o m o g e n o u s  g r o u p s

Given a pair of smooth mappings:

[(x,y) H j o y ] : R w x R v - t  Mw; [x -► я ՜1] : R * -> R *.

The space R^ together with these mappings forms a group with the identity being the 
origin. Next, assume that there exist 0 <  ա\ <  աշ < . . .  <  и  ի/, such that the dilation 
D(e) ՛■ (хі,...,®лг) >-» ( fp 'x i , . . . ,qwnxn ) is a group automorphism, for all g > 0. 
The space R^ with this structure is called a homogeneous group and is denoted by 
G. For more details on the subject we refer to |4, 19].
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A homogeneous norm || • || on G is defined as follows. For any x € G \{0 } we set

||x|| =  p ~ |D ( l /p ) x |  =  l ,

where | • | denotes the Euclidean norm, and also let ||0|| =  0. Then we have

(i) ||D(p)x|| =  p||x|| for every x 6 G, ջ  >  0;
(ii) there exist constants c i,c2 >  1 such that for every x. у € G,

I I* ՜1 I I1  ci INI;

||х о I/ll <  c2(||x|| +  lli/ll)- 

In view of the above propei^es, it  is natural to-clefme the quasidistance d(-. •) by

(2.1) d(x,y) I  ||y֊1 ox||.

We denote the ball with respect to d by

(2.2) Br (x) =  { y e G :  d(x, y) <  r }  .

Note that B (0 ,r) =  D (r)D (0,1) and

(2.3)

where x € G, г  >  0, and

(2.4) Q  =

which is called the homogeneous dimension of G. By (2.3). the doubling is valid, 

that is. |£ (x ,2 r)| <  c|i?(x, r)|, x  € G, r  >  0, and therefore (G, dx, d) is a space of 

homogenous type.

In what follows, we w ill define another homogenous group S. whose underlying 

manifold is Rw+1, endowed with the composition law

(x , t )© (y ,r )  =  (tco y , t  +  r ) ,  (x ,*)"1 =  ( x ՜ 1, - t )

for any (x ,t) ,(y ,r )  6 RjV+1. The dilation on R^ 4՜1 is defined by 'D(g) : (x, t) 

{Щ б), Qt) for all g >  0.

Exam ple 2.1. Consider the Heise.nberg group (7(R3.o ,D (A ))t where

(a-'bJ/iiii) ° (xi,2/i,4i) =  (xi +  x2,y i +  շ/շ, £ւ +  t2 +  2(x2yi - x i y 2)),

D(A)(x, y, t) =  (Ax, Ay, X2t).
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It is easy to check that X U X 2 are left invariant with respect to the left translations 
on G and a ir homogeneous of degree one with respect to the dilation group of G. 
Moreover. they satisfy the finite rank condition at every point of R3, that is,

3. So m e  l e m m a s

For convenience, in thus section we assume that и € Cq°(B r0) w ith some constant 

Яо > 0 is a solution of equation (1.1). Let p =  (1 +  օ շ ) /2  >  1. In fact, in the 
subsequent proof we can choose any constant p with 1 < p <  օւշ. Now we define

where M  > 1 is a large enough constant to be determined later. For any Л >  0 we set

and observe that u\ still w ill be a solution of equation (1.1) w ith  f \  instead of / .  
Next, for any ball В in G we define

and Ex{\) =  {x  € G : \D2u \\ >  I} .  Since |D 2«a| <  1 for x  € С \£ д (1 ), we focus on 

the level set E \( l) .

By using methods similar to that of applied in [21], we can prove the following 
three lemmas.

Lemma 3.1. For any Л >  0 there exists a family of disjoint balls {B Pi (x ,)},> i with 
Xi € E \( 1) and pi =  p { i i ,  A) > 0  such that

Л [В л (хі)] =  1, Л [Яр(хі)] < 1 for any p >  pi:

raiikC(X i ,  AT2)(x) = 3 , x € R3.

(3.1) »л =  «/(А0Л), Л  =  / / (А 0А ) , \

and

b ( i ) c U « » » , W u  negligible set.
<21

Lemma 3.2. Under the conditions of Lemma 3.1 we have

{т<=ПРІ( т ,) : \и \> 1 /(2  M )
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Lemma 3.3. I f  ф € Ф satisfies the global A 2 Ո Հ7շ condition, then fo r any Ել, b2 > 0  
we have

[  ֊  ( [  Н и <  С{Ьі ,Ь2,Ф) f  | И я .
J0 /  | G

Lemma 3.4 ([9]). Let g G L q( :B 2R)  fo r some R >  0 and q >  1, and let f  € L r (B2R) 
fo r r  >  q. Assume that the following estimate holds

ա I p - с[ т к я,ьУ + \к\ I f*+Й L  »**■
where с >  1 and 0 < 0 <  1. Then there exist С  =  C(G, c, g, r. 0) and e =  e(G, c, q, г, Ѳ) 

such that g G L P(B i)  /o r p G^g, g +  e) and

Lem ma 3.5 (|4|). Z.ef Cl be a bounded domain in  G and Ղ ՛ CC f2. I f  и G S2'p(Cl) 

and L  a G /от* some positive integer к, 1 < p < oo and s > Q/2, then

ІМІлк-п(іі') ^ <;|l!^wl)֊vfc-r(«) +  ІМІычП)Ь 
wlier'e r  =  max(p, s), a  G (0,1), с is a positive constant and Q is as in  (2.Հ).

Lem ma 3.6 ([7)). Let p >  1 and и G S2p(Br ). and let ՚?2 be the class of polynomials 

of homogeneous degree less that 2. Then there exists a polynomial P G To such that

(3.2) ( \ Щ І в ՝ы ~ р т ՝ ^ ) ՝ ' ' - ^ { \ h J  Й и(і)Н |  ՛
fo r all 1 <  p <  % and q =  մՅշ՜բ > where Q is as in  (2.4) and с is a constant

independent o f Br and u.

Lem ma 3.7. For any s >  0 there exists a small enough number 6 =  6(e) G (0,1) 

such that i f  и G Cq°(B r0) is a solution of equation (1.1) in G, and

(3-3) \ h L lA- ABAdx֊ s՛
1S £ l

then there exists N i > 1 snc/i </ia£

(3.4) [  \D՝2(u -  v)|pAr < e
J b 2

and

(3.5) sup|Z)2v| <  N i,
ВI

REGULARITY IN ORLICZ SPACES FOR NON-DIVERGENCE ...
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where v is a solution of equation Y l i j=1 (a»j) X •X jv  — 0 in B \.

P roof. We first consider the following Dirichlet problem

Г =  - /  +  ES-i(«h>(®) -  M o J X iX ju ,  i f  *  6 b 4i
Լ w(x) =  0, if  ® € dB4.

In the paper |3], J. Bony proved that there exists a solution for the above problem. 

Then V =  и +  w satisfies

(3.7)
Г Z Z =1(<4j)B<XiXAx) =  0, i f  X € B4j
\  v(x) = u{x), i f  ж € 0B4.

Applying the Մ  estimates given in |4) to (3.6), we can write
r n го

/  \D2w\pdx < \ ֊ f + Y  (<4,0*0 -  {<4 j )B i)X iX j u\t’dx
J d3 J b< щ і

(«■») < c (  f  \ f \pdx +  £  f  \ (а ц (х \- (а ц )ь 2) Х ^ и \ Ч х
\J b< -щ і  §BA

< с +  J \D2u\vdx^ < c.

Let P  € 7շ. By using the local Lp estimates given in [4], we obtain

1 в  Si5 ճա1՚“ I IMS(3.9)
<  Cr^-T f |u -

\B*\ Jba
P\pdx +  cSp.

By Lemma 3.6, for 1 < p < we get

(310) Ш * ' л- РГ* Т * ет і ' * * *
while for p >  we have

(311) И Լ 11 /P *c Լ  |յ|||8 П •
Hence we obtain the weak reverse Holder inequality

(3i2> (ա ւ  ,d2,h i/p £ c fe L  *  ■
In view of (3.9)-(3.12) and Lenuna 3.4 we conclude that there exist positive constants 
eo and С such that

(313) HԼ іШ ^ Լ |ЛНГ+rfPsc- ;
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Next, it  follows from (1.2) and (3.3) that
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(3.14) а »(|Ччп) \  P+»0
t l° tf(* )  ~  (ау)взі '° f c j

. p(p+c»)-cii /  f  \  P+«0 en
<  (2 i/)  p+«u |u<j(a;) -  ( а # ) д а |cfccj <  5 * + 'օ .

Hence by (3.8) and (3.14) we can write

f  \D2w\vdx < c \  f  I / I  " d x + Y ,  f  |(а у ( і)  -  ( а ц Ю Х . З Д - Н  <  
Jbj \ J b4 іЩ  Jb< I

P+*0

|  Լ  І М 1)*"  (“ У )в« I P(,*°4D) t e j  Q f  \$ 2u\p+e°dx^j

<  I  h  + 1 "+"o 11

which implies that (3.4) holds by choosing с (б* +  S ^ o 'j  <  e.

Next, we show that (3.5) is valid. Indeed, let P 6 У2 be chosen so that (3.2) holds 
for 1? =  u -  P. Then satisfies the equation (а,,-)в4 X-iXyv =  0 in Note

that G Cao(B4 ), and using Lemma 3.5 for к  =  2 and Z?i =  f t ' CC £2 =  £ 2, we 
obtain

(3-15) ІИ Іл2-**(Оі) <  cll^lli,p(D2)»

By (315) and Lemma 3.6, we get

l |0 2t;|U ~(«,) <  Ці̂ Цл2-» ^ ,) <  с||і?||/ѵр(в;г)
(3.16) I  1 I  ЧІ /Р

with a constant с independent of v. Finally, it  follows from (3.4), (3.16) that (3.5) 
holds, and N i is independent of v. , □

By applying the scaling method on homogenous groups, from Lemma 3.7 we can 
deduce the following result.

Lemma 3.8. For any e >  0 there acists a small enough number S =  6(e) € (0,1) 
.such that i f  и € Сц°(Впп) is a solution of equation (1.1) in  G, and

5  L . , m  1 1  s  *

Щ ^ i L J n ՝Pdx—
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then there exists N \ >  1 such tha t

(3.19) f  |Х?2(«д — i/ j j |pdx <  e, sup \D *v \\  <  Л ,
JBu,rt{xi) Вь,Лч)

where v* €  S2,v(։B 2oPi(x i) )  is  a solution o f equation {а*э)вы РіX iX jV  =  0 in

&20բէ (*«)■

Proof. Denoting

| n I I f B { °  ( Դ ) I  • -  л  I H I . B j  - 1 1  n
we can use the Arguments of the proof of Lemma 3.7 to complete the proof.

Lem m a 3.9. Let ф €  ճշՈՀ7շ and f  6  L? (G ). Assume tha t и  €  С о°(В ц „) w ith  some 

constant До >  0 is a solution o f equation (1 .1). Then there exists a  positive  constant 

с such that

/ * ( | I > 2u | ) d x < c /  0 ( | / | ) d x .
Jg  Jg

Proof. Since оц  €  V M O {G ), we can choose pt small enough such that (3.17) holds.
By Lemma 3.2, it is easy to see that, (3.18) is valid. It, follows from (3.1), (3.19) that
for any A >  0

|{x € B5p,(n): |XAi| > 2N,AAo}| = |{x € В5(ЧЦ  : \D*uk\ >  2W,}|
<  I t *  €  Bip.(xi) : |D 2(ua -  » i ) |  >  A fi> | +  | { i  6  » , „ , ( * , ) : |D Ju | >  Я  

= H* € B5ft(n ) : |D2(u* ֊  Հ ) |  > ЛГ,}| < 4 ,  f |DJ(ux -  ei)|»dx

<  ce|BPi(®i)|.

Setting /ւ — AAo, we can use Lemma 3.2 and (3.1) to obtain 

| { x  €  Вър, (x 4)  : |D au | >  2 N ip } \

( [  \D 2u\i>dx +  M p f  |/|Pdx
\ J  {*€ В „Д х ;) :|0 аи |> ,//2 } • ' l * 6 B n (*« ):|/|> M /(3 M )>

Then recalling the fact that the balls BsPt{x i)  are disjoint,

U  # 5p*(*i) U negligible set Э £x(l) =  (x € G : \D2ux\ > 1},

and that E \{N )  С £ * (  1) for any N  >  1, we obtain

|{x  €  G : \D 2u\ >  2 N m }\ <  5 2 | { x  €  BeP,( * i )  : lD2tt| >  2N m }\
І

*  ^ [ f ______ 1 D ’ uFdx +  M ' f  \ f \ v A

X. FENG
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Furthermore, recalling (1.7) and Lemma 3.2, we can write

/  0(|D 2ti|)dr =  Г  \ { x € G :  \D 2u\ >  2 N ^ }\d ^ {2 N lf i) ]
J G Jo

I  «  Г  ՀՏ  I /  \D 3u\” dx I гі[#(2ЛГіД)|Jo P  \J * e a .\D au\>n/2

REGULARITY IN ORLICZ SPACES FOR NON-DIVERGENCE ..

+cM” Г  МШ І/Г̂) Ф(2ЛГк*)|Jo  М" \JxeG :\f\> ,i/{2M ) J
<  cje f  <}>{\D2u\)dx  + c2 f  0(|/|)dz,

i/'G JO
where ci =  c i(G ,ф ) and c\ =  ся((7,ф ,e, M ). -  —

Finally, choosing a suitable e such that cj£ < 1/2, we obtain

f  Փ{\Թ2ս \) (Խ  < c  f  & {\f\)d x .
Jg Jg

4. P r o o f  o f  t h e  m a in  r e s u lt

In order to prove our main result, we first establish a lemma by using the method 
applied in [15, 16].

Lem m a 4.1. Let the functions ф and f  be as in  Theorem 1.1, and le t и €  C o °(B jv 2) 
be a solution o f equation Lu — fiu =  /  in  G . Then there exist positive constants /t0 
and c, depending only on G , Ф, v, Rq, such that

V ? ' f  *(|u|)<fc +  *i“ a/2 f  *( |V ti|)dx+  [  ф(\D 2u \)dx
(4_n Jg  Jo  Jo

<  с [  Փ (\Լ ս  — fiu \)d x  =  с f  Փ (\ք\)<Խ
Jg  Jg

for any Ц > цо, where аз is as in  (1-Հ).

Proof. Define й(г) =  u{x,t) =  u(x)<p(t)cos(y/j!t), Lu(z) =  Lu(x) +  where 
<p € С П -Д о /2 , До/2) ^  a cut-off function. It  is easy to check that, the coefficients 
matrix of the operator L

A — ( ^ **хпA(n+l)x(n+l) — I Q j )

satisfies (1.2) and the VMO condition. Moreover, we have Lu{z) =  / ,  where

/  =  tp (t)co e (y /iit)(L  - f i ) +  u (x )ip "(t)c o s (y /jit) -  2уД іи(х)ч?(t)s in {y /jit) .

For convenience, we denote D 2zii{x , t) =  {D 2H(x), (X u )t,H tt), where

Ш I  -  I X iX ju } ^ ,  (X u )t 1  {(JftoW jL ,.
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I t  follows from  Lemma 3.9 that

(4.2) Լ փ ( |0 ? ,fi|)d s  <  շԼ փ (\ք\)ժ Յ , 

where dz =  dxdt. According to  (1.5), we get

0(|Z?2u(x)|) <  K(\ip(t)coa{y/Jlt)\)~a ^(\<p(t)cos(y/ilt)D2u(x)\).

Since X iX ju  =  <p(t)cos(y/Jlt)XiXju(x) and cost is a periodic function, we have

(4.3)

f  ф{\02и(х)\)<іх 
Jg

=  ( ֊  Լ M t)c o s(r fI t) \r ՝d t^  J  ± {№ )c o s(y /jit )\)a ^ ( \D 2u(x)\)dxdt

<  С  J  Փ(\ւք(է)շօ8(^/յ1է)07ս{ւ)\)ժ.էժէ =  С  J  ф{\D2xu\)dz <  С  J  ф(\D2xxu\)dz,

where the constant С  depends only on N, ф. S im ilarly, we can obta in

J  d(|£)u(x)|)dx <  С  J  Փ(\փ(է)շօտ(,/յ1է)Օս^)\)<ե:ժէ

< С ^  J  Ф ^-— \Xiu)t(z) — X iv t f  [$co8{yfpt)\^ dxdt

-  ~£ki2 Ա տ Ф(\й-ті(,г)\)(1г + Լ  Ц[Ояи\)&с^ ,

which impUes tha t

(4.4) ца>'2 Լ  tf(|Z>u(x)|)dx <  С  J^ {\{X u )t{z ) \)d z  <  С  J ^ ( \ D 2gtu(z)\)dz. 

Since

[  <K|u(x)|)d®
Jg

~  C  ~  w^c^ //W 0£W(-v ^ )  ՜  Чу/^Р՛{t)8in{y/Jit)\)dxdt,

then by choosing ц >  Ho large enough we obtain «

(4.5) Aift2 /  ф(\Ои{х)\)<1х < C  [  ф(\D2xu{z)\)dz.
Jo Js

Combining (4.2)-(4.5) and taking ц >  д0 >  0 large enough, we conclude th a t

fia* I  ф(\u\)dx +  n ° * '2 f  0 ( |V u |) ( te +  f  ф{\В2и\уіх 
Jc  Jg Jo

<  C  f ^ ( \ D 2։ ։ u{z)\)dz <  С  J  0( \f\)dz.
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Moreover, noting tha t

=  u(x)({<p\t)coa(y/iit))t -  4>"(t)cos(y/jIt)),

we have

J  Ф Ш * г  <  С  Q f  Փ(\Լս ֊  ,m \)dx +  Լ  * ( |u |)d r  J  .

Finally, combining the last two inequalities, and taking /1 >  բօ >  0 large enough, we 

complete the p roo f o f Lemma 4.1.

To prove Theorem 1.1, we also need the following result from  [5].

Lemma 4.2 ([5]). Let [X . d $ i) be space o f homogenous type. Then fo r every rp >  0 
and X  >  1 there exist շ  € (0, r0) a positive integer M and a sequence o f points 

С X  such that
00 00

U 0) ~ Xi $3 XB(*,,**)(*) < ЛС, V *  6 X .
ІЖ1 I«1

P r o o f  o f  T h e o re m  1.1. For *0 €  G  le t p €  C g°(B/f0/ 2(20))- Denote

v (x ) =  u(x)p(x).

I t  follows th a t

L v (x ) -  pv{x) =  fp  +  2 o ijX iu X i +  O iju X iX j =  g.

Assume th a t ц >  բ 0 >  0. I t  follows from  Lemma 4.1 tha t

/ i“ a f  ՓԼ\v\)dx +  p.0* '2 f  tf(|V v |)d x  +  f  ф{\D 2v \)d x < C  [  <KI$l)d*
Jc  Jg  Jg  Jg

<  C (JG <K\fXBHoM *o)\)<b +  Լ  <t>(.\uXBltoM r n)\)dx  +  Լ  0( |D u xB „o/2(x„)|)(ir). 

Taking in to  account tha t

I  0 ( |p D u |)d i<  I  0(|D u |)dx  +  f  Փ {խ Ձ թ \)(Խ ,
Jo  Jg  Jg

Լ  \PD 2u\)dx < ° Ա  4{\D 2v\)dx +  Լ  Փ (\ՌսԸբ\)(Լ%  +  Լ  Փ (\սԹ 2 р\)<Ь^ , 

we obtain

/і“а I  ф(\ѵ\)<Ь +  ца* '2 f  ф(\pDu\)dx +  f  ф{\pD2u\)dx
jg  Jg Jg

m i  *М ХВпа»(*о)\)<Ь +  ІЛаз/2 Լ  ф( \uXBRoMxo)\)dx +  Լ  0(Р«ХВЛо/а(хо)|)(^).
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Hence, using Lemma 4.2, we can write

/хвз [  0 (M )< ix  +  //“ շ/2 [  ф ф ѵ$)(Ь  +  I  Ф № 2и \)(Ь  
J g  Jg  щ

=  na* [  (f>l\u\)dx +  ււ°*/2 I  <f>(\Du\)tlx
A j,“ i  в(*«.л,/а) J\j?= lB(Xt.Rc/2)

+ [  <P(\D2u\)dx
A j £ i  В (х ( ,Ло/2)

< V  /1° 2 f  4>(\u\)dx +  5 2 » a*/2 f  <t>(\Du\)dx
Հ ձ  JB(x t,Ro/2) i= l JB(xitRo/2)

+  У ) [  <j>(\D2u\)d i
Հ Հ  J b ^ .IU /2 )

< С У ] ( [  <j,(\f\)dx +  ք Ր * '2 f  4>{\u\)dx+ f  4>{\Du\)(b)
r r [  Jb{zi.R«) JBlxi.Ro) JB&i.Ro)

< C M (J  <t>(\f\)dx + /iV 2 Լ  Փ(\ս\)(հ +  Լ  ф(|Duf)dx).

By choosing ц  >  но >  0 large euough, we conclude th a t (1.8) is valid. □
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A bstract. The paper is devoted to the normal families of meromorphic functions and 
shared functions. Generalizing a result of Chang (2013), we prove the following theorem.

Let A (^  0, oo) be a meromorphic function on a domain D  and let A; be a positive integer.
Let 7  be a family of meromorphic functions on D. all of whose zeros have multiplicity at 

least Jfc +  2. such that for each pair of functions /  and д from 7, /  and д share the value 0, 
and and g^k'  share the function A. If for every /  € 7, at each common zero of /  and 
A the multiplicities m j for /  and m/, for A satisfy m j >  m,, +  k +  1 for A: >  1 and vnj >
2m,, +  3 for k =  1, and at cach common pole of /  and A, the multipHcitics ո j  for /  and 
ո.,լ for A satisfy r t f  >  n,, +  1, then the family 7  is normal on D.

MSC2010 numbers: 30D45.
Keywords: Meromorphic functiou; normal family; shared function.

1. In tr o d u ctio n

Let1 D  be a domain in С and 7  be a family of meromorphic functions on D. The 

family 3  is said to be normal on D if  any sequence { / n} С 7  contains a subsequence 

{ ք ո յ}  that converges spherically locally uniformly on D to a meromorphic function 

or oc (see [3|, [5], [10)).

Let / ( г )  and g(z) be two meromorphic functions on D. We say that /  and g share 

a value or a function h on D if  the equations f(z ) =  h(z) and g(z) =  h(z) have the 
same solutions (ignoring multiplicity) on D.

The Gu’s normality criterion (see [2)), which originally was conjectured by Hay man 

(3), states that a family 7  of meromorpbic functions defined on D  is normal i f  /  Ф 0 

and fW  փ  1 for every /  e 7. Generalizing the Gu’s normality criterion, Yang [11| 
has proved the following theorem.

'Research supported by NSFC(Grant Nos.11171045, 11471103) and Doctoral Fund of Ministry 
of Education of China(Crant No.20123207110003).
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NORMAL FAMILIES OF MKROMORPHIC FUNCTIONS

T h eorem  A . Let к  be a positive integer, h 0) be a holomorphic function on D, 
and let 7  be a family of meromorphic. functions defined on D. I f  f  փ  0 and Ф h 
fo r evei'y f  € 7 , then the family 7  is normal on D.

Following Schwick [6], in recent years a number of normality criteria concerning 

shared values or functions have been proved. For instance, Chang [1] has extended 
Theorem A by proving the following theorem.

T h eorem  B . Let к  be a positive integer and h 0) be a holomorphic function on 

a domain D. Let 7  be a family of meromorphic Junctions on D, all of whose zeros 

have multiplicity at least l f+  2, such that fo r each pair of functions f  and g from 7, f  

and g share the value 0, and f№  and g№ share the function h. Suppose additionally 

that fo r evei'y f  € 7, at each common zero of f  and h the multiplicities m/  fo r f  and 

mil fo r h satisfy m j >  mu 4-^ +  1 fo r к  >  1 and m j >  2m/, +  3 fo r к  — 1. Then the 

family 7  is normal on D.

We naturally arise the following question: Does the assertion of Theorem В still 

hold i f  the sharing function h is meromorphic? The example that follows shows that 

the answer, generally, is negative.

E x am p le  1.1. Let k, l € N, D  =  {z : \z\ <  1}, h{z) — հ^+т, and

У - Ш * ) - Л ' * в В Ьnz

Since f n(z) փ  0, then f n and f m shaie 0 in  D. We have

IS ֊ l| I (՜ ւ ) է , ( ' + ւ ) ( , ^ ՜ ՜ (< + * + ւ ) ՜ "

I t  is clear that there exists no € N such that f n \ z )  — h(z) փ  0, and hence only at 

z — 0 we have fnk\ z )  =  h(z) fo t ո  > ոը. Thus, fn ** and f№  share the function h(z) 

in  D  fo r n ,m  >  no, but the family 7  is not normal at 0.

The main results of this paper are the following theorems.

T h eorem  1.1. Let հ  (փ  0, փ  oo) be a meromorphic function on a domain D  and 

let к  be a positive integer. Let 7  be a family of meromoiphic functions on D, all of 

whose zeros have multiplicity at least к  +  2, such that fo r each pair of functions f  and 

g from 7 , f  and g share the value 0, and fW  and gW share the function h. I f  for 

every f  G 7, at each common pole of f  and h the multiplicities n/  fo r f  and ті-հ for 

h satisfy Ոք >  пн + 1 , then the family 7  is normal on D.
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Since normality is a local property, combining Theorem В and Theorem 1.1, we 

obtain the following generalization of Theorem B.

Theorem  1.2. Let հ  (փ  0, oo) be a m erom orphic fu n c tio n  on a dom ain D and le t к  

be a positive integer. Let 7  be a fa m ily  o f m erom orphic fu n c tio n s  on D, a ll o f whose 

zeros have m u ltip lic ity  a t least к  +  2, such tha t fo r  each p a ir o f fun c tio n s  f  and g 

fro m  7, f  and g share the value 0, and f№  and gW  share the fu n c tio n  h. I f  fo r  every 

f  €  7 . a t each common zero o f f  and h  the m u ltip lic itie s  in /  fo r  f  and m/, fo r  h 

sa tis fy  in  /  >  m/, +fc + 1 fo r k  >  1 and in /  >  2m/, +  3 fo r  к  =  1, and a t each common 

pule o f f  and h , the m u ltip lic itie s  i i j  fo r  f  and n-h fo r  h  sa tis fy  i i j  >  n/t + 1 ,  then the 

fa m ily  7  is  norm al on D.

Throughout the paper, we use the following notation: by N we denote the set of 

positive integers, Д(0. S) := {z : \z\ < Л}, Д'(0,5) :=  { г  : 0 <  |г| <  б}, Д(0,5) := 

{г  : |г| <  5 }, Д :=  Д (0,1). We write f „  /  on D  to indicate that the sequence 

{ / „ }  convergence to /  in the spherical metric uniformly on compact subsets of D, 

and f n — ► /  on D if  the convergence is in the Euclidean metric.

2. L e m m a s

In this section we state a number of lenunas that w ill be used in the proofs of our 

main results.

Lemma 2.1 ((4|). Let к  be a positive integer and le t 7  be a  fa m ily  o f m erom orphic 

fun c tions  in  a dom ain D, a ll o f whose zeros have m u ltip lic ity  a t least k . Suppose tha t 

there exists A >  1 such tha t | / * fc*(-)l <  A whenever f ( z )  =  0, /  6 7. I f  the fa m ily  

7  is  no t no rm a l a t zq € D, then fo r  each a, 0 < a  < k , there exist a sequence o f 

complex numbers zn € D, z,, —> zo, a sequence o f positive num bers pn —> 0, and a 

sequence o f Junctions f n €  7  such that

оЖ) = — -г,!У " ° ^ я (  О
Pn

on С, where ց (Հ )  is  a nonconstant m erom orphic fu n c tio n  on  C , a ll o f whose zeros 

have m u ltip lic ity  a t least k . such that ց ^ ( Հ )  <  ց^(0) =  к  A +  1. M oreover, ց(Հ) has 

order a t m ost 2. (Here ց * ( Հ )  =  |/(0 1 /(1  +  Ы О І2) is  the spherical deriva tive  o f g .)

In [7|, Y. Xu proved that a family 7  of meromorphic functions on D is normal if 

for every /  e J , all the poles of f  are multiple and all the zeros of /  have multiplicity
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at least A: +  1, and f^k\ z )  փ  h(z) in D, where h(z) Լփ 0 ,^  oo) is a meromorphic 
function on D.

Using arguments similar to that of applied in [7],.we can prove the following result.

Lemma 2.2. Let к  be a positive integer and let հ  (փ  0, փ  oo) be a meromorphic 

function in  a domain D. Let 7  be a family of meromorphic functions defined on 
D, all of whose zeros have multiplicity at least к  +  2. I f  fo r every function f  £ 3, 
/<*)(*) Հ  h(z) on D, then the family 7  is normal on D.

Lem m a 2.3 ([8]). Let к  be a positive integer, and let 7  be a family of meromorphic 

functions in D, all o f whose zeros have multiplicity at least k, and there exists M  > 0 

such that \ f ( k\z ) \  <  M  whenever f(z ) =  0, /  G 7. I f  7 k =  { f {k) : /  € 7 } is normal, 
then 7  is also normal in D.

Lem ma 2.4 ((3]). Let f  be a meromorphic function on C. I f  f  փ  0 and f ^  փ  1, 

then f  is a constant.

Lem m a 2.5 ([12]). Let f  be a transcendental merornorphic function, and let ip be a 

small meromorphic function of f . Then fo r к  € N the following inequality holds:

nr, f) < 3N 1 1 14JV I g |g  I Sir, J),

where T, N, S are the standard notations in the Nevanlinna value distribution theory 

of meromorphic functions.

Lem m a 2.6. Let k, I € N, and let f  փ  0 be a mtional function on C, such that 0 is 

a pole of f  with multiplicity at least I +  1. Then the fimction f^k'(z) — p- has at least 

one zero.

Proof. We assume that f ^ ( z )  -  j t  Փ 0 on C. Then by the conditions we have

C\
(2,1) =  • • • ( * - * ) ” >’
where C i փ  0 is a constant, 2* e С (2 < i  < t.) are distinct and non-zero, and t, n, G N

with t  >  1 and Ո ւ >  I + 1 . I f  t  =  1, then we have

M  = %  | j p § i

where Շշ փ  0 is a constant. It  Ls clear that / (fc)(2) ~  j r  has at least one zero becausc 
щ +  к  > I, which is a contradiction. Next, we consider the case t > 2 . From (2.1) we
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have
#. V % CxP(z)

(2*2) f  ~  շ«ւ+*(շ — 2շ)ո3+* • • • ( r  — Zf)n»+fc 5

where P(z) is a polynomial of degree (i -  l)k .

By the assumption / (fc)(~) ~  F  Փ 0 on С and щ  >1  +  1, and hence we have

(2.3) / (M( * ) - p -  =  zn,+fc(z _  22)na+fc: ; :  5  _  *)»»,+* *

where C3 փ  0 is a constant. Therefore

(1) . _  ֊ г3) - + * ■■■(г- *)"■+* +  C,
2n,+*(* -  | ) в . . .  (г -  շէ)"«+*

___________Q(z)___________
(2-4) *">+*(* -  2շ)ո»+* • • • (z §  zt)n,+k’

Next, it  follows from (2.2) and (2.4) that C\P(z) =  Q(z)yimplying that dcg(C\ P(z)) =  

deg(Q(z)). On the other hand, we have

deg(CiP(z)) =  (t -  1 )k. deg(Q(z)) =  щ  +  ո շ  1-------Ւ tie + t k  — l.

This contradicts the condition щ >1 +  1, and the result follows. □

Lemma 2.7. Let { /, ,}  be a sequence of zero-free meromorphic functions on Д (0 ,6), 

such that { / „ }  is normal on Л'(0, 6), but it  is not normal at z =  0. Let I be a positive 

integer. Define a sequence {Fn} by F„(z) =  zl f n(z). I f  0 is a pole o f f n(z), n  G N 

with multiplicity at least I +  1, then {F „}  is normal on A '(0,6) and is not normal at 

z =  0.

Proof. It  is evident that {Fn} is normal on Д'(0,<5). Suppose that {Fn} is normal 

at z =  0. then {Fn} is normal on Д(0,<5). We may assume that Fn(z) — ► F(z) on 

Д(0,й). Since { / „ }  is a sequence of zero-free meromorphic functions 011 Д (0 .6) such 

that { / „ }  is normal on Д ;(0,6) but not normal at z =  0, the maximum modulus 

principle implies that f n(z) — ► 0 on Д '(0,5). In view of equality Fn(z) =  zl f n(z) 

we have F(z) =  0, which contradicts the condition Fn(0) =  00, because 0 is a pole of 

fn(z) (n G N) with multiplicity at least 1 +  1. 0

3. P r o o f  o f  T h e o r e m  1.1

Suppose that the family 7  is not normal at a point zq G D, then there exists a 

sequence { / „ }  С J  such that no subsequence of { / n}  is normal at zq.
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By Theorem B, the point շ0 must be a pole of h(z). We may assume that z0 =  0, 
D  =  A , and h(z) =  where I is a positive integer and tp(z) is analytic on Д  with 
<p(0) =  1 and <p(z) փ  0 for all z £ A .

We claim that there exists 0 <  S < 1 such that ք Հ ф 0 and f [ k)(z) ф h(z) on 

Д ;(0,д'). Otherwise, there exist points zn -4 0 (z„ ф 0) such that / i ( * n) =  0 or 

h  \ zn) =  h.(zn), and hence / 1(2) =  0 or f [ k\ z )  =  h(z). By the sharing conditions, 

either f n{z) =  0 or /,1 \ z )  =  h(z) for all n. I f  / n(z) =  0. then { / „ }  is a constant 

sequence, so that the family { / „ }  is normal 011 Д(0,5), and we get a contradiction. 

Thus, fnk)(z) =  /1(2) for all 9 , aud {fhk)} is normaTon Д(0,5). By Lemma 2.3, { / „ }  

is normal on Д (0 ,5) since the zeros of { / „ }  have multiplicity at least к  +  2, which 

contradicts our assumption. Next, it  follows from the assumption that for each n

(3.1) /«  Я  № 4*) Փ հ է )  (z 6 Д '(0,5))

Hence, by (3.1) and Theorem A, { / „ }  is normal 011 Д'(0,5).

I f  there exists a subsequence of { / „ } ,  which we still denote by { / n}, such that

/„(0 ) փ  oo for all n, then by (3.1) and /i(0) =  00 we have f ^ \ z )  փ  h(z) on Д(0,<5). 

Since the zeros of { / n} have multiplicity at least k +  2, by Lemma 2.2, { / n} is normal 

on Д (0 .5), yielding a contradiction.

So, /«(0) =  00 for n large enough. We may assume that / n(0) =  oo for all n. Then

0 is a common pole of / ո (շ) and h(z), and the multiplicity of / n (z) is at least I +  1. 
Therefore

(3.2) /ո ( շ )  Փ о. (շ € д(о, й)).

Notice that fnk\ z )  փ  li(z) and f!ik\ z )  -  h{z) փ  0 are not equivalent because h(z) is 

meromorphic. Let Fn(z) =  zlf n(z), 2 € Д(0,5), then F„(z) փ  0 on Д (0,6) since 0 is 

a pole of / „ ( շ )  with multiplicity at least I +1. Because { / „ }  is normal on Д'(0, S) and 

is not normal at 2 =  0, by Lemma 2.7, the family {F „}  is normal on Д'(0, Ճ) and is 

not normal at 2 =  0. Hence, by Lennna 2.1, there exist a subsequence of {Fn}, which 

we continue to call {F „} , a sequence of points z„ —> 0. and a sequence of positive 

uumbers pn —> 0, such that

(3.3) ց Հ О  =  ^  + ± P*® И  ց(Հ)

on С, where g is a nonconstant meromorphic function. Now we consider two cases.

Case 1. zn/p n —► 00. We claim that: 1. ց(Հ) փ  0; 2. д к̂ЦС) Փ 1- Since Fn(z) ф 0 

on Д (0, 5), for sufficiently large n we have yn(C) Ф 0- By Hurwitz’s theorem, either
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have
#. V % CiP(z)

(2*2) f  ~  շ«ւ+ *(շ  — 2շ)Ոշ+*  • • • (շ — Zf)n»+fc 5

where P(z) is a polynomial of degree (i -  l)k .

By the assumption / (fc)(~) ~  j r  Փ 0 0,1 С and щ  >1  +  1, and hence we have

(2.3) / (M( * ) -  p- =  zn,+fc(2 _  22)na+fc. . .  (շ  _  * )» .+ *  ’

where C3 փ  0 is a constant. Therefore

(1) . _  ֊ z3) - + * ■■■(г- *)"■+* +  C,
շո ւ+*(շ — 2շ)ո» + *  • • • (շ — Zt)” '՜*՜*

_____________Q(z)_____________
(2-4) zn'+ fe(z -  z2)n»+* • • • (z I  zt)n,+k’

Next, it  follows from (2.2) and (2.4) that C\P{z) =  ^(zjvim plying that dcg{C\ P(z)) =  

deg(Q(z)). On the other hand, we have

deg(CiP(z)) =  (t -  1 )k. deg(Q{z)) =  щ  +  ո շ  -------Ւ Щ + tk  — l.

This contradicts the condition щ >1 +  1, and the result follows. □

Lemma 2.7. Let { / „ }  be a sequence of zevo-fi'ee meromorphic functions on Д (0 ,6), 

such that { f n} is normal on Д'(0, <5), but it  is not normal at z =  0. Let I be a positive 

integer. Define a sequence {Fn} by F„(z) =  zl f n{z). I f  0 is a pole o f / n(z), n  G N 

with multiplicity at least I +  1, then {F „}  is normal on A ՛(0,6) and is not normal at 

z =  0.

Proof. It  is evident that {Fn} is normal on Д'(0,<5). Suppose that {Fn} is normal 

at z =  0. then {Fn} is normal on Д(0,<5). We may assume that Fn(z) — ► F(z) on 

Д(0,<5). Since { / „ }  is a sequence of zero-free meromorphic functions 011 Д (0 .6) such 

that { / „ }  is normal on Д ;(0,6) but not normal at z =  0, the maximum modulus 

principle implies that f„ (z )  — ► 0 on Д '(0, <5). In view of equality Fn(z) =  zl f n{z) 

we have F(z) =  0, which contradicts the condition Fn(0) =  00, because 0 is a pole of 

fn(z) (n e N) with multiplicity at least 1 +  1. 0

3. P r o o f  o f  T h e o r e m  1.1

Suppose that the family 7  is not normal at a point zq G D, then there exists a 

sequence { / „ }  С J  such that no subsequence of { / n}  is normal at zq.
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By Theorem B, the point շ0 must be a pole of h(z). We may assume that z0 =  0, 
D  =  A , and h{z) =  " r *  where I is a positive integer and tp(z) is analytic on A  with 
<p(0) =  1 and <p(z) փ  0 for all z £ A.

We claim that there exists 0 <  S < 1 such that ք Հ ф 0 and f [ k)(z) ф h(z) on 

Д ;(0,д'). Otherwise, there exist points zn -4 0 (z„ ф 0) such that / i ( * n) =  0 or 

h  \ zn) =  h.(zn), and hence / 1(2) =  0 or f [ k\ z )  =  h(z). By the sharing conditions, 

either f n (z) =  0 or /,1 \ z )  =  /1(2) for all n. I f  / ո (շ) =  0. then { / „ }  is a constant 

sequence, so that the family { / „ }  is normal 011 Д(0,5), and we get a contradiction. 

Thus, fnk)(z) =  /1(2 )  for all 9 , and {fhk)} is normaTon Д(0,5). By Lemma 2.3, { / „ }  

is normal on Д (0 ,5) since the zeros of { / „ }  have multiplicity at least к  +  2, which 

contradicts our assumption. Next, it  follows from the assumption that for each n

(3.1) /«  Я  № 4 *)  Փ հ է )  (z 6 Д '(0,5))

Hence, by (3.1) and Theorem A, { / „ }  is normal 011 Д'(0,5).

I f  there exists a subsequence of { / „ } ,  which we still denote by { / n}, such that

/„(0 ) փ  oo for all n, then by (3.1) and /i(0) =  00 we have fnk\ z )  փ  h(z) on Д(0,<5). 

Since the zeros of { / n} have multiplicity at least k +  2, by Lemma 2.2, { / n} is normal 

on Д (0 .5), yielding a contradiction.

So, /«(0) =  00 for n large enough. We may assume that / n(0) =  oo for all n. Then 

0 is a common pole of f n(z) and h(z), and the multiplicity of / n (z) is at least I +  1. 
Therefore

(3.2) /ո ( շ )  Փ 0. (2  € Д(0,Й)).

Notice that fnk\ z )  փ  li(z) and ' f n \ z )  -  h(z) Փ 0 are not equivalent because h(z) is 

meromorphic. Let Fn(z) =  zlf n(z), 2 € Д(0,5), then F„(z) փ  0 on Д (0,6) since 0 is 

a pole of f n{z) with multiplicity at least I +1. Because { / „ }  is normal on Д'(0, S) and 

is not normal at 2 =  0, by Lemma 2.7, the family {F „}  is normal on Д'(0, Ճ) and is 

not normal at 2 =  0. Hence, by Lennna 2.1, there exist a subsequence of {Fn}, which 

we continue to call {F „} , a sequence of points z„ —> 0. and a sequence of positive 

uumbers pn —> 0, such that

(3.3) ց Հ О  =  ^  + ± P*® И  ց(Հ)

on С, where g is a nonconstant meromorphic function. Now we consider two cases.

Case 1. zn/p n —► 00. We claim that: 1. ց(Հ) փ  0; 2. д к̂ЦС) Փ 1- Since Fn(z) ф 0 

on Д (0, 5), for sufficiently large n we have yn(C) Ф 0- By Hurwitz’s theorem, either
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<7(C) փ  0 or ց(Հ) =  0. Since g is a nonconstant meromorphic function, Claim 1 follows. 

To prove Claim 2, observe first that

A"4*) = =
i=o

=  Е ^ >ч>( ֊ ) ы т I % i , + i 9  I
i =0 pn I

where F„(s) =  P ^n (£̂ IL)- Since - ^ ; c -► 0, we can write

(*„ +  M ) # ( -  +  a.O  =  E c ; ( ֊ ^ ) J s' ^ i ( 0 ( ֊ i ) i ' ( '+  օ - օ + յ  ֊ լ )
j =0 2n I  pn(>

(3.4) = ^ ( О  + Е ч і - г т М ^ І О ч ^ І С )
յ-_լ Zn Щ H.n?

on С \  y -^oo), where Cj =  ( - 1  )H{1 + 1) • • • ( /+  j  -  1)C% (j  =  1,2,-И  , *)•

Thus

/., r \ f n \ z n +  PnC) _  (Zn +  PnQl fn  ' \ z n +  PwQ __  (fc) /չ֊\
Л(гп +  թոՀ) ¥>(■*« +  p„C)

on C \g ~ l (oo).

Assuming ց ^ Հ Օ  =  1, we obtain that ց(Հ) is a polynomial of degree k, which 

contradicts Claim 1. Thus, <7^(0 Փ 1- Suppose that </^(Co) =  1, where Co € C. Then 

by Hurwitz’s theorem and (3.5), there exist points Cn ~► Co such that /« (zn+PnCn) =  

h(zn + p „Crt) for sufficiently large n. By (3.1), we have zn +  թ ոՀ ո  =  0, and hence 

Cn =  ֊ z n/p n —► oo, yielding a contradiction. Claim 2 is proved.

It follows from Claims 1,2 and Lemma 2.4 that g(Հ) is a constant, which contradicts 

the fact that g is a nonconstant meromorphic function.

Case 2. zn/p n -ի oo. Taking a subsequence if  necessary, we can assume that 

Zn/pn -*  ct, where a is a finite complex number. By (3.3), we have on С

m o  1 с' д і рг с) I « » ( ( ֊  - )  m  -
Pn Pn

Setting G„(C) =  Щ & Р , we have on C \{0 }
Pn

(3.6) G„(C) = Վւյէթ.. 1  -£+ g(C ՜  a) .  G(C)
pn S 4

Clearly, G(C) փ  0. Otheiwise ց(Հ -  a) =  0, implying that g(Հ) =  0, and yielding a 

contradiction.

PEIYAN NIU AND YAN XU
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I t  follows from (3.2) that Gn(0  ф 0 for sufficiently large n. Hence by maximum 
modulus principle, the relation (3.6) also holds on C. Thus, 0 is a pole of G « ) with 
nndtiplicity at least / +  1 since 0 ետ a pole of / „ ( շ )  with multiplicity at least I +  1. 

Now, we claim that: 3. G(C) ф 0; 4. G ^(C ) — Փ 0.

Observe first that Claim 3 follows from Hurwitz’s theorem. Indeed, since G „« )  Փ 0 

for sufficiently large n, by Hurwitz’s theorem, either G(C) =  0 or G(C) ф 0. But 

G(C) =  0 contradicts the fact that g is a nonconstant meromorphic function, and the 

result follows. To prove Claim 4, observe that by (3.6) we have

*  g <‘ >(0 =  Հ / ՚ ^ Հ Օ -

In view of (3.2), for sufficiently large n, we can write

(3.7) 0 < * ) ( 0 - 2 ^ Զ  =  -  Բո 4 բՀ )  -  й 'М Ік)М  ֊  1Վբ..Օ) *  0.

Also, on G \G ֊ 1(oo) we have

(3.8) G jf  (0  I  Հ Հ թ  — I G<*)(01 ֊ .

Next, by Hurwitz’s theorem, either G ^ (Q  -  i  =  0 or G ^ ( Հ ) — тг Ф 0 on 

C \G ֊ 1(oo). I f  G ^(C ) — =  0 on C \G - 1(oo), then we conclude that G ^ ( C)~ =  0

on C. (Otherwise G ^(£o ) ~՜ тг Ф ® f°r Co € G_ 1(oo). But G ^(C ) — ^--^O as^-^C o  
since G~x(oo) is discrete, yielding a contradiction). This contradicts the fact that 0 

is a pole of G(C) with multiplicity at least I +  1.

Thus, G ^  (С) — Ф 0 on C \G ֊ 1(oc). Since 0 is a pole of G(C) with multiplicity 

at least I +  1, we conclude that G ^ ( С) — Ф 0 on C, and Claim 4 follows.

I t  follows from Claims 3, 4 and Lemma 2.5 that G(Հ ) is a rational function. Finally, 

in view of Lemma 2.6, we conclude that G ^(C ) — j t  has at least one zero, which 

yields a contradiction. □
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А ннотация. R этой <#атьо рассматривается вопрос о существовании произ­
водной по направлению селекций для некоторых многозначных отображений 
со звездными графиками.

M SC 2010 num ber: 26Е25; 49J52; 46J05.
К л ю ч е в ы е  слова: Многозначное отображение; звездное множество; шатер; ка­
сательный конус.

1. В в е д е н и е

Статья посвящена изучению свойств производных многозначных отображе­

ний и отысканию достаточных условий, при которых существуют производные 

многозначных отображений, графики которых являются шатрами Болтянского 

различной гладкости (|2|, [3]). Попытки дать различные определения производ­

ной многозначного отображения предпринимали очень многие ученые: среди них 

Хукухара, Демьянов, Рубинов, Пшеничный и многие другие. Однако использо­

вать касательный конус к  графику были н])сдложсны независимо в двух работах: 

Ж . П. Обеном 112| и Е.С. Половинкиным |8]. В работе |17| также используется 

указанная выше концепция производной в которой касательный конус к  графику 

отображения выбирается в виде некоторого шатра Болтянского. В работах [7J, 

[9] вводятся понятия производных многозначного отображения, опирающиеся на 

различные касательные конусы к  графику отображения. В частности, введено и 

изучено понятие регулярного касательного конуса, развивающее понятие шатра 

Болтммского. Отметим также, что в работах |5|, |6| Б. Н. Пшеничным развива­

ется метод шатров и успешно применяется к задачам негладкой оптимизации.

В настоящей статье рассматриваются достаточные условия, при которых мно­

гозначное отображение содержит непрерывные однозначные селекции, производ­

ные которых по направлениям содержатся в многозначной производной. Задача
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существования селекций многозначных отображений, обладающих определен­

ными свойствами, весьма интересна и находит разнообразные приложении во 

многих областях математики. В частности, задача о существовании непрерыв­

ной селекции многозначных отображений, восходящая к  классической теореме 

Э. М айкла ([13]) (полунепрерывное снизу многозначное отображение с выпук­

лыми замкнутыми значениями допускает непрерывную селекцию), получила в 

дальнейшем широкое развитие и многочисленные приложения.

Приведены некоторые специальные классы множеств, для которы х показа­

но, что контингентный конус к  ним являются строго дифференцируемым ша- 

тром (теоремы 2.1, 2.2). Доказана теорема о пересечении строго дифференцируе­

мых шатров(теорема 2.3). Следует отметить, что соответствующие теоремы для 

гладких локальных шатров доказаны в работах [3], (5] (теорема 1.4, §2, глава 5, 

стр.205).

Обобщена классическая теорема о неявных ф ункциях для систем неравенств. 

В §4 установлен оригинальный результат: если а- многозначное отображение 

с выпуклым замкнутым графиком, то существует селекция этого отображения, 

удовлетворяющая условию Гельдера с константой 1/2 (теорема 4.1).

В статье приняты известные определения и обозначения выпуклого анализа. 

Обозначим через В е(х ) замкнутый шар радиуса е >  0 с центром в точке х  € Л ";

<  и, it  > - скалярное произведепие векторов ѵ ,и  6 R n. М — замыкание множества 

М . Пусть д°д(х)~ субдифференциал Кларка  (см. |4), определение обобщенного 

градиента, §2.1, глава 2, стр. 34) ф ункции д в точке х . Если а : R n ->  R 2'"- 

многозначное отображение, то

g ra f(a )  =  {(ж , у) 6 Rn+m : у  е  а(.т)}, dom{a) =  { i €  R n : а (х ) փ  0}.

Однозначное отображение у  : RP -> R "1 называется селекцией для многозначно­

го отображения а, если у (х ) € а (х) х  € dom(a).

О п р е д е л е н и е  1 .1 . [14]. П у с ть  М -  подм ножество п р о с тр а н с тв а  Я " .  Тогда 

м нож ество

М °  =  { х €  М  : Ѵу 6 А / Ах +  (1 ֊  А)у е  Л/, ѴА е  (0,1]}

называется ядром звездности м н о ж е ств а  А /. Если М °  փ  0, т о  М  назы вается 

звездным м нож еством . Если in tM 0 փ  0, т о  М  называется звездным тел о м .
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Положим р{х, М )  =  i n f { \ \ x - y \ \ : у  6 А /} , Р гм (х ) =  {у  € Л / : \ \х - у \ \  =  р (х .М ) } .

Определение 1.2. [7]. К о н ти н ге н тн ы й  конус К м ( х о) для Л / в то чке  хо е А / 

определяется следующим образом:

Км(хо) = limxiosup- -  -  — =  {х  € Д" : Um\y>infp{x, Л ՜1 (М  -  хо)) =  0}.

т .е . вектор  х  G К 'м (хо ), если для любых о  >  0, е >  0 суи^сствую т и е 

Ве(х ), h G (0 ,а ] та ки е , ч т о  хо +  /ш  € Л/.

Приведем определение шатра (см. |2|, определение 34.1, §9, глава 4, стр. 278).
փ

Определение 1.3. Конус К  С К м ( х о) называется ш атром  для М е х  о € М , 

если сущ ествует отображение г, определенное о некоторой окрестности  Ս  

нуля, такое , ч т о

r fx )
хо +  X  +  г (х )  €  А/, если х  €  К  | |  U  и f p j j— > 0 при х  —» 0.

Ш а те р  К  называется липшицевым, если г  является липшицевым отображе­

нием. Ш а те р  К  называется строго дифференцируемым, если т строго диффе­

ренцируемо в нуле, т .е . для любого е >  0 сущ ествует 6 >  0 такое, ч т о

||г(*Г ) -  г (х г ) || <  е||х7 -  ք շ | |  ѴхГ,х£ € B s(0) С Ս .

В  дальнейшем, если а : Д п — > 2л ”  многозначное отображение, граф ик кото­

рого есть выпуклый замкнутый конус К ,  то  положим а *(у *) =  {х *  : (—х * .у * )  fc 

К ’ } , где К *  =  { г *  €  R u+,n :<  г * .и  > >  0 Ѵи € А '}  (см. оиределеыие локально 

сопряженного отображения в [5], §2, глава 3, стр.102). В дальнейшем нам пона­

добятся следующие результаты.

Теорема 1.1. |17j П у с ть  М  С Д " -  звездное тело и хо €  А /0. Тогда конус 

К м (х о )  =  соп (М  — хо) является ш атром  для А/ в то ч ке  хо- Здесь

со п {М  -  хо) =  {у  € Д "  : у  =  А(х -  х о ),х  €  А /, А >  0}.

Теорем а  1.2. (следствие 1 теоремы 3.1 [1 0 ]/ П у с ть  многозначное отоб}ю.же- 

ние а : Д "  — > 2Rm с выпуклыми за м кн уты м и  значениями липшицево на ком­

п а ктн о м  м н о ж е ств е  Е  С Д " ,  т .е . сущ ествует число L  >  0 такое, ч т о  любых 

х і ,Х 2 6  Е  и м е е т  м е сто  включение а(х і )  С а(хо) +  L ||x i — Х2І|Д і(0). Предполо­

ж и м  т а к ж е ,  ч т о  f  а(х) ф 0 х € 7Ъг<?а для любого (хо,уо) € graf(a), хо €
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E  сущ ествует липгиицево отображение y (x ), определенное на Е, такое , ч т о  

у(*о) =  ІЛ>. У(х) € а (х), х е Е .

2. Ш а т р ы  и  п р о и з в о д н ы е  м н о г о з н а ч н ы х  о т о б р а ж е н и й  

Пусть а : Rn — ► 2 ՞" ' многозначное отображение н (хо, у  о) 6  g ra f(a ) .

О пред еление  2.1. П усть  К  С К дгаІ(а) Ы ,  yQ) -за м кн уты й  конус. К-производной 

о т  многозначного отображения а в точ ке  его графика (хо,Уо) € <?га/(а) назы­

вается отображение D Ka (xo ,yo ): R " — ► 2л вида

D Kа(хо,Уо)(х) =  {у  €  Я’"  : (х ,у ) G К }>  &  ^  В.п .

В  дальнейшем, если К  — A'ffra/ (a)(xo,J/o), т 0  полож им

D K»r*f <a) (z0) s  D K a(x0, yo).

О пред еление  2.2. (11). Многозначное отображение а называется псевдолип- 

шицевым в точке  (хц.уо) €  y ra f(a ) , если сущ е ств ую т  о кре стн ости  V  и  U  со­

о тветственно  для точ е к уц и хо и ко н с та н та  L  >  0 т а к и е , ч т о

а(х і ) П  ̂  -  а(12  ̂+  - * 2 І І ^ і( 0 )  Ѵ х і,х2  G U.

В дальнейшем многозначное отображение а0 : R n — ► 2я  онределяется по 

правилу: а°(х) =  {у  G Rm : (х ,у )  G (< /га /(а))0} , х  G Я” .

У тв е р ж д е н и е  2.1. П усть  а : Rn —> 2л т - отображение со звездным и зам кну­

т ы м  графиком. Предположим, ч т о  (хо,уо) G g ra f(a ° )  и х  о G int. doin(aQ). Тогда 

у  G D *» re'<°>(zo)(x) в т о м  и только в т о м  случае, если

„  ( +  
аіо а

Доказательство. Согласно теореме 3.2(17] многозначное отображение а нсевдо- 

лиіішицево в (хо,уо) G g ra f{a )  и следовательно, в силу предложения 3(7] у  G 

D K»rafw (z o )(x )  тогда и только тогда, когда

l im in fp ( ф о  +  « Н Ь » 0 )  =  о.
<»іо а

Допустим, что «1 <  օ ՛շ . Поскольку график отображения а является звездным 

множеством, то

—-а(хо +  о2х) + (1-------)уо С а(— (хо + «гх) +  (1 -  —  )хо) =  а(хо +  а{Я).
<*2 « շ  Օ շ  « շ
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Отсюда следует, что функции а  -ѵ  р{у, (а(хо +  а х ) -  уо /а )) невозрастает. Следо­

вательно,

нш ьл Ц  ? ) ..- « , ) „  1іт/КВі « < « » ■ * •? ? - ■» ) ) = о.
а^О Ск а  4-0 01

Следствие 2.1. П у с т ь  у (х )-  дифференцируемая по направлению селекция для 

а та ка я , ч т о  у (хо) =  уо- Тогда

у '(хо , ж) € £ /Свгв/(“>(хо,Уо)(х) Ѵх €  Я ".

Следствие 2.2. П у с ть  отображение а с выпуклыми значениями удовлетво­

р я е т  всем условиям предложения 2.1. Тогда для любого х  €  Я ”  м нож ество  

D Kg™n*) (хи, Уо)(х) выпукло.

Д оказательство . По предположению множество а ֊ 1(а(хо +  а х ) — уо) выпукло. 

Отсюда следует, что ф ункция ѵ —> р{ѵ, ճ£ս± 2£ ճյս ւ1) выпукла. Т ак что для любых 

/ і  €  [0,1] и է»ւ,քշ €  D K<>ra/(a)(zo)(^) имеем

Іпп р(цѵ\ +  (1 ֊  р )и2, ^  — -  — — — ) <  
віо а

а (х 0 +  а х ) - у о  а (х0 +  а х )  ֊  у0
- і ---------  — )+ (1  -  / і ) 1іт р (У 2, --------— - —  ) =  0.

а | 0  а  а іО  О

Следовательно, ц ѵ \ +  (1 — р ) і»2 € £**՛-/<«> (хо, уо)(х). □

Определение 2.3. |1| Ф ункция g : Rn —> R называется строго  дифференциру- 

емой в то ч ке  xq, если для любого е >  0 сущ ествует окрестность  V  то ч ки  хо 

та ка я , ч т о

I 9ІУ) -  9 (z )~  <  9՚№о). У -  г  > |<  е||у -  z\\ Vy, z e V ,  

где <7; (хо) градиент функции g в точ ке  x q .

Теорема 2.1. П у с ть

М  ֊  {х  € R n : g (x) <  0 }, ѲМ  =  { х е й " :  у (х ) =  0 },

где g строго  дифференцируемая функция в точ ке  хо, д(хо) =  0 и д '{хо) Ф 0. 

Тогда подпространство Н  =  { х  6 Rn :<  у '(х о ),х  > =  0} и полупранство л /(х0) =  

{х € R n :< g '(xo )f x  >< 0} являю тся строго дифференцируемыми ш атрами для 

м н о ж е с т в  д М  и М  в точ ке  хо, соответственно.
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Доказательство. Сначала докажем первое утверждение теоремы. Поскольку 

1/4*0) Ф 0, то найдется такой вектор w, ||ш|| =  1, что <  д'(хо), w  > <  0. Так 

как д строго дифференцируема, то существует функция Я (х) =  о(х) такая, что

(2.1) д(х0 +  х) =  д(хо)+ <  д \х 0) ,х  >  +Я (2).

Положим ш(А) =  sup {R (x ): ||х|| <  А}. Очевидно, что w(A) монотонно неубывает 

и и(А )/А  -*■ 0 при А -> 0 и Я(х) <  w(||x||). Если ж € Я  и ц >  0, то из (2.1) иолучим

</(х0 +  X +  /<||і||и>) =  и(хо)+ <  д \х о ),х  +  /х||ж||-ш >  + Я (х  +  /i||x||w ) <

<  \\յ\\բ  <  д'(хо),іу >  +w (||x ||(l +/i||u>||)) =  ||х||(д <  gf(xo),w  >  +

| w(1WI(1 +  m1H D ) 1 1

Выберем <5i >  0 настолько малым, чтобы выражение в круглых скобках стало 

меньше, чем 1 /2р. <  g'(xo), w >  когда ||х|| <  Տլ. Таю что

(2.2) д[хо +  X +  дЦхЦш) < 1/2ц\\х\\ <  </(хо), w  > <  0, Ѵх 6 Я  Q  В ц  (0), ж Ф 0. 

Аналогично, существует такое число <5շ >  0, что

(2.3) д(хо +  X -  /х||ж||го) >  0 при х  G Я  Q  Bs.j (0), ж Ф 0.

Положим S =  т іп { 6 \ , <5շ}. Для фиксированного х  € Я  Ո  Яд(0) рассмотрим функ­

цию q(x. 0) =  д(хо +  X +  ,Й||х||го) па сегменте [—д. /і]. И з соотношений (2.2)-(2.3) 

следует, что д(5, ц) <  0, q(x, —ц) >  0. Следовательно, существует 0 (х) G [—fj, ц] 

такая, что q(x, 0(х)) =  0. Теперь покажем, что точка 0 (х) определяется одно­

значно. Для этого сначала заметим, что для фиксированного х  функция q(x, 0) 

монотонно убывает относительно 0. Действительно, поскольку д строго диффе­

ренцируема в хо, то для заданного е <  | <  д'(хо), w >  | и достаточно малых х  Ф 0 

имеем

U m s u p i i M + l b i M  =
г  АО Т

=  !ira8up g(*o +  *  +  (.0 +  т )Ц х |Н  -  д(х0 +  х  +  0\\x\\w) <  
т іО  I

< ІІ*ІІ(< » '(*o ),w  >  +е) <  0 

Отсюда следует, что функция q(x, 0) монотонно убывает относительно 0  и следо­

вательно 0 (х) определяется однозначно. Заметим также, что 0 (1 ) -> 0 при х  ->

0. Теперь определим отображение г  следующим образом: r (x )  =  p(x)w  Ѵх € Я",
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где р(ж) =  0 (Р г „ ( г ) ) | |Р г ; , ( х ) | | .  По определению г  для достаточно малых х  €  Н  

имеем д(хо +  7  +  г (х ) )  =  0. Нетрудно доказать также, что

І ->0 j j |

Наконец докажем, что отображение г  строго дифференцируемо в нуле. Д ля лю­

бого е >  0 найдется S >  0 такое, что для любых x f , x 2 6 I I  C \B f{0 ) имеет место

I <  д '{х о), (р(хТ) -  p (x i) )w  >  I =  \в(х о +  УГ +  р (х г)ш) -  д(х0 +  +  p(35)tr)

-  <  д 'Ы ,х Т  -  Щ  +  (р(хГ) -  рШ У ш >  I <  e ( l |x f -  *շ || +  ||ш|||р(хГ) ֊  р(х£)I)- 

Поскольку |խ | (  =  1, то  отсюда получим

\ т )  -  р ( т ) \  <

Теперь если хГ, x j  € Bs(0), то

Б  ֊  р Ш І  <  1 < я ,(хо)' ш > 1  -  Р г я № ) ||  <

I  | < ® ' ( * о ) , « > > | - £ В I Ш  
Первое утверждение теоремы доказано. Определим отображение V՛ следующим 

образом: ф (х) =  r (P rJ j( x ) )  =  a (x )w  Vx 6 Яп , где а (х )  =  p (P r]J (x )), PrJJ- 

оператор проектирования на Я  по направлению вектора tv. Пусть 0-угол, между 

вектором w  и подпространством I I .  Тогда для любого х, у  € Я”  справедливо 

неравенство

f e f e )  -  Р г Ш И  <  -  » ! .Տ1Ո и

т.е. отображение xfi строго дифференцируемо в нуле. Допустим, что х  € К м ( х о). 

Используя теорему о среднем значении для линшицевой ф ункции, получим

(2.4)

0 (Х(I +  X +  ф (х)) =  у (х о +  х  +  ф (х)) -  д(хо +  P r)u, ( t )  +  ф(Т)) = <  у * , х -  Р гц (х )  > ,

где у* € 0 ° ց (Հ ) , Q- некоторая точка из отрезка [хо +  х  +  tp(x), х 0 +  P rjy (!r) +  ф{х)). 

Если X € А'лу(.то), то  для некоторого А(х) >  0 имеем х  -  P r jJ (x )  =  А(х)ы». Так 

ка к  отображение 'дд°(х) полунепрерывно сверху u <  д '(хо), w  > <  0, то из (2.4) 

следует, что для достаточно малых х  € К м ( х о) имеет место неравенство

д(хо +  X +  ф {х)) =  А (ж) <  y * , w  > <  0.
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Т еорем а  2.2. П у с т ь  Զ  =  {х  € R n : £ ,(х) <  0, г 6 / } ,  где I -  конечное м н о ж е ство  

индексов, функции д,(х) строго дифференцируемы в то ч ке  Хо € П. Предполо­

ж и м ,  ч т о  сущ ествует вектор w, ||u»|| =  1 такой , ч т о  <  д \(хo ),w  > <  0, Ѵг € 

/(х о ), где / ( х 0) =  { » € / :  # ( х 0) =  0 }. Тогда конус

А 'іі(х 0) =  { х  € Я " :<  д \Ы ) ,1  > <  0, і  € / ( х 0) }

является строго дшференцируемьш ш атром  для 11 в хо.

Доказательство. Д ля каждого г 6 / ( х 0) построим отображение ір і(х ) =  сы(х)и), 

определенное вблизи нуля, так ка к было сделано при доказательстве теоремы 

2.1. Таким образом для достаточно малых х  € К і  =  { х  € R n :<  g (хо),ж  > <  0} 

имеет место неравенство: ф(хо +  х  +  Фі (х )) <  0 .

Так ка к отображения строго дифференцируемы в нуле, то для любого < >  О

найдутся такие числа <5< >  0, что \

(2.5) |№ (х) -  rj>i(y)\\ <  б||х -  у\\ при |х|| <  <5„ ||у|| <  Ճ», г е / ( х 0).

Обозначим а (х ) =  maxie /(Xn) а՛; (ж), 0 (х )  =  a (x )w . 6 =  ш іп і6д Хо) 5і . Учитывая 

соотношение (2-5), имеем

||0 (х) -  ф(у)\\ =  К шах а *(х ) -  max ог.(у)|| <  
t e l (x o )  * € / ( *  о)

<  max ||V»i(x) -  V»,(y)|| <  е||х -  у|| при ||х|| <  6, ||у|| <  S.
»€/(jco)

Значит, отображение гр строго дифференцируемо в нуле и Limy -►о ф (х)/\\х \\ =  0 

при X —> 0. Остается доказать, что Xq +  х  +  ф(2) € П при достаточно малых 

X € А 'п(хо). Имеем

9 і(*о +  ж +  ^ (ж )) -  5,(х 0 +  X +  ф (9 ) )  = <  ф(х) ֊  Фі (х ) , у* > ,

где у* € 0° # ( 0) а Ѳ- некоторая точка отрезка, соединяющего точки  хо +  ж +  ф(х) 

и хо +  X +  ф і(х). Поскольку а (х ) >  а , (ж) и <  у*, го > <  0, если х  достаточно 

близка к  нулю, то имеем у ,(х 0 +  ж +  ф (х)) <  ^ ( х 0 +  х  +  ф{(х ))  <  0. И так, если ж € 

A jj(x o ) достаточно близка к  нулю, то для всех і  € /(х о )  выполнены неравенства 

Уі(Хо т  X +  і/>(х)) <  0, И поэтому Хо +  X +  ̂ (ж ) 6 П.

Теорема 2.3. (о пересечении строго дифференцируемых ш атров). П у с т ь  вы- 

пуклые зам кнуты е конусы К \  и К  շ являю тся строго дифференцируемыми іиатра 

м и  соответственно для м н о ж е с тв  М \ С Rn и Л/ շ  С R n в то ч ке  xq 6 М \ Ո  Л/շ .
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О ПРОИЗВОДНЫ Х М НОГОЗНАЧНЫХ О Т О Б Р А Ж Е Н И Й  

Предположим т а к ж е , ч т о

(2.6) К 1 ֊ К 2 =  Я ".

Тогда конус Q  =  К \  Ո  К շ является строго дифференцируемым ш атром  к  мно­

ж е с т в у  М  =  М і Ո  М 2 в точ ке  Хо.

Д оказательство . Сначала покажем, что существуют положительно однородные 

и липшпцевые отображения Г \ : Я "  — ► К ь  Ր շ  ՛■ Я " — ► К г  такие, что любого 

х  € R n имеет место равенство:

(2.7) ъ =  Рх(х ) -  Р2(х ) Ѵ х Т я ” .

Положим а (х) =  { у  € А 'լ : (у -  х )  € А * } . Имея ввиду соотношение (2.6), легко 

заметить, что а- многозначное отображение с выпуклым замкнутым графиком и 

dorn(a) =  Я ". Следовательно, в силу предложении 2.4 из [17| существует лиішш- 

цево, положительно однородное отображение і- \ ,  такое, что Р і(х )  € а (х) Ѵх 6  Я". 

Положим Ра (ж) =  Р і(ж ) — ж. Очевидно, что отображение Р2 лшшищево, поло­

жительно однородно и Р2(х ) € А 2 Ѵх е Я” . Таким образом соотношение (2.7) 

доказано. И так, существуют числа L x >  0, Լ շ  >  0 такие, что

Ц Р і(ж і) -  Р і(ж 2)|| <  І іЦ ж і -  х 2||, ||Р2( х і)  -  P2(x2)|| <  L 2||x i -  х 2|| Ѵх( ,х 2 е Я'*.

Кроме того, поскольку конусы К  и I I  являются шатрами, то  существуют отоб­

ражения

Ѵі$) = Ж0  +  X  +  г,(х). ֊ -  -¥ 0, і -  1,2,
11*11

(отображения 74, і — 1,2 строго дифференцируемы в нуле) и число 6 >  0 такие, 

что ip, (х ) € M i Ѵх € Q  Ո  B f (0). Теперь рассмотрим сиетему уравнений, записав 

ее в векторной форме:

(2.8) q(x, у ) =  <рі{х +  P i (у)) -  < քշ(ւ +  Р2(у)) =  0.

Имей ввиду соотношение (2.7), уравнение (2.8) принимает следующий вид:

(2.9) q (x, у ) =  у  +  ո  (х  +  Р і(у )) -  г 2(х  +  Р2(у)) =  0.

Покажем, что уравнение (2.9) удовлетворяет всем требованиям теоремы 2.3.1 о 

неявных ф ункциях (см. [1], §2.3, глава 2, стр. 161). Действительно, имеем

a) (/-непрерывное отображение и q (0 ,0) =  0.

b) Д л я  любого е >  0 найдутся число ճւ >  0 и окрестность Ս  нуля такие, что 

если X 6 Ս  и Цу'11 <  S t, ||у"И <  <*,, то  ||д(х, у ')  -  д(х, у " )  ֊  (у '  ֊  у ")|| <  е||у' ֊  у"||.
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Следовательно, по вышеуказанной теореме сущ ествую т число С  >  0, окрест­

ность V  нуля и отображение у {х ). определенное в этой окрестности, такие, что 

9(х , у (х ) )  =  0 и ||у(аО|| <  C q(x , 0) Ѵх €  V. Отсюда следует, что

(2.10) у (х ) / | |х ||  Н? І  ко гд а  X ->  0 .

Положим теперь

Ѵ?(х) =  ѵ?і(* +  P i(y(%))) =  хо +  X +  Р , Ш )  +  П ( *  +  Л у ( ( х ) ) )  =  хо +  X +  r (x ) ,

где »•(*) =  Р і(у (х ) )  +  Г !(х  +  Л ( 2/(х ) ) ) .  В силу (2.10) и то го , ч то  п ( х )  =  о (х ), г ( х )  

обладает тем же свойством. Т а к ка к  К \ ,  /ւ՜շ-вы п укл ы е  конусы  , т о  имеем

X +  Р і(у (х ))  е А 'ь  X +  Р2(у (х )) G К 2 Ѵх 6 Q.

Далее, поскольку конусы К \  и К -շ являю тся п іатрам и соответственно для мно­

жеств М  ւ и М 2. то при достаточно малых х  G Q  имеем

Ѵ?(х) =  ѵ \ ( х  +  Р\ (у (х ))) =  tp2{x  +  Р2{у (х ))) €  М і  Ո  А/շ .

Осталось доказать, что отображение г (х )  строго  диф ф еренцируемо в нуле. Д л я  

этого достаточно доказать, что таковы м  является отображение 2/ ( х ) .  Д ействи­

тельно, имеем у (х )  +  г і ( х  +  Р і(у (х )) )  — r 2(x  +  Р2(у (х )))  =  0 Vx € V .

Отсюда та к  ка к  отображения г*, і  =  1,2 строго  диф ф еренцируемы в нуле, то 

для заданного е >  сущ ествует окрестность U  С V  нуля, такая, что  для лю бы х 

Х і,Х 2 е  и  имеем

Цу(хГ) ֊  У Ю Н  <  І Іп (^ Г  +  Р і(у (х Г )) )  -  г і ( х 2 +  P i(y (x £ ) ) ) | |+

||г2(хГ +  Р2(у(хГ))) -  г 2(х2 +  Р2(у (х2)))|| <  2е(||хГ ֊  xJll +  С ||у(хГ) ֊  y (x j) | |) ,  

где С  =  m a x {L i, L 2} . Отсюда следуег, что

ІІх/(жГ) -  у (х 2ІІ <  - _2c2 fC l | x r -  Х2ІІ, 

т.е. отображение у (х ) строго ди(1>ференцируемо в нуле. Теорема 2.3 доказана.

С л ед ствие  2.3. П у с т ь  м но ж е ств о  М  задано системой уравнений

Уі ( х )  =  0 ,  і  €  / ,

где I -  конечное м н о ж е ств о  индексов. П у с ть  х 0 € М  и  функции уД х) стр о го  

дифференцируеліы в х 0. Предположим такоісе, ч т о  градиенты д [(х0). і  €  I  ли­

нейно независимы. Тогда подпространство И  =  {х  € Я”  :<  д^(хо),х > = 0 ,  г € 

/ }  является строго  дифференцируемым и іатром  к  м н о ж е с ти у М  в то ч ке  xq.
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3. О С У Щ Е С Т В О В А Н И И  П Р О И ЗВ О Д Н О Й  П О  Н А П Р А В Л Е Н И Ю  О Т  С Е Л Е К Ц И Й  

М Н О Г О З Н А Ч Н Ы Х  О Т О Б Р А Ж Е Н И Й

У т в е р ж д е н и е  3 .1 . П у с ть  а : Rn —► 2Л - оіпобраэісение со звездным замкну­

т ы м  графиком. Предположим, ч т о  (хо,уо) € g r a f ( a ) ,  xq €  in i dom(a) и мно­

ж е с т в о  a;(a.'o) ограничено. Тогда dorn{DK»ra^ a'> (#0, Уо)) =  Rn и сущ ествует Լ  >  

О такое, ч т о

(3.1) D K»ra'<a°>(хо,уо)(х) Я D K"r‘ /M (xо,Уо){х) +  L ||x ||B i(0 ) Vx € Rn .

Д оказательство . Сначала покажем, что существуют окрестность В в-(:г о) точки 

хо и константа L  >  0 такие, что

(3.2). a°(d!o) С а [х ) +  Լ խ  -  хо ||Я і(0) Vx € В$(хо).

Т а к  к а к  хо 6  in t  dom(a), то существует число 6 >  0 такое, что B s(xq) С dom{a). 

Д л я  X €  B s(xо) положим

_  - ж — Хц . S . S
X =  Хо +  d r---------- [7 — (1 — м---------- т)Хо +  J.---------- jfx .

||х -  Хоіі ||Х -  Хоіі І|х -  Хоіі

Следовательно,

д о
Отсюда получаем

1!—ШЦ I (11 I ф).
Т а к что для любого у  G а(ж), у0 € а°(хо) имеет место включение

Уо I ill I g  (V ֊  Уо)- 

Поскольку, по предложению 3.1 из [17] отображение а ограничено, то отсюда 

немедленно следует соотношение (3.2). Теперь допустим, что уо €  а°(хо). Тогда 

для фиксированного х  G и достаточно малых о  >  0 из (3.2) следует, что

уо €  а°(хо) С а(х0 +  ах ) +  La||x||B i(0).

Отсюда, для каждого a  >  0 найдегся такой элемент уп € а(хо +  а х ), что 

(у« -  У о)/а  € L||x||jBi(0). Значит, существует последовательность (уа„  -  yo)/an, 

сходящийся к  некоторому элементу D yrnf{a)(x0,yo ){x). Таким образом доказано, 

что dom (D Kar» M (x o ,y o ))  =  Я ". Теперь доказательство включешія (3.1) можно 

проводить таким же путем как  доказательство теоремы 2 из [7|.
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С л ед ств и е  3 .1 . П у с ть  выполнены все условия предложенья 3.1. Тогда суще­

с т в у е т  положительно однородное отображение Р  : Я ”  —► R "1 и ко н с та н та  

L  >  0 такие , ч т о  Р(ж) € D K»'a'< *(xo ,yo ){x ) и ||Р (х )|| <  L ||x || Ѵх €  Я” .

У т в е р ж д е н и е  3.2. П усть  а : Я "  -¥  2я"*- отображение, график которого яв­

ляется  та ко й  выпуклый зам кнуты й  конус, ч т о  dom (a) =  Я п . П у с т ь  (хц,уо) € 

g ra f(a )  (хо Ф 0). Тогда сущ ествует непрерывное и  полож ительно  однородное 

отображение Р  : Яп -> Яш и ко н с та н та  L  >  0 та ки е , ч т о  Р (хо ) =  уо и 

Р {х ) € а (х) и ||Р (х)|| <  Ь||х||, X  6 Я ” .

Доказательство. Известно, что (см. [11], теорема 1, глава 3, стр. 136) много­

значное отображение а полунепрерывно снизу на Я ". Поэтому согласно теоре­

ме Майкла существует непрерывное отображение z (x ) такое, что г(хо ) =  уо и 

z(x) €  а (х), X € Я ” .

Определим отображение Р  по правилу: Р (х )  =  ]|^Ц|2(^ | х | ^ ), если х  ф 0 и 

Р(0) =  0. Легко видеть, что Р  положительно однородно и непрерывно. С  другой 

стороны, поскольку граф ик отображения а есть конус, то  Р (х )  € а (х ). Далее, 

если
т а х іеВ||хов(0) ||z(x)|| 

llsoll
тогда ||Р (х)|| <  L ||x|| Vx € Яп .

У т в е р ж д е н и е  3 .3 . П у с т ь  а : Я”  —► 2я ’" -  отображение, график которого  яв­

ляется та ко й  выпуклый за м кн уты й  конус, ч т о  dom(a) =  Я п. П у с т ь  (хо,уо) € 

g ra f(a )  (хц փ  0) и для каждого х  6  Я ”  in ta (x )  ф 0. Тогда сущ еств ует  лип- 

шицевое и пол ож ит& іьно  однородное отображение Р  : Я "  —> Я т  такое , ч т о  

Р (хо) = У о  и Р (х ) G а(х), X €  Я ".

Доказательство. В  силу теоремы 1 из [11) (следствие 3, стр. 136) отображение 

а липптпцево на Я” . Следовательно оно липпгацево на компакте Е  =  /?цХ(|ц(0). 

Поэтому согласно теореме 1.2 существует липшицсвая селекция г ,  проходящая 

через точку  (хо,уо), т.е. г (х )  6  а(ж), х  € Е , у(хо) =  уо- Рассмотрим снова отобраг 

жение Р. определенное в предложении 3.2. Оно линшицево на Я”  (доказательство 

этого ф акта можно сделать таким ж е  путем как доказательство предложения 4.2 

из [17]). Следовательно, отображение Р  удовлетворяет всем требованиям нашего 

утверждения.
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У т в е р ж д е н и е  3 .4 . П усть  а : Яп —> 2й - многозначное отображение с выпук­

лыми за м кн у ты м и  значениями и график которого является звездным м н о ж е ­

ств о м  и п у с т ь  (хо,уо) G g ra f(a ° )  и  xq G in t  dom(a°).

Тогда для каж дого  (х ,у )  G g ra f {D K*r« i^  (х0, Уо)) (х  փ  0) найдется непрерывное 

и полож ительно  однородное отображение Р  такое, ч т о  Р (х ) =  у  и

Р(х) §  D Ko,af(a)(хо,уо){х) Ѵх е Я".

Д оказательство . Согласно теореме 3.2[17) отображение а псевдолиишицево в 

(х0. уо). Следовательно, но теореме 2 из [7] отображение D K*ra/(a) (хо,уо) удовле­

творяет условию Липш ица на Я ". Следовательно, в силу следствии 2 предложе­

ния 2.1, оно имеет выпуклые значения. По известной теореме М айкла существу­

ет непрерывное отображение z(х ) такое, что z(x) =  у, z (x ) G D Ka™fM (x0, уо)(х) 

Ѵх G R n . Положим

ШI pj| (иг) : IffII0IP(0) г “•
Повторяя доказательство предложения 3.2, получим требуемый результат.

Т еорем а  3 .1 . П у с т ь  а : Я "  —> 2й '" -  многозначное отображение с выпуклыми 

за м кн у ты м и  значениями, график которого является звездным телом. П усть

(хо,уо) G g ra f(n ° ) ,x o  G in t  dom(a ).

Тогда для любого (х, у ) G g ra f  (D AV°/<«> (хо, уо)) (ж փ  0) сущ ествует дифферен­

цируемое по направлению отображение у, определенное в некоторой окрестно­

с т и  V  т о ч к и  хо такое, ч т о  у(хо) =  уо, у (х ) G а (х) Ѵх €  V .

y '(x o jZ )  G ^ ^ ^ ( х о . і / о К ® )  Ѵ х € Я ” , у '(х 0,х )  =  у.

Д оказательство . В  силу теоремы 1.1 конус A'ffI.ny(u)(xo, уо) является шатром к  

граф ику отображения а в точке (хо, уо)- Это означает, что существует отображе­

ние r (z )  =  ѵ (х ,у )  =  ( г і( х ,у ) ,  г2(ж ,у )) =  o(z), определенное в некоторой окрест­

ности U  нуля, такое, что zq +  z +  r (z )  G g ra f{a )  для z G /ѵ,/тц/(а)(2о) Ո  те -

Уо +  У +  r 2(x ,y )  € а (х0 + x  +  Г і(х ,у ) )  V (x ,y ) G і^ га /(а ) (Х 0 .У о )П ^

Здесь, вместо у  поставим Р (х), определенное в предложении 3.4. После поста­

новки для достаточно малых х  получим

(3.3) уо +  Р (х )  +  г 2(х, Я (х )) G а (х0 +  ж +  ո (х , Р ( х ) ) ) .
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Т ак ка к а является псевдолшшшцевым в точке (жо.уо)* то  из (3.3) следует, что 

найдется константа L  >  0 и окрестность нуля V  такие, что

(3.4) уо +  Р (х ) +  '/՛շ(ж, Р(ж)) £ а(жо +  ж) +  Ь \ \п (ж, Р (ж ))||/? і(0) Ѵж £ V .

Поскольку г ,  (ж, Р {х )) ֊  о(х) и 7*2(ж, Р (ж)) =  о(ж), то из (3.4) следует, что суще­

ствует такое отображение гз(ж) =  о(ж), что

уо +  Р (х ) +  г 3(ж) € а(жо +  ж) Ѵж € V .

Таким образом, если V  =  х о + Ѵ , то  положим у(ж) =  у о + Р (ж —Ж о)+гз(ж—жо), ж € 

V'. Легко заметить, что отображение у  удовлетворяет всем требованиям теоремы.

Теорема 3.2. П у с ть  а : Rn —► 2я ՞  -  многозначное отобраоісение и выпуклый 

ммгснутый конус К  С А"Ѵга/(и)0г(ь Уо) является строго  дифференцируемым ша­

тром  к g ra  f  (а) в точ ке  (жо,уо)- Предположим т а к ж е ,  ч т о  dom (D K а(жо,уо)) =  

Rn и для каждого ж £ Я ”  in tD K а(жо, Уо)(я) Ф 0- 

Тогда для любого (ж, у ) £  К  (ж ф 0) \

1. сущ ествует липшицево отображение у, определенное в некоторой окрест­

ности  V  т о ч ки  жо такое, ч т о  у(ж) €  а(ж), Ѵж €  V , у(жо) =  Уо- С ущ ествует 

производная у  (жо,ж) по каж дом у направлению х. Она липишцева по переменной 

X на Rn и у '(ж 0,ж) £ О л й(ж0,уо)(ж) Ѵж € Я ", ?/(жо,ж) =  у.

Доказательство. По предложению 3.3 существует положительно однородное и 

липшицевое отображение Р  такое, что Р {ж) € £>/са(жо.уо)(ж);, ж €  Я п, Р(ж) =  

у. Так ка к выпуклый конус К  является строго дифференцируемым шатром к  

g ra f  (а) в точке (жо; уо). то существует строго дифференцируемое в нуле отобра­

жение r(z ) =  ( ո (ж, у ) ,г 2(х ,у ) )  =  o(z) такое, что для достаточно малых z £ К  

имеет место включение: у0 +  у  +  гг(ж, у) £ а (хо +  ж +  г \ (ж, у )).

Покажем, что уравнение

(/(ж, и) =  и +  Г і ( ж  +  и, Р (X  +  и )) =  0

удовлетворяет всем требованиям вышеуказанной теоремы 2.3.1 из [1] о неявных 

функциях. Действительно, имеем

a) (/-непрерывное отображение и д(0 , 0) =  0 .

b) Д ля  любого с >  0 найдутся число S >  0 и окрестность U  нуля такие, что 

если ж £ U  и |խ | |  <  6, |խ " [| <  6, то  ':\\q(jx,u') -  q{x. и ") — {и‘  — u " | j |  -  £11ա/ ՜  

и"ІІ- Следовательно, согласно вышеуказанной теореме существуют число С  >  0 ,
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окрестность V  нуля и отображение и (ж), определенное в этой окрестности, такие, 

что q (x ,u (x ))  =  0 и ||и(ж)|| <  C q(x,0 ), х  € V . Отсюда следует, что и(ж)/||ж|| -> О 

когда X —> 0. М ожно доказать(как это было сделано при доказательстве теоремы 

2.3), что отображение и(ж) строго дифференцируемо в нуле. Положим h (x ) =  

(ж +  и(ж), Р (ж +  и (х ))). Очевидно, что /і(ж) € К .  Следовательно, при достаточно 

малых ж

Уо +  Р {ж +  i t(x ) )  +  >'2(Л(ж)) 6  а(ж0 +  ж +  а(ж) +  г і( / і(ж )))  =  а(ж0 +  ж).

Поэтому, если положим

V  =  жо +  V , у  (ж) =  уо +  Р(ж - і ц  +  и(ж -  жо)) 4- г 2(/і(ж  -  ж0)) Ѵж 6 V,

то легко заметить, что отображение у  липшицево и удовлетворяет всем требова­

ниям теоремы.

С л ед ств и е  3 .2 . П усть  многозначное отображение а задано при помощи си- 

сгпелі неравенств: о(ж) =  ( у  € Rm / ց Հ ւ .  у) < 0 .  і  €  / } ,  где I-  конечное множе­

с тв о  индексов.

Пусть(жо.уо) €  g ra f(a )  и функции gi t  і 6  I  строго дифференцируемы в 

|хо ւ Уо) ■ Положим /(ж о.уо) =  {г G ^/Уг(жо,Уо) =  0 }. Предположим также. что 

существует вектор w €  Rn такой, что

(3.5) <  діу {х0, уо), ы  > <  0, і  6  І ( х 0, уо).

П ри условии (3.5) по теореме 1.12 из [5| (§1, глава 4, стр. 140) для любого фик­

сированного ж 6  R n система

<  9іу Ы ,У о),У  >  +  <  у і,(ж о ,уо ),ж  > <  0, » 6  /(жо.уо)

разрешима относительно у  , т.е. in t D Ka(x0,y 0)(x ) փ  0. При сделанных предпо­

ложениях согласно теореме 2.2 выпуклый конус

К =  {(ж, у) € Rn+m/ < а'ѵ(жо,уо),у > + < у'*(жо,уо),ж>< 0, « е /(ж0,у0)}

является строго дифференцируемым шатром к  g ra f(a )  в точке (ж0,уо)- Теперь 

используя результат теоремы 3.2 получим следующее утверждение.

Т еорем а  3.3. (о неявных функциях для систем  неравенств). П у с ть  выполнены 

вышеуказанные предположения. Тогда для каждого (ж, у ) € К ,  (ж փ  0).
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1. существует липшицево отображение у, определенное в некоторой окрест­

ности V точки  хо такое, ч то  д і(х .у(х)) <  0, Vx € V, у{хо) =  Уо >■

2. Существует производная у (хо, х) 110 каждому направлению х . Она липиіи- 

цеви по переменной ж на Rn и у  (хо.х) €  D Ka(xи,Уи)(х) Vx €  Д ", у (хц,х) =  у.

Теорема 3.4. Пусть а : R’1 —» 2Л многозначное отображение, график кото­

рого есть звездное, тело. П усть К - касательный конус Кларка(см .\\\\, опреде­

ление 3. fj1. глава 7, стр .397) к  м нож еству g ra f  (а) в точке  ( х о , У о )  € g ra f  (а). 

Предположим та кж е , ч то  dom [Dh а{хо: уо)) =  Rn.

Тогда для любого (х , у) € К ( х  ф 0)

1. существует отображение у, определенное в некоторой окрестности V то ч ­

ки յ՚օ такое, ч то  у(х) € а(х), Vx € V у ( х о) =  уо- 2. С ущ ествует производная 

у (хо.х) по каждому направлению х. Они липшицсва по переліеппой х  на Rn и

7/ (х0,х )  € D Ka(xo,yo)(x) Ѵх 6 Д п, у '(х 0,х )  =  у.

Доказательство. При сделанных предположениях по теореме 2 |11)(§5. глава 7, 

стр. 418) многозначное отображение а псевдолипшицево в точке (хо.Уо)- А  по 

теореме 4.3(17] конус К  является .шншицсвым шатром к  множеству g ra f  {а) в 

•гочке (жо.уо). Заметим также, что для каждого х  € Д п in tD K o{xq, 2/о)(х) ф 0. 
Тогда по предложению 3.3 существует липшпцево и положительно однородное 

отображение Р  : Rn —» Rm такое, что Р (х) =  у и Р (х) 6 D h а(хо,Уо)(х) Ѵх € Л ” . 

Теперь повторяя доказательство теоремы 3.1 получим требуемый результат. □  

Отметим, что в вышеуказанных предложениях существенным требованием 

является условие: dom(a) =  Я” . Поэтому важным является следующее утвер­

ждение.

Теорема 3.5. П усть « і : Ди — ► 2п , а2 : Д п — ► 2Л — многозначные отобра­

жения, графики которых являются такие выпуклые замкнутые конусы К і ,  К շ, 

что  dom(ai) — dom(aj) =  Rn. Предположим т а к ж е , ч т о  in ta i (0) Ո  օշ(0 ) Ф 0. 
Тогда dom(ai Ո  Օշ) =  Дп.

Доказательство. Положим К  =  А'і Ո К з , а(х) =  сц(х )П а г(х ), х  € Л ". В работе 

|5| (см. теорема 2.2. §2) доказано, что условия dom (ai) — Д” , dorn(aշ) =  Я'* 

эквивалентны условиям a j(0) =  Օշ(0) =  {0 }. Так ка к in ta i(O ) Ո  օշ(0 ) Փ 0, то 

дяя некоторого вектора и имеют место: и € in ta і(0), и  € a2(0). Поэтому, в силу

80



теоремы 5.9 из [15], глава 5. стр. 155

(О,«) 6  in tg ra f(ax ) Ո  g r a f fa )  =  in tl< \ Ո  JST2.

Отсюда, в силу теоремы 3.2 (см. [5], §3, глава 1) имеем К * =  (К |Г іК 2)* =  К \+ К% . 

Поэтому а*(0) =  {ж* : (-ж * ,0 )  6  К *  =  І< [ +  К £ \.  Эго означает, что существуют 

векторы [х \ ,у І )  €  І< іЛ х 2 >У2 ) 6 Щъ* такие, что -ж *  =  х \  +  у\ +  у£ =  0. 

Поскольку и € in f а і(0 ), то существует окрестность Bs(u), такая, что (0, ѵ) € 

К х Ѵѵ б Bj(m). Значит, <  ® |,0 >  +  <  y j, t /  > >  0, т.е.

(3.6) < y J , « >  +  < y J ,w > > 0 V u ;€ 5 * (0 ) .

С другой стороны, поскольку (0, и) 6 К , ТО < и, УІ > > 0 , <  и ,  У2 > >  0. Посколь­

ку  у* =  —у£, то отсюда следует, что <  y j,u  > =  0. Учитывая это и соотношение

(3.6), получим <  Уі,ги > >  0 Ѵф € Bs(0). Отсюда немедленно следует, что y f =  0. 

Следовательно, у2 =  0. Окончательно, получаем а*(0) =  {0 }.

С ледствие 3.3. П усть  /і(ж ). і  =  1,2,..., fc выпуклые и положительно однород­

ные функции, определенные на Яп а д(ж) линейная функция. П усть  существует 

вектор w такой  , ч т о  f i(w )  <  0, г =  1,2, ...,k,g(w ) =  0. Тогда для любого век­

тора сх =  ( а і , օ շ , ..,а *+ і)  € Я  +1 система

Ա {ж) <  а i , t  =  l , 2....,fc, g(x) =  Ofc+i

разрешиліа.

4. О СЕЛЕКЦ ИЯХ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖ ЕНИЙ С ВЫ ПУКЛЫ М И 

ЗА М КН УТЫ М И  ГРАФИКАМИ

Теорема 4.1. П усть  а : Я'* ֊4 2Л"‘ -отображение с выпуклым замкнутым 

графиком определено в некоторой окрестности U  точки  хц. П усть  (жц, уо) 6 

g ra f(a ). Тогда

1. сущ ествую т число L  >  0 и отображение у, определенное в некоторой окрест­

ности  U  C U  то ч ки  жо, такие, ч то  у( ж) €  о(ж), ж €  Մ , у(жо) =  Уо «

ІІІ/(* і) -  у(®2)|| <  і | |ж і -  ж2||1/2 Ѵжі,ж2 е Z7.

5. Сущ ествует производная у  (жр,ж) по каждому направлению ж. Оно липшице- 

ва по х  на Я " и у (жо.ж) € £ * » Рв/<в>(жо,уо)(ж) Ѵж 6 Я ".
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Д оказательство. Рассмотрим отображение b :  R u 2 я  , определенное по пра­

вилу: 6(ж) =  а(ж) Ո  В\(Уо) Ѵж е Ս .  Поскольку а  является полунепрерывным сни­

зу  отображением, то  существует окрестность Ս  Q Ս  такая, что Ь(х) փ  0 Ух €  Ս . 

Отсюда Ь - выпуклое отображение с выпуклыми компактными значениями. Сле­

довательно, оно является липпшцевым отображением с некоторой константой Լ \  

(см. [5], теорема 1.2. стр. 100). Значит, dom {D K»ran b' (жо, уо)) =  Rn (см. предложе­

ние 3.1). В силу теоремы 1.1 конус Л^га/ыО пьУо) является шатром к  множеству 

g r a f  (а) п точке (ж0,уо)- Л егко заметить, что К дга/(а)(хо,Уо) =  К д, п/(ь)(х  о-Уо)- 

Отсюда, существует отображение r(z ) =  г(ж ,у ) =  (г і(ж , у),го (ж , у )) =  o(z) такое, 

что для достаточно малых (ж, у) € Kgraj(a){x o, Уо) имеет место включение:

(4.1) Уо +  У +  г2(ж, у) €  6(ж0 +  ж +  г і(ж , у))

Т ак ка к  Ь липшицевое отображение, то из (4.1) немедленно следует, что для за­

данного е >  0 найдется & >  0 такое, что для любых(ж. у) € K graf(a)(x 0i Уо) Ո  Bs(0) 

имеет место включение:

(4.2) уо +  у  € 6(ж0 +  ж) +  е у / \ \П 2 +  ІІУІІ2Д і(0 ).

Заметим также, что отображение D K»Taf (-a'> (жо, уо) удовлетворяет условию Лип­

шица. Пусть г,-селсктор Штейнера для отображения D Keraf ia)(xo,yo). Известно 

(см. например |10], лемма 2.1.4, сгр. 192), что это отображение удовлетворяет 

условию Липшица с некоторой константой Լ շ .  Определим отображение Р  по 

следующему правилу: Р(ж) =  Ц ж Ц гД щ ), если ж /  0 и Р (0) =  0. Очевидно, что 

Р (ж) G »••«/(“> (жо, Уо)(х) Ѵж и Р(Аж) =  АР(ж) при А >  0. Покажем, что отоб­

ражение Р  удовлетворяет условию Липшица с некоторой константой Լ հ >  0. 

Действительно, имеем

||Р(ЖГ) -  Р(ж*)|| <  | M ( z e( ֊ j )  ֊  z , (  I j l j j ) )  +  \\Хв{ М - Ш Ш \ -  ||ж2І|) <

(4.3) <  | | 5 Ո | Լ շ | ֊  -  — jjl +  С||жГ -  Ж2ІІ <  (2Լ շ  +  С)||жГ ֊  щ \ ,

где С  =  шахгб в і(о) ІІ**(*)ІІ- И з соотношений (4.2)-(4.3) следует, что для каждого 

£ >  0 найдется <5 >  0 такое, что

уо +  Р(ж) С Ь(ж0 +  ж) +  е^||ж||2 +  ||Р(ж)||2В і(0) С 6(ж0 +  ж) +  еф +  £,§||ж||Ві(0)
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О  П Р О И З В О Д Н Ы Х  М Н О ГО ЗН А Ч Н Ы Х  О Т О Б Р А Ж Е Н И Й

Vx G Вй(0). Пусть у (х ) =  Р гц х)(у0 +  Р (т  -  х 0)). Д ля  каждого X, ||х|| =  1 имеем

ЯИШИШ!
Мо А ѵ '

Осталось доказать, что отображение у  удовлетворяет условию Гельдера. В ра­

боте |15| (определение 4(11), стр. 134) определено р- расстояние между множе- 

ствами С  и D  следующим образом:

</р(С, D ) =  in f { i )  >  0 : С  Ո  Вр( 0) С D +  В „(0 ), D  Ը  Вр{ 0) С С  +  5 ,(0 ) } .

Доказано (см. [15], упражнение 7.67, стр. 290), что, если множества С  и D - выпук­

лые ком пакты  и у (х )- непрерывное отображение на Bs(0), то существует число 

р >  0 такое, что

IIР гс у (х ) ֊  P rDy (x )И £  3^ 2dJ/2 (C ,D ) Vx € В 6(х0).

Т а к  к а к  Ь- липшицевое отображение с некоторой константой La и множество 

Ь(х)- компакт, то  число р можно выбрать настолько большим, что 6(х) С Вр{0), 

X €  B s(xо). И так, если х і ,  х -չ € B s(xq), то

||у (х і)  -  у (х 2)(| =  ||Р гЬ(хі)(уо +  Р (х I  -  Хо)) -  Р гЬ(хз)(уо +  Р (х 2 -  х 0))|| <

<  І|Р гЬ(*,)(Уо +  Р (х і I  х 0)) -  Р гЬ(Хі)(уо +  Р (х2 -  х 0)) ||+

"ЬIIР^Ь(хі)(уо +  Р{х-2 -  Хо)) ֊  Ргь(ха)(у0 + Р(х2 -  Хо))|| <

<  І з І І И  -1 -2 ІІ +  3W % 1/2( b ( x i ) ,Ь (и ) )  <  | |х і ֊  x z ll,/2 (L 3| | n  - 1 2||,/2  +  3 ( i , p ) 1/2) 

<  ((26)՝'2կ  +  StLip)1''2)!!*! -  »а||1/я < 4 * 1 -  **н1/а. 

где 1 1  ((3 « ) ‘ ^ і з  +  J ( L i r t l f l ).

A b strac t. The paper is devoted to  the question o f existence o f directional derivatives 

o f selections o f some set-valued mappings w ith  starlike graphs.
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