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А н н о т а ц и я . Д л я  допустимой последовательности 7  определяется ортонор- 
мированная система из кусочно линейных функций с нулевым интегралом 
на R. Найдены необходимые и достаточные условия на 7, для того, чтобы 
соответствующая система была базисом в Я 1 (Л).

M S C 2010  num bers: 42С10; 42С25; 46Е30.
К л ю ч е в ы е  слова: Общая система Франклина; сходимость; безусловная базис- 
пость; пространства L p.

1. В в е д е н и е

В работе [1] введено понятие обшей системы Франклина на R. Там же доказа

ны теоремы сходимости для этой системы. Д ля представления дели настоящей 

статьи, приведем некоторые определения и результаты из работы [1|.

О пределение 1.1. Последовательность (разбиение) 7  =  {£„ : ո  >  0} назовем 

допустимой на R , если 7  всюду плотно в R  и  каждая то чка  t G R встречается 

в 7  не более чем один раз.

Пусть Т  =  {է ո : и  >  0} допустимая последовательность. Для ո  >  2 обознаг 

чим 7 „ =  {է* : 0 <  і  <  ո  +  1}. Допустим тг„ получается из Т „ неубывающей 

перестановкой: 7Г„ =  { г ”  : т "  <  <  г <  п } , 7г„ =  7 п. Тогда через Տ „  обозна

чим пространство функций определенных на R, которые линейны на [т",тД .,] и 

равны пулю вне (т о ,т ”+ і). Ясно, что dim S„ =  п  и 5 „ _ і  С S „. Следовательно, 

существует (с точностью до знака) единственная функция /  € Sn, которая орто

гональна S n -i и || /| |շ  =  1. Эту функцию назовем ո -ой функцией Франклина на 

R  соответсгвующей разбиению 7.

Исследования выполнены при финансовой поддержке ГКН  МОН РА в рамках научного 
проекта 13-1А006
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Для ф иксированного ո  через Лг" ,  0 <  і  < ո  +  1. обозначим Л-сплайны соот

ветствую щ ие 7г„, т.е.

{1 , когда £ =  То
О, когда է ё  ( - 0 0 . r j )  U [ r f ,  оо),

линейная на [т „ , т "  ],

{1, когд а  է =  т ” ,
О, когда է £  (-оо , т£_х] Ս  | i+ ja  оо), 
линейная на [т Д ц т /1] и [ т " , т ,^ ] ,

{I 1 , когда է =  т£+1,
О, когда է е ( оо, т ” ] Ս  (т£+1, оо), 
линейная на [т£, Հ +1].

Ясно, что N " € 5 „, 1 <  і  <  п, и образуют базис этого пространства. Очевидно 

также, что N " 4- 5П, когда і  =  0 или ո  +  1.

Определение 1.2. Общая система Франклина { /„ (ж )  : ո  >  1} соответству

ющая разбиению 7  определяется по правилу / і ( і )  =  (х ) и для п >  2

функция / „  (х) естъ ո -ок функция Франклина соответствую щ ая разбиению 7.

Э то  определение почти повторяет определение общей системы Франклина на 

[О, 1] (см. |2] [4]), частным случаем которого является классическая система 

Франклина (см. [С]).

При исследовании общей системы Франклина на [0 ,1] важную роль сыграли 

понятия регулярности последовательности 7. Эти понятии нам нужны также 

при изучении системы Франклина на R.

Определение 1.3. Д опустим ая последовательность 7  называется сильно ре

гулярной с параметром 7 , если 
А”

7 ՜ 1 <  <  7 , для всех п  >  2 , г =  1 , ...,п,

здесь и далее А" =  т "  — т£_ 1.

Определение 1.4. Д опустим ая последовательность 7  называется регулярной 
по парам с параметром 7 , если

ДП ДП
7 ՜ ’ <  .է 2 Г Г7Г -  7. для всех те >  2, г =  1 ,2 ,...,те -  1. 

і+1 +  \
Так как последовательность 7  всюду плотна на R, то система является

полной ортонормированной системой в L 2(R).

В работе (1), в частности, доказано, что система является базисом в

£ Р(Д)> 1 <  Р <  оо и безусловным базисом в L P(R ), 1 <  р <  0 0 . Доказаны также
4
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теоремы о локально равномерной сходимости рядов Фурье-Франклина непрерыв

ных функций.
/

Однако система {/n}5JLi не образует базис в I I 1 (R ), так как интегралы этих 

функций отличны от нуля. Стромберг |7| построил систему из кусочно линейных 

функций, образующих безусловный базис в //*(/? ). В настоящей работе опреде

ляется одна система из кусочно линейных функций, определяемая допустимой 

последовательностью 7 . Находятся необходимые и достаточные условия на 7, 

при которых соответствующая система будет базисом в Я 1 (Я).

Условимся о некоторых обозначениях.

Через с, С, С \, С -,,..., обозначаются постоянные зависящие только от своих ин

дексов. Значения этих постоянных в разных формулах могут быть разными. 

Длину отрезка I  обозначим через |/|. Запись а ֊~  Ь означает, что существуют 

положительные постоянные с и С , такие что с • а <  b <  С  ■ а, а запись а ~ 7  b 

означает, что эти постоянные могут зависеть от 7 . Через Хл(х) обозначим ха

рактеристическую  функцию множества А.

Результаты настоящей работы без доказательств анонсированы в [5].

2. О п р е д е л е н и е  о б щ е й  с и с т е м ы  Ф р а н к л и н а  и  е е  я д р о  Д и р и х л е

Через SJJ обозначим множество функций из 5 „  с нулевым интегралом. Ясно, 

что С 5 „, С 5 "  и dimSj) =  ո  — 1. Поэтому, для ո  >  3, существует

единственная (с точностью до знака) функция Fn е S®, со свойствами: ||!F„ | | 2  =  1 

и F „ ортогональна S j j - r  Эту функцию назовем ո -ой функцией Франклина с 

нулевым интегралом.

Очевидно, что .V" £ SJJ и поэтому нужно искать базис в 5®. Обозначим

N n(t)
(2.1) Я Ш  , і  - 1.2,...,п.

Лі + А »+1

Тогда / п M ? (t)d t *  I ,  i  =  1 ,2 , и для

(2 .2 ) ՏՐ(է) =  М №  -  МР+1 (t), t = l , 2 .....п -  1

имеем В "  € 5°. Очевидно, функции Z?'*, г =  1 ,2 , ..., ո  -  1, линейно независимы и 

поэтому образуют базис в 5°.

О пределение 2.1. Система Франклина с нулевыми интегралами {F n(t) : п >  

2} соответствую щ ая разбиению 7  определяется по правилу F>{t.) =  и

для п >  3 функция Fn(t) есть п-ая функция Франклина с нулевым интегралом, 
соответствую щ ая разбиению 7.



Через D „( i,T )  обозначим ядро проектора из пространства L l (R ) в простран

ство Հ ,  т.е. V n(t,T ) =  £ fc=2 Fk{t)F k(T). Очевидно, D „ ( t , r )  =  D „(r,« .)

Дли исследования ядра Дирихле т), напомним некоторые свойсгва ядра 

Дирихле K n{t, т ) системы Франклина { / п ( 0 } ^ и  т-е- ^ Л ^ ,т )  =  X)fc=i Л ( * )Л (Т)- 
Ясно. что если у  € 5 ,„  то </(t) =  / л К п({,т)д(т)<іт. Поэтому имеет место

(2.3) [  K „ ( t ,T)N?(T)dT =  N ? №  t  =  1 ,2 ,...,ո ,
JR

которое, с учетом линейности функции K n( t , r )  по каждой переменной на отрез

ках равносильно

[  К п(т£.т)1Ч?(т)(1т =  N " ( t£ )  =  tfjfc, когда і  =  1 , 2, ...,n , fc =  1 , 2, ...,n.
Jr

Учитывая линейность функции К „ ( - ,т )  на интервалах [т” ,тД .1], получим
Ո

K n ( t , T ) - : 2 2 N ? ( t ) K n ( T £ , T ) .

Щ 1

В работе [1) для K „ ( t , r )  доказаны следующие леммы.

Д ем м а  2.1. Д ля всех n u t  выполняется

[  \K n(t,T )\d r <  3.
J r

Л ем м а 2.2. Д ля всех п  е N , и 0 <  і  <  к  <  п +  1 выполняются

(2-4) l * n ( T ? , 7 f  )| <  91* ՜ ' 1 | П 4
lTfc+i ~ т» - іІ

где I  =  I  и  | | |  =  r j ,  т£+2 =  t ”+ j .

Фиксируем п  и для удобства вместо D „ ( t , r ) ,  К „ ( і.т ) ,  N f( t) ,  M ” (t), B "( t) ,  r ” , 

А" будем писать D (t, т), K ( t , r ) ,  N i(t) , ԽԱ{է), B i(t), r*, Aj. Поскольку 5® состоит 

из кусочно линейных функций, то
Ո  Ո

(2.5) £ (* ,  т) =  £  =  £  Й Ш в , т)
«յ'=ւ <=l

и
ո

(2-6) ©(Гі, т ) =  £  D(Ti, T j)N j( r ) .
j = l

Выразим D ( t £, t )  через K ( t j , t ) .  Очевидно, Ѵ (т і г ) €  S® и оно однозначно опре
деляется из условий

Г. Г. ГЕВОРКЯН, К. А. КЕГЯН



(2.8) I  а>(гь т)<£т =  0.
J r

Поскольку функции К (т і,т ) ,  і  =  1 ,2 ,...,ո ,  линейно независимы и принадлежат 

Տ ո , то Ѣ (т і,т )  можно искать в виде суммы £ ”ж1 а ^ К ( т г ) ,  где а ' искомые числа. 

Убедимся, что при подходящем выборе чисел а< для
Ո

(2.9) В(т,-,т) =  К { т і, т )  -  a i^ ^ K ( T j,T ) ( \ j +  AJ+i)

выполняются (2.7), (2.8). Действительно, для любого о,, из (2.1) - (2.3), имеем 

[  Ъ (ъ ,т )В к{т )(1 т  =  [  К { т і , т ) {М к ( т )  — М к+ \(г))(1 т—
Jr  - J r

+  Ai+ 1 ) /  (T j, т ) (М к (т ) -  M fc+. ( r ) ) r f r  =
j= i  J R

M k ( j i )  -  M k + l(Ti) -  o,(As +^ i+ i)-W fc(T fc)+

Oi(Afc+i +  Afc+2) M fc+1( r fc+1) =  Bk(n) ֊  <*• +  «■ =  5 fc (T i)’ 

т.е. (2.7) выполнено. Если положить
_____  L K ( T „ T ) d r _________

( } “ * Е " =1(А ,.+  А, +1 ) J n K ^ ' T)dT'

то из (2.9) получаем (2-8).
Оценим о ,. И з  Щ . Л Г , ( т )  =  х [тц.г„ +1,(т )  и (2-3) получим

(2.П )  /  Щ р *  =  /  ”£  K ^ ^ J r id /r  j y ^ , r m r ) dr  +  l +
J n  Ш  m« 0

Ր ՝  K (T j,T )N n + l(T)dT =  1 +  ~ ֊ K ( r j,n )  +  ֊ ֊ K ( T j , T n).
J rn

Следовательно, из (2.10) имеем

(2 .1 2 ) ւ  +  ^ * ( * , ո ) +  ^ № , ^ )  =

( Հ~^(\  ,  լ  \  ,  Aj .  . . .  .  \  Լ  Հ  ՜ ՝  K{Tj,Tn)(Xj +  A j  +  l )  J
a.  I 2 ^ (A j +  Ai+ 1 ) +  ֊հ Ն  * ( 4 , 1 Հ ) ( ճ յ  +  Ai+ x) +  g у

\ i = l  j = l  
Негрудно заметить, что

ք է  К (ъ ,т т )(Х , +  Ai+ i )  =  շ Հ  K (T ,rm)d r,

Ц 1

откуда, используя (2.11 ), получим
ո  ! Ац+і

ОБ ОДНОЙ СИСТЕМЕ КУСОЧНО ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИЙ ...
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Д л я  п  >  3 такж е  имеем (см. (2.4)):

(2.14) | у Щ г т , п )  +  *=± ІА Г(тт , г п )| <  1  {qm +  q " ֊ m) <  Ц .  

Следовательно, из (2.12) и (2.13) получим

(2.15) (4 = ----- ------ , где —  < с і <  2 ՜
Tn+i I  т0 54

О ткуда, применяя (2.9) и Лемму 2.1, получим

(2.16) Ր '  IЪ {п ,т )\д т  <  [  "+1 |ЛГ(ть т ) |г іг  + ------  ------V ( A j  +  AJ+1) <  15.
J to J  to  Tn + 1  To .̂= 1

Из (2.5) и (2.16) вытекает следующее утверждение.

Л е м м а  2 .3 . Д л я  любого п  вы полняется

|2)n ( t , r ) | d r < 1 5 .
ւ я

Из (2.9) и (2 1 3 ) получаем другое представление для D ( т , , г ) :
ո

(2.17) ® (т» ,т ) =  К ( п , т )  ֊  а і^ 2 К ( т у ,т ) ( ճ 3 +  AJ+i )  =

ո  ո

т ) - а і  2 ^ (A j  +  A j+ i)  ^  N m [r)K (T jy  r m) =
m = l

К ( п , т )  -  2a, f ;  N m ( r )  ( l  +  ^ ( r b r m) +  ^ t l t f ( r n , r  Л  .
m = l /  ;‘j

3 . О с н о в н ы е  л е м м ы

Напомним два эквивалентных определения пространства Я 1 (А ).

П усть rb (t) =  ш а х(0 ,1 -  | і |) ,  (է) =  խ ( ֊ ) .  Д ля  /  €  L * (R )  положим

/*(#■) =  sup I  [  ք { յ ) Փ Հ (է -  t)cL t .
C>o\J r

О п р е д е л е н и е  3 .1 . (см. [8]) Будем говорить, ч т о  /  е H 1{R ), если / *  е  L?(<R). 

П ри э т о м  полагаем  Ц /Ця1 =  | | /* | | і-

О п р е д е л е н и е  3 .2 . Говорят, ч т о  ф €  L l {R ) является  а том о м , если сущ еству

е т  интервал I  6  R , т а ко й  ч т о  supp^ с  I ,  sup|0 | <  ^  и Լ  Փ (է)ճէ =  0.

О п р е д е л е н и е  3 .3 . /  €  H l (R ), если сущ е ств ую т а то м ы  фі и  действительны е  

числа а  та ки е , ч т о  f  =  аф {. При э то м  полагается  | / | | Я і =  in f(X I~ 1 |с, |), 

где н и ж н я я  грань берется по всевозможны м представлениям  ф ункции f  а т о 
мами.

8
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Определение 3.3 впервые было дано в работе |9) и там же было доказано, что  

нормы в определениях 3.1 и 3.3 эквивалентны.

Далее нам будет нолезна следующая простая лемма.

о
Л е м м а  3 .1 . П у с т ь  suppy? С [а,/?] и  Լ  ip (t)d t =  d. Тогда для любого Ь >  0  +  

2 {0  — а ) и м е е т  м е сто

б В Ш

ОБ ОДНОЙ СИСТЕМЕ КУСОЧНО ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИЙ ...

Д о ка за те л ьств о . Действительно, для / >  20  — а  и Հ  =  3 (t — 0 ) имеем

I

И нтегрируя последнее неравенство получим (3.1). □

¥>* ( t)  >  I [  <р{т)Ф< {է ֊  т)(1т
\J  а

П усть ф атом, т.е. для некоторого интервала I  выполняются условия:

(3.2) s u p p l e / ,  sup|0(<)| <  и ՜ 1, յփ ( է ) ժ է  =  0.

Через 7(ф ) обозначим проекцию ф на Տ ° , т. е. У (ф )(і) =  JR V (t, т)ф(т)с1т. Обозна-

чим та кж е

(3.3) K ՝ ( t , r )  =  £  N „,(t ) ( l  +  y / s r ( r b Tm) +  ^ i | f ( T n tr m) )  ,
t = l  m = l '  ՛

(3.4) P(4>)(t) =  f  К {։,т )ф {т )(1 т  и Բ \(Փ ){է ) =  I  К 1[г,т )ф {т)д т .
J n  J r

Тогда, из (2.17) будем иметь

(3.5) 3>(0)(է) =  Р Ш )  -  P i (Փ )(է).

Л е м м а  3 .2 . С ущ е ств уе т постоянная С \ >  0, т а ка я  ч т о

sup | |? (Փ ) |^ >  >  С і  • In  Д  — 8,

где Д  =  m ax /  а.+Л;+, ձՀ±ձ+ձւ±ձ1 а верхняя грань берется по всевозмож- 
1 < і< п  — 1 Լ  'м + і+ * і+ 2  А«+Л» + і J

ны м а то м а м  ф.

Д о ка за те л ь с тв о . Очевидно, что

(3 .6 )  Н И  >  р ՝ ш )  ֊  p ; m t ) .

И з (3.3), (2.15), (2.14) следует, что

(3.7) Й в Ш ! Tfi+ 1  — r 0
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Следовательно, с учетом (3.2), получим |А(^)(<)1 <  г Поэтому

(3.8) И р  <  I  - 8 -
Т„ + 1  — 7̂о

Дословно повторяя шаги доказательства леммы 5.2 из работы (3), получим

L P '( t)d t >  C i In Д.
Ո>

Комбинируя последнее неравенство с (3.8), (3.6) получим, что

sup II?(</>) II //• >  [  *  T { t) d t >  С \ і п Д - 8.
Jra

Лемма 3.2 доказала. О

Л ем м а  3.3. Д опустим  последовательность 7  регулярная по парам с пара

метром  7  и сі/щ еств і/г.т та кая  постоянная Ѳ >  0, ч т о  для любой функции 

F  € / / ' ( Я )  выполняется

(3.9) I I W I I w  < Н И І Я ‘ .

Тогда сущ ествует постоянная С7іо >  0, такая  ч то  

<з 1 П >

Доказательство. Допустим противное: выполняется (3.9) и не выполняется (3.10). 

Тогда для любого натуралыюі՝о к  существует щ , такое что

А ^ + А ? "  ^ І  ...... AS* +  A” ;+ i  „  1
(3.11) „и ни <  լ  ШШ ՈԱ _ пи < I ■

тп»+1 _ т 0  Л тп * + 1  т 0  К

Фиксируем достаточно большое к  (будет уточнено ниже) и допустим для п * вы

полняется первое из неравенств (3.11). Далее, с целью упрощения записи, вместо 

пк напишем п, а вместо А", т /‘ , N "( t)  будем писать А; , т,-, ЛТД*), соответственно. 

Итак, выполняются

7՜1 <  * ՛  + . \ + l -  <  7 . для і  =  1 , 2...,ո -  1 ,
A .+ l +  А | + 2

A i 1  І І  1

<з л 2 > <  i

Положим

Ш  Ш  I  V ՝ (№ (») -  ^ 1( *  +  Ai -I-
2 (A l +  A2 )

10
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Очевидно, что ф является атомом и поэтому ||ф||н ՝ =  1- Оценим ||?(Փ)||//> снизу. 

Пусть ошіть Ր (ֆ )(է ) и Pi (Փ)(է) определяются формулами (3.4) и имеет место 

представление (3.5). Из (3.3), (2.14) и (2.15), получим

(з л з , і . а м < № < , & м ,
І ІѴ  (A i ,+  . . . . + A | |+ | )  А і +  . . .  +  Лп+1

Из этого следует, что
8
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(3.14) |А (* ) (0 1  <
7п+І ~  'О 

откуда получим

(3.15) ІО ДС О Д <  -  8—~  I
Tfi+ 1 ”  Պ)

Заметим, что Р(Ф) — Р { ДД,+\а) ЛГі) =  շք аТ+а-і) 1 c',,eA0DHTCJIb110՛ используя
(3.14) и (3.12), будем иметь для к  >  64

(3.10) Г  П Ф )№  >  I  -  8 —  — ^  >  I
Jro  4  *п + і ~  ’ to о

Положим P j(t)  : =  1Р(0)(О • Х|тъ.т,|(0. и

(3.17) Р;,(<) :=  0>(*)(է) ■ Х|г2,т„+І](«) =  А ( * ) ( 0  • Х[г,,гя+1](0- 

Применяя Лемму 3.1, из (3.16) получим

(3.18) /  K ( t jd t  >  С  In ՜̂1՜1 ՜  -  >  С  \п (к  -  1).
Л »  т - і- т о

Откуда, применяя (3.15) и (3.17), получим

1 № ) | | я ‘  >  /  ,М  P * m t ) d t  >  С \п (к  -  1 ) -  8,
•/то

что противоречит (3.9), если взять к  >  64, так чтобы С  ln(/c -  1) -  8 >  Ѳ. Лемма

3.3 доказана.

4. Д о к а з а т е л ь с т в о  о с н о в н о г о  р е з у л ь т а т а

Теорема 4.1. П усть  7  допустимая последовательность ս {^ ո (է ) } ո * շ  соот՜ 

ветствую щ ия система Франклина с нулевыми интегралими. Тогда для того, 

чтобы  система  { ^ п (0 }пш3 была базисом в Я 1 (Л ) необходимо и достаточно  вы
полнение условий:

(i) последовательность 7  регулярна по парам с параметром  7 ,

(ii) сущ ествует постоянная Ѳ >  0, токам ч т о  для всех п  выполняются

______________________ > 0  и  ______* І + Л п±і______> * .
А? +  AJ +  . . .  +  А "+ ,  “  А? +  AJ +  . . .  +  А;*+ і

11



Доказательство. Необходимость условий ( і ) ,  ( і і )  следует из лемм 3.2, 3.3.

Д остаточность . Из всюду плотности последовательности 7  следует, что (Jn 5° 

всюду плотно в Я 1 (А). Поэтому достаточно доказать, что существует постоянная 

C-y.fl, такая что для любого п  и любого F  6  H l (R ) выполняется |

(4.1) І ІУ п М я »  <

Учитывая определение 3.3, достаточно доказать (4.1) в случае, когда F  является 

атомом, т.е.

(4.2) suppF С [х, у], sup|F (t)| <  — и [  F {t)d t =  0.
У х  Jx

Зафиксируем п. В дальнейших занисях для простоты индекс ո  опускаем, т.е. 

вместо г/*, A” , J*„(F ), будем писать г,, А „ 7 (F ), соответственно.

Возможны следующие случаи.

(1) X <  гь

(2) У > т„,
(3) [ і ,у ]  С [Tj.Tfc], где 1 <  j  <  к <  п.

В  первом случае обсудим два нодслучая: у >  тз или у <  Тз. В первом иодслучае 

из второго условия теоремы и из регулярности последовательности 7  по парам 

имеем

1 Ѳ
(4.3) |[х ,у ]| >  А2 +  Аз >  — (Аі +  А2) >  ֊ ( т „ + і  -  т0).

Следовательно sup |F (t)| <  с»,7 (т „+ і -  то) ՜ 1 и с учетом леммы 2.3, получаем

|3*(jP)(t)| <  Се,у(тп+ і -  т о )՜1.

Принимая во внимание supp3>(F ) С (ть,т„+і). f n J>(F )(t)d t =  0, получим ||3>(^*’)||л/> < 

С$п . Во втором иодслучае (у <  т3) из (2.4) нолучим

|P (F )(i) | <  [  \K (t,r)\\F (T )\d T  <  max |/C (t,r)| <  ֊ Г Г  K с о ,у Ы + і - т о ) ՜ 1-
Jx т€1х,ѵ] AJ ~г

Из (3.4) и (3.7) следует

\P i(F )(t)\ <  С  .
ТѴ|+ 1  “  Го

Следовател ьно |? (F )(t)| <  Сѳ,7 (т „+ і -  то)-1 . Отсюда, с учетом suppiP(F) С

[то,т„+ і]  и f n J>(F)(t)dt =  0, имеем ЦСР(Р)Ци і <  Св։1.

Второй случай доказывается аналогично первому.
12
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ОБ ОДНОЙ СИСТЕМЕ КУСОЧНО ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИЙ 

Т р е ти й  случай. Допустим P (F ){t) =  / „  К (t, T )F (r)d r имеет представление
Հ  Ո

w w  =

Обозначим ІѴГ =  N t • N ? =  N i ' X(r,".r- ,)• Рассмотрим функции

1 2 1
(4.4) ipt =  -о ч - іЛ Г ^ , +  Для l < i < n ,

где оо =  а „+ і =  0. Учитывая, что JV,- =  N ~  +  Л',+ . го (4.4) получим
Ո

(4.5) P (F )(t) =  У > ( * )  +  — N f ( t )  +  ^ K ( t ) .
<=i I  * *

Обозначим L t =  suppTVj. Напомним, что suppiV,- =  (т ,_ і,т ,+ і] ,  для 1 <  i  <  ո . 

Негрудно вычислить, что для 1 <  і_< я

(4.6) [  քիէ(է)<1է =  [  P {F )(t)N i(t)d t — [  F (t)N i(t)d t.
J r J § i n

Заметим, что если 1 <  i <  j  или к  <  i  <  n, то suppF Ո  L i — 0. Поэтому

I  F {t)N i(t)d t =  0.
Jr

Следовательно, из (4.6) получим

I  yj>i(t)dt =  0 , когда 1  < i  <  j  или к  < i < n .
Jr

Поэтому

(4.7) Ц^іЦ/ / I  <  |№i||<x>|£i|< когда 1 <  ։  <  j  или Ar <  i  <  ո .

Оценим норму | |E SuppFnL, = 0  , • Для і  <  j  из (2.4) и регулярности последо

вательности 7  по парам с параметром 7  имеем

(4-8) M o o  <  max |P(F)(«)| <  max \K ( t,r ) \ <  I
t€ [r4_ i ,T 1+I) <6 |T,_i.rf+ i| _____ \ L j \  I

Аналогично получается 

(4.9)

Из (4.7) -  (4.9) следует

■  < С У.

ІІѴЦоо <  7 ՛ fc+2 ]7 7 , когда i >  к. \Ьі\

J 2  Фі
sU|>l>Fnt(=0

Обозначим

(4.10) *(0  = £  *№ •  
іші
13



Нетрудно заметить, что

к
(4.11) £ ^ < ( է )  =  1, когда է € [Tj.Tfc].

Поэтому из (4.10), (4.6), (4.11), (4.2) следует

Г +՝Ф №  = Т ,  \  F ( t )N i№ =  Г  F { t) J 2 m t)d t  =  0.
ТІ-1 im j Щ  Щ  imj

Отсюда, используя suppV» С [т ,_ і,т к+ і). имеем \\ф\\н՝ <  IM Io o ^ fc + i-T j- i)-  Чтобы 
оценить HV’lloo рассмотрим два подслучая: к  — j < 3 u k ֊ j >  4. В  первом 

подслучае из регулярности последовательности 7  по парам с параметром 7  мы 

будем иметь

|[т , - і ,т ѵ и ] |  ~ 7  1Ւ /.Ո + շ]|. для j - І  <  І <  к -  1 .

Следовательно, из (2.4) и ||-Р||і <  1, получим

.up WDI <  шах+ і { Ы )  <  |P(F)(T.)J <  |К((,т,)І <  Д .  .
— — “  *<е<у *

Откуда получим оценку Ц^Ци1 <  С֊,. Во втором подслучае мы имеем [т,-+1, тц_і] С 

( і,  у] С fa  ,т к ] и к  -  1 >  о ՛ +  1) +  2. Следовательно, используя сильную регу

лярность по парам с параметром 7  последовательности 7  и Лемму 2.1 получим 

|suppV| С [Tj-bTfc+l) и

sup|V»(OI <  3sup |F (t)| < ------- -------- < --------— ------ ,
T f c - l  — T j+ l  T fc + i — T j - i

откуда будем иметь Ц^ІІн1 <  С-,.
Итак, для завершения доказательства теоремы достаточно оценить (см. (4.5))

Лգ дг- +  2 дДГ+ -  P i (F )\\h ՝ в третьем случае. Из (4.6) следует, что

Т  [  I  I  F { t ) T N i( t ) d t  =  Ր  F(t)d t =  0 .
іш\ •'Я •'я  І=1 щ

Следовательно, получаем

(4.12) Լ  ( y N f ( t )  +  у  K ( f )  -  P , ( F ) ( t ) )  dt =  0.

Используя (2-4), неравенство ||F ||i <  1 и условие ( іі) из Теоремы 4.1 получаем

(4.13) |« і|  <  — — -----, К І  <  С$

Г. Г. ГЕВОРКЯН, К. А. КЕРЯН

Тп+ 1  7՜օ Лі+ 1  Тц
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Теперь оценим P i(F )(t). Так как в этом случае suppF С [т ,,г*] С [т і,т „ ], и
Ո

'  j  A lj( r)  а  1 , дли т  € (т і,тп] следовательно, имеем
ts l

[  F ( r )  Ѵ > , ( т ) А -  =  Г  F ( r )d r  =  О,
Щ  Щ  Щ

откуда используя (3.3), (3.4) (см. также (2.15), (2.14)), иолучим

(4.14) |F ,(F )(t) | =

! J  F ( t ) N i(t)a, #тп(т) ^ у /С ( т ь тт ) +  (тп,тта)^ d rl <

2 max la; I 
1< і< »  1 1 l<m<*»

Из (4.13), (4.14) следует

Св
| у ^ г ( * ) + — е д о ֊ л ( ж * ) | <

3  '  w  3  " w  * ՝  , w | -  T n + i - т ъ '

которое комбинируя с (4.12) получим

ц і і ѵ г + ^ л е - л ^ . і с . .

Теорема 4.1 доказана. О

Замечание 4.1. Несмотря на то , ч то  определения системы Франклина на 

[О, l j  t i на R  с нулевым интегралом аналогичны, однако, необходимые и до

статочны е условия для базисности э ти х  систем соответственно в простран

ствах  Z/ 1 [0,1] и Н щ К ) не аналогичны. В  работе [10] доказано, ч то  общая си

стем а Франклина является базисом в Я 1 [0,1]. тогда  и только тогда, когда 

порождающая последовательность 7  является регулярной по парам. Д ля пе

риодической общей системы Франклина теорема такого ж е  характера доказана 

в [ і і | .

П р и м е р  последовательности удовлетворяющ ий условиям ( і) , ( і і )  Тео

рем ы  4.1. Пусть Հու, т  =  1,2,..., возрастающая последовательность положи

тельных чисел. Определим допустимую последовательность 7  =  {է» : п  >  0} 

следующим образом. На первом шаге положим to — 0, і і  =  — & , էշ =  Հ \. На 

втором шаге добавим точки կ  =  -՜քշ, կ  =  -Հ լ /2 , է& =  Հւ/2 , կ  =  Հշ- допустим 

7 շո_շ =  {էյ : 0 <  * <  2”  — 2} определено. На ո -ом шаге положим էշ»_ւ =  —Հո-
15
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I Іотом добавим слева па право средние точки интервалов образованные точка

ми 7շ»_յ. И  положим էշ,,4i _ j  *  Հ „ .  I Іродолжая так до бесконечности получим 

доііусгимую 1 юследователы юсть 7 . Ясно, что если

і г \  „  .  .  է £ « 1 + 1  ՜ ՜  4 і »  { п і  +  1 ՜ Հ ա  .(4.15) 0 <  in f -  -  —■ и sup  ------  ------<  эр,
m > * s m  “  s m —1 m >  1 > m  s m - 1

тогда I юсл едовател мюсть T  сильно регулярна ( следовательно, и сильно регу

лярна но нарам). Очевидно, что последовательность 7  удовлетворяет условию

(іі), тогда и только тогда

(4.16) in f >  1.
"*> і U - 1

Так как дли =  ат , при а >  1, условия (4.15), (4.16) удовлетворены, следова՜ 

тельно, последовательность 7  определенная как выше для Հ ո, =  s '" , при а >  1, 

будет удовлетворять условиям Теоремы 4.1, а соответствующая система Фран

клина с нулевым средними {F „(< )}^ 2 будет базисом в Я 1 (Я). 

A b s tra c t. For an admissible sequence 7  we define an orthonormal system consisting 

of piecewise linear functions w ith  vanishing integrals on R. Necessary and sufficient 

conditions on 7  are found for the corresponding systcin to  be a basis in H ] (R ).
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А н н о т а ц и я . Введены н е к о т о р ы е  w -иссопы е кл а с с ы  га р м о н и ч е с к и х  в  верх
н ей  полуплоскости функций, найдены п р е д ста вл е н и и  этих кл а ссо в . Дано 
описание граничных эначеиий функций и і р а ссм а тр и в а е м ы х  кл а ссо в  по
средством понятия ш-смкостн, в  частном случае п е р е хо д я щ е го  в а н а л о г  о -  
емкости Фростмана.

M S C 2010 num bers: 31А05, 31А20.

К л ю ч е в ы е  слова: гармонические функции; граничное поведение.

Даннам статьи частично распространяет на случай полуплоскости результаты 

[1 , 2), относящиеся к  граничным свойствам подклассов мероморфных функций 

ы-ограниченного вида в единичном круге. А именно, подобные результаты полу

чены дли некоторых ш-весовых классов гармонических функций с нсорицатель- 

ными гармоническими мажорантами в верхней полуплоскости. Кроме того, в 

статье дано w-весовое, гармоническое расширение результатов |3|, относящихся к 

факторизации и граничным значениям мероморфных функций «-ограниченного 

вида в полуплоскости.

Ниже рассматриваются некоторые классы гармонических в С + функций, чьи 

частные ы-производные принадлежат классу ОТ'" Б. Д . Соломенцева |4|, т. е. 

удовлетворяют условию

Д ля введения отмеченных производных, всюду ниже будем полагать, что и (х ) - 

функция класса Ո ,  т. е. w (x) >  0, нево «растает на (0, +оо) и

ш (х) ж  х а при некотором -  1 <  а  <  0 и любом х >  До >  О

А. М. ДЖ РВАШ ЯН, Д Ж . Э. РЕСТРЕПО

1. В в е д е н и е

г+ °°
sup /  |u(x +  iy ) \d t <  +оо. 
у>0 У—оо
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(ui(x) X  хп означает, что С іх п <  и і(х) <  Շ շ ւո  с некоторыми положительными 

постоянными С\ и Сг). Кроме того, полагаем, что

а » ,  ( х )  =  [  ա ( է ) ժ է  <  + о о ,  0  <  X  <  + 0 0 .
J о

Отметим, что н Ո  и частности содержат! все функции вида иі(х) =  х а при 

- 1  < а <  0.

Полагая, что иі(х) € П и функция u(z) задана в (7+ , формально введем оператор
О

(1.1) L wu{z) =  - L Ux — u(z), 

где
r+oo

(1.2) £« ,« (*)=  /  u(2 + tA)dui(A)
Jo

- оператор, рассмотренный в [5]. Отметим, что в |5] рассмотрено также некое яд

ро типа Коши, связанное с оператором (1-2), с неубывающим на (0, +оо) функ

циональным параметром ш (х). Легко видеть, что интегрированием по частям в 

знаменателе подынтегрального выражения ядра из [5] получаем
r+°° fit /Ч°°

(1.3) Сш( г ) =  I  e'։ t — r, Ա է )  =  է e~tXU{X)dX.
Jo J°

Всюду ниже будем пользоваться именно этим определением ядра Сы[г ) , что, 

между прочим, применимо и в случае неубывающего функционального пара

метра ш (х), рассмотренного в (5).

2. П р е д в а р и т е л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы

2.1. Начнем с некоторых свойств ядра Сы(г).

Л ем м а 2.1. Если ш (х) € П, т о  функция Си (г) голоморфна в G+ , и при любом 

р >  0 сущ ествует постоянная М р<и1 >  О, зависящая только о т  р и  ш, такая, 
ч то

(2 1 ) \Си,(х +  іу )\ <  - о о < х < + о о ,  у > р .
V

Доказательство. Пусть 0 <  р <  у <  +оо -любые числа. Тогда при 0 <  է <  1 / Д 0

А. М. ДЖРБАШЯН, ДЖ. Э. РЕСТРЕПО

e H z + iy ) t

Ա է )

Щ  <  1 e~pt 1  e - * t a
է Լ  50 e~xtoj(x)dx է Լ ™  e Xtxa dx  C i  f * ° °  e~xXa dX՝

а при  I /Д о  <  է <  -boo 
g * ( * + « y ) l

Ա է )
;-» i 1 e- *  Հ  1 e~pl

t  / 0+ос e~xtu)(x)dx ^ ( Д о )  t / 0Дп t ~ xtdx ՜  “ (Д о ) 1 ֊  e“ lA ® ՜
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О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Таким образом, при любом р >  О подынтегральное выражение в (1.3) имеет 

Суммируемую мажоранту. Тем самым, интеграл (1.3) равномерно сходится в по

луплоскости у  >  р, и Сш(г) голоморфно в G+ . Кроме того, аналогично получаем, 

что для достаточно большого у >  0  и любого х  б (—оо, + 0 0 )

И Я т Ш  I  В  e - * tadt 1 Г+0° e-« ldt
"  Օ շ Jo в֊*АМА +  w(A0) Л/д., 1 ֊

1 I  ^+оо
<  р г  /  e~ytt a d t +  - -  - -  /  c ֊ * < f t

Щ  J0 С4^(Д о ) Jl/Ao
1 - /Ч»/До 1 /-+00 JV-

<  /  e~vu ad u  +  - Т /  e~udu <  ֊ ^ ֊ ,
У С3 Уо уС4ш(Д0) Jу/&а У +а

где >  0  - постоянная, зависящая только от и*, т. е. верна оценка (2 .1 ).

В частном случае Ц х )  =  *™, - 1  <  а  <  0, как нетрудно убедиться,

< ? „ ( * ) ֊  CQ(z) =  ( _ . г )1+<> "  С“ (г) L (x ) . i  =  2  J G+I

т. е. Cu (z) переходит в обыкновенное ядро Коши. Кроме того,

Я В И  I Н  z € с +.
— I Z

Действительно, если w(x) € f t ,  то по теореме Фубини

L uC u(z) =  - L U l- С и (г) =  -  [  — Сш{г +  і<т)вш\(а) =
Ш  Jo Щ

[+оо д  /  ,+оо еі(«-Н*)«Л  \  [+30 Г+оо g-otdui (а) I

Լ  £>У \ J o  t f 0+eoe ֊txdu1( x ) )  Լ  в J q ° ° e~txdui(x) * ~

2.2. Для применения Լ ա к  другим функциям нужны некоторые определения.

Определение 2 .1 . Область G С С назовем оо-звездообразной, если вместе с 

любой точкой  z  6  G в G содержится т а к ж е  интервал z +  ih , 0 <  Л <  +оо.

Определение 2 .2 . Функция и (z), заданная в оо-звездообразной области G, при

надлеж ит классу М ш (ш(х) € П), если сущ ествует угловая область Д(д0, До) =  

{z  : |тг/ 2  — argz\ <  So, |г|' >  До} с какими-либо 0  <  So <  іг/ 2  ս  0  <  До <  +оо, 

такая, ч то
r+°° I д

(2 .2 ) sup /  — « (շ  +  i<r) u (a )d iт <  +oo
*еэс I о I Ш

для любого ком пакта  X  С G  Ո  Д(£о. До)-

Л ем м а 2.2. Еслиш (х) € П, а функция u(z) € М ы гармонична в оо-звездообразной 

области G, т о  т а к ж е  функция Lwu(z) гармонична в G.
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Доказательство. Если X  - какой-либо компакт в G, то при некотором do >  О 

компакт Хо =  X +  ido содержится внутри области (7пД(Ло> До)- Тем самым, при 

любом г  € X  для функции щ {г) =  # и ( х  +  іу ) получаем

fda I Q г+эО I Q
^ա ,|« ւ(- ) | =  /  « -« (*  +  **) ա (յ ) ^  +  /  h r “ (* +  *Jo I Պյ j  do IШ

u>{a)da =  11 +  72,

где
րքկէ

s u p /i <  шах |и і(г  +  іст)| I  u (o )d a  <  + 0 0 , 
*63C i63C,0<(T<rfo y0

a no (2 .2 )
/.+00 I 3  r + o o  I g

/ — u ( *  +  i f f )  w ( f f ) d f f  =  / — и ( г  +  id o  +  i f f )  w ( t r  +  d o )< fo
У *  l " I /  io  |s«| ' I

/•+°° I ff I /•+eo
<  / — u ( ( *  +  id o ) +  i f f )  w ( f f )d f f  <  sup /

JO I " ! /  ֊ I  геЭСп Уо
— и (г +  iff) 
ay

w(ff)dff <  + 0 0 ,

поскольку функция w ( i)  невозрастающая. Отсюда, применением теоремы Фуби- 

пи заключаем, что для любого г  6  G  и достаточно малого г  >  О

Н о  +  =  — /  L „ ։ ^ u ( z  +  re« )de  =

Jo (b irJ o  ^ y u(<z +  ге*в +  ІА^ Ѳ)  =  ՜  Լ  ^ « (*+ *A )d w ,(A )  =  L uu(x). 

Таким образом, функция Luu(z) гармонична во всей области G. □

Для доказательства того, что оператор Lu  - взаимнооднозначное отображением 

на некотором классе гармонических в оо-звездообразно области функций, пона

добится приведенный ниже результат, который является базовым дли установ

ленных в дальнейшем представлений.

Теорема 2.1. (Е . Д .  Соломенцев [4]). Класс ОТ7"  субгармонических в G+ 

функций и (г) подчиненных условию

/+оо
|u(x +  iy )\d x  <  + 0 0

-00

совпадает с м нож еством  функций представимых в виде

Ф )  =  f f  log Z— i  du(С) +  ֊  Г  ֊  
JJg+ z - Հ  *  J -0 0  ( * -

dn(t)

где fi( t)  - функция ограниченного изменения на (—оо, +оо), а ս (Հ ) >  0  - борелев- 
ская мера на G+ такая, ч то

т
І т  С di/(C) <  + 0 0 .
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Л ем м а 2.3. П усть  оо-звездообразная область G содержит все полуплоскости 

G p  — { г  =  X  +  іу  : у  >  р }  с р >  ро, где ро >  0  фиксировано. Тогда оператор 

Ьш является взаимнооднозначным отображением, с точностью  до слагаемого 

ао +  а \х  с вещественными постоянными а0 , а \, на множестве гармонических 
в G функций и (х  +  іу )  € М ш, подчиненных условию

г+оо

О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ...

Г  д
(2.3) вир /  h ֊ u ( x  +  ty)

Ѵ>Ро j-oo \ОУ
dx <  + 0 0 .

Доказательство. При выполнении условия (2.3) гармоническая в G функция 

Ա ւ(*) =  $ ;и (х + іу )  принадлежит классу ОТ" в G * при любом р >  р0. Тем самым, 
из теоремы 2 .1  следует, что при любом г  € G *

1 Г+°° и і (է +  io ) 1 f +ao г+оо
u \{z ) =  Re—  /  —— ------ dt =  R e - /  u j (t +  ip )d t /  ex(-z~lp~ ^a da

m J-oo I +  ip  — Z v J-oo Jo
f+oo Г  լ  ր+ՕՕ f+OO

=  R;e J  ei(* - ip)a լ -  J  e~ilo u i{ t +  ip )d t do =  Re J  е ^ *~ ^ а tp{a)da, 

где ввиду (2.3) функция <p(a) ограничена в 0 < о  <  +оо. Поэтому

1 д ад Г ° °
L wu(z) =  - L Wl — и(® +  iy ) =  ֊  J  u x(z  +  i\)d u i (A)

r+oo. f+OO
=  -R e  /  dw,(A) /  e*։+iX- ip^ip{<j)d<T

Jo Jo
f+ o o  Г r+ oo

=  - R e у  |p(<r) J  c~aXdu!i(X)

для любого z =  X  +  i y  € G+, где преобразование Лапласаp

^ ( г ) = I o ° °  e i l t ~ i p ) a  I o ° °  e ~ a X d u i { x )

da

является голоморфной в G * функцией, а из тождества Ьши (г) =  0  в полуплос

кости G+ (р >  ро) следует, что F (z ) =  іС  где С  -вещественная постоянная. 

Теперь заметим, что функции <р(<т) ограничена в 0 <  а  <  +оо, а ввиду свойств 

w(A) функция

e~aXdij)] (А) =  /  e -* Au>(A)dA 
й о ' Jo

ограничена и непрерывна в 0 <  S < о <  +оо, каково бы не было S >  0. Кроме

того, но теореме Абели (см. наир. [6 ], стр. 182, Следствие 1а) из асимитотики

ш(А) sc А“  (А —► + 0 0 , — 1 <  а  <  0) следует, что

յր+ՕՕ r+ o o  .

' e~oXdu)\ (A) =  /  e~vXu(X)dX a  . -» 0 при a  -+  +oo.

о Jo ?
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Таким образом, генерирующая функция преобразования Лапласа F (z ), тле.
ր + Օ Օ

ір(<т) I  e֊<rAdu»i(A), 0 <  <т <  +оо,
J  о

ограничена, и поэтому |F(zj/)| <  М у ՜1 при у ->  +оо, где М  >  0  - постоянная. 

Тем самым, С  =  0, и ввиду единственности генерирующей функции
/■+00

ip(<r) I  e~°xduJi(X) =  0, 0 <  а <  +оо,
Jo

где очевидно
г+эо .-(гАL е aAdujі(А ) > 0 , 0 <  о <  + 0 0 .
о

Таким образом ір(а) =  0 (0 <  а  <  +оо), т. е.

д Г+00
« і( х  +  іу )  =  +  *у) =  Re J  e '(՝։ ~ip)aip{a)<kr =  0 , у  >  p.

Однако, функция u \{x  +  iy ) =  ди{х +  іу )/д у  гармонична во всей полуплоскости 

G, и, тем самым, d u (z )/d y  =  0, z =  х  +  іу  6  G. Отюда следует, что

u (z) =  оо +  a ix , z =  X +  iy  € G,

где do и o i - вещественные постоянные, зависящие лишь от функции u [z ). □

3. П р е д с т а в л е н и я

Основной результат этого раздела относится к  представлениям определенных 

ниже классов гармонических функций.

О пределение 3.1. 91™ (w(x) € Զ )  - класс вещественных, гармонических в G + 

функций u (z), принадлежащих М и и удовлетворяющих условию (2.3) для неко

торы х ро >  0 , и

/4-00

|Lwu(x +  iy )\d x  <  + 0 0 .
• ОО

Теорема 3.1. 1°. Класс 71™ совпадает с м нож еством  функций предста

вимых в виде

1 f +0°
(3.2) u(z) =  а0 +  a jx  +  -  /  Re Cu (z -  t)d /i( t) . z =  x  +  iy e G + ,

ո  մ ա

где ao и a i - вещественные числа, a fi( t)  - функция ограниченного изме
нения на (—ос, +оо).
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2°. Если им еет место представление (3.2), т о  при любом г  =  х  +  іу  € G+

О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ...

(3.3) u(z) =  ао +  а \х

+  Re f  
Jo

При этом ,

+ 0 0

֊  (է  Ր  J +°° e - itx d , i(A ) d f .

(3.4) l i m  u (.t  +  * y )  =  a0 +  o i ® ,  -o o  <  x  <  +oo,У֊¥+00

а мера բ (է ) в формулах (3.2) и (3.3) м о ж е т  быть найдена при помощи 

следующего аналога формулы обращения Стилтъеса:

(3.5) И ) =  И т  [  Լ աս խ Գ ՜ iy)dx,
v->+o J  о 0 0  <  է <  + 0 0 .

Доказательство. 1°. Пусть справедливо представление (3.2). Ввиду оценки (2.1) 

интеграл в (3.2) равномерно сходится внутри G+ , и, тем самым, функция u(z) 

гармонична в G+ . Далее, легко видеть, что при любом z =  х  +  iy  € G+

I  S B
,+0° ei։ ld t „

'+oo 7Z~, ГТ  =  ՜ ^ ւ  (z)>
Jo 0 0 e - t*dwa(x)

где СШі (г )  - ядро из [7], с неубывающей функцией w i(z) ж  х 1+га при х  -» +оо, удо

влетворяющей условиям леммы 3.1 в [7]. Поэтому, ввиду (2.1), теоремы Фубини и 

оценки (3.2) из [7] заключаем, что при любом г  6  Gp при любом фиксированном 

р >  О и любом е € (0 , 1 )

г+оо

Jo
и  . , .

— « (г  +  гя) ду dwi(s)
Г+°° I я  1 г+°°

dbJi(s) =  /  ~—  /  Сы{г  +  is  -  t)d fi( t)
J o  I cry 7Г oo 

j  r+ o o  I r+oo

=  — I  \ l  CUl (z +  is  — t)d fi(t) ա(տ)ժտ
*  Jo \J-oo

(Ш  fA o  f+ o o  \  +00

ր 2 + ռ - £ Լ  W ( S) d -4 +  M P,u,e Լ  S~2+£ds )  У  Ц  <  + 00 ,

где М р<ш<е, 'Щ§ш[е >  0 - постоянные, зависящие только от р, ш и е. Тем самым, 
u(z) I  М ш.

Далее, используя простую двустороннюю оценку (а +  6 )А ж  аА +  6А (а, 6 , А >

0 ), аналогично заключаем, что для любых у >  р >  0  и е € (0 , 1 +  а ) имеется
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постоянная М р,ш >  0 , при которой

/ +О0 I Я  /•+«> I я  1 г +ос
— і і ( і  +  iy ) dx =  I  аГ~  /  Cu (z — t)d fi( t) \d x  

• ОС \ду  v /֊оо  \d y n J -o o  I

s / г  ( / ֊ г  щ  1  ‘ )i|rf" (i)|)  ^  1
ր+ՕՕ ք+օօ 1 Г+ж I

- M 'P '“ J -  oo |d / i ( t ) l / - o o  N 1+e +  P p d S S  W ’“ l - o o  ( H  +  I P 7  ° ° ’

где M 'iW >  0 и M PiP0,w >  0 - другие постоянные. Отсюда следует (2.3).

Теперь заметим, что нри любом z =  х  +  iy  € G+

Lwu(z) =  -  J  [ ^ u (z +  **)] (s)

- r j l i p f i  Г ы + * ֊ № * ) ]
гг J o  L a y  J - o o

լ  r+OO  Г r+OO  /  r+OO е»(*+»*-0€ ^

1 r+oo Г r+OO
=  Re — / /  (7աւ(շ +  ւտ -

7Г 7o U-oo

=  R e - [
Щ о 

■

f)d/x(t)

dwi(s) 

dwi(s)

[ £ »-  OO

+00 Г /»+00

d /i(t)

+00

dtjj,(s)

M * )

f o ° °  e * ° td u  i(< t)

-со  р о

=  Re i  Г  Г е ^  Ш  =  Re 1  Г  Ш  
*  У-no Մ օ  Я* У-оо * -  2

где все интегралы абсолютно и равномерно сходятся внутри С Ъ  Тем самым

■(3.7)
п  У-оо (X -  է)2 +  у2

, շ  =  X  +  iy  €  G+ ,

откуда следует условие (3.1):

/■+00 Г+ОО +°®
sup /  |Lw«(x +  iy )|d x  <  /  |Փ (է ) | =  V  ^  <  +00,
V>0 У- 0 0  У-ОО _oo

Тем самым, u(z) € OTJJ1!

Обратно, пусть u(z) € 91™. Тогда ս ( շ )  € M w, и по лемме 2.2 функция Լ աս ( շ )  

гармонична в G+ . Кроме того, Ьши {г) удовлетворяет условию (3.1), и поэтому 

по теореме 2.1 имеет место представление вида (3.7), где ц (і)  - функция ограни

ченного изменения на (-о о , +оо). Отюда получаем
г+оо

Ъ і )  =  I U  і  Г  Ш  =  R a  I  Г  ք
т  J-oo t -  z it У_оо [Jo

d /i(t), z € G+ ,
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а также, что в любой точке z  € G
1 ք + օ օ  ր + օ օ  r+ o o  g i(* - t+ iA )e ^ s

L wu(z) =  Re -  /  d n (t)  /  dwi(A) /  г+'гё~ --------
^  */—oo •/ 0  *  0  *о / 0+оое ֊ « ы И ^

i f e i=  -R e  ք ° ° [ ճ ձ  Г  (  Г  dfl(t)
Jo [ d v * J -oo  V o  a e -etu (p )d o )

f+°° 1 1  1 /■+«’
=  - /  -Г- Re -  /  C7w(z +  *A - t ) d f t ( t )

Jo oy  լ 7Г у .,»
dwi(A) =  Լս,ս*(շ),

Щ  oy L 7Г 7-00 
где, очевидно,

1 /"f0°
u*(z) =  Re -  /  C j  +  *A -  t)d/i(t) € 9C-

^  ■/—oo

Очевидно также, что u(z) -  u*(z) € и £w(u(z) -  u*(z)) =  0, z € G+ . Тем 

самым, представление (3.2) следует ввиду леммы 2.3.

2°. Представление (3.3) следует из (3.2). Далее, (3.4) следует из (3.3) и (2.1), а

(3.5) - классически формула обращения Стилтьеса для меры n (t)  в (3.7).

4. Г раничны е  значения

4.1. Начнем с предварительных определений и лемм.

Определение 4.1. Пусть Е  С (—оо, +оо) - измеримое по Борелю множество 
(В-множество) и и  G П. Будем говорить, что Е - множество положительной 
и-емкости, или СШ(Е) > 0, если существует борелева мера (В-мера) т > 0 с 
носителем в Е  (т -< Е) такая, ч то

<•+90
(4.1) I  Ճ Հ է )  =  1

J—00
и

/+оо
IСш(г  -  t ) ld r ( t )  <  +00.

•оо

Если нет такой меры, т . е. Sі = +оо для любой неотрицательной В -меры 

г  -Հ Е, подчиненной условию (4.1), то  скажем, что Е - нулевой и-емкости, 
или СШ(Е) =  0.

Лемма 4.1. Пусть В-множества Е \, Е? с  (-оо,+оо) таковы, что СШ(Е \) =  
Сш(Е і ) =  0 при некотором w e f l.  Тогда Си[Е і U E j) =  0.

Д оказательство. Пусть т -< Е \ U Е? - неотрицательная В-мера, подчиненная 

условию (4.1). Тогда интеграл (4.1), взятый по Е х или Е2, должен равняться 

некоему числу М  € (0,1). К  примеру, пусть это будет интеграл по Еу. Тогда
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также мера ո  =  М ~ лт |£ і с носителем в Е \ должна удовлетвоять (4.1). Однако, 

Сш(Е і)  =  0 и, тем самым

/ +оо г+оо

IСы(г  -  i)lrf-r(i) >  М  sup /  IСш(г  -  § |Й Щ §  =  + 00.
•оо *ес+ J -оо

О

Л ем м а 4.2. При любом ա  £ Ո  уравнение Волыперра

I  и і(х -  t)d u (t) =  1 , -о о  <  х  <  + 00,
Jo

имеет, неубывающее решение w (x) такое, ч т о  £3(0) =  0 и и>(х) <  [ш(х)]֊1  для 

всех —оо <  X <  + 00. Кроме того,

(4.3) С М ) =  Խ  , Z € G + , 

для оператора
г + о о

Լ ա ք  {г ) =  /  +  iff)d u {a ).
Jo

Доказательство. Взяв f t i( x )  =  1, П г(х) =  ш (х) в теореме 1.2 работы (8|, заклю

чаем, что функция w(x) с отмеченными свойствами существует. Тем самым

(4.4) J տ ՜է,լ (^ J  u ( /i — a )d w (a )j d fi =  1/ i ,  0 <  t  <  +oo.

Однако, при любом է >  О
г + о о  г + о о  г + о о  рц

(4.5) I  e~tadu>(p) I  e~tXo j( \)d \ =  I  I и (ц  — a )du (a )
Jo Jo Jo Jo

ввиду абсолютной сходимости этих интегралов, что очевидно для тех, которые 

содержат w(A)dA, или d£D(c>-), поскольку для любого է € (—оо, +оо) найдутся числа 

М \ >  0 и а  €  (—1,0) такие, что .
г + о о  І+ о о  Г + о о  ՞ + օ օ  p - t a j -

/  e -^ d w io ) =  е-*°й(<т)\ + t  e - tawl(T)d<j <  է /  ֊ ֊  =
Jo և=օ Jo Jo w(a)

/  г Д о  г + о о \  ը - t o f o  t  г  Д о  г + о о

-‘Ա +L е da+mL
В силу (4.4) и (4.5)

1 /  Г+0°  \ - 1  г+ооա ~{Վ « §  =|
при любом է € (0, +оо), и, следовательно,
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Для завершения доказательства остается заметить,что при любом г  € G+
Г + О О  Г +  ОО Г + О О  /  Г+ О О

интегралы абсолютно сходятся, Поскольку

Г Щ Г « г й і < +  с о , , = * + і р  £ < г ,
Jo Jo Jo У +  <7

ввиду неравенства
•+°° И Г ,и \ 1 уд о |г+°° daГ ° °  ( і ы ( а )  ^  1 ր °  d a  , , ,  § Г С

I  ІЧ - f f  - Щ І І о  (1 +<г)2 +  2 УДо
< + 0 0

(1 +  a )2ff°

справедливых при некоторых числах А/շ  >  0 и а  6 ( - 1,0).

Л е м м а  4 . 3 .  П усть  ш G f l  и п усть  СШ(Е ) >  0 для В -м нож ества  Е  С (—оо, +оо). 

Далее, п у с ть  В-мера т  •< Е  удовлетворяет условиям (4.1) и (4.2). Тогда, для 

любого X € (—оо, +оо)

/ + 0О Г+ОО
IСш(х  ֊  t) \d r( t)  <  S\ =  sup /  IСы(г  -  t) \d r(t)  <  +oo.

оо г е с *  J - эо

Д оказательство. В силу (4.3) Re Сы(г) >  0, г  G G+ , и, тем самым, функция 

Сш(г )  обладает некасательными граничными значениями почти во всех точках 

—оо <  X  <  + 00. Далее но лемме Фату

/ +оо Г+ОО
I\Сы(х  +  іу  -  f) |d r(t) >  J Ііш  ա ք  |CW( *  +  іу  — t)\d r(t)

>  [ * ° °  \Сы(х  — t) |d r( t)
J —oo

при любом X  G (—оо, оо), и, тем самым,

/+оо Г+ОО
I<ы{» -  է)\ԺՎէ) >  /  |Сы( і  -  t) |d r( t) .

OO J —оо

Переход к  супремуму но х  G (-о о , +оо) завершает доказательство. □

4 . 2 .  Д ля  доказательства основной теоремы данного раздела нужна также  

Л е м м а  4 . 4 .  П усть  и  G П, о f ( z )  - голоморфная в G+ функция вида

/ +оо

Сш( г ~  *№ (է), z<=G+ ,
ОО

где ц { і)  - функция ограпичнного изменения но (-о о , +оо). Тогда м ножество  

т е х  X  G (—оо, +оо), где некасательное граничное значение f ( x )  не сущ ествует 

в виде конечного предела, обладает нулевой ш-емкостью.
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Доказательство. В силу (4.3), Re Сш(г )  >  0, z 6 G+. Тем самым, f ( z )  является 

разностью двух голоморфных в G+ функций с неотрицательными вещественны

ми частями. Следовательно, / ( г )  ограниченного вида в G+ и поэтому имеет ко

нечные некасательные граничные значения почти во всех точках —оо <  ж <  +оо. 

Далее, в силу теоремы Лицделефа существование конечного некасательного пре

дела в какой-либо точке ж 6 (—оо,+оо) эквивалентно существованию того же 

предела в перпендикулярном направлении:

(4.6) lim  /(ж  +  iy )  (=  /(ж )).
y ֊* + 0

Д ля доказательства существования последнего предела вне множества нулевой 

էմ-емкости, запишем

(4.7) / (ж  +  іу )  =  /(ж  +  іА ) — i f  / ;(ж +  i a )d a
Щ

с любыми у, А (0 <  у <  А <  +оо). Так как ы 6  П, то при помощи оценки (3.6) и 

вычисления, аналогичного приведенному в начале доказательства теоремы 3.1, 

заключаем, что при любых у >  /5 >  0 и е 6  (О,1  +  а)
Г + о о  Г + О О  I  ո  Г + О О  I

J  |/ '(ж  +  Խ ) \ւԽ  =  J  —  I  C M  +  ia - t ) d ii( t ) \d a

s  ’г  ( / ֊ г |с “ <* ■+ ՛* ■ - • ) « « « ) * £ р г ч :  і х + ' ^ - - ! і ^ .

E f E  <  I
где М Р։Ш, М'ры и M " w - положительные постоянные. Поэтому, предельным пе

реходом А —► +00 в (4.7) получаем
г+оо

(4.8) / (ж  +  іу ) =  / (ж  +  іоо) — t  I  f ' ( x  +  ia )da, у  >  0 ,  — ос <  ж <  +оо,
Jy

где интеграл абсолютно сходится и / (ж  +  гоо) - конечный предел.

Пусть Е0 - множество rex ж € (-о с , +оо), для которых
г+оо

А. М. ДЖРБАШЯН, ДЖ . 9. РБСТРЕПО

=  +00,/ '(ж  +  ia )da
/о

и пусть Е  - множество тех ж G (—оо, +оо), где (4.6) не является конечным пре

делом. Тогда Е  С Ео в силу (4.8), и равенство Си (Ео) =  0 влечет СШ(Е ) =  0. 

Действительно, если СШ(Е ) >  0, то существовала бы неотрицательная 5-мера 

т  -< Е , для которой были бы верны (4.1) и (4.2). Но £  С Ео, поэтому т  -< Ео, и 

получаем Сш(Ео) >  0 ввиду определения 4.1. Таким образом, остается показать,
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что Сш(Ец) =  0. Предположим обратное: Сш(Ео) >  0. Тогда найдется неотрица

тельная В-мера то -< Eq, для которой верны (4.1) и (4.2). По (4.1),

f  d r0(x) =  [  dro(x) =  1.
J —oo J  Ео

Кроме того, очевидно, что

/ + О С  I  Г + О О

I  / ' ( х  +  io )da  d r0(x) =  +эо.
-оо Мо

С другой стороны, в силу (4.3) С'ш(г ) — — f£ °  • Поэтому, применив теорему

Фубини и (4.3) получим

/
+ 0 С  Г + О О  /  г + о о  \

/'(х + ia )dc = I  ( I  С'и (х + Խ  - t )d a \d / i( t )

1 Т  N  ( Г  F " }
՜= - *  У  d n (t) =  - j  Сш{г  -  t)d n {t).

Следовательно, для любого z =  х  +  *у € (7+

Г ° °  f \ x  +  йт)Ат| <  / +Э0 |C U * ֊  t ) l№ (t) l,
•/у I J —oo

и по определению (1.3) ядра Сш(г)

/
+ о о  I  Г + О О  I  г + о о  Г + О О  _________________________________

|У /'(* + *<y)drj <*о(х) < у t/r0(x) J  |C„(x + »y -  <)||d/j(t)|
Г + О О  Г + О О  + < * >

=  /  |Ф*(01 /  |Cw(t +  iy  -  x)||rfro(x)| <  S i у  ц <  + 00.
«/—OO J —o o  —oo

Отсюда, по лемме Фату
/ +оо I г+оо I г+оо I Г+ОО

\ l } '{x  + iy)dy\dr0(t) = / І1ІШ I  f '{ x  +  iy)dy\dTo(t)
•00 M O I J - o o  I»՜» •'»

/■+«*> I / + ° o  I

<  Ііш  in f /  /  / 7(x +  iy)</y d ib it)  <  S i \ f  p. <  + 00,
»-»U J - 00 I/ у  I - o o

что противоречит (4.9).

Приведенная ниже теорема дает описание граничного поведения функций клас

сов 91™ (ш (х) € П) в терминах w-емкостей.
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Теорема 4.1. Любая функция u(z) € 91“  (ш € ft)  им еет ненулевые, конечные, 

некасательные граничные значения во всех точках х  € (—оо, +оо), кроме, быть  

м о ж е т, м нож ества нулевой и-емкости.

Доказательство. Утверждение очевидно в силу леммы 4.4 и представления (3.2) 

функции u(z) € 91” ', где а0 и at - вещественные постоянные, a / i( t)  - функция 

ограниченного изменения на (—оо, +оо). □

Замечание 4.1. Ввиду (3.4), сужение класса 91™ дполнительным условием

Иш u (z i ,2 +  iy ) =  0  при каких либо значениях .ті փ  ւ շ  
»->+оо

является классом гармонических в G+ функций, представимых только инте 

гралом правой части  формулы (3.2). Однако, Re Сш(г)  >  0, z 6  G + , ввиду (4.3), 

и поэтому функции суженного класса им ею т неотрицательные гармонические 

м аж оранты  в G+ и обладают граничными свойствами теоремы Հ.1.

Ниже приводим еще одну теорему о граничных значениях функций классов 9t£*.

Теорема 4.2. П усть  w € ft, В -м нож ество Е  С (—оо, +ос) положительной 

и-ем кости, и пусть  « і =  0 в представлении (3.2) функции u(z) € 91^. Тогда

и, тем самым, пользуясь теоремой Фубини и неравенством (4.2) получим

|u(x +  iy )\d r(x ) <  -  I  \dp.[t)\ I  \Cu (x +  i y -  t)\d r(x ) +  M a„  HP I J-oo J-00
< r+OO r+OO с +00

<  -  I  Hm(OI /  \C u{t +  i y -  x ) \d r {x )  +  Mao <  Y ֊  \ f  \ l  +  Mao <  + °°-

для т о й  ж е  В-меры т , ч то  в (4.2), для которой Си (Е ) >  0.

Доказательство. Очевидно 
1 г+оо
1 Г . ,|u(z)| <  — /  IСы(г -  t)\d n (t) +  ао, -о о  <  է <  +оо,
*  J - оо

”  •'֊оо J-00 Ц -ОО
Следовательно, применив теорему 4.1 и лемму Фату приходим к  (4.10). □

A b s tra c t. Some ա -weighted classes of harmonic functions are introduced in  the 

upper half-plane, the representations of these classes are found. A  description of the 

boundary values of the functions from the considered classes is given by means o f 

a notion of w-capacity on the real axis, which becomes an analog o f Frostman’s a- 

capacity in a particular case.
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А н н о т а ц и я . В  р а б о те  п о л у ч е н ы  н е о б хо д и м ы е  и  д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  д л я  
с р а в н е н и я  с  весом  д в у м е р н ы х  м н о го ч л е н о в .

M S C 2010 num bers: 12Е10, 26С05.
К л ю ч е в ы е  слова: сравнение многочленов; гиперболичность ио весу.

1. О б о з н а ч е н и я  и  о п р е д е л е н и я

Будем пользоваться следующими стандартными обозначениями: N  - множе

ство натуральных чисел, ЛГ0 :=  TVU {0 }, JVff, ո  6  N , множество ո  - мерных муль- 

тиипдексов, т. е. точек а  =  (o j, . . . ,a n), о j  € No, j  =  l , . . . ,n ,  E "  и Rn - n —мерные 

вещественные эвклидово пространства точек х  =  ( x j, . . . ,x n) и Հ  =  (£ і, ...,£«),

R+ •■= {€  €  Я ", Հ յ >  0, j  =  1..... ո } ,  RS :=  ( Հ  € Rn, Հւ ■... ■ Հո  փ  0 }, Cn :=  Я " х»Я "

( է2 =  - 1  )■ Д ля любых Հ, Т) € Rn, V 6  Я " ,  է >  0 и о  € N ft обозначим ||£|| :=

(Сг +... + # ) 1/2, (Հ, V) ■■= Հւէհ + -  + Հո Պո , и  := Кі +... + */„, ler 16Г -К»Г, 
է - Հ  :=  (է է Հո ), Հ °  :=  # * . . .£ • * ,  D ° =  где Щ  =  Щ  либо

° і  =  Ш И  І - 1» •••»” •

Характеристическим многогранником (х. м.) конечного набора А  С R+ на

зывается минимальный выпуклый многогранник Ч е й ” , содержащий множе

ство A  U {0 }. Многогранник Э? с  R " называется полным, если 3? имеет верши

ну в начале координат и отличные от начала координат вершины на каждой 

оси координат. Полный многогранник 5? С Я " называется правильным (вполне 

правильным (в. п.)), если компоненты всех внешних (относительно 3?) норма

лей (п  — 1 ) -мерны х некоординатных граней неотрицательны (положительны). 

Для в. п. многоугольника Я С Я " через Л (Я ) обозначим множество нормаг 

лей А =  (А і,...,А „)  ( ո - 1 ) -мерных некоординатных граней 91, для которых 

min {A j, j  =  l , . . . ,n }  =  1. Через В (n ) обозначим множество в. п. многогранни
ков 3? С Я " ,  для которых

m a x {( i/ ,A ), ѵ  6 3?} :=  tfo (А) <  1, А € Л (З і).
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Для многогранника 3? 6 В (п )  обозначим 3?° - множество вершин Я  и 

0R :=  { і /  6  Я, ЗА €  A (R ) , (і/, А) =  (А )}. Определим функцию

Р 0= В кг-
і/€Я°

Числа do (Я?) :=  шах { J r  (А) : А € A (SR)}, р0 (Я) :=  max { | і / | : и  € Я0} , р\ (3?) :=  

min { | і/ | : О ф V 6  3?°} называются соответственно формальным, максимальным 

и минимальным порядками функции Кщ. Так как, очевидно, 0 6  Зі° и do (3?) <  1 

(3? € В  (п )), то с некоторой постоянной С  >  1 имеем

(і«  ՚  I ^՜1 • + ІКИГ(Й) < МО < с • (і + 1К11Г(К) <
<  С  • (1 +  № )*> ™  <  С  • (1 +11(11), Հ  € Я ".

Пусть Բ (Հ )  =  52 7«£“ > 7а £ С, многочлен, где сумма распространяется по
ае(Р)

конечному набору (Р ) :=  {а  € ІѴ„ : 70 Ф 0 }. Представим многочлен Р  в виде

Я ^(о = Е^(о,
щ

где т  :=  шах {|q | , а  6  (Р )} -  порядок многочлена Р , в P j - однородный мно

гочлен порядка j ,  j  ա  0, Точка т  €  Д п называется нулем многочлена Р

порядка I  (т ) G N , если

Р (о) (т) :=  (D °P ) (т ) =  0 для любого о  € , |о| <  і ( т )

и |Р (а)(т )| ф 0. По определению, при Р  (г )  ф 0 будем считать, что I  ( г )  =
Н = * (г )

0. Д ля однородного многочлена Р  обозначим £  (Р ) :=  { т  е Д "  : ||т|| =  1, Р (т ) =  

Пусть fc € N0, ո  € N , к  <  ո , Հ ' =  (6 , -,6 k). если *  >  1, и Հ "  =  (& + ,, .  
если к  <  п.

О пределение 1.1. Будем говорить, ч то  многочлен Q (Հ) Л« (3? 6  В ( п - к ) )  

слабее многочлена Р  и писать Q ч  Ь*Р , если с некоторой постоянной С  >  0

Q  (£, Խ  ( С ) )  < Շ Բ ( Հ , հ *  ( Ո ) , Հ  €  Д ” , 

где для данного многочлена q и числа է >  0

Խ ձ  =

О пределение 1.2 (см. (1), определение 12.3.3 ). Многочлен Р, представленный 

в виде (1-2), называется гиперболическим (по Гордингу) относительно первой 

компоненты , если Рт  (1 ,0,..., 0) ф 0 и сущ ествует постоянная С  6  Д  такая, 

ч т о  Р  (Հ ) ф 0, 6  €  С, ( fc , ..., Հ ո ) е Д "՜1 при հ ո Հ ւ <  С.
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О п ре д е л е н и е  1.3  (см. [2) или |3 | ). С каж ем , ч т о  многочлен Р , представленны й  

в виде (1 .2 ), A » ( S e B ( n - l ) j  гиперболичен о тн оси те л ьн о  первой ком поненты , 

если Рт  (1 ,0 , ...,0 ) /  0 и  сущ е ствуе т число С  6  R , для ко тор о го  Բ ( Հ )  փ  0, 

6  е  С , €  Л "՜1 при  І т б  <  С  ■ հ®  (6 .

Д л я  многогранника 3? €  В ( п )  через f t  обозначим х. м. набора {0 , ^ } ^ €KnU 

U (do (3?), 0 ,.... 0). Негрудно заметить, что Й € Й ( п  +  1) при 3? €  В  (п ).

Д л я  3? €  В  (п ) и области Ո  С  Е п (см. (4 ] )  через Г ю (Զ )  обозначим следующий 

мультианизотронный класс Ж евре

Г *  (ft) := | /  € С°° (Sl),VK cS l,3 C  =  C ( f ,  К ) ,

sup \D a f ( x ) \  <  C j+ 1 f ,  Ѵ а  € jX ,  j  =  1 , . . . }  , 
i p  У

где К ՜  компакт, j ’3? =  {и  €  Э?+ : v / j  € 3?}, и положим

0

Г *  (Զ )  ֊  Г * (1 2 )П С £ ° (П ) -
о

Известно (см. |1|), что  ( f t )  \  {0 }  փ  0 при do (3?) <  1 (3? €  В  (ո ) ) .

В  работе [3], при некоторых весовых оценках (с весом Ля, SR €  В  { ո  — 1), 

do (Я?) <  1 ) на младшие члены многочлена Р , представленною в виде (1.2), 

доказано, что если Рт  гиперболичен по Гордингу относительно первой компонен

ты , то  Р  /*я гиперболичен относительно первой компоненты , при  этом решение 

следующей задачи К о ш и

I  P ( § i , D x ) U ( t , x )  =  0, t >  0 

I  Ш и ( 0 ,х )  =  / і ( х ) , / , €  Г ° ;и  ( S " ) , j  =

I  <  S <  1/do  (5R), принадлежит классу Г * ® (Я ) , где Я  =  { ( < , і ) , է >  0, X €  Е п ).

В работе [5] доказано, что если главная часть многочлена Р  (А, £). представ

ленного в виде (1.2), гиперболична по Гордингу относительно первой компоненты  

и P j  -< hwPm ( 3 (n) .  do (3?) <  1), j  =  0 , Tft 1, то  P  (Л, О  Л« гиперболичен  

относительно первой компоненты, и решение U  следующей задачи К о ш и  

Г P ( & ,D x)U (t ,x )  =  0, t > 0

I  & U (0 ,x )  =  f j (x ) ) f j e г Ц я " ) ,  յ  =  0....m ֊ l

где ОТ G В  (3?), 9Я\д9Я э  5 f t ,  принадлежит Г ®1 (Я ) .

Наша цель в настоящей заметке исследовать вопрос сравнения с весом много

членов от двух переменных.
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2. С р а в н е н и е  д в у м е р н ы х  м н о г о ч л е н о в  

В  дальнейшем будем считать, что п  =  2 и Հ  =  (£ ւ,£ շ).

П р е д л о ж е н и е  2 .1 . П у с т ь  Рт  однородный многочлен порядка т ,

£ : =  m ax  {£  ( г )  : г  6  X ) ( ^ т ) } »  где ^ (т )  - порядок нуля многочлена Рт  в то ч ке  т .  

Тогда многочлен

Q2(m֊i) (о :=  Е  К л ) ( о |2
N - *

эллиптичен .

Д о ка за те л ьств о , непосредственно следует из леммы Эйлера о представлении 

однородных многочленов через их производные порядка к  (0 <  k  <  т ) .  □

Т е о р е м а  2 .1 . П у с т ь  3? € В  (2), Р  - многочлен о т  двух переменных, представ

ленный в виде (1-2). Тогда любой многочлен Q  порядка не выше т  — і {  1 -  р \ (3?)) 

Ля слабее Р , где і  :=  т а х { £ ( г )  : г  €  X ! ( ^ т ) Ь  ^  (Т) порядок нуля многочлена 

Рт  в т о ч ке  т , а р \ (3?) -  м иним альны й порядок ф ункции հ& .

Д о ка за те л ьств о . В  силу предложения 2.1 и левой части оценки (1.1) с некото

рыми постоянными C j  >  0, j  =  1.4, при всех £ Е R 2 имеем, что

р ( £ , Ы О ) > С і

£
\а\=е

Е  | ^ ( а )  ( ф * 1 ( О + л *  ( е )
М = *

(о| -

т —1
Е  pj a) Ш +  1
j= 0

(2 .1 ) >  С з4  ( о  (ре і г ՜ ' + 1 )  >  с 4 ( і  +  н а ) •
Т а к  к а к  в силу правой части оценки (1.1) с некоторыми постоянными С5, Се >  О 

при всех Հ  е  R 2 (m i :=  max { |а | : а  €  (Q )})

Q  (Հ , Խ ; ( О )  =  ^ E l Q ( a ) ( 0 | 2 / ‘ S f t | ( 0  <

< С 5 Е  (1 +  П Ш т " |а |(1 +  1 Ш | а | < С в ( 1  +  11Ш
| а | < т і

то  отсюда и из оценки (2 .1 ) получаем утверждение теоремы.

Ш і

□
Д л я  многоугольника 3? € В (2) через ( х і ( Я ) . О )  и (О,Х2 (3?)) обозначим вер- 

ш ины 9?, лежащие на соответствующих осях координат.

В  работе (6) доказана следующая теорема.
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Теорема 2.2. П усть  Я € В  (2), ро (Я) <  1, Pmu - однородный многочлен порядка 

т о  Многочлен Q  порядка т ,  представленный в виде (1.2), Ли слабее много'тена  

рт  тогда и только тогда, когда

1)  т о > т ,
2 ) т 0 - ( { т ) ( 1 -  So (т)) >  шах { к  -  (к  (т ) (1 -  «50 ( г ) )  | к  =  О,..., т } ,

где ( ( т )  и ( к (т) порядки нулей многочленов Ր ,ռօ и Q j (0 <  j  <  m ) в точке  

Т G (Ртггщ)» а
(рот, т € Е ( Р „ , 0) П ^

So (г ) : = {  XI ( » ) .  (Р т „) , та =  О
{  Х2 ( Պ  , г € Е ( Р т о ) . П = 0 .

П редлож ение  2.2. П усть  Я і, 9?շ € В  (2), для которы х ро (5?і) =  ро (9?շ) <  1» 

X j ('Ri) =  X j (Я?2), j  =  1,2. Однородный многочлен Рто порядка т о  Ли» сильнее 

многочлена Q тогда и только тогда, когда Q <  "» Рто ■

Доказательство, непосредственно следует из теоремы 2.2. CD

П редлож ение  2.3. Если для многоугольника Я € В  (2) ро (3?) =  1, т о

1) cardA  (Я) =  1,2 )  либо х і  (9?) =  1, либо х г  (3?) =  1,

S)  9? =  { и  €  R \  : f i / x i  ( « )  +  « 'г /Х з( » ) < ! } •

Доказательство. Из условия ро (Я) =  1 имеем, что для некоторого і/°  € 3?° 

|і/°| =  1, а из условия 3? € В  (2) и определения Л (9?)

(2.2) 1 >  d (А) >  (//°, А) >  |і/°| =  1, А € Л (3?), 

и, следовательно,

(2.3) rf(A) =  1, А €  Л (8?) I

Рассмотрим следующие возможные случаи

I)  і/°  6  1 վ , I I )  ւ/° =  (1,0) и I I I )  i/°  =  (0,1).

В случае I)  из соотношения (2.2) имеем, что если А € Л (3?), то А =  (1,1), следо

вательно, cardA  (3?) =  1 и

(2-4) Я =  { і / € Я + : b'l +  ь'г <  1 } •

Пусть Аі  (Я) :=  {А € Л ( Я ) : А, =  1}, АՀ  :=  ш іп {А* : A G A j (Я )}, j  =  1,2. Так 

как в случае I I )  А і =  1 для любого А € Л (Я), то Л (Я) =  A t (Я) и (1, А§) G Л і (Я). 

Отсюда в силу (2.3) имеем, что

Я =  Ո  { і /  € Я+ : («л А) <  1} =  Ո  €  Я + : ( ե ,А) <՚1}.*
» € Л ( * )  AeAi!(R):
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Так как для любых ѵ  € R \,  А € А і (Я), (і/, А) >  і/, +  А§і/2, то отсюда имеем, что

(2.5) й  =  { і /  € Я+ : і/ і +  А§«/2 <  1 } ,

и, следовательно, card А (3?) =  1 .

Утверждение пункта 1) в случае I I I )  доказывается аналогично случаю II), и 
в этом случае

(2.6) 31 =  { і /  € Д+ : Щ  +  I/շ <  1} .

В случае I) из представления (2.4) следует, что Х і (3?) =  Х2 (Зі) =  1, и, следова

тельно, утверждении пунктов II)  и I I I )  верны в этом случае.

В случае И) из представления (2.5) и в случае I I I )  из представления (2.6) 

имеем соответственно, что х і  (3?) =  1, Х2 (3?) =  1/А§ и *2 (3?) =  1, х і  (3?) =  1/А?. 

Откуда непосредственно следуют утверждения пунктов 2) и 3) в этих случаях. 

Предложение 2.3 доказано. □

Д ля многоугольника 3? € В  (2) обозначим

В  (Я, 2) : ֊  {!Ш € В  (2 ) :  р0 (ОТ) =  թ օ ( Ջ ) ,  X j  (ОТ) =  X j (R) , j  =  1,2 / ,

E i  (5ft) :=  {б : f K (S) :=  max { ւ/յ +  Si/3 <  x i  (3?), v  6  3?°}} ,

Еч (3i) :=  { ծ  : (Ճ) :=  max {S vi + 1/2 <  xa (3?), v  € 3?°} }  ,

X j (3f) :=  sup {Ճ  : S e E j  (3?)}, j  =  1,2.

В работе [6| доказано, что /j0(3?) >  X j (3?) >  X j  (3?), j  =  1,2. Из определений 

чисел Xj (3?), j  =  1,2, так как 3? является х. м. набора 3?° (см. |7| или |8|), имеем

( 2 . 7 )  з г  с  { * /  €  r \  :  и  <  р 0 ( з г ),^1  +  x i ( « Ь  <  х і ( з г ) , ь ( з г ) « / і  +  ^  <  х г ( з г ) } .

П ред л ож ение  2.4. Д ля любого 3? € В  (2)

I  ( і / * і  (з г ) ,1) € Л ( з г ) ,

2 ) {  1 , 1/ х 2 ( Я ) ) б Л ( » ) .

Д оказательство. Сначала покажем, что для некоторого і/° е 3?°, і/° փ  ( x i (З і), 0) 

ѵ і  +  X i ( * ) " §  =  X i (» )•

Предположим обратное, что для любого ѵ  € Зі°, и փ  (x i (3?), 0) u i + x i  (ЗІ) t/շ փ  

փ  X i (Зі). Отсюда в силу вложения (2.7) имеем, что для любого ѵ  € 3?°, ѵ փ 

Ф (X i (3?) ,0 ) i/ i +  x i  (3?) J/շ <  x i  (3?). Тогда существует число to >  х і  (3?) такое, 

что / к  (to) <  X i (3f). Это противоречит определению числа х і  (3?) и доказыва

ет, что для некоторого і/° € 3?°, і/°  փ  ( x i (3?), 0) i/{* +  X i (3?) ւ/շ =  Xi (3?)- Так 

как (x i (3?) ,0 ) € Зі°, то в силу, выпуклости 32 отрезок Г, соединяющий точки
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(Хі (3?) ,0) и і/°, принадлежит 3?. Отсюда в силу вложения (2.7) имеем, что Г 

принадлежит одномерной некоординатной грани St, и поэтому вектор (1, Хі (92)) 

является (внешней относительно 9І) нормалью этой грани.

Следовательно, (1 /х і (Я ) . 1) 6  Л (32), так как x i  (9t) <  1. Так как утверждение 

иункта 2) доказывается аналогично утверждению пункта 1), то этим предложе

ние 2.4 доказано. И

Теорема 2.3. П усть  для 92 6  В  (2) ро (92) <  1. Тогда

ОТ (32) =  { v € R 2+ : |И  <  ро (32), u i/xx  (92) +  /'շ <  1, Ա\ +  «Ѵ ха (32) <  l }  € В  (92,2)

и для любого 32* € В  (32,2) 32і С ЗЛ (82), т о  есть  среди многоугольников из 

В  (92,2) fiR € В ( 2)) сущ ествует максимальный.

Доказательство. Так как для любого 52 € В  (2) при условии теоремы X j (32) <  

Ро (92) <  1, j  =  1,2, то из определения ЭЛ (92) следует, что (х і (92), 0), (0, ха (92)) € 

6  ЗЛ° (32). Следовательно, для доказательства ЗЛ (92) € В  (92,2) остается пока՜ 

эать, что существует і/°  € ЯЛ (92), для которого |і/°| =  ро (92). Из определе

ния чисел ро (92), Xj (32), j  =  1,2, и вложения (2.7), так ка к  X j (32) >  X j (32), 

j  =  1, 2, следует, что существует точка і/1 € 92, \v l \ — ро (32), для которой 

+  X i (Յէ) " շ  <  X i (32), Х2 (Յէ) W +  <  X2 (92)- Отсюда простыми вычислени

ями получаем

Ро (92) -  ха (32) , Х і (32) (1 -  Ро (32))
1 ֊  .Y2 (Зі) -  1 -  1 -  Ѵі (Յէ)

ѵ \ =  Ро (Յէ) -  ѵ \.
Ха (92) -  1 "  1 - X i ( 9 t )

Это означает, что при условиях теоремы числа ро (32), Х і (92), j  =  1,2, должны  

удовлетворять следующим соотношениям

_  Ро (32) ֊  ха (92) „  XI (92) (1 ֊  Ро (92))
(2 Л ) ° 5  ! - » ( » )  5  ' 1 - ) £ . ( * >  '

Покажем, что точка

..о ( x i  (3 t ) ( l֊ p o (3 t ) )  _ /<m x i  ( 9 t ) ( l ֊ p 0 (9 t))^
"  -  |  1 - х ,  ( « Г  l /,o(5R)-  Г -  Х , ( « )  I

принадлежит ЗЛ (92). Так как |і/° | =  ро (92),

Х і (92) (1 -  Ро (9?))

и в силу неравенсгва (2.8)

Ро (92) -
1 ֊  XI (92)

= X i (92)

"շ  ֊.֊ *а ( Յ է ) =  ха (« )  +  Ро (Յէ) -  =
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=  РО (Я ) -  (1 -  ха ( * ) )  ֊ ' ("  (1 ՜ , Բ1 { Պ )  <
I  -  X i (« )

<  ро №  - 1  ֊  ха  ( Щ  =  * 3 (W) ’

•го в силу определения ОТ (9?) »/° € ОТ (Я). Этим утверждение ОТ (Я) € й(9?, 2) 

доказано. Пусть Я і G В  (Я, 2). Тогда в силу вложения (2.7) для многоугольника 

й і  и, так ка к  X j (Я і) >  X j (9?i), j  =  1,2, имеем, что

Яі С {// € R \  :  \ ւ Հ  <  p0 (Я ), u \  + x i (Я і)//2 < x i (Я і) , xa (Я і)і/і + պ  < хг № )}  с

С {»/ € Я+ :՛ խ | < ро (Я і), ս ւ  +  Хі (Я і)і/2 < x i (Я і) , xa (Я і)і/| +  Ա շ  <  Ха(Я0 } • 

Отсюда и из определения множества 0(3?, 2) имеем, что

Я?і С {и  € R \  : \и\ <  ро (Я?), ѵ\ +  х і  (Я і ) і/2 <  x i  ( Я і ) , xa ( ^ 1)^1 +  ^  <  Xa (Wi) }  =

=  {u  € R \  : |i/| p  Ро (3?), " l / X i  (« ) '+  "a <  1, И  +  " շ /Х г  (Я) <  1} »  ОТ (Я ) .

Теорема 2.3 доказана. □

С ледствие 2.1. П усть  Л € В  (2) и ро (Я) < 1. Однородный многочлен Р ,„„ по

рядка іщ  hm сильнее многочлена Q тогда и только тогда, когда Q -Հ Ьщт)Рт о , 

где ОТ (Я) определено в теореме 2.3.

Д оказательство, непосредственно следуег из теорем 2.2, 2.3 и предложения 2.2.

Теорема 2.4. П усть  (I >  1 и Я  =  { і / € Й + :  ѵ\ +  9սշ <  1}.  Однородный мно

гочлен Рт „ порядка т о  /іц? сильнее однородного многочлена Р „н порядка m i 

тогда  и только  тогда, когда

1) т о  >  m i ,

2) т о  -  to  ( г )  (1 -  1/0) >  m i -  h  (т) (1 ֊  1/0), при т  =  ±  (0,1) € £  (Рто ), где 

£j (т) порядок нуля многочлена PntJ, j  =  0,1, в точке т.

Доказательство. Необходимость доказывается аналогично необходимой части 

теоремы 2.2. Докажем достаточность. Предположим обратное, что при условиях 

теоремы существует последовательность { £ * } ^ յ  С Я2, ||£*|| - *  оо при s -*  оо, 

для которой

(2.9) Рт і  | аІ hK (Հ')) /Рто (Г, Խ  ( Ո )  -> 00 при «-> оо.

Так как т о  >  т і ,  го в силу леммы 3 работы |6], не умаляя общности можно 

считать, что последовательность { т * :=  Հ * /  ||€*||}JLi имеет предел, и этот пре

дел принадлежит множеству J2{Pm „)- Пусть т* -4 т  € J2(Pmu) при э ->  оо.
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Покажем, что т і =  0 ( то есть т =  =  ±  (0,1)). Пусть наоборот т\ /  0. Тогда с 

некоторой постоянной C j >  1 при достаточно больших а

В. Н. МАРГАРИН.'Г. Г. ТОНОИН

то эти оценки противоречат соотношению (2.9).

Полученное противоречие доказывает, что r j  =  0. Теперь, проводи аналогич

ные рассуждения, как при доказательстве теоремы 2.2 в случае г  € ]С (Рти)і 

получим, что при условиях 1) и 2) теоремы соотношение (2.9) невозможно. По

лученное противоречие доказывает справедливость утверждения теоремы. □

С ледствие 2.2. П усть  Ѳ >  1, 3? =  { і /  е : յ/յ +  0Աշ <  l } ,  -  однородный

многочлен порядка т о . Многочлен Q, представленный в виде (1.2), Ля слабее 

многочлена Рто тогда и только тогда, когда

1) пго >  т ,

2)тп0- £ ( т ) ( 1  -  1/0) >  шах {А ֊  կ  (г )  (1 -  l /Ѳ), j  =  0 ,.. . ,m }, п р и т =  ± (0 ,1 )  € 

€ (^ию)і г^е 171 ~ порядок многочлена Q , ( (т) ( կ  (т))  порядок нуля многочлена 

Pmo (Q j.J  =  0, ...,7п) в точке  т.

(2.10) СГ1 П І  < \Հէ\ < Сі Г II и |Й |<С,||Н -

Отсюда и из определения функции Ля с некоторой постоянной Շ շ >  1 при до

статочно больших տ имеем

( 2 . 11 ) с * 1 1̂ 1 < Л я ( П < с 2 | ^

Так как с некоторыми постоянными C j >  0, j  =  3,6, в силу оценок (2.10) и (2.11) 

при достаточно больших *■

А ,. ,  ( Г .  Ля ( О )  =  ;  Ш  « о  2 л Г '  ( е )  <

<с3 £  (1 + Г І ІГ 1-И(1 + 1 # '“ ' < сці + Г ІІГ1.

Рто (Հ“, Ля (ք*)) > С5Л£° (Г) > Кв(1 + г  ИГ"

Доказательство, следует из теоремы 2.4 в силу леммы 5 работы |6). □

A b s tra c t. Necessary and sufficient conditions for comparison w ith  a weight o f two- 

dimensional polynomials are obtained.
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Abstract. The paper considers a queuing system that has k servers and its 
interarrival times and service times are random fuzzy variables. We obtain 

a new theorem concerning the average chance of the event “r  servers (r  <  k) 
are busy at time t’\  provided that all the servers work independently. We 

simulate the average chance using fuzzy simulation method and obtain some 

results on the number of servers that ore busy. Some examples to illustrate 
the simulation procedure are also presented.

MSC2010 numbers: 60K05; 68U20; 65C10.
Keywords: Multi-server queuing system; busy time; fuzzy interarrival times; average 
chance.

l .  I n t r o d u c t io n

Queuing systems constitute a central tool in modeling and performance of tele
communication and computer systems. In the fuzzy case, it  is assumed that the 

interarrival times and the service times are random fuzzy variables. Pardoa and 

Fuenteb [1] proposed the analysis, development and design of a fuzzy queuing model 

with a finite input source in which the arrival pattern as well as the service pattern 

follow an exponential distribution with an uncertain parameter. Wanga, Liub and 
Watada [2| studied a fuzzy random renewal process in which the intcrarrival times 

are assumed to be independent and identically distributed fuzzy random variables, 

and two case studies of queuing systems are provided to illustrate the application 
of the fuzzy random elementary renewal theorem. Wu [3] has proposed the fuzzy 
arrival rate and fuzzy service rate in a queuing system. The nonhoruogeueous Poisson 

process with fuzzy intensity function is taken as the arrival process for this queuing 
system. Computational procedures for performing simulation in the ո-level sense 

and for obtaining the a-level closed intervals of the system performance measure 
are also proposed to tackle this kind of model. Chen |4| has proposed a procedure
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for constructing the membership functions of the performance measures in finite- 

capacity queuing systems w ith the arrival rate and service rate being fuzzy numbers. 
Kreimer [5| studied a real-time multi-server system w ith homogeneous servers (such 
as unmanned a ir vehicles or machine controllers) and several nonidentical channels 
(such as surveillance regions or assembly lines), working under maximum load regime. 

Zhao, L i and Huang [G| developed a queue-based interval-fuzzy electric-power system 
(QIF-ESP) model through coupling fuzzy queue (FQ) theory w ith interval-parameter 
programming (IPP). Yang and Chang |7] investigated the F-policy queue using fuzzy 

parameters, in which the arrival rate, the service rate, and the start-up rate are all 
fuzzy numbers. The F-policy deals w ith the control o f arrivals in a queuing system, 
in which the server requires a start-up time before allowing customers to enter.

In this paper, we simulate the average chance o f the event "a ll the к servers are 
busy at time £11 and the queuing system has к  servers. In other words, we estimate the 

average chance o f the event " r  servers (r < k) are busy at time t  when all the servers 

work independently and the interarrival times and the service times are random 

fuzzy variables. We obtain some results about the relationship between the number 
of servers and busy times and idle times.

The paper is structured as follows. In  Section 2, we discuss the concepts and 

essential properties o f fuzzy set theory, fuzzy variables, random fuzzy variables, the 

average chance, etc. In Section 3, we illustrate the random fuzzy queuing system with 

m ultiple servers and estimate the average chance of the event " r  servers (r <  k) are 
busy at time /•". In Section 4, we consider the fuzzy simulation method. In Section 5 

we provide some numerical examples.

2 . D e f i n i t i o n s  a n d  P r e l i m i n a r i e s

C redibility theory, introduced by Liu (see |8 |), is a branch o f mathematics for 

studying the behavior o f fuzzy phenomena. In this section, we introduce the basic 

notions of credibility theory, such us credibility measure, credibility space, fuzzy 

variable, membership function, credibility distribution, expected value, random fuzzy 

variable and its  expected value, independence and identical distribution.

Let Ѳ be a nonempty set, and P  be the power set of Ѳ, that is, the largest a- 
algebra over Ѳ. Each element o f P  is called an event In order to give an axiomatic 
definition o f credibility, i t  is necessary to assign to each event A  a number C r{A ) 

which indicates the credibility that A w ill occur.
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D efin ition  2.1. (Liu and Liu /9j). A set function C r defined on Ѳ is called a 
audibility measure if  il satisfies the following axioms:
Axiom  1. ^Normality): Сг{Ѳ } =  1.
Axiom  2. f  Monotonicity,): C r{A ) < Cr{Z?} fo r A c  D.
Axiom  S. fSelf-Duality/- C r{A ) +  C r{Ac) = 1 fo r any event A.
A xiom  4- fM axim alityj: С{и<Д} = sup, C r{A ,} fo r any events {Л*} with sup,: C r{A i) <
0.5.

Then the triplet (Ѳ. P, Cr) is called a credibility space. The product credibility measure 
can be defined in multiple ways. We accept the following axiom.

A xiom  5 f  Product Credibility Axiom j.  Let Ѳк be nonempty sets on which C rk are 
credibility measures for к =  1 . 2 , respectively, a^d let Ѳ =  Ѳ і x 0 շ x ... x Ѳп.
Then

(2.1) Сг{(Ѳі,Ѳ2,...,Ѳп)} =  ЛСг2{02} Л ... Л С гп{Ѳп)

fo r each (6ւ,0շ, ...,Ѳп) І  Ѳ.

Let (Ѳк,Рк,С гк), к  =  1 , 2 , ....ո, be credibility spaces, Ѳ =  Ѳ і х 0 շ х ... х Ѳ „ and 
C r =  Cry лСг2/\...л С гп. Then the triplet (Ѳ, Р, C r) is called the product credibility 
space of (Ѳк, Pk, Crk), к  =  1,2,..., n.

D efin ition  2.2. A fuzzy variable is defined to be any real-valued measurable function 
defined on a credibility space (Ѳ. P. C r).

D efin ition  2.3. Let Հ be a fuzzy variable defined on the credibility space (Ѳ, P,Cr). 
Then the membership function ц of Հ is defined by

M  / * ( * )  =  ( 2 0 { £  ■  * »  Л 1 ,  X  €  Я ?

D efin ition  2.4. Let Հ be a fuzzy variable defined on the credibility space (Ѳ, Р(Ѳ), Cr) 
and let a € (0,1). Then

(շ -3) Հօ — Щ Н / w )  >  a }, =  eup{r|/iC(r) > a }
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are called а -pessimistic value and a-optimistic value of Հ. respectively.

D efin ition  2.5. Let Հ be. a fuzzy variable defined on the credibility spaa: (Ѳ, Р(Ѳ), C r). 
Then the expected value of Հ is defined by

(2.4) Е й  =  Г  § Ш  > г }dr -  Г Н  < r)dr,
Jo J-oo

provided that at least one of the two integrals in (Հ.Հ) is finite (see [10]).

Proposition 2.1. ԼռէՀ  be a fuzzy variable defined on the credibility space (Ѳ,Р(Ѳ),Сг). 
Then we have

I I  I  е ю = I  j f 1 & + £ ]* » .

Proof. Let Հ be normalized, that it», there exists a real number To such that
М{(Гіо) — 1 - I f  t’o > 0 , then in view of (2 .-1), we have

լ  r+oo rr0 1 f l
m  =  о N  +  /  C r(t >  r)d r + r o -  Շ Հ Հ  < r)dr] = -  /  (&  +  C)da,

I  Jr0 J-oo ձ Jo
implying (2.5). The case го < 0 can be treated similarly. □

D e fin ition  2.6. The fuzzy variables Հ ւ,Հ շ ,...,Հա ore called independent if

(2 .6 ) C r { r t i f e e  f t } }  =  i M i c H  € ВiSlSm
fo r any sets B\.B->,...,Bm 6  3?.

D e fin ition  2.7. A random fuzzy variable ts defined to be any function from the 
credibility space (Ѳ, P, C r) to the set of random variables.

D efin ition  2.8. The expected value of a random fuzzy variable Հ is defined by

(2.7) Ш  =  j f °  Сг{Ѳ 6  Ѳ |ВД0)] > r)d r -  £  Сг{Ѳ 6  0|£fc(0)j < r}dr.

P roposition 2.2. Let Հ be a random fuzzy variable defined on the credibility space 
(Ѳ, P, C r). Then fo r any Ѳ € Ѳ the expected value £[£(<>)] is a fuzzy variable, provided 
that £[£(0)] is fin ite  fo r a fixed Ѳ G Ѳ.

D efin ition  2.9. The random fuzzy variables Հ and tj are said to be identically distributed 

i f

(2.8) sup in f (Pr{£(0) e B }} =  sup inf: {P r{q(0) € B }}
С Ѵ { Л } > о в € Л  С г { Л } > а в е Л

fo r any a  € (0,1] and any Borel set В of real numbers.
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D e fin itio n  2.10. The. random fuzzy variables £i, i  =  1,..., n, are said to be. independent 

i f

(1 ) £і (Ѳ), i  =  1, are independent random variables fo r  each Ѳ G Ѳ.
(2) £ [£ , ( • ) ] ,  i  — a re  independent frizzy variables.

D e fin itio n  2.11. Let Հ  be a random fuzzy variable defined on the credib ility space 

(Ѳ , Р ( Ѳ ) , С г ) .  T h e n  the average chance, o f the random fuzzy event Հ  <  0  is defined 

as

(2.9) Շ հ Հ Հ  <  0 }  =  f Сг{Ѳ 6  Ѳ |Р г { £ ( 0 )  <  0 }  >  p}dp.
Jo

3 . R a n d o m  f u z z y  q u e u i n g  s y s t e m s  w i t h  к  s e r v e r s

In this section we study a model of queuing system w ith к  servers, denoted by 

R F /R F /к / F C F S /oo/oo, where R F /R F  means that the interarrival times and the 

service times are random fuzzy variables, F C F S  means that the queue discipline 

is "firs t come, first served and the size of source population is infin ite. We assume 
that the interarrival times of customers arriving at the server are independent and 

identically distributed random fuzzy variables. £, ~  E X P (X i), where A, are fuzzy 

variables defined on the credibility space (Ѳ,, Р (Ѳ і ), С г{), i  =  1 ,2,..., and the service 
times are independent and identically distributed random fuzzy variables, գ  ~  E X Ր{քկ ), 

where /t, are fuzzy variables defined on the credibility space (T \ ,  P (T \), C r\) ,  i  =

1 , 2 ..., and Հհ and գ  are independent.

For the model R F /R F /k /F C F S /oc/oo we describe the lim it (as t  —> oo) of the 

average chance of the event "the random fuzzy queuing system is busy at time t  when 

the queuing system has к  servers. The case of different number o f servers is also 

discussed. Notice that in  the special case where the model involves only one server 
(k  =  1), this problem has been considered in [11 ].

Define P ( t ) ֊  P r { a l l  o f  к  servers are busy a t tim e  f} , and P i( t ) ֊ P r { th e  i t h  server 

is  busy a t tim e  t ) ,  and observe that P (t)  and P ,{t)  are fuzzy variables, P'QQ and P " 0 

are the a0-pessiniistic values and the ao-optim istic values o f P ( t) ,  respectively, and 

£ [ * ]< ! •

Lemma 3.1. ( f l l j ) .  Assume that in  a random fuzzy queuing system R F /R F /k /F C F S /o o /o o ,  

the fuzzy variable A has the same ao-pessimistic values and the ao -op tim is tic  values 

Aj, and the fuzzy variable ц  has the same ao-pessim istic values and the ao-op tim istic  

values in ,  and are continuous at the po in t q 0 G [0 ,1 ] .  Also, le t the к  servers work
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independently, then we have

(5.1) ,!і£ Л < « ) - §  Д »  % ( ')  =  # •
“ о  г о

Theorem  3.1. Let in  a random fuzzy queuing system R F /R F /k/F C F S /Ե օ /օ օ , the 
distribu tions o f  £ j(0 )  and պ Հ դ )  be non-lattice, and let the ftizzy variables A , and д , . г  =

1 ,2 . . . ,  be continuous at the point a  €  (0 ,1 ] .  Also, le t the к  servers work independently, 
then we have

(3 .2 )  I lim ^C h {a ll o f  к  servers arc busy a t t im e t )  =  ( £ [ —)) * .

P roof. From Definition 10 and Proposition 1, for ith  server, i =  1,2,..., k, we have

С h {th e  ith  server is  busy at tim e t }  =  f  Сг{Ѳ  €  Q \P i(t)(0 ) >  p}dp
__ Jo

=  e  Щ Р і і т  >  p } d p E [m ]  =  ֊  [ \ p L ( t )  +  p!'Q(t))dp.
Jo щ Jo

I t  follows from the definition of the lim it that there exist two non-negative real
numbers t i  and էշ. such that for any £ >  i i

o < ^ ( < ) < 4
Рв

and for any է > էշ

о М Ш — •
ГО

Therefore, for any t  >  т а х ( іі, іг ) , we have

о < а д  +  Р " (0 < 2  +  ^  +  ^ .
Mo >*a

Since /?[£] is fin ite, 2 +  fa  +  is an integrable function of a. Hence, we can apply 

Fatou’s lemma, to concludc that

lim  in f f \ p ; o(t) +  P 'U t) )d a  > Ր  lim  in f (Բ Լ (է )  +  Հ 0(,l))da, 
t֊*oo j0 J0

and

lim  sup /  (J ^ ( i)  +  B « (i))da  <  f lim  sup (P/a(t) +  P"„(t))da. 
i—»oo Jo Jo

Next, since AJ,,A",//« •/*" are almost surely continuous at the point a, by Lemma 1

we have
lim  C h {th c  ith  server is  busy a t tim e  t }  

t - » o o

=  i  l im  + P £ .( t ) ) d p  =  ֊  / ՝  M M  +  K . № v
2  t-foo y0 г Jo ,-fo°
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Щ ш Ш Ш ш4 JO r*cx г а  r

Now, for к servers that work independently and are identically distributed, we have

lin i C h ta ll o f к  servers are busy at tim e  /}  t-too

I

and the result follows. Theorem 1 is proved. □

R em ark 3.1. I f  X  is the number of servers that are busy at time t, then X  is a 
random variable with binomial distribution, that is, X  ~  B (k,C h), where к  is the 
number o f servers and Ch is the average chance o f the servers that are busy at time 

t. So, the average chance of the r  servers (r <  к )  that are busy at time t  is given by

(3.3) lim  C h {r servers are busy at tim e  f }  =  (* )(£ [—])r ( l — 2?[—])л՜ '',
1—»oo Ա Ц

I  i ......  „ .A ,

fo r r  =  0 .1 ,2 ,..., к. Also, we have

( 3 .4 )  lira C h{at least r  servers are busy at tim e  f }  =  £ ( j  )(£ (—])'(1  —
»=r Ա Щ

Therefore, the mean o f the number o f servers that are busy at time t  is A\E[jj]. 

Then, the average chance o f a ll of к  servers are idle at time t is given by

( 3 .5 )  Yim C h{a ll o f к  servers are idle at tim e  t }  =  (1 — £ [—])*.

4 . T h e  f u z z y  s i m u l a t i o n  a p p r o a c h

Y.Liu and B .Liu [12| designed a fuzzy simulation procedure for both discrete and 
continuous cases.

(a) Discrete fuzzy vector: assume that /  is a function, and Հ=  (Հ ւ ,—,Հո։) is a discrete 

fuzzy vector whose jo in t credibility distribution function is defined by

( 4 .1 )  К м  i

/І1, t i =  Ui
բ շ , ս  =  Աշ

Hn, ս  I  Աո,

where ци =  m in i<і<т  и =  (u i,...,u ,„) € 5?՞* and цР) are the credibihty
distribution functions o f £  for t  =  1 ,2 ,
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Let Oi =  /(« i) . W ithout loss of generality, we can assume that ai <  օ շ  <  ... < a„. 
Then the expected value is given by

Ո

(4-2) E [f{  0 ] =  £ * P i ,
i = l

where

(4 .3 )  Pi =  l / 2 (V ” = i / i j  -  Հ Զ + м ) +  1/ 2 [V ‘ = lM j -  У } ՜ ! , / / , ] ,

for i  =  1 , 2 ,..., n and /xo =  Mti+i =  0  .
(b) Continuous fuzzy vector: assume that £ is a continuous fuzzy vector w ith a 

credibility distribution function ц. Iu this case, the expected value can be estimated 

by formula (16).

5. E x p e r ie n t ia l  r e su lts

In this section, we present some practical applications o f the model under study, to 

show how the fuzzy simulation method can be used to estimate the average chance.

Exam ple 1. Consider an investment bank with к servers. Let the interarrival times 

o f customers be fuzzy variables w ith exponential distributions w ith A =  (1/2/3) in 
minutes, and let the service times be fuzzy variables with exponential distributions 

w ith n =  (3 /4 /5 ) in minutes for к  servers. Calculate the average chance o f the event 

"a ll of к  servers are busy at time t".

We use Theorem 1 and the simulation method, described in Section 4, to estimate 

the expectation £ [£ ]. The corresponding simulation results are shown in Table 1 and 

Figure 1, which contain the average chance of the event "a ll of к  servers are busy at 

time «"for the number of different servers. The algorithm fqr simulating follows.

The A lg o rith m
1. G enerate the random numbers e j(i) in the interval (1,3). and the random 

numbers տշ(?) in  the interval (3,5), i  =  1,2, ...,n.

SIMULATION OF A RANDOM FUZZY QUEUING SYSTEM ...

3. Set ц (і) =  m in(/xi(t),p 2 (*))•
I f  Xi and Xj have the same values, remove Xj from the list o f results, and set

Ш =  max(/ii, m).
4. A p p ly  formulas (16) and (17).

5. C alcu la te  Ek.
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Table 1 and Figure 1 show th a t whenever the number o f servers is bigger, the 

average chance o f the event "a ll o f к  servers are busy a t tim e J "is  smaller, and it  

tends to  zero as the number o f servers increases. Notice th a t the results are obtained 

w ithout using the а -cuts and we simulate the average chance. Also, the simulation 

procedure is stable in high repetitions and it  is close to  the true answer and i t  can 

not be invoked in  few repetitions.

к 1 0 0 500 1 0 0 0 1 0 0 0 0 2 0 0 0 0 30000
5 0.0318 0.0364 0.0398 0.0411 0.0414 0.0414

1 0 0 .0 0 1 2 0.0014 0.0016 0.0017 0.0018 0.0018
15 3.9172c-005 4.298ІО-005 6.117ІС-005 6.4359ts005 6.7551e-005 6.7551«-005
2 0 3.9523e-007 1.8686e-006 2.3734e-006 2.90981.-006 3.0270С-006 3.0270e-006

T ab le  1: The results o f sim ulation o f average chance for Example 1.

F ig u re  1: Convergence o f the fuzzy sim ulation fo r Example 1.

E xam ple  2. Let a bauk have status customer. Also, le t the in te rarriva l times of 

costumers be fuzzy variables w ith  exponential d is tribu tion  w ith  A =  (2 /3 /4 ) in 

minutes, and the service times arc fuzzy variables w ith  exponential d is tribu tion  w ith 

f i =  (3 /4 /5 ) in  minutes for any server. We want to  calculate the average chance o f 

the event "the number o f different servers th a t are busy a t tim e I ” .

We use Theorem 3.1, Remark 3.1 and the sim ulation method, described in  Section 

4, to  estimate the average chance o f the event V  servers ( r  <  A:) are busy at tim e f ". 

The corresponding results o f sim ulation are shown in  Table 2 and in  Figures 2-4. In  

Table 2, к  is the number o f iterations, r  is the number o f servers th a t arc busy at tim e 

t, the “E rror”  rows contain the errors o f the real solutions and simulated solutions, and 

the “ Average Chance”  rows contain the average chance o f the event “ the г  servers out

50



SIMULATION OF A RANDOM FUZZY QUEUING SYSTEM

of 5 servers are busy a t tim e f ',  r  =  0 — 5. Then we calculate the error o f simulation. 

Sim ilar to  Example 1, from the results o f Table 2 and Figure 2. we infer that whenever 

the number o f iterations is getting bigger the simulation becomes closer to the real 

solution, and the fuzzy simulation procedure is stable in high repetitions. The Figures 

3 and 4 show the error o f simulation for different number o f servers (out o f 5 servers) 

that are busy at tim e t for n  =  10000,20000 and n =  30000,40000, respectively. I t  is 

clear th a t the error o f sim ulation tends to zero for n >  40000.

11 500 1000 10000 20000 30000 40000

r=0 Average
Chance 8.137ве-004 6.5993e-004 4.984 004 4.7863e-004 4.3809 -̂004 4.2924e-004
Error 3.8453e-004 2.3069e-004 fi.8879e-005 4.938fi«-005 8.8500e-00fi 0.0000

r—1 Average
Chaucc 0.0104 0.0109 0.0087 0.0085 0.0083 0.0080
Error 0.0064 0.0029 6.8956e-004 4.9354e-004 2.9215(^004 0.0000

r=2 Average
Chance 0.0723 0.0645 0.0617 0.0003 0.0593 0.0592
Error 0.0131 0.0053 0.0025 0.0011 1 .(ИМИІе-(К) 1 0.0000

r=3 Average
Chance 0.2363 0.2334 0.2339 0.2211 0.2205 0.2200

Error 0.0163 0.0134 0.0039 0.0011 5.0000e-004 0.0000

r=4 Average
Chance 0.3981 0.4024 0.4079 0.4081 0.4085 0.4087

Error 0.0106 0.0063 7.673ІС-004 6.0000e-00-l 2.0000e-004 0.0000

r=6 Average
Cliauce 0.2487 0.2684 0.2981 0.2996 0.3015 0.3036

Error 0.0549 0.0352 0.0055 0.0040 0.0021 0.0000

T ab le  2: Results o f the simulation o f average chance fo r Example 2.

u  — »•....... 1*1
t l  - ♦ - • շ

13  I  I t  2 t f  3 3 5  4
Hum ber o f  ite r r to n *  > to*

F ig u re  2: Convergence o f the fuzzy simulation for Example 2.
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F ig u re  3: Convergence o f fuzzy s im u la tion  fo r n  =  10000.20000 for Exam ple 2.

Number ofiterabons »ie ' Number o f iterations « V

F ig u re  4: Convergence o f fuzzy s im ulation for n  =  30000,40000 fo r Exam ple 2.
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O N  T H E  C O N VERG EN CE OF F E J6 R  M E A N S  OF 
W A LS H -FO U R IE R  SERIES IN  T H E  SPACE Hp

G. TEPHNADZB

Ivane Javakbishvili Tbilisi State University, Tbilisi, Georgia 
E-mail: giorgitephnadzeQgmail.com

A b stract. The main aim of this paper is to find necessary and sufficient conditions 
for a  modulus of continuity of a  martingale F  € Hp, for which the Рдёг means of 

Walsh-Fourier series converge in Яр-norm, when 0 <  p <  1/2.
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1. In t r o d u c t io n

Weisz [16] considered the norm convergence of Fej6r means of Walsh-Fourier series 
and proved that

(1.1) ІК -Л |Яр <  Cp ||Е||Яр, F  € Hp, p  >  1/2.

Goginava in |5| (see also [13]) proved that there exists a martingale F  € Hp 

(0 <  p <  1/2) such that supn€A. ||стп^ ||р =  +oo. Weisz (18) also considered Fej6 r 
means on the subsequence {2 ”  : n >  0 } and proved that

(1-2) І к а - ^ І Ія ,  <  Cp 1И1н„ , F  €  Hp, p >  0.

In [14], the author proved that if  F  e Hp (0 <  p <  1/2) and

w#p ( l/2 n, F ) =  o ^ l/2 " (1/p֊2))  as n -» o o ,

then

(1-3) ||o-nF  -  F ||p —> 0 as n - t  oo.

Furthermore, it  was shown that there exists a martingale F  € Hp (0 < p <  1/2), 
which шНр ( l/2 n, F ) =  0  ( l / 2 "(‘ /p -2)) &  n ч о о , and (1.3) does not hold. In [14],

The research was supported by Shota Rustaveli National Science Foundation grants no.52/54 
and YS15-2.1.1-47 and by Swedish Institute scolarehip for postdoctoral research.

54



ON THE CONVERGENCE OF FEJER MEANS

the boundary case p =  1/2 also was considered, and it  was proved that if  F  € t f 1/2 

and

(1.4) ( l/2 n, F ) =  о ( l/n 2) as n  - f  oo,

then ||cr„F — F | |1 /2  -» 0 a s n -» o o . Moreover, the condition (1.4) is sharp in the 
above mentioned sense.

More results on summability of Fej6r means of Walsh-Fourier series can be found 
in |1, 4, 8 . 10, 16|.

The main aim o f this paper is to generalize inequality (1.1) and find necessary and 
sufficient conditions on a sequence {га* : к >  0 } ,  for which

(1.5) lk n fcF  ֊  F ||p -> 0 as к - f  oo (F  G Hp, 0 < p <  1 /2 ).

Also, we prove some estimates for the Fej6r  means and show their sharpness in the 

case where 0 <  p <  1/2 (Theorems 3.1 and 3.2). Then, by applying these estimates 

we find necessary and sufficient conditions for a modulus of continuity o f a martingale 

F  G Hp, for which (1.5) holds when 0 <  p <  1/2 (Theorems 3.3 and 3.4).

2 . D e f i n i t i o n s  a n d  n o t a t i o n

Let N+ denote the set of naturals, and let N =  N+ U {0 }. By Z2 we denote the 

discrete cyclic group of order 2, that is, Z2 =  {0 ,1 ), where the group operation is the 
modulo 2 addition and every subset is open. The Haar measure on Z2 is defined so 

tha t the measure o f a singleton is 1 / 2 .

Define the group G as the complete direct product o f the group Z2  w ith the 
product o f discrete topologies of Z2. The elements of G are represented by sequences 

X =  (x o .ii, .:,X j, ...), where x* =  0 V 1. A base for the neighborhood of x  € G can 

be given as follows:

/о (x) :=  G, /„ (я ) ':=  {у  € G : Уо =  xo. I/n -i =  x „_ i} . n € N.

For n 6  N denote / „  :=  / „  (0 ), / „  :=  G \  / „  and e„ :=  ( 0 , 0 ,x „  =  1,0,...) € G. It 

is easy to show that
M -l l/U —2 M—i  I  /М - 1 I

(2.1) 7m= U іі\іі+1 = U U 7‘+> + e‘) U U Im M
1=0 \  Jk= 0  l=fc+l /  \  t=o J

Observe that every n € N can be uniquely expressed as n =  where

r ij G Z2, j  € N and only fin ite numbers o f nJ differ from zero.
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Let
[n] =  m in {j € N, r ij փ  0} and |n| =  m ax{j € N, Ո յ փ  0}, 

that is, 2|n* <  n <  2N+1. We set

d (n) =  |n| — [n] for all n € N.

Define the variation of n € N with binary coefficients (n*., к  € N) by
OO

(2 .2 ) Ѵ (п) =  п0 +  ]Г |п * - п * _ і| .
km1

Every n 6  N can also be represented as n =  2n‘ with щ >  ոշ > ...nr  > 0. For
such a representation of n € N, define the numbers nr> =  2Ո<+՛ + ... +  2 , * =  1 ,..., r. 
The norms (or quasi-norms) of the spaces LP(G) and LPi00 (G ), (0 < p < oo) are 
respectively defined by

=  [  \f\Pdn, \\f \\l ,G) =  sup Хрц ( /  > A) < + 0 0 .
J g  A>0

The fc-th Rademacher function is defined by (x) =  (—l) 1*, x € G, к  € N. Now, 
define the Walsh system w =  (u>„ : n € N) on G as:

I InUI
«>п(аО := П г ’̂  ( i)  =  Г|П| (x) (-1 ) " h*b , n G N.

Notice that the Walsh system is orthonormal and complete in Լ շ  (G) (see [11)).
For /  e L \ (G), the Fourier coefficients, the partial sums of Fourier series, the 

Fejer means, and the Dirichlet and Fejer kernels can be defined in the usual manner 
as follows:

  /" 5—* S
/  («) =  /  fw „dn , (n € N ), S „f =  f( k )  wk, n  € N+, S0f  :=  0,

Jg k=0
1 ”  1 "

Onf =  si‘ f ,  Д» =  հ 2  u>k 1 Kn =  ֊Y ^D k , Ո  € N+.
k= 1 k= 0  Ո k=l

Recall that (see [11])

(2.3) ^  (* ) =  { ’ ”

Let n =  53i=i 2 "', ո ւ > ոշ > ... > nr > 0. Then we have (see [7) and (11))

(2.4) nKn =  յ շ  I Ц  w2», j  ( շ ՞ -  K 2nA ֊  П(АЩ фА )  .

The a-algebra, generated by the intervals { / „  (x ) : x € G }, w ill be denoted by 
(n 6  N ). and F  =  (F „,n  6  N) w ill denote a martingale with respect to Հո (n € N)
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(for details see [17]). The maximal function of a martingale F  is defined by F* = 
suPneN b i case /  G L\ (G) , the maximal function can also be defined by

/*  (ж) =  sup ( -  1 \ [  /(u )d p (u)
n€N Цп (x)) I Jl„(x) )

For 0 <  p < oo, the Hardy martingale space Hp (G) consists of all martingales F, for 
which ||F||Wji =  ||F*||p < oo. The best approximation of /  G LP[G) (1 < p G oo) by 
Walsh polynomials is defined as

En (f,L p ) =  inf II/ -  V'llp,

where p„ is the set of a ll Walsh polynomials of order less than n G N.
The modulus of continuity of a function /  G Lp (G) is defined by

up (1/ 2", / )  =  sup-11-/ (• +  h) ֊  f  ( )||p .
he in

The modulus of continuity in the space HP(G) (p > 0) is defined in the following way

wWp(l/2n,/) = ll/-52«/||Hp.
Since \\f\\Hp ~  H/llp for p > 1, we have wHp (1/2” , / )  ~  II/ ֊  52™/||p , p >  1.

On the other hand, there is a strong connection between these definitions. Namely, 
we have

(1/ 2 ", / )  / 2  < II/ ֊  Տշո/llp  < Wp (1 / 2 ", / )

II/ -  52™/||p /2  <  Քշ- ( / , Lp) <  II/ -  52n/||p .

A bounded measurable function a is said to be a p-atom, if  there exists an interval I  
such that

adfi — 0, ||a|| <  ц ( I ) ՜ 1̂ , supp (а) С I.
n

It is easy to check that for every martingale F  =  (F „,n  G N) and every к G N the 

lim it
F (к) =  lim f  F„ (x) (x) dp (x)n-*ooJG

exists, wliich is called the к-էհ Walsh-Fourier coefficients of F.
The Walsh-Fourier coefficients of a function /  G L \ {G) are the same as those of the 

martingale (Sm„ ( /)  : ո  G N) obtained from / .  For a martingale F =  (F„ -  F „_ i),
----  OO

the conjugate transforms are defined as FM =  52 r „  (0 (^n ~  Fn֊ \ ) , where t G G is
n=0



3. F o r m u l a t i o n  o p  t h e  m a in  r e s u l t s

Theorem 3.1. a) There exists an absolute constant c, such that

\WnF\\H i/։ <  cV2 (n) ||F ||„i/2 , F  € H i/շ.

b) Let {ո *  : к > 0} be a subsequence of naturals, such that supfceN V  (n*) =  oo, and let 
Ф : N-i -֊> [1, oo) be any nondecreasing, nonnegative function satisfying the conditions: 

Ф (n) f  oo an(l

G. TEPHNADZE

(3.1)
-r.--- V2 (njfc)
lim —r~,— r  =  oo.fc-»00 Ф (rifc)

Then there exists a martingale F  € # ւ/շ , such that

onkFsup Փ (ո*) 1/2

Theorem 3.2. a) Let 0 < p < 1/2. Then there exists an absolute constant cp, 
depending only on p, such that

Ікп Л Ія , < cp2',(n)(1/p- 2) \\F \\Hp, F  € Яр.

b) Let 0 < p < 1/2 and Ф (n) be any nondecreasing fimction, such that
____ 2«f(*»*)(i/p-2)

(3.2) =  Ц  — °֊

Then there, exists a martingale F  6  Hp, such that

sup 
fc€ K Ф (nfc)

Theorem 3.3. a) Let F  € H i/շ, suPfceN ̂  (nfc) ~  0 0  and

(3 .3 ) u>h,  ( l / 2 |nbl,F )  =  о ( l/V 2 (nfe)) os к -to o .

Then (1.5) holds fo r p  =  1/2-
b) Let supfc6N V  (nfc) =  oo. Then there exists a martingale f  6  H i/2 (G) satisfying

(3 .4 ) u „ l/7 ( i /շ1"*1. F ) = 0  (1/V 2 (nk)) as к  ^  00

and

(3.5) ֊  F \|i / 2  /-> 0  a s k -*  0 0 .

Theorem 3.4. <zj Let 0 <  P <  1/2. F  € Hp, supfc6Nd(nk) =  0 0  and

(3 .6 ) (l/2 |n‘ J,K) = 0 (l/2d<"‘ )<1/|" 2)) as к - + 00.

Then (1.5) holds.
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b )  Let supkeN d (n*) =  oo. Then there exists a martingale F  € HP(G) (0 < p < 1/2) 
satisfying

(3.7) ыНр ( l/2 |n‘ l, f )  =  О ( ] / 2^("*)(i/p-a)J os к -> oo

and

(3-8) |k „ fcF  — FUjr^ m / —>0 us к —* ос.

4. AU XILIAR Y PROPOSITIONS

Lemma 4 .І (Welsz (18), see also Simon [12)). Л martingale F  =  (F„, n € N) is 
in  Hp (0 < p  <  1) i /  and only if  there exist a sequence (ak,k  € N) of p-atoms and a 
sequence (цк,к  € N) о/ a rea/ numbers, such that for every n e N

oo  I  -----  oo

(4-1) =  Fn, ^  |/ife|p < oo.
*=o fc=o

Moreover, ||F||Wp ~  in f (X^tLo iMAtl**)' P> where the infimum is taken over all decompositions 
of F  of the form (Հ.1).

Lemma 4.2 (Weisz [17]). Suppose that an operator T is a-linear and 

\Ta\p dfi < Cp <  oo, (0  < p < 1)

ON THE CONVERGENCE OP PEJfcR MEANS ...

/ '
I

fo r every p-atom a, where I  denotes the support of the atom a. I f  T  is bounded from 
Loo to Loo, then ||TF||p <  Cp||F||Wjj.

Lemma 4.3 (see [7]. (11]). Let t,n  € N. Then

[  21՜ 1, i f  X  € / „  (e ,), ո  >  է, X  € It\h + i,
%2" (*) =  < (2n +  l ) / 2 , i f  X e

Լ 0 , otherwise.

Lemma 4.4 (Tephnadze [15]). Let n =  £ '=, 2*. where m j >  հ  >  h  -  2 >
ա շ  > /շ > 2շ — 2 > ... > m , > f, > 0. Then

n \Kn (®)| > 22li" 4 /ог X  € := 4  +1 (e,,_i +  et i) ,

адЛеге / յ  (e_i +  во) =  /շ  (во +  e i).

Lemma 4.5 (Goginava [6 ]). Let x  € կ  , к  =  0 ,..., Af -  1, / =  Jb + 1 ,.... M. Then

[  IK n (x +  01 d f i (t ) < c 2 * + '֊ 2 W  f o r  n  >  2 A f 
JIm
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Lem m a 4.6. Let n =  2fc, where m յ >  կ  >  կ  — 2 >  mշ > 1շ >  1շ — 2 >
... >  m , >  /« >  0. ГЛеті

|пА '„| <  с £  ( 2 ^  |ДГ2,д I +  շ ’" ' 1 |/r2™„ I +  2 '*  ] Г  Z?2* ) +  cV (n ).
-4*1 \ fc=U /

P roof. Let n =  ]СГ=і 2"S ni >  «a > — >  «»• >  0. Using (2.4) we get

пАГ" I E  (n V '|>  р щ  + (?пл r |

" E  (2ПЛ - 1 -  «(Л)|  f t -д = I  -  f l

For / i  we have
г /t>-l rnj \  /  m„ /  m, \  \

/ і = = Ё  П Г К  I ( S  ( П Ч  (2* w ՜ ( շ* ՜ * ) ^ 2" ) )»=1 y = l i = l j  J yfc=0 y = l:+ l  J )

-t  (П ІЬ ՛) (e  ( П «41 - (շ*՞էան
u=l \ j= l*= I, /  \fc=0 \i=fc+l /  /

Hencc, taking into account that 2”  — 1 =  ^2k=o 2* }Ш<1

(2" - 1) K2n-x = £  [ П ) (?*^  - (2* -*)՝
fc= 0  y=fc+i /

we obtain
f  / « - 1 " )  \  r  /  V m > \

/.=E ППЧ (շ"-+1 - ! ) - E ПП»‘ jP1յ՝)
W=1 \ i= if= / j /  «=ւ \j=u=h J

Using I А-շ-1 <  c |A 2n -.| and |/(շո_ ւ| <  с \K 2»\ +  с, we get
T

(4.2) | / i | < c £  (2'“ IK 2,v I +  2m“ |iK2mu I +  cr) .
v = l

Let l j  <  па <  m j for some j  =  1,...,«. Then >  £ "= 1/ 2 ” — 2  A — 2 J
2пд — 1 — n (A) < 2 'j. I f  կ  =  TIA for some j  =  1, ...,s. Then n(A) <  2m* - ‘ + 1  <  2‘J-

Hence for 1շ we have
r  m v

(4.3) |/շ | <  c ^ 2*’
v = l  k = ly

Combining (4.2) and (4.3) we complete the proof of Lemma 4.6.
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5. P roofs o f  t h e  m a in  r e s u l t s

P ro o f o f Theorem  3.1. We first prove assertion a). Suppose that

(5.1) ° nF
V *(n ) 1/2

$ c Ill'llя 1/а •

Then by combining (2.5) and (5.1) we obtain

(5.2) anF
~  f M ) ,l)

Ѵ Ц п) Ht,2 Jc K2(n) 'W O
1/2

1/2  (n)
11/2

Щ  ( t )  <  с I ||F ( ‘ )| dfi ( 0

Щ  \\F \\nl/tdn(t) =  c\\F\\H i/i.
JG

Thus, in  view of Lemma 4.2 and (5.2), the proof of assertion a) of the theorem w ill 

be complete, i f  we show that

Ա Wn q (g )|V /a dn (x) <  с <  oo,IP I
for every 1/2-atom a. We can assume that a is an arbitrary 1/2-atom, w ith support I. 
ц{1 ) =  2~M and /  =  /* /. I t  is easy to see that an (a) =  0, when n <  2M. Therefore, 

we can assume that n >  2  .

We set

Ո Լ  ( * )  = 2M f 2ал \ К * Л ( i  +  01 dll ( 0 ,
J l/i
Ր т Л

11Լ (* ) =  շ "  /  2lA £  D »  (x  +  0  dfi ( 0  •
J I Ki I I

Let z  € /м - Since tr„ is bounded from Loo to Loo. л  > 2W and ЦвЦ^ < 22W, in  view 

o f Lemma 4.6 we can write 
\ana (x)|

< ֊ { ^ |  ^ \ K v A *  +  i) \d l‘ { l) +  Լ  2 " - |Л Ѵ л ( *  +  < ) Ж о }  

c2 M U  I ЙІЛ 1  . i4 J  m  , c2 M f



с <  оо,

G. TEPHNADZE

=  £  №  w + w + <  w )  1 1

Hence

Ш & Г + "£ vb Щ І І  w r* i
+  / _ |Д п л (* ) |1/ 2 <*м(*)+ / _ №  ( * ) |l / 2 rfM (*)) + c.

J I,\l JIK! /
Since s <  4V (n ), to complete the proof of assertion a) o f the theorem, it  remains to 

show that

(5.3) Լ  \1 1 Լ  ( * ) | 1 /2  dH (x) <  с <  oo, [  К  (X)|1/2 dH (x) <
У7*Г •'ST

where ад =  ід or ад =  т д , -4 =  1 , s.

Let է € Խ  and x € / /+ 1  (e* +  e j), 0 < к <  I <  oa <  M  or 0 <  к  <  I <  M  <  ад. 
Since x  +  ( €  h + i (e* +  e j), by Lemma 4.3 we get

(5.4) K ^A  (x + 1) =  0 and WLA (x) =  0.

Let X G Ii+ i (e* +  e j), 0 <  A: <  ад <  / <  M . Then x  + 1 € / յ+ і (e* +  e/) for է € Խ ,

and we can apply Lemma 4.3 to obtain

(5.5) 2°л |JC2<m (x +  01 <  2OA+k and J / ^  (x) <  2°A+k.

Similar to (5.5), we can show that if  0 <  ад < A < / <  M . then

(5.6) 2°A IK VA (x  + 1)I <  22ал, / / Լ  (x) <  22ол, է € /м , X € / |+і  (е* +  е ,),

Let 0 <  ад <  М  — 1. Then, in view o f (2.1) and (5.4)-(5.6), we can write
M֊2 M -l

I  i__t . . .1/2 . . .
+ք ա լ  w | , / 2 ^ w =  £  £  f  | / / ^ w | 1/2^ w

m  f c = 0  Z = fe + 1  •/ / l + i ( e k + « l )

+L f mi* (*)|i/2<mi)<c£; e  /
fc= 0  •/ jm(ci£) fc=0 |=0л+і  ■'Л+і(е*+«і)

A/-2 M - l  -  о л -1  -

£  /  . 2ад< И х )  +  с £  /  2(“ * +k>'2d /z (x ) +
k = a Al= k +1 •>I i+ i ( ek+ e i) k=Q J h , ( e h)

M _l С M _ 1  շ(օ. „ + * ) / 2

Е  j i— +
*=«»>* •//**(«*) fc-О І -а л + І  Z

А̂ 2 ' ^ ; 1 շ ՞ -  2 «л
+ с 2 -  Ճ , " շ 1~ + < :Ճ , — ом— + Շ Ն  w  - с<00> f° r any ճ  =  1 , ...,s.

k=aAlmlc+l k=0 k=aA
Let q a > M . Then by sim ilar arguments used above it  can be shown that (5.3) holds 
for I I * A (x ) , A  =  1
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Now, we prove the boundedness of I I } . -  Let է € Խ  and x  € Լ \ Լ + ւ ,  i  <  Կ  — 1- 
Since X + 1 € /Д /і+ і, by using (2.3) we get

(5-7) 11Լ (x ) =  0.

Let X € і і \ і і +і , Ia < i<  тпа- Since n >  2A/ and է € Խ ,  by (2.3) we obtain

(5.8) Ո Լ  (z) < 2 M [  2,A £  D „  (z  + 1 ) d fi (0  <  d2lA+i.
Щ  кЫл

Let z  6  і і \ і і + l ,  тпл <  i  <  M  -  1. Using (2.3) we can infer that z  +  t€  Л \Л + і for 

է € Щ  and

(5.9) //?  (x) < c2M [  2,л+тл < c2lA+mA.
J lu

Let 0 <  Ia <  и л  <  M . Combining (2.1) and (5.7)-(5.9) we get

Լ \ ւ ւ Լ ( * ) Г «„(*> = ( e  + E +  £  } L  № < » > Г ф м
"'TIT \  t= 0  і=Ід (=тд+1/  * ' ,+1

< c T  [  2«A+i)/*d fi(x ) +  c £  \  2 {lA+mA)/2d fi{x )

гпд - M -l լ
<  с  5 2  շ ^ + Օ / շ ձ  +  с 5 2  շ ( '- « + " - ) / շ _  <  с  <  ос.

і=(л і=яід+ 1
The cases where 0 <  lA <  M  <  тпл o i M  <  U  <  mA, can be treated similarly. This 

completes the proof o f assertion a) o f the theorem.
Now, we prove assertion b) o f the theorem. To this end, observe first that under 

condition (3.1), there exists an increasing sequence {a * : к  >  0} С {ո *  . к  >  0} of 

naturals such that

(5.10) £  Ф1/4 M /V1'2 Ы  * c < °°- 
fc=l

Define
Fa =  £

{k\ |o*|<*>

A t =  Ф1̂ 2 (а *) / V  ( a * ) ,

ON THE CONVERGENCE OP PEJfcR MEANS ..

Since
afc, M < AГ ajt, ֊ДИ

(5.11) S2Aak =  I  0  |a*| >  A,

, . _ f  . 1 ІІД.ІІ <  №  =  /i(supp afc)"2,
eupp(afc) =  7|ftj  J a =  °» llafcllo° -

we can afbply Lemma 4.1 and (5.10) to conclude that F  =  (Fb Fa,...) € Я ,/а.
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I t  is easy to show that
(5.12)

Г 2 І«*Іф'/ *  (ak) /V  (ak) , j €  յշ lrt* |,•.■,շ|в*|+, ՜ 1}» * !ss0’ 1,■■■
F(•)) =  {  0 , j  і  и  { 2 K I.....2 K I+ ‘ - 1 -

I * = 0

Let շ!“ *1 < j  <  Qfc. By (5.12) we have

j-1  Խ ,  -  DշՒյ<|)  շ 1«*'Փ | / 3  («*)
(5.13) S jF  =  52|et|F +  £  P(v)w" =  S2l°klF +  у  О  |  '

„«շ՛0* 1

Therefore

ծ  F  1 2 , “ * *  1 e *

<5i4) ջ .у+Щ Ш я sjF ,
_  V . i f  , у  ( d - d ^ )

Ф (ак)а к Ф (о*)ок Փ («fc) V («к) о* 7 ՜'. ՝j=s2lefcl +1

= /Я і +  / / / շ  I  / / / 3 .

Since

(5.15) DJ+2~ =  £>շ™ +  w,n D j. when j  <  2m 

we can write

(5.16) Щ  '“ ՜ 2" 1'

G. TEPHNADZE

Ё ( Di+ 2l"* l -  D2\°bl)
j = 1

2 КІф Ѵа (ftjc) 
Ф (а*.) К  (о*) a*

Ф(«к) V(ajt)ofc

B 9 B H

> с (afc -  2 K I )  | ^ _ 2K |  I /  ( փ 1/2 ( a * )  V  ( < * * ) )  •

է-շ1“ «=1

£  в . 
i= l

Let Qk- =  J2™ձէԽ 2k, where m* >  i f  >  /? — 2 >  m§ >  >  1շ — 2 =£ — —
m* > /J > 0. Since (see Theorem 3.1a) and (1.1)) | | / / /1  Hi/շ  < с, ||///շ ||յ/շ  ̂  c aut^

ц { % }  > 1/ 21* ՜ 1, by combining (5.14), (5.16) and Lemma 4.4 we obtain

f  \aakF{x)l<b{ak)\l,2 dn{x) > \\ІЩ \\%  -  | |Щ ,||$  -
jo

- c !C  /  |շ2,ք/ (ф,/2 v  (®*)) 11 dii  (*) - 2r
ІШ2

«•*-2
>  С ]Г  1/ (И /2 (aA) փ1/4 (a t)) -  2c >  c r*/ (v 1'2 (afc) Ф1' 4 (a*)) 
І M
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> cV1/2 (afc) /փ |ք4 (a*) -» oo as к -*  oo.
Theorem 3.1 is proved.
P roof o f Theorem 3.2. Let n € N. Arguing as in the proof of Theorem 3.1 (see
(5.2)), we only have to show that for every p-atom a

J  |շճ(n)(2—l/p) (<7n (fl)|)Pd,i < c„ < oo,
у

where I  denotes the support of the atom a.
Similar to the proof of Theorem 3.1 a), we can assume that a is an arbitrary p-atom 

with support I  =  Ім , n (I m ) =  2~M and n > 2M. Since ЦоЦ  ̂< 2M/p we can write

2 «K n )(2-i/p ) fcn (a ) I <  2* (« ) (а - і /р >  ||0 || f  \K n  ( *  + 1)\ dp. ( t )
—  Jim

<  2 4 (.п № -Ш 2м/р f  \Kn ( i  + 1)| dfi ( t) .
J lu

Let X  € Ii+ i (efc +  ej), 0 < k, I < [n] < M. Then by Lemma 4.3 we get Kn (x + 1) =  0, 

for t € Im  and

(5.17) 2cZ{«)<2-i/p ) խ ո (e)| _  o.

Let X  € Ii+ i (efc +  ej), (n) < k, I < M  or к  < [n) < I < M. By using Lemma 4.5 we 
can write

(5.18) 2 rf(n)(2-l/p) խ ո (a)| < 2<i(n)(2-l/p)2 M(l/p-2)+fc+i < Cp2 (nl(i/p֊2)+A=+j 

A combination of (21), (5.17) and (5.18) yields

J  |2<ւ(ո)(2-ւ/?)<7ո(1 (x)|P dp (x)

([nj—2 [nj—1 H-1A/-1 M- 2  M ֊ l\  p
E E + E E  + E E ) /  է +oi)K ,(1- /rt̂ w|4(x)
fc-0 J=fc+l fc= 0  l=[n) fc=|nll=fc+l/

+£ / sգՏ Efc=Q fc=[n]J=fc+l

В M~l 1 /. оН(2р-1) Д
+‘*E E E2"' + ’ < Գ < «•

fc= 0 /= [„] +  l  fc=0

This completes the proof of assertion a) of the theorem.
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, we proceed to prove assertion b) of the theorem. To this end oh 
that under conditions i n  <ղ  դ \  . u  • .  • o b s e r v e  first
such that Q(l >  3  M d *** exi*  a se(iu™ce {o* : * > 0 } c { „ , :  * > „ } ,

OO
հ Օ ա~/' ( ° ’7) < Գ < օ о , и  ( о * )  =  շ մ (« 0 ( ւ / ; ' - 2) / շ / ф і / a ^ j
4=0

Let

Applying Lemma 4.1 and (5.19), sim ilar to the proof o f Theorem 3 .1  b), we conclude 
that F  6  Hp. I t  is easy to show that

f (a *), j  € {2l"*l.....2 І-.І* . _  Ar =  0  1

(5 -20 ) * H v  \ т Ш  ^ H j f i
V ա |

Let շ1°Լ1 <  j  <  a *. Applying (5.20), similar to (5.13) and (5.14), we get

g - .* ’ ,
Ф (л*) Ф (ок)ак Ф (о*)о*

2 Іа „Ц І/р -1 )  Հ  \

Lot л* €  N  and Ff0 t) :=  I [ok]+l (գ» *յ-ւ + Դ ** |) - Sincc (л* -  2,a*(J =  [ак], in view 
o f (2.4), (515) and Lemma 4.3, similar to (5.16), for IV3 we have 

շ1օ»1(ւ/թ-ւ) /  I л  I I

№  =  Ф Ы - Ы аТ  ( “ *  -  *  “ )  K - ^ ' l

2Іі»І(І/р-Ч  I [atl I ^  շ1օԽ1(1/բ -2)շ31օէ]-4 

~  Փ (Ok) U (° * ) * M l -  *  (a*) u (tt*)
>  շ1օէ1(է/բ-2)/2շ21°*1-4/փi/a  _

П Г о І І о т і Ш  լ  Լ  ֊

1ՈՏ1Լ, г  (— փՍԳ7)----- )  Г  ™  -  3 ^ 5  /

я/ 2  ,-» оо as к  оо.

^  ^ ^22ІакІ+ І°кІ(і/р -2М2/Ф х/2 (а *)) Ц {Ѳ<ч }

՜ Լ . 1  - м х ^ / Ф М ) " 2 = Դ  ( 2 " “ *,а /’ - 2Ѵ *  М
՜  ю ) And the firs t part o f Theorem 3.2 (see also (1.2)), we conclude that
fn view o f (5-1У/ au __
1 ,1. <  <v <  « .  I IM Ih ,, .  < ‘r < o om d



Theorem 3.2 is proved. □
P roof o f Theorem 3.3. Let F € # 1/2 and 2k < n < 2fc+1. Then we have

<  |k „F  -  a„S2* F | |$  +  IK S 2»F -  S2*F||Jg +  \\S »F- F | |$

=  lk«  (Տշ* F  -  F ) ||$  +  IIՏ» F  -  F ||$  +  ||<r„Sa* F  ֊  S2* | j j

< գ  (V2  (n) +  1) ս Հ է (1/2*, F) + K S V F  -  S2* FH jg .

By simple calculation wc get
2 * 2*Ծո ՏշkF — S2*F  =  — (52k(T2»F — S2*F ) =  — S2* (<r2*F  — F ). 
n n

Let p > 0. Then (see inequality (1.2)), we have

||<r„S2*F -S 5 rF ||$

< ^  ||5շ* (a2i. F  — F ) | | |  < ||<r2,F  -  F ||}/f/a -+ 0 ask -*  oo, 

which proves the first part of the theorem.
Now, we prove the second part of the theorem. Since supfc£N(ok) =  oo, there exists 

a sequence {a* : к >  1} С {ո *  : k >  1} such that V(o*) t  oo as к —► oo and

(5.21) И К  < V(a*+I).

We set

fa =  щ  Цщ Ц
(i: |aj|<A)

Since a,y2(x) is a 1/2-atom, we can apply Lemma 4.1 and (5.21) to conclude that 
F  € # i/2. Moreover,

( 5 .2 2 )  F  -  S 2n F  =  ( F i  ֊  S 2. F i ......... F „  -  S 2-  F „ . . . . .  F n + *  -  Տ շ - F n + * )

= (0,...,0,Fn+i — S2nFn+ i, F„+* — 52"Fn+fct—)

=  (է),..., 0, p 4 / F 2 (a i) i... j  , A € N+ 

is a martingale. Hence, by (5.22) and Lemma 4.1 we get

l|F  -  W I I * , , ,  < յ է  \/Ѵ 2Ы  =  О (1 /Ѵ *(а п)) .
ւտոփ1

I t  is easy to show that

л f  2 ^ /V 2{ak), յ' 6 { շ 4 - , 2 հ խ - 1} . * * 0՝ 1- "
= I o, j  Հ U {2KI,...,2l0*l+‘ -  1}.

I  fc=o
67

ON THE CONVERGENCE OF FEJ&R MEANS ...



G TEPHNADZE

Let 2l“ ** <  І  — f t fc- By (5.15) we obtain
S f  -  2 |“ fc| u»2 |„ fc| 2 J

S jF  =  S2 M F +  Y .  F H wu =  S2^ F + -------- - ^ t ֊ *

Hence

(5.23)
շ |“ *ւ /  \К к іт ֊ г)

. * *  ֊  2 |e‘ '  f*  r. r \  . 2l* * 4 l - i  (“ * -  2l“ * ') І І - 2К І
+ — S T "  l 5* * 1 F ~ F J + ----------------- --------------------------------■

Next, applying (5 23) we get

(5.24) I K - F -  * 1 $  >  Щ  -  2 '"‘ 1 ) ^ й - л з к :|'11$ .

Հշւ-֊ւհ  1/2 _ _ / «t - a i - i \ 1/a 1/a
\  a *  /  1 2 |օէ| Ili/a  Լ  n k J  11ձ շ 1» *1^  ^ Н і / з -

Let a k =  £ i ֊ i  Е Г = (*2* ’ where m i > l i  > l i - 2 > m % > l $ > l ! i - 2 >  -  >  m j  >  

/J >  0 and 2?/* =  7 ,+i ^C|*_i +  j .  Using Lemma 4.4 we can write

(5.25) |(«fc -  21“*1) ^ aik_a|oi| (x) 11/2 d/i

1 r~ Г I . լ / շ  1 * * * " *  I

^  16 S  Լ  l (a ‘  "  2 K I)  ^ - a l - 1  ( l ) l d fl(x )  -  16 S  ^ 2'* *  «•* ^  cVr(a *)-

Finally, combining (5.24) ֊  (5.25) we obtain (3.5). Theorem 3.3 is proved. □

P ro o f o f  T heo re m  3.4. Let 0 <  p  <  1/2. Arguments sim ilar to  th a t o f applied in the 

proof o f Theorem 3.3 a) can be used to  show tha t under condition (3.6) the relation 

(1.5) holds. Now we prove the second part o f the theorem. To th is end, observe that 

since supfc6N d (nfc) =  oo, there exists a sequence {a *  : к  >  1} С { ո *  : к  >  1} such 

that supkcN d (ok) =  oc and

(5.26) 2ad(o»)(i/p-a) < 2</(afc+I)(i/p-2)

We set

Fa =  V  а1р)Ы\/р֊2)<Ца,)

<<: l«*d<<4>
Since aj*(x) is а p-atom, we can apply Lemma 4.1 and (5.26) to  conclude tha t F  € Hp. 

Similar to  (5.22), we can show that
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is a martingale. By combining (5.2G) and Lemma 4.1 we get

u>HP( l / 2 M ,F )  <  i/2d(«<>(i/p-2> =  О  ^ i / 2 d(e*XVp-2)^ _
im k

I t  is easy to  show that

2( i / p - 2)[al,)) j  հ |շ1«*1,...,շ1°*1+1 -  1 } ,  A; =  0 ,1 , . . .

m  =
0 , ...... 2 I “ " I+1 ֊  1 }  ■

nsO

Therefore we cap write

I | $ * E  1 2(,- ад|” '|1 ( ° *  ֊  շ ՛” *1)  | м . 2к і  11Լ .

/շ1«»»1 \ p / a t  — 2 І"*І\Р
I  { ֊)  \ I

Let X  €  E [ 0 4 ] .  By (2.4) and Lemma 4.2 we have

,i (x € G : (a* § 2l-*l) ] * в)ь_аЫ  | > 22Ы ՜ 4)  > M (£(*„]) > l/2 [a>'՜*,

22p[“ * ] -V  ( *  e G : (a* -  2l°*l) ^  _2Ы  | > 221օ,:|՜ 4)  > շ*2* ՜ 1)!0*!-*.

Hence ||«rnjt F  — ,F||» ^  -»  0 as A: —> oo. Theorem 3.4 is proved. □
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A b s t r a c t .  Using the critical point method, the existence of periodic solutions for 
second-order nonlinear difference equations containing both advance and retardation 
is established. The proof is based on the Saddle Point Theorem in combination with 
variational technique.

M S C 2010 num bers: 39A23.

K e yw ords : Existence; periodic solution; second-order nonlinear difference equation; 
discrete variational theory . 1

1. I n t r o d u c t io n

Let N , Z  and R  denote the sets o f a ll naturals numbers, integers and real numbers, 

respectively. For any a, ծ € Z w ith  a < b , define Z (a) =  {a , a +  1, • • • }  and Z(a, b) =  

{a , a +  1, • • • , b}. The symbol *  w ill denote the transpose o f a vector.

Recently, the theory o f nonlinear difference equations has been widely used to 

study discrete models appearing in  many fields, such as computer science, economics, 

neural networks, ecology, cybernetics, etc. For the general background o f difference 

equations, we refer to  monograph [1]. The past twenty years, there has been much 

progress on the qualitative properties o f difference equations, which includes results 

on s tab ility  and a ttrac tiv ity  and results on oscillation and other topics (see, [2-8 , 1 2 ,

13, 15, 17, 18). Therefore, it  is worthwhile to explore this topic.
The present paper considers the following second-order nonlinear difference equation 

containing both advance and retardation:

(1.1) Д  (p n (A u n -i)*) +  f{n , Աո+м , Աո, Աո-м )  =  0, n e Z ,

IThis project is supported by the National Natural Science Foundation of China (No. 11361067, 
11401121) and Natural Science foundation of Guangdong Province (No. S2013010014460).
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where A  is the forward difference operator Ди„ =  un+ i — Աո- A 2«n =  Д (Д и„), 5 >  0 
is the ratio of odd positive integers, {p „} is a sequence of real numbers, M  is a given 
nonnegative integer, /  € C(Z x R3, R), T  is a given natural, pn+ r =  Pn >  0. and 
f(n  +  T.Vl,V2 ,V3) =  f(n ,V i,V 2 ,V3).

Note that the equation (1.1) can be considered as a discrete analogue of a special 
case of the following second-order nonlinear functional differential equation with 
retarded and advanced arguments

(1.2) № v W t  +  +  M ),u (t),u (t I M )) =  0 , ( 6 R .

The equation (1.2) includes the following equation

( p ( i M u ' ) ) '  +  / ( i , u ( 0 )  =  0, t €  R ,

which appears in the study of fluid dynamics, combustion theory, gas diffusion through 
porous media, thermal self-ignition of a chemically active mixture of gases in a vessel, 
catalysis theory, chemically reacting systems, and adiabatic reactor (see, |9|).

Note also that equations similar in structure to (1.2) arise in the study of periodic 
solutions and homoclinic orbits of functional differential equations (see, [1 0 , 11 ]).

Yu, Shi and Guo [18] have studied the question of existence of homoclinic orbits 
for the following second-order difference equation

(1-3) Lun -  UUn =  f{n . Un+M ,U n , U n -M )

containing both advance and retardation.
I f  <5 =  1 and f(n,U n+м ,ип,и п~м) =  », the equation (1.1) becomes

С1-4) Д  (pn A un -i) +  9n«n =  o,

which has been extensively investigated by many authors (see [1] and references 
therein), for results on oscillation, asymptotic behavior, boundary value problems, 
disconjugacy and disfocality.

I f  / (n, Աո+м, un, Աո-м ) =  9n«n> 71 € Z(0), the equation (1.1) reduces to the 
following equation

(1-5) Д  (p^A u n -,)*) +  ցոՀ  =  0,

which has been studied in [1 , 18] for results on oscillation, asymptotic behavior and 
the existence of positive solutions.

In the case where /(n ,ип+м, Աո, Աո-м ) =  ЧпЯІЦп) +  r „ ,  the equation (1.1) has 
been considered in [15] for oscillatory properties of its all solutions.
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Cai, Yu and Guo ((2), Theorem 3.1), assuming that 0 > 6  + 1, have obtained some 
sufficient conditions for the existence of periodic solutions of the following nonlinear 
difference equation

(1-6) A  (p „(A u „_ i)5) +  /(n , tin) =  0, n 6  Z.

Moreover, to our best knowledge, (2] is the only paper which deals with the problem 
of periodic solutions to second-order difference equation (1.6). When 0 < 6 +  1, can 
we s till find the periodic solutions of (1.6 )?

By using various methods and techniques, such as Schauder fixed point theorem, 
the cone theoretic fixed point theorem, the method of upper and lower solutions, 
coincidence degree theory, a number of existence results of nontrivial solutions for 
differential equations have been obtained in (11 ].

Another important tool that was used to deal with problems concerning differential 
equations is the critical point theory (see, (10, 14, 16]). Because of applications 
in many areas for difference equations (see. e.g., (1]), recently a few authors have 
gradually paid attention to apply the critical point theory to deal with periodic 
solutions of discrete systems (see [3, 12, 13, 17]).

For instance, in (12,13] Guo and Yu have studied the existence of periodic solutions 
of second-order nonlinear difference equations by using the critical point theory. 
However, to the best of our knowledge, when 6 փ  1 the results on periodic solutions 
of second-order nonlinear difference equation (1.1) are very scarce in the literature 
(see (2 ]), because there are only few known methods to establish the existence of 
periodic solutions of discrete systems. Furthermore, since /  in equation (1.1) depends 
on Աո+м  and ип-м , the traditional methods used in (12, 13, 17] are inapplicable in 
our case.

The motivation for the present paper stems from the recent papers (3, 4, 11], and 
the main purpose is to give some sufficient conditions for the existence of periodic 
solutions for second-order nonlinear difference equations containing both advance and 
retardation. The basic approaches used in the paper are variational techniques and 
the Saddle Point Theorem. For basic knowledge of variational methods, the reader is 

referred to (14, 16].
The obtained results generalize and complement the existing results in the literature 

|2]. The details are given in Remark 1.4 below.
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Let

p =  min {pn}, p =  max {pn}- 
֊  n e Z ( l ,r )  n€Z( 1,7՜)

Now we are in position to state tbe main results of this paper.

Theorem  1.1. Assume that the following conditions are satisfied:
(F j) there exists a functional F (n , t»i, սշ) € C *(Z  x Д2, R ) such that

F (n  +  T ,v i,v շ) =  F (n ,v  ւ,է>շ), 

9Р (п ֊М ,«2 ,1 )3) , OF(n,vltv3) ............л.--------5----------+ ----- հ-------  f(n ,v  i,v2,v3),
ay շ at>2

(F2) there exists a constant Mo >  0 such that fo r a ll (n ,v i ,u 2) € Z  x R

L1ANWU YANG, YUANBIAO ZHANG, SHAOLIANG YUAN, HAIPING SHI

dF(n, V1, է/շ)
&V\

dF{n,v\,V 2)
duo

< Mo;<  M 0, 

( F 3 )  F(n, «չ, սշ) —> + 0 0  uniformly fo r n € Z  as հ/vJ  +  ւ>շ - 4  +oo.

Then fo r any natural integer m equation (1.1) has at least one mT-periodic solution.

R em ark 1.1. The condition (F2) implies that there exists a constant M i >  0 such 

that

(F ft |F (n ,fb U2)| <  M i +  M o(|ui| +  խ շ|), V (n ,v,,u2) G Z x R 2.

Theorem  1.2. Assume that (F \) and the following conditions are satisfied:

(F t) there exist constants R1 >  0 and a, 1 <  a  <  2 яисЛ </га< fo r n  € Z  and

V W + Ц  ^  Ri>
„  _ d F (n ,ս ւ,ս շ )  , aF(n,w,,W 2) ^  a /c . , XK1/ Հ
о < — j j ; — ». + — ^ — «2 < j(< + i ) F ( n ,  ».,«>);

( F 5 )  there exist constants a j >  0, օ շ  >  0 and 7 , 1 <  7  <  a  such that 

(  / " ՛  \F (n ,ւ»ւ,«շ) > в і I y w i+ t / | J  ֊ օ շ ,  ( ո ,ս ւ ,ս շ )  € Z x  Я2.

Then fo r any given natural m equation (1.1) has at least one mT-periodic solution.

R em ark 1.2. The condition (F t) implies that for each n € Z there exist constants 
аз >  0  and 0 4  >  0  such that

(F4 ) F (n ,v i,t»2) <  а3 ( \ / vi  +  vi )  1 + 0 4 » (ո ,« ւ,« շ) e Z X R 2.

R em ark 1.3. The results o f Theorems 1.1 and 1.2 ensure that equation (1.1) has 
at least one mT-periodic solution. However, in some cases, we are interested in  the 
existence o f nontrivial periodic solutions for (1 .1).

The next two theorems contain sufficient couditious for existence o f nontrivial periodic
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solutions for equation (1 .1).

Theorem  1.3. Assume that (Ր լ) and the following conditions are satisfied:
(FaI  F(n, 0,0) =  0 fo r a ll n € Z;

(F j) there exists a constant a, 1 <  a < 2 such that fo r n  G Z,
d F (n ,v  I, « շ)  d F ln .v i.vo ) a , ,  ___
------H i------ Ѵі + ------ дѵ2------V2 ~  (wi.wa) #  0 ;

(Fa) there exist constants as >  0  and 7 , 1 < 7  <  a such that

I  I--------- \  ?(*+!)
Р ( п , Щ , ѵ 2)  >  a5 [  \ J v \  +  u |  J . ( ո , ս 1, ս շ )  G Z x  R 2 .

Then fo r any given natural m equation (1.1) has at least one nontrivial mT-periodic 

solution.

Theorem  1.4. Assume that the conditions (F i) — (F3 ) and (Fq) hold, and also 

(Fg) there exist constants ae >  0 and Ѳ, 0 <  Ѳ <  2 such that

(  է— i  Й ІІІ 
F (n ՝V i,V 2 ) >  aG ( y jv l +  w| I , (n ,v i,v 2 ) G Z  x R  .

Then fo r any given natural m equation (1.1) has at least one nontrivial mT-periodic 

solution.

R em ark 1.4. For M  — 0, the equation (1.1) reduces to (1.6). In the case where 
/3 >  6 +  1, Cai and Yu (see [2], Theorem 3.2), have obtained some criteria for the 

existence of periodic solutions o f (1.6). When 0 < 6 +  1, we s till can find periodic 

solutions o f (1.6), and hence, Theorems 1.3 and 1.4 generalize and complement the 

existing results.

The rest o f the paper is organized as follows. In Section 2, we establish the 
variational framework associated w ith equation (1 .1) and transfer the problem of 

existence o f periodic solutions of (1 .1) into that of existence of critical points of the 

corresponding functional. Some related fundamental results are also recalled. Section

3 contains the proofs o f the main results by using the critical point method. Finally, 

in Section 4, we give two examples to illustrate the main results.

2. V a r ia t io n a l  s t r u c t u r e  a n d  s o m e  l e m m a s

In order to apply the critica l point theory, we first establish the corresponding variati
onal framework for equation (1 .1) and give some lemmas, which w ill be used to prove 

our main results. We start by some basic notation.
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Let S be the set of sequences u =  (• ■ ■ ,u ֊„ , ••• , u _ i,uo ,u i, • • • ,u „, ■••) =  {un}n^-oc> 
that is,

§ =  {{« n )K  € R. n € Z}.

For any «, V e S and a, b € R, au + bv is defined to be 

au + bv =  {mi,, +  btinJn^-oo-

Then S becomes a vector space.
For any given naturals rn and T, by Ет т  we denote the subspace of S defined by

EmT =  {u  € 5 |u„+mr  =  un, for any n € Z}.

It is clear that Ет т  is isomorphic to R  . The subspace Е,пт  can be equipped 
with the inner product (u, v) =  uj vj< u>v e Emr ,  which defines the norm

INI = (£?S «?)*,« e Щ
It is obvious that Ет т  is a finite dimensional Hilbert space and is linearly homeomorphic 
to R ’,|T. On the other hand, we define the norm || • ||s on Ет т  as follows:

(2-1) M l . - I  I

for all u € EmT and s > 1.
Since the norms ||u||, and |խ||շ are equivalent, there exist constants Ci, Շշ (շշ >

Ci >  0 ), such that

(2-2) ci||u||a < ||u||, <  օշ||ս||շ, и e Emr-

Clearly, ||u|| =  ||ս||շ. For all u € Ет т ■ define the functional J  on Ет т  as follows:
- m T  m T

«*(“ )  =  -  J T J  5 1  Pn ( Д « п - і ) 4+1 +  5 3  F ( n , t i „ + A / ,« n ) ,
n s l  n s l

m T

(2 - 3 )  : =  - H ( u )  +  5 3  ^ * (ո » “ n + M , U n )-
n==l

It is clear that J  € C*(Emr ,  R ), and using սա =  ит т> « і =  Um7 + i. for any u = 
(un}nez € Ет т  we can compute the partial derivative gjp- to obtain

Q---- =  A ( р „ ( Д и „ - і )  )  + / ( n , U n + A f .U n .U t i - A f ) .

Thus, u is a critical point of J on Ет т  if  and only if

A (p „(A tin_ i)* ) +  /(n,Un+M,Un,Un-A/) =  0, n € Z(1 ,m T).
76

LIANWU YANG, YUANBIAO ZHANG, SHAOLIANG YUAN, HAIPING SHI



Due to the periodicity of u =  { t tn }n € Z  € Ет т  and f(n ,v 1, 1*2, Ѵз) in  th e  f ir s t  variab le  

n, we reduce the existence of periodic solutions of equation (1 .1 ) to  th e  existence o f  

critical points of J  on J 
of equation (1.1). Let

P-XISTENCE THEOREMS OP PERIODIC SOLUTIONS ...

P  =

That is the functional J  is just the

2 - 1 0 0 - 1  \
- 1 2 - 1  ... 0 0
0 - 1 շ  ... 0 0

0 0 0 2 - 1

֊1 0 0  ... - 1 2

be a mT x mT matrix. It is easy to check that the eigenvalues of P  are given by

(2.4) A* =  2 Լ1 — cos ► + я 0 ,1 ,Ѵ ” , т Г ֊  І.

Thus, Ao =  0, Ai > 0, A2 > 0, • - • , Amr _ i > 0, and we have 

Amin =  min{Ab A2 l - - ,AmT_ i }  =  2 ( l -  cos 4j.Tr),

(2.5) №  ■' r  ■л r \  \ , 1 I 4, if  m l is even,
Ainax-m ax{A 1,A2 , . . . ,A f„ r - i }  =  |  շ  (1  +  « *  J ^ ) , Մ mT is odd.

Denote W =  kerP =  {u 6  Emr\P n  =  0 6  RmT}. and observe that W =  ju  f  
Em-r\u =  {c}, 11 R}.

Let V  be the direct orthogonal complement of E„,t  to W, that is, Ет т  = Ѵф И’. 
For convenience, we identify u G Emj՝ with u =  (u i,u 2, ■ ■ ■ ,Umr)*- 
• Let E  be a real Banach space and let J  € CX(E, R ), that is. J  is a continuously 

FY£chet-diffeieutiable functional defined on E. We say that J satisfies the Palais-Smale 
condition (Ր.Տ. condition for short) if any sequence { « ^ }  С E  for which {J  ( u ^ ) } 
is bounded and J ՛ (u ^ )  -> 0 as к —► oo. contains a convergent subsequence in E.

Let Bp denote the open ball in E  about 0 of radius p and let dBp denote its 
boundary.

Lemma 2.1 (Saddle Point Theorem (14, 16)). Let E be a real Banach space, and let 
E =  E i ® E2, where E\ փ  {0} and is fin ite dimensional. Suppose that J € Cl (E, R) 
satisfies the P.S. condition and
(J i) there exist constants a, p > 0 such that J\oB,nE, < o\
(J2) there exist e G Bp Ո  E i and a constant ա > a such that Je+Et ^  w.

Then J  possesses a critical value с> ш , where

с =  in f max J(h{u)), Г =  { li G C(BP Ո  E i, E) | Л|вв n£i =  *d},ЛёГиёВрПВ!
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and id  denotes the identity operator.

Lemma 2.2. Assume that the conditions (F i) — (F3 ) are satisfied. Then J  satisfies 

the P. S. condition.

P roof. Let {«<*>} С Е т т  be such that { J  (u(fc)) }  is bounded and J ' (u(fc)) -» 0 as 
к —► ос. Then there exists a positive constant Л/շ  such that | J  <  Л/շ.

Let u<*> =  +  ty(fc) e V  +  W. Taking into account that for large enough k,
m T

-ІМ І2  <  ( • / '  ( « (fc>)  , « )  =  ֊  ( / / '  ( u (fc))  : t i )  +  ] £ /  ( n >Ui+A *>u nfc). u i - A f )  « Ո ,

ПШІ
in  view o f (F2) and (F3 ), we obtain

m T

(h' («<*>) ,||) < Е/ ("•?!.«/•“»’.Հ-дО s i+ІКЧ,
n * l

m T

<  2M0 y ,  |հ * }| + \\vw \\2 <  ( 2 M o V r if+ 1)  |է /* > |լ .
n=l

On the other hand, we have

( я -  (»<*>) ,„<*>) =  ( ( Д ^ , ) ', Д Ѵ І ‘Л )

m T

£ p „ + i ( & Հ հ))
i+ l

S + l

= (б+і)н U kA.

Since

£ ri + 1 
<5 + 1 1

and

/m T  Հ

E M ՛
\n = l

<5+1
/  m T

E K ’)՛
\ n = l

«+1

о  mT Щ I  I շ

Amin | H !  <  £  ( ճ Հ * })  =  (ѵ (Л>) P («<*>) <  Amax ,

we get

(2.6) —= _ Cf + 1A4? 1 І Ы І Г 1 <  Я  О Л  <  - І _ с г+ 1А ^  I lS l f ®
<* +  i  1 m,nII 11շ S M v  )  -  6 +  I е» АтахІГ II2 I

Thus, we have

р ^ + ,-\Ж  P i * * 1 ^  ( 2 M o > /^ T + 1)  p p

implying that is bounded. Next, we prove that } is bounded. Since
m T

(2.7) M2 > J  („<*>) =  - H  («<*>) +  £  F  ( ո , ս $ ս , Հ » )  =
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=  [* ■ (» .« & ,.« ? ')  - f  ’
n = 1  nml

in  view of (2.6) and (2.7), we can write
m T

f j  F < M2 + j — 4+1a S  ||v(
71=1

m T  л

Ш

EXISTENCE THEOREMS OP PERIODIC SOLUTIONS .

Щ  + II

Vn+M + 9v2

,(*>< M ։  +  j f - c i+ 'A X  ||«<‘ ) | r  +  2M0V riT  L<
0 +  1 II ІІ2 II

where Ѳ € (0,1). I t  is not d ifficult to see that |  £  F  (n , wn+M, ՛աո *) J ^  ^oun^

By (F3 ), {ш<‘ 1} is bounded. Otherwise, assume that ||u> ^ | | 2 + °°  ss к 00

Since there exist z ^  € R , к  € N , such that =  ( z ^ \  z^k\  • • • , 2 ^ )  ^  £mT, 01 

fc -+ oc we have

ІИ * } ІІЯ =  ( E  К }Г ) *  =  ( f V ^ I 2) *  =  Vm3r|*<*>| -> + 0 0 .

Since F  =  F  (n,:< fc)l2 <fc)), then F  ( ո , Հ ^ „ , ւ Հ ,է))  - *  +oo as к  -+

oc. This contradicts the fact that |  £  F  (n,u;Jl+M,u4,fĉ  J  is bounded, and shows 

that J  satisfies the P.S. condition. Lemma 2.2 is proved. □

Lem m a 2.3. Assume that the conditions (F i), (F j) and ( F 5 )  are satisfied. Then J  

satisfies the P.S. condition.
P ro o f. Let {«<*>} С Emr  be such that { J  (u(fcJ) }  is bounded and J ' («<*)) -» 0  as 
к  —» oo. Then there exists a positive constant M3  such that | J  ( » * ) |  <  M3 . For к 

large enough, we have

| ( / ( ս « ) , ս ( * ) ) | < ! „ < * ւ | լ .

Therefore

"3+g  IK*՝!, > ̂  и  - (r и  >>)=
H I  «  Й  1  / » ( — » .j ’ . 'g » ) ,
֊ X ,  F ( r*.«n+M.«n j  ճ + 1  I Յսշ

я»Г

•«?>+

Л іշ ո=1
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1 W » , « (B .
-------------  ■ Un+M +

<5 + 1 

Next, taking

9vi
,<*)

dt>2

h  =  |n  € Z ( l , m r ) | ^ « w) 2 +  ( Հ * * ) ’  > Л і | ,  

հ  = |n  € Z (l,m r)|^(t*2JM) a +  ( ^ ) 2 < Л і | ,

mT
in view o f (F4), we can write

| l +  ё М і ^ Ш
ո = 1

OF (ո , «J,+Af»«nfc))  (fc)

0 Vl ՛  “ n+M +  dV2 ’ “—— У
՚ + Ф  

—  £  6 + 1  Հ -ք

(*)

ոք/շ

Э/Г ( ^ . Հ + М .^ 0)  (fc) 9F  ( n .Un + A f^ fc))
Un+A/ +

.(*)
awi " n+A* ՜ ^V2

mT

n€/i

— —  У ՝<5 +  1 կ  neh

dF  (n , u jffM, « «°) (Jk) dF  (n ,и ^ м , u4k))
.«n+M + ,(*)

dV2

m T

= (>֊|)Ê  (».Հ+*. Հ4)+rn E [|(«+V («■ Ш  11 -
rv=l n £ / j

OF (п , 1̂ м ,ц У )OF (n ,i4 ,+ M, « ո ’ )
„<*>
*n+A# 5V2

. «(*)

The continuity of ^(5  +  l)F (n ,V i, սշ) — — dF% '^ 'V2̂ V2 w ith  respect
to the second and th ird  variables implies that there exists a constant M 4 > 0 such 
that

■ i\EV  \  # F (n ,է>ւ,Աշ) dF(n,V|,V>|) .  . r- ( Ճ +  l)F (n ,V i,V 2 )------- ֊ -----  V§--------- j - ----- -V2 >  —M |,

for n € Z (l,m T ) and հ/vJ +  и2 < R \. Therefore, by (Fa), we get

Ш+ ա  H i  I - 1 I *. e  8 Ш I

where M 5 =  ( l  -  | )  n2m T +  у^утпТМд.
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Combining the last inequality w ith (2.4), we obtain

This implies that the sequence {||Ա^ | | 2} is bounded on the fin ite dimensional space 
E m T , and as a consequence, it  contains a convergent subsequence. Lemma 2.3 is 
proved. □

3. P r o o f s  o f  t h e  m a in  r e s u l t s  

In this Section, we prove our main results by using the critica l point theory.

P ro o f o f Theorem  1.1. Observe first that by. Lemma 2.2, the functional J  satisfies 
the P.S. condition. Hence, in order to prove Theorem 1.1 by using the Saddle Theorem, 

we need to verify the conditions (Jx) and (մշ). FVom (2.8) and (F j), for any v € V, 
we have

m T

J(v) =  -H [v )  +  ^ Е ( п ,ѵ п+м,Ѵп)
n = l

<  I  J —  № 9  ІМІ2+1 + mTMx +  M0  £  (խ ո+м і +  K |)
n = l

< — - cf +1Am̂n | խ | | 5 + 1  +  rnTM i +  2MoVmT\\v\\2 -> -oo  as |խ||շ -> +oo. 

Therefore, it  is easy to see that the condition (J i) is satisfied.

To verify the condition (մշ), notice that for any w 6  W, w =  (w \, ս>շ,- • • , iит тУ  
there exists z € R  such that wn =  z for a ll n G Z ( l ,m T). Next, in view of (F3 ), 

there exists a constant До > 0 such that F(n, 2 , z) > 0 for n £ Z and |z| >  Let

Me =  min F (n ,2 , z) and M 7 =  min{0, M s}. Then we have 
пег,|*|<Яо/ \ /2

F (n , z, z) >  M j, (n, z,z) € Z X R 2.

Therefore
mT m T

J(w ) =  F (n ,w n+M ,wn) =  F (n , 2 , 2 ) >  m TM j, w € W,
n = l  n s l

implying that the condition (J2) is satisfied. Thus, the conditions of (J i) and (J2) 

are satisfied, and the result follows. Theorem 1.1 is proved. □
P ro o f o f Theorem  1.2. By Lemma 2.3, the functional J  satisfies the P.S. condition. 

Hence to apply the Saddle Point Theorem, it  is enough to show that J  satisfies the 

conditions (J i)  and (7շ).
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To this end, observe first that for any w € W ,  since H(w) =  0, we have
mT

J(w) = E  F(n,Wn+M,Wn). 
n=l

and by (F i)
.  ,---------------V *(«+»)

J(w) >  o i շ 2  (Ѵ ^п+м  + wn) ֊  a2mT > -a 7mT.
nml

Combining this with (F4'), (2.4) and (2.8), for any v € V, we can write
m T  — (5+1)

m  - - j f r c5+4“"  IH =+1+■13 £  +  “ -m r
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n=l

< ֊ ^ Г А , Х н Г + « зс Г +І’ 52 (Un+W + Հ )
*(*+ 1)

+  ацтТ

Let /і  =  —a2mT. Since 1 < о  < 2, there exists a constant p > 0 large enough such 
that

J(v) < Ц -  1 <  ц, V« € V, |խ||շ =  p.

Therefore, by Lemma 2.1, the equation (1.1) has at least one mT-periodic solution. 
Theorem 1.2 is proved. Q
P roof o f Theorem 1.3. Similar to the proof of Lemma 2.3, we can show that the 
functional J  satisfies the P.S. condition. We prove the theorem by using the Saddle 
Point Theorem. We first verify the condition (Jt ). To this end, observe that (F4 ) 
clearly implies ( Հ ) .  Hence for any v € V, by (F j) and (2.4), we have J(v) -> - 0 0  as 
IMI2 -» + 0 0 .

Next, we show that J  satisfies the condition (J2). For any given v0 € V  and w 6  W, 
we set u =  wo + 10. Then we can write

™T mT
J(u) =  - Я ( « )+ ^  F(n, Un+ Af,Un) =  —H(vо)+У^ F(n, (vo)П+М +W11+M, (цр)п+ц*я)



V P J+ l  ւ II— ni+1 I _ _?(^+l)if. и ?(^+l) , JM+Пи iiJ(l+l)> ֊ J —-յ-Са Anrnx |խօ||շ +ascf |խօ||շ + e 5c,* ||tu||f

Since 1 < 7  < 2, there exists a constant rj >  0 small enough such that

A * + ») >  = : "  >  «■

for «о € V  with ||ѵо|І2 =  T) and for any w € W. Then for vo € V and for any w 6  W, 
we get |խօ||շ =  t] and J(vq +  w) > и > 0 .

Hence in view of Saddle Point Theorem there exists a critical point u € Emr, 
which corresponds to a mT-periodic solution of equation (1.1 ).

Noting that J(0) =  0 and J(u) > v >  0, we conclude that the critical point Ճ of 
J  is a nontrivial mT-periodic solution of equation (1.1). This completes the proof of 
Theorem 1.3. _ —  □
P roo f o f Theorem 1.4. The proof repeated the same arguments as those used in 
the proof o f Theorem 1.3, and so we oinit the details.

4. E x a m p l e s

As an application of the main theorems, we give two examples to illustrate our 
results.

Example 4.1. For all n 6  Z consider the equation:

(4 .1) Д  (p„(Д и „_ і) * )  +  q(5 +  I K *  [v»(n) («n+M +  Հ ) " (մ+1)՜ յ

+ ip {n -M )  (Աո + էՀ_ *ք) ,(<+1)՜ 1] = 0 , 

where {pn}  is a sequence of real numbers, <5 > 0 is the ratio of odd naturals M is & 
given nonnegative integer, ip is continuously differentiable and il>(n) > 0, T  is a given 
positive integer, рп+т =  Pn>  0, ՜Փ(ո +  T) =  t//(n) and 1 < о  < 2. We have

/(n , v\ , v j, ѵз) =  a(6 +  l)v 2 [v»(«) (v? +  «շ) * (<+l) ‘ +  V»(n -  M ) (v f +  v f) * (<+1) 1 j  

F (n ,v i, ѵз) =  il>(n) (vf +  ѵ%)*(Ш ).

Therefore
dF(n — M ,v2 ,ѵз) dF(n,vւ,սշ) _

dV2 dV2

= a(S + l)v 2 |У>(п) (v? + ѵ| ) “ ( і + 1 ) ֊1  +  V»(n -  M ) {v j +  w |)*(<+ l)֊lj .

I t  is easy to verify that a ll the assumptions of Theorem 1.3 are satisfied. Consequently, 
for any given natural m equation (4 .1) has at least one nontrivial mT-periodic
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solution. 

E xam p le  4.2. For a ll n €  Z  consider equation (4.1) for r p ( n )  =  6 +  cos2(^? ), 

a  G (0,2). I t  is easy to  verify tha t all the assumptions o f Theorem 1.4 are satisfied. 

Consequently, for any given natural m equation (4.1) has a t least one nontriv ia l m T- 

periodic solution.
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