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Аннотация. В данной роботе доказывается, что для любого е > 0 суще­
ствует измеримое множество Е С [0,1), с мерой | Е |>  1 — е такое, что для 
каждой функции /  € £*((), 1) можно найти функцию /  € L^O, 1], совпада­
ющую с /  на Б, такую, что ряд Фурье-Уолша функции /(.т) сходится по 
норме Լ 1 [0, 1] и все члены в последовательности модулей коэффициентов 
Фурье вновь полученной функции по системе Уолиіа расположены в убыва­
ющем порядке.

M SC 2010 num bers: 42С10, 42С20.

К л ю чевы е  слова: Коэф ф ициенты  Ф урье; система Уолш а; сходим ость по L 1 
норме.

1. В в е д е н и е

Н астоящ ая ста тья  посвящ ена изучению  поведения коэф ф ициентов Ф урье сум ­

м ируем ы х ф у н кц и й  по системе Уолш а, а  та кж е , “ ква зи ”  абсолю тной сходимости 

рядов Ф урье -У ол ш а , с то ч ки  зрении классических теорем об исправлении (см.

! ;  и ) ,
Р аботы  [3] [10] бы ли посвящ ены  теоремам исправления, в которы х модули

ненулевы х коэф ф ициентов Ф урье (но системам Хаара, Уолш а, Фабера- Ш аудера) 

кор р е кти р о ва нно й  ф ун кц и и  м онотонно убы вали.

Н апом ним  определение систем ы  Уолш а-П эли Ф =  {И \ }  (см . [11), [12]).

* հ
Wq(®) ■  І ,  Wn(x) =  J J r m-(a:), ո  =  ^ 2 m-, m i > ma >  ... >  mit

1 !■ !

где { դ ( ® ) } յ£ օ  -  систем а Радемахера:

. 1
Г (ш \ -  /  ւ ’ вСЛИ Х €  1
Ц  - |  - і ,  если я  6  і ; І

ro(x +  1) =  г’о(ж), п (х )  «  г»(2 ՝х), к  ա  1,2,... >
3
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Положим

п—1Ո-1 -1

Sn( x , f )  =  y ^c .k{f)W k(x), где ck( f )  =  /  f(x )W k(x )d x1 
к=о Jo

Gm(x,f) В І Р  C i r f t t f c i  где |c„(fc)( / ) |  >  |<=rr(n-l)(/)t. i  i  1,2:
k=l

Spec(f) =  {fc € N U {0 }, ck( f )  փ  0}.

Приведем те результаты, которые непосредственно относятся к  результатам, по­

лученным в настоящей работе.

Для системы Хаара х  =  (Хп(ж)} в работе [3] (см. также [4], [5]) установлено, 

что для любой последовательности а* \  0 с а& =  о(-^=), փ 1շ и для

каждого е >  0 можно построить измеримое м нож ество Е  С [0,1], с мерой 

\Е\ >  1 — е такое, ч то  для произвольной }{х ) £ Լ  (0 ,1) м ож но было найти 

функцию f(x )  € ХгХ(0 ,1), /( х )  =  f(x )  на Е , такую , ч то  f Q f  (x)xn (x)dx =  ап 

для всех п € Spec( ք ).

Для системы Уолша {W n} нами были получены следующие результаты

а) (см. [С] и [7]) Для любого 0 <  е <  1 сущ ествует измеримое м нож ество 

Е  С [0,1], с мерой | Е  |>  1 — е, такое, ч то  для каждой функции /  € Լ  [0,1] 

можно найти  функцию /  € Լ  [0,1], совпадающую с ք  на Е , такую , ч то  ее 

ряд Фурье - Уолша сходится по норме Ճ  [0,1] и почти  всюду на [0,1], и все 

ненулевые члены в последовательности модулей коэффициентов Фурье вновь 

полученной функции по системе Уолша расположены в убывающем порядке.

б ) (см. [7]) Для любых 0 <  £ <  1, р >  1 и для као/сдой функции ք  6 L p(0 ,1) 

м ожно найти  такую  функцию /  € 1^ (0, 1), m e s {f փ  / }  <  е, ч то  все ненуле­

вые члены в последовательности {|с п (/) |}  расположены в убывающем порядке 

(здесь ck( f )  коэффициенты Фурье исправленной функции f(x )  по системе Уо­

лша ).

в ) (см. [8]) Для любой последовательности а* \  0 с ^  1շ и для

каждого е >  0 сущ ествует измеримое множество Е  С [0,1], с мерой \Е\ >  1 — е 

такое, ч то  для произвольной f( x )  Е L  [0,1] м ожно найти  функцию f( x )  € 

Ьг[0,1], } (х )  =  f( x )  на Е  такую  у ч то  ее ряд Фурье-Уолша сходится к  f(x )  по 
норме L [0,1] и |сп (/)| =  ап для всех п € spec(f).
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О ПОВЕДЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ УОЛША

Отметим, что из доказательств теорем работ [4]—[8] не видно, можно ли ис­

правленную функцию выбрать так, чтобы все члены в последовательности коэф­

фициентов Фурье вновь полученной функции по модулю были бы расположены 
в убывающем порядке?

В настоящей работе доказывается, что для системы Уолша это возможно, т.е. 

исправленную функцию /(ж ) можно выбрать так, чтобы

Ы / ) І  >  Wk+ Ш  =  0, 1, 2, ...

Основными результатами настоящей статьи шляются следующие две теоремы.

Теорема 1.1. Для любого числа е € (0; 1) сущ ествует измеримое множество 

Е  С [0; 1], с мерой \Е\ >  1 — е, такое, ч то  для каждой функции /  € Z/1 [0; 1] 

м ожно найти  функцию /  € L l [0; 1], совпадающую с /  на Е , такую , что  ее ряд 

Фурье- Уолша сходится по норме L  [031] и все члены в последовательности ко­

эффициентов Фурье вновь полученной функции /  по системе Уолша, по модулю 

располоэісены в убывающем порядке.

Плотностью подмпожества В  неотрицательных целых чисел называется вели­

чина

р(В ) =  lim  sup
П—ЮО ո

где Ք ո-число элементов из В , не превышающих п.

Теорема 1.1 является следствием следующего утверждения.

Теорема 1.2. Для любого числа е € (0; 1) сущ ествует измеримое множество 

Е  С [0;1], с мерой \Е\ >  1 — е, такое, ч то  для каждой функции ք  € X1 [0; 1] 

м ож но найти  функцию ք  £ X/1 [0; 1], вида f(x )  =  / і( х )  +  / շ (ж), совпадающую с /  

на Е , такую , ч то

1. все^члены в последовательности коэффициентов Фурье вновь полученной 

функции f( x )  по системе Уолша по модулю расположены в убывающем порядке.

2. ряд Фурье-Уолша функции /շ  (ж) сходится к  ней по норме Լ  [0,1], а ряд

Фурье-Уолша функции / і  абсолютно сходится к  ней и
оо

£ Ы / і ) І  < оо-
п=0

3. плотность S pec(fi) равна 1 и

S pec(fi) U 5рес(/2) =  N U {0 }, S pec(fi) Ո  5рес(/2) =  0.
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Замечание 1.1. В связи со вторым утверждением теоремы 1.2 отметим, что 

исправленную функцию f(x )  невозможно выбрать так, чтобы

оо

X )  ы / ) і  <  оо
п=0

т.е. теорема 1.2 в этом смысле окончательна.

Отметим также, что в работе [13] А. М . Олевский доказал, что существует 

функция д(х) € С[0,27г] такая, что для любой функции f( x )  с условием \{х  € 

[0,27г] ; f(x )  =  <7(ж )}| > 0 , последовательность коэффициентов Фурье функции 

f(x )  по тригонометрической системе (а п( /) ,  Ь „(/)}  Հ  Ір при всех р € (0, 2).

Отметим также, что для любого 0 <  е <  1 в работе [14] построено измеримое 

множество Е  С [0,1] с мерой | Е  |>  1 — € такое, что для каждой функции 

/  £ L 1 [0,1) можно было найти функцию /  € Լ 1 [О, 1), совпадающую с /  на Е ) 

такую, что ее ряд Фурье по тригонометрической системе сходится по норме 

L [0, 1) и {о п (/), М / ) }  ^  1р при всех р € (2,оо).
Замечание 1.2. Из теоремы 1.1 вытекает, что жадный алгоритм исправленной 

функции f(x )  по системе Уолша сходится к  ней по Լ  [0,1) норме и

Gm(x : / > )  =  5m(.r, / ,  Ф), V.T € (0,1), Ѵ т  =  0 ,1 ,2 ,....

Замечание 1.3. В теоремах 1.1 и 1.2 исправленную функцию f( x )  можно вы­

брать т а к , чтобы ее ряд Фурье-Уолша сходился почти  всюду на [0,1].

Возникают следующие вопросы, ответы на которых нам не известны. 

В опрос 1. Можно ли изменить значения любой измеримой функции f(x )  на 

множестве малой меры так, чтобы все члены или все ненулевые члены в последо­

вательности коэффициентов Фурье вновь полученной функции f(x )  по системе 

Франклина но модулю расположены в убывающем порядке?

В опрос 2. Верны ли теоремы 1.1 и 1.2 для тригонометрической системы?

В тексте пользуемся следующими обозначениями:

С, С и . . абсолютные постоянные;

Х/(ж) характеристическая функция множества / ;

11/11 =  І І  \f[x )\d x  -  норма в пространстве L A[0, 1].
6



2. О с н о в н ы е  л е м м ы

Напомним некоторые свойства системы Уолша (см. [11], [17]). Для любых на­
туральных чисел ա , і  и fc, к  <  2т ,

О ПОВЕДЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ УОЛША

(2.1) Wi2*n(x) • Wk(x) =  Wi2m+k(x).

2т —1
(2.2)

fc=0
и  vFfc(x) 1 1 1  если 1 1 1  յա  |>

2m, если X € [0; 2'

а для любого натурального числа М  и для любого х € (0; 1)

м
Ш И Н
fc=0

' 1 < -

Из последнего неравенства получаем, что для любых натуральных чисел А/, N  
и тъ, 0 <  М  <  N  <  2П. имеем

(2.3)
N՜

к = М

Г2՜ 11 Г1 2
<  I 2ndx +  I  —dx =  1 4- 2n In 2 <  Յո. 

Jo Jշ - я X

Нижеследующий результат был получен в [15].

Л ем м а 2.1. Для любого двоичного интервала А  =  [ ֊ ;  ^ г ] ,  0 <  і  <  2Ծ, и для 

любого натурального числа т  >  а, т  — а четное, сущ ествует многочлен по 
системе Уолша

Р (х ) -  ^ 2  akWh(p) 
fc=2m

такой, ч то

1)\ак \ =  2 - :Ф  при Щ  <  к  <  2т+1;

2)Р(?с) =  1 если Х €  Е і, |J5?!| =  £ |Д |;

3)Р (х) =  - 1 если X 6 Քշ, |£ 2| =  І|Д |;
4 )Р (х) =  0 если X & А ;

5) supM

6) supM Լ Հ Լ շ ա  akWk(x)

<  С если X € A ;
. т  — а

<  2 2 если х £ А,
где і£ і 1Հ 2£շ суть  конечные объединения двоичных интервалов. 

Имеет место следующее утверждение.
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Лемма 2.2. П усть щ -некоторое натуральное число, а А  =  [-^ й ; С [ 3̂ ;  і ]  

двоичный интервал, тогда для любых чисел е%Ь > 0 и I ^  0 сущ ествую т мно­

ж ество  Е  С А , с мерой |І2| >  (1 — е)|А |, г* многочлен по системе Уолша

2n —1 

* ( * )  =  £  
k - 2no

такие, ч то

1. |а*+і| <  Iа.A;I <  6 Алл всех А; (2л° <  к < 2п — 1) ;

2. Р {х) =  I если X € Е ;

3. Р (х ) =  0 если X е [շ— ; l ]  \  А ;

4- suPm Е к І 2"0 u-k.Wk{x) <  С |/||Д |.

Д оказательство леммы 2.2 Выберем натуральное число ծ \ >  <7 4-2 так, чтобы 

выполнялось условие

(2.4) <  1

Интервал А  представим в виде объединения двоичпых интервалов

(2.5) Д  =  Ц  Д |4 ,' с мерой І Д ^ І  =  2 ՜ " 1, (г 1 1 ,2 , . . . .п ,  |  = | | | І
»=1

Выберем натуральное число тп\ так, что тп\ — ծ \ четное число и 

(2-6) m i >  m ax{o i 4- 2а; по}, 2՜*՜ >  (m i 4- с г і)2 ^ \

Пусть Ո ւ =  ТП\ 4- Ծ\ — а 4-1 и

2n J —1 '  շու _ լ

Q'Ax) I  Ц  I  1  Wfc(*).

М. Г. ГРИГОРЯН, К. А. НАВАСАРДЯН

k=2no 1 k =2no

Из (2.4) следует, что

І І І Р
(2-7) а* = ---------- <  |/|2 171 <  b для всех 2Wo <  A; <  2Ո ւ.

ո ւ

А из (2.2) и (2.3) получаем, что

(2.8) Q i(x ) =  0, если х е ( 2“ По; 1), IIQ i(^)ll <  2— -----<

(2.9) sup
М< 2"!

П і 2 ’

Е SIS
м

fc=2nu

<  Зпі <  ||}|Д [.
Ո 1



Теперь для каждого г € {1 ,2 , • • • , г і} ,  применив лемму 2.1 для интервала Д [^  и 

числа 7П і, получаем полином по системе Уолша
2"Ч+і_1

Р ^ (х )  =  Щ  la ^ W k ix )
As=2mi

с коэффициентами (см. также (2.6))

(2.10) p ill 11|§||1Ш —  . < \і\рЯ  Լ  0շ„1_1 (2™1 < jfc < 2m‘+1).
m i -Ւ —  ո ւ

Обозначим
ա

J M  
І= 1

Из определения полинома Р{(а:) следует, что (см. лемму 2.1 и формулы (2.1) и

(2.5))

0, если X & Д,
(2.12) Р ((ж )= < /, если

—I  если X €

где Е [ и ^('֊конечны е объединения двоичных интервалов, a |і?(| =  \Е "\ =  

2_<7֊1 =  ||Д |. Ясно, что

НА'И = ІЬ  Н^(1)ІІ = i t  I ' l l ^ l  = ІгІІд І- i-1 *=1
Обозначим

2m* - 1  ո

Q i(z ) =  Щ  | i | 2 - ^ ^ ( x ) ,  Q '{(x) =  £ Չ ւ ( ւ ) ^ , +(* ֊ ւ ) շ - .+.(ւ)-
fc=0 »=1

Из (2.1), (2.2) и определения Q " следует, что

X Q '{(x) =  0, при X >  1/2П0 >  1/2W|.

Рассмотрим следующий полином 
2лі +1—1

О ПОВЕДЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ УОЛША

Р і(х ) -  Ш  a*Wfe(*) =  Q [(x) +  Q '{(x) +  P ^z ). 
k=2Ո0

Ясно, что модули коэффициентов а& при 2Пх <  к  <  2” 1+1 равны |/|2 1շ~~ւ յ (см.

(2.1) и (2.11)), поэтому для коэффициентов полинома Р і(х ) получаем (см. (2.7) 

и (2.10))

(2.13) Ь >  |Օշո0 I =  |սշ"ռ + 11 == • . • == |օշո| — յլ | >  |օշ«ւ | =  • • • =  |Օշու+1_ լ|.
9



Допустим, что уже построены многочлены Рі(х), Բշ(յ). • • • , Pj-\{x), множества 

Щ - i  С Е "_շ С • • • С Е " С А , и числа օւ,<7շ, • • • >0յ_ ւ ,ո ւ ւ ,ա շ ,  • • • . r r i j- і,  удовле­
творяющие условиям

(2-14) օ՜յ- i  >  а -f 2 ( j — 1), r r i j- i  >  ( i j - i  4- 2a,

2ni- l + l - l
P j-i ( i )  =  £  afcWlt(a:) =  -2 j ~2l если x |  Е'-_ъ

§M 2ni - 2 + l

(при j  =  2 под 2nJ-2+1 понимаем 2W0), где E j_ 1 является конечным объединением 

двоичных интервалов, с мерой

Й 1  І  2֊ ^ '_1) |Д |  і  2 -C # - i) -« r f

а

M  >  |օ2»>_ ,+ ւ_ լ | =  2J ~ 2|Z|2 , ֊1 » ՞ < ֊1 , ք I [շ ո < -»+ ւ .շ » յ-ւ+ ւ  I !] .

Выберем натуральное число ս յ так, чтобы

(2.15) * , > ՜ ! ս ե £ + 2 է l  +  2 

и множество Е г? 1 представлялось в виде

=  и  
t=l

где A t(j) двоичный интервал с мерой |Д ^ | =  շ ՜*7* , і  =  1, 2 ,іу *  и —
2<Tj—<r—(j —1)̂

Из (214) и (2.15) следует, что

(2.16) <Tj >  Ծյ- i  +  2 >  a  +  2j .

Выберем натуральное число rrij так, чтобы rrij — <tj было четным,

(2.17) Trij >  m axfc j +  2a -I- 2j \ n ^ i  +  1} и 2 ^  >  (m j 4- .

Пусть r ij =  rr ij -I- a j — a — ( j — 1) 4-1 и

& ) J  S  ^ f | i  I Ж  ж *(х ). 
fc=2ni ֊l  +  1 Ո յ fc=2ni - l  + 1

Из (2.15) следует, что при 2пі -»+1 <  к  <  2п> — 1

(2.18) J I  g ~ *№ ՜" < в И И И  I

М. Г. ГРИГОРЯН, К. А. НАВАСАРДЯН
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О ПОВЕДЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ УОЛША

т.е. модули коэффициентов многочлена Q'Ax) меньше, чем модули коэффициен­

тов P j_ i( t ) .  Аналогично (2.8) и (2.9), для многочлена Q'Ax) нолучаем (см. также

(2.16) и (2.3))

(2.19) Q’j (x) =  0 при я >  2 ՜” ° >  շ ՜ ^ ֊ ՚ + Ղ

(2.20)

(2 .21)

■аБШШ

sup
М<  2ПІ

м
£  akWk(x) 

fc=2ni - i +1

Для каждого г =  1; 2; • • • ;г /, применив лемму 2.1 при т  =  rrij и Д  =  ,

получаем полином
2т і гд֊ і

£  V -'la c ^ W k ix ), 

коэффициенты которого удовлетворяют следующему условию (см. также (2.17))
2~Ժձ Դ~՜Ծ3

(2.22) 2’ ՜ 1 la  Ш  = 2j - 1|Z|2— Ш р Ш Ш І І --------------------т < 2-’ И ----------- .
՜  4 %  +  Н г  Պ

т.е. меньше, чем коэффициенты полинома Q j(x ).

Обозначим
Ш

»=і
JS5 =  {х  € E jL i : /Р ^х ) >  0}, Щ  =  {х €  Щ _г : ІР ^х ) <  0}.

Из определения полинома P j(x), (2.1) и леммы 2.1 следует, что

Г о, если X Հ  E "_ lt  
P j(х) =  < 2 і-Ч , если X € Ejy 

I  —2J-1/, если X € 

a E j и Е ՛! являются конечными объединениями двоичных интервалов, с мерой 

В  І  В  І  Ш Я  =  Я  Ясно, что

(2.23)

(2.24)

Обозначим

щ \\ I В S I I ЕШЯЗЯ-Ц щ йI iii!
i=l i= l

2mi_ l

fc=0

I f l l  I
1 = 1

11
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И з определения полинома Q "(ж) и ф ормул (2.2) и (2.17) следует, что

(2.25) Q '!(x ) =  0, если х  >  2~п° >  2 “ ш*.

(2.26) ||Չ " (տ ) || <  r j 2i ~ 1\l\2 ~ :Zir 1 <  <  2~Л'|/||Д |.

Рассмотрим следующ ий полином

2 յ ՜

Р ,(х ) =  £  akW k (x ) I  Q j(x )  +  Q "(x ) +  Щ Ц
А:=2” і ֊ 1+1

Я сно, что модули коэф ф ициентов а *, при  2П> <  к  <  2Ո յ+ 1 , равны  2•7֊ i ՝|Z|2 

(см. (2 1 )), поэтому, для коэф ф ициентов полинома P j{x )  получаем  (см. та кж е  

(2.18) и  (2.22))

(2.27) іЛ2пі- і+ , __іі -  la*2ni - i +11 =  ’ * ՛ =  l^ 2nJ—1| ^  |a2T*i I =  • • * =  ^ շՈ յ+ ւ_ շ |.

Т аким  образом, по индукции , о п р е д е л и тся  полином ы  { Q '} ,  {£ ? "}, { P j} ,  { P j}  и 

множества Е "  Э Е% Э • • • удовлетворяющ ие условиям (2 .1 9 )֊(2 .2 7 ).

П усть g =  [log2 ճ ՜ 1] 4- 1. Рассмотрим многочлен

2П ?+1 ֊1  Գ զ  Գ զ
Р ( х ) =  £  =  £  Р ^ х )  =  £  Q '( * )  +  £  Q "(x )  +  £  В Д .

k=2no j ֊ l  j = 1 І = І  j = l

И з (2.12) и (2.23) следует, что  при всех г  <  q

г (  /, если а; €  Д  \  2?'',
(2.28) £  Щ ж ); I  ^ - ( 2Г -  1) /, если х  1  Я " ,

յ= ւ  Լ  0, если X & А.

Если взять £  =  Д  \  то , очевидно, |£ | =  |Д | -  2 " 9|Д | >  (1 -  е )|Д |. У читы вая  

та кж е  (2.13), (2 .27), (2 .19), (2.25) и (2.28) получаем, что Р (х ) и  м нож ество Е  

удовлетворяю т п унктам  1 )-3 ) леммы 2 .2 . Я сно та кж е , что  при  всех г  <  զ

(2.29)
я= і

=  | / | |Д \Е Л  +  (2г - 1 ) | / | | ^ | < 2 И | А | .

П усть М  -  некоторое натуральное число с условием 2П° <  М  <  2П«+1. Тогда для 

некоторого г, (1 <  г  <  д), М  €  [շ ո ^-^+ 1; 2ո »-+1) (при  г  =  1 вместо շ ո ' - ւ + 1 

н уж н о  поним ать 2” ° ). В  случае, когда М  <  2Пг, полином  X ^ £ i2n0 flfcW fe(x) имеет 

вид

Л/  г —1 г —1 г —1 М

£  a* W * (х ) =  £  Q j  ( * )  +  £  Q 'j ( * )  +  £  ̂ '( * )  +  £
fc = 2 n°  i = l  j = I  /c = 2 ” f - 1 +1

12



О ПОВЕДЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ УОЛША

поэтому из (2 .8) и (2 .20) получаем, что норма первого слагаемого меньше чем 

|/||Д |. А налогичную  оценку м ожно получить и для нормы второго слагаемого 

(см. (2 .26 )). Следовательно, с учетом  (2.29) и (2.21) имеем, что

м
(2.30) £  akw k(x]

ШшШ
< 5 |1 ||Д |.

Бели ж е  М  >  2Пг, то  при  некотором числе г, (0 <  і  <  2Пг“ Шг), М  €  [2 ^  +  %2т г \

2Пг +  (г +  l ) 2m r), следовательно, для норм ы  полинома Y ^f= 2 *o akW k(x) получаем

м
£  akWk{x)

к — 2 " 0

<
յ=1

+
г —1

Е 
І = 1

Аг=2’

г -1

£ 3
і= і

+

(2.31)
2Пг+»2таг—1 

У "  & * % ( * )
1=2*г

+
м

afcW fc(x
fc=2« r+ i2mr

С ум м а первы х трех слагаемых , ка к  и в прежнем случае, меньше,чем 4 |/||Д |. 

Четвертое слагаемое оценивается ка к  в (2.24) и  (2.26) и меньше чем 2 |/||Д |. Д ля 

последнего слагаемого рассмотрим два случая.

В  случае, когд а  число і  четное, из определения многочлена Q "{x ) , (2.3), (2.16) 

и (2.17) получаем , что

Ы
У "  <ikWk(x) 

k.=2n"r + t2mr
=  2Г‘ 1|/|2 ‘

• 3т , -  <  2 |І||Д |.

А  если число г-нечетное, то , с учетом  пунктов  5) и 6) леммы 2.1, (2 .1), (2.6),

(2.17) и определения полинома (ж), получаем, что 

М  I г г н

էՈք-ՒՕ,
М - 2 П г - і 2 т г

Е ІИ
к = о

=  [  +  [  <  С э Н
J K '- i

<  С |/||Д | +  2r “ 1|Z|2“ ^ + r) <  (С  +  1)|гц д и

где С  постоянная из леммы 2.1. Следовательно, с учетом (2.30) и (2.31) получа­

ем, что сущ ествует абсолю тная постоянная С \ такая, что для любого натураль­

ного  числа М  из п ром еж утка  [2П°; 2пч+1)

м
£  ак\Ѵк(х) < С і| / | |Д | .

к=2по

Лемма 2.2 доказана.

13



Л е м м а  2 .3 . П у сть  £ € (0; 1), щ -натуральное число, а bo-некоторое полож и­

тельное число. П усть , далее, f ( x )  =  ]С а*= і  (ж) с туп е н ч а та я  ф ункция с

условием su p p (f) р |(2_л°; 1) փ  0 и Д і ; Д 2; • • • ; A j -непересекающиеся двоичные

интервалы. Тогда сущ ествую т функция g € Z.1 [0; 1], многочлен по систем е Уо­

лша
2 т  —1

Р(х) I  £  ckWk(х)
Jfc=2n0

ո  м н о ж е ств о  Е  С [2~п°; 1] та ки е , ч т о

1. |с *+ і| <  |с*| <  bo для всех 2Ո° <  к  <  2т  -  1,

2. \Е \ >  1 - С - 2 Д

3. g (x) =  f ( x ) ,  если х  6 Е ,

I ІМ І <  c\\f\\,

5. ||P ( i)  -  <7(a;)H <  |

6. II с*;И^(а:)|| < C ||/(x )|| + e  для всех натуральных М  6 [2"°; 2т ).

Д о ка за те л ь ств о  л ем м ы  2.3. Рассмотрим следующ ую ф ункцию
г

f ( x )  =  f ( x )  • Х [2 ֊» 0 ;1 ](ж ) =  Y l}kX A 'k(x) 
k=l

где Ік փ  0, 1 <  А: <  г. Д ля каж дого /с, 1 <  к  <  г , поочередно применяя лемму

2.2 для интервала А к) чисел е, ծ =  |օ շո*_1-.լ |, (при к  =  1 ծ  =  ^ ) ,  п I =  l'k , 

получаем многочлены по системе Уолша
2П* _ 1

^ ( * ) =  £  а*1У»(аг) 
i = 2 n fc-i

и множества Е к С Д^. со следующими свойствами:

A ) Е к С А'к \Е к \> ( 1 - £ ) \А 'к \,

B) |ծ օ  >  |օշո 01 >  |օշո0+ ւ| >  ••• >  |a2nr _ i|,

C ) Рк (х ) =  Ѵк , если X €  Е ку

D ) Рк (х ) =  0, если X € [2“ и°; 1] \  А 'к ,

М. Г. ГРИГОРЯН. К. А. НАВАСАРДЯН

Б) sup
2 п ь - і  < М < 2 п к

Обозначим

м

a i W i ( x

i = 2 nfc-i

г

£ = [2~"°; 1] \ Ս РІ \ Ек),
щ  л

г

(2.32) д (х) =  ^ 2 р к (х ).
к=1
14



О ПОВЕДЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ УОЛША

И з условия А ) получаем, что \Е \ >  1 — е — 2~п°. Поскольку на множестве Е  

ф ункции f ( x )  и f [ x )  совпадают, то в силу (2.32), С) и D ) получаем, д(х) — 

f ( x )  =  f ( x )  при всех X € Е .

П усть Qj =  2~% m in {6o; е ] и с< =  а* +  а», 2По <  г <  2Пг. Тогда утверждение 1 

леммы непосредственно следует из В ). Рассмотрим многочлен
շՈ ք_ յ 2**г—1

Р {х )  =  йИ^(а?) =  <у(ж) +  ^ 2  а і\Ѵ і(т ) .
і = 2по г = 2 по

Очевидно, что

Заметим, что 

получаем

2"г ֊ 1

і= 2W0
поэтому, для любого М  € (2По: 2Ոէ՜), с учетом Е),

(2.33)

следовательно,
м

У !  cfcWib(®);
/с=2"о

fe=2no fc=l

м
У "  afcWk(x)

к=2по

М

У  a kW k(x]
к = 2 по

2Пг- 1

<  С-Ц/Ц+ Е  а< <  С ||/||+ г .
»= 2 по

И з (2.33), в частности, получаем ||</|| <  С ||/||. Лемма 2.3 доказана.

3. Д о к а з а т е л ь с т в о  те о р е м ы  1.2 

П усть е € (0; 1) произвольное число, а

(3.1) По =  [log j е ՜1] +  1.

Рассмотрим последовательность {Л (я ) } £ І і полиномов по системе Уолша с ра­

циональными коэффициентами, с условием supp(fk) П (2_п°;1 ) փ  0. Если по­

следовательно применим лемму 2.3, то можем найти последовательности ф унк­

ций {§ո(# )}? ւԼւ»  множеств {С?п } , (Gn С [2~п°; 1]), натуральных чисел { т п} /* ,  

{ / „ }  и полиномов вида
2т ». 2топ _  շ

Չո(*)- Е Հո)̂ (*)= Е akwk{x),
к=2т п - і к=2т «-1

(т о  =  По, / і =  1, ճշ»4> -ւ =  1), которые для всех чисел п >  1 и к  € [2mn-» ;2Wn—1) 

удовлетворяют условиям:

(3.2) ւ Հ + ii <  | Հ Ո)| <  շ - 2— '» <

15
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(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

ffn(x) =  fn (x), если X €  (? „ , IIQ„(x) -  gn(x)ll <  2 ՜ ո՜ 2,

|G„| > 11 շ՜ ”՜ 2 I 2՜ Ոո,

max 2m« - 1 <k<2n I £  4 ПУ # | |  < c \\fn{x)\\ 1 1 ֊ " - |

llp„(*)ll < c\\fn(x)\\.

Положим G =  ГГ=п0 Gn- Очевидно, что (см. (3.1), (3.4)) \G\ >  1 -  e.
Положим bk =  =  1 +  2 , при к  =  0,1, ■ • • , 2m° — 1,

2m0_l
(3.7) Дб(*) = £  ^ W k{x).

Нетрудно видеть, что можно выбрать подпоследовательность { f kn(x )}nL i такую, 
что к і >  по,

,11 N
іт  /  Е  л» s  I  шШ ■ И ш(3.8) І і т  N dx =  О, Ц Л.(*)|| <  2 - “ , ո  > 2 .

Положим
2’"*і -1

(3.9) Зі(а:) =  gk l(x), Q i(x) =  Qk l(x) =  £  a}*l ) W^(a:),
j=2mfcl- l

bj = = շ ՜ 2™ * . (11 շ ՜ դ  j  I
2m*i -* —1 

Д і(х)=  |§  ;I
j—2mo

Очевидно, что коэффициенты полинома R i(x ) монотонно убывают, меньше ко­

эффициентов полинома До(х) и (см. (3.2) и (3.9)) больше, чем коэффициенты 

полинома Q i(x). Также имеем
2mk,- I - լ  2m* l - l _ l

||Л і(х)|| <  £  6 « <  £  2-2n,k l. , ֊ l 4 l+ l I  շ - т , , . ,  I  2 -1
j=2"‘n j= 2mo

Предположим, что уже определены числа к \ =  ш  <  ... <  «Ѵ-іѵ функции 

/ і/ , (ж),—>/«/,_,(я), 9,(x ) ,—,gt_t (x) и полиномы
2"Ч-П_1

Qn(x) =  Q„n{x ) =  1 <  ո  <  g -  1,

(3.10)

j= 2 m>-..-t

Rn(x) =  2 2  b ^ W j(x ) ,  1 <  ո  <  q — 1,
յ^ շ ՞-ո -ւ
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удовлетворяющие условиям:

9п(,х) =  fk „(x ), если x e G ,  1 <  ո  <  9 -  1, и

(3.11)

Нетрудно видеть, что можно выбрать натуральное число ѵч >  ич_ 1 так чхобы 

/  «-1
(3.12) / „ »  В I / * , ( х )  I  Щ д а )  I  Q i{x)) ֊  9 і(х)}

т „ч- 1 >  m „4_, +  9.

В силу (3.8) и (3.11) имеем 
9 -1

(3.13) , fk , (х) I  Е  (№ (*) I  1*(ж)| -  * ( * ) ]

< շ-ч-а.

< 2՜« + 2՜9+2 І  5 • շ-ч

Из (3.12) и (3.13) вытекает

(3.14) ||/<ч(*)|| < 6 - 2՜ ’

Поэтому (см. также (3.(5))

(3.15) Щ Ш  <  I  • 1 2~ЧСі-

Положим

(3.16) 9q(x) і  Л , (х) + G?„, (*) I л , (*)).

(3.17) <?,(*) = £„,(*) I E

(3.18) I  =  fcj** 1 2 - 2m'--1- ' ֊•  (1+ 2 "y) <  ~4 + 1 . 3 e [2mv . , 2m֊ , - . ),

(3.19) а д  =  2 E  Ѵ в д

Из (3.2)> (3.12), (3.18) и монотонности последовательностей {m n} и { / „ }  следует, 
что для всех j  € (2m*'«-՛, 2m*'«՜1)

(3.20) I <  2 - ^ - * ֊ Ч  <  Ц <  Ь?2г <  2 -Jm" - - ' - ' v . - +1 <  f e g l j

И

2 2 "«-‘ - l
(3.21) E  1 Ш  E  ՜^"* (1 +  շ -J ) <  <  շ -զ

j=2” "»-* i=2m“n~l
17
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Учиты вая соотношения (3.16) и (3.3) получим 

(3.22) 9ч(х) =  л » ,  x e G .

В силу (3.16), (3.11), (3.12) и (3.15) имеем

ІЫ я ) ІІ <
ч- 1

иЛх) -  I /*ЛХ) - Е [№(*) + Q<(*)) -  9і (х)\
і— 1

(3.23) +
9-1
Е КЪ(Х) + Qdx)) - Л(*1
1=1

< շ -» ՜2 +  C i։2 ՜4 +  2՜ (7_2) = Саг՜9.

А из (3.16), (3.3), (3.12) и (3.21) получаем

Ё I W * )  +  Q i(* ) )  -  »<(*)]
ւ=1

< Q A X) -  9иЛх ) +  І|л,(х)|| +

(3.24) +
<г~і

/*,(*) -  I ЛЛ*) ՜ Е №(*) + QiW - </і(®')3
•= 1

<  2 ՜(9 ~ !)

В силу (3.5) и (3.14) имеем

(3.25) max < Ր | | / „ ( * ) | | + 2- « - 8 < Օ տ 2 ՛E
Ясно, что по индукции определяются последовательности ф ункций {<?g(aO}Jii 

(<7і(я )  =  f ki (х )) и полиномов {Q g (x )}, {i2 9(x )} удовлетворяющ их условиям (3.19)-

(3.25) для всех q >  1. И з (3.23) вытекает, что

00 Щ
> I  \gq(x )\d x  <  оо.(3-26)

<1 = 1

Определим ф ункцию  /(&■) и последовательность чисел {d fc jjj^o  следующим об­

разом

4
_ fa * , к  

\b k , в

(3.27) / ( * )  =  До (ж) +  Е  »•(*)■■
Ф* 1

остальных случаях.

И з (3.8), (3.22), (3.26) и (3.27) следует

f a ) e L l [0,l], f (x )  =  f (x ) ,  х е  G.

А  из определения последовательности {cZn } имеем (см. та кж е  (3.2), (3.7) и (3.20))

\(կ \ >  |dn+ i| >  0 для всех ո  >  0 .
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О ПОВЕДЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ УОЛША

П усть дано произвольное натуральное число п  >  2Ш°, тогда для некоторого q, 

имеем ո  €  ,2 mu«) , из соотношений (3.17), (3.19), (3.21), (3.23) (3.25),

(3.27) будем иметь
9-1
52((Д<(я) +  Qi(x)) -  Эі(ж)]Y , d kWk (x) -  Щ х 

i = 0

оо

+  £ |Ы я О И  +  max2 */~ 1 <С<!

(3.28)

»=<7

4- max
2m^ ֊ 1<fc<2m'/4

<К<2 £  *5*5ио(*)
j = 2 т и я - л

<  2 ~чс 4,

следовательно

dfe =  [  f{x )W k (x )d x  =  cn( / ) ,  fe *  1 ,2 ,.... 
Jo

П оложим

(3.29) / і ( * )  =  £ Д і ( * ) .  /շ(*) =  £<2«(*)- 
1=0 1 = 1

И з (3.25), (3.26), (3.16), (3.19) и (3.21) следует

/(я ) I  /і(ас) I  М х )

2т о _ і оо
■ s * - s  1  փ ’ <  г  » f + V 2 - '< o o .
n=0 9=0 J=2m%-1 i =0

И з (3.29), (3.10) и (3.12) следует, что p (S p e c (fi)) =  1. Теорема 1.2 доказана.

Abstract. The paper proves th a t fo r any e > 0 there exists a measurable set E С 

[0 ,1] w ith  measure \E \ >  1 — e such th a t fo r each /  € £ *[0 ,1 ] there is a function J  € 

Z/1 [0^"1] coincid ing w ith  f  on E  whose Fourier-W alsh series converges to /  in  L l \0,1]- 

norm , and the sequence {|^*(/)|}^Լ0 is m onotonically decreasing, where { դ ( ք ) }  is 

the sequence o f Fourier-W alsh coefficients o f function / .
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А н н о т а ц и я . В данной статье приводиться оценка изменения собственных 
значений задачи Дирихле для полуэллиптического оператора при изменении 
границы области, на которой ставиться задача. Рассматриваются операто­
ры произвольного четного порядка на открытых множествах с гладкой по 
Липшицу границей.

M SC 2010 num bers: 35Р15; 47А10; 47А75
К л ю чевы е  слова: Пространство Соболева, собственное значение, компактный 
оператор, полуэллиіггический оператор, спектр, приближение, граничное усло­
вие Дирихле.

1. В в е д е н и е

Пусть N  Е N, I 6 NN ,/x =  ( 1 / І і, ••• ,1 /Խ )  и Զ  - открытое множество из К п. 
Мы будем рассматривать собственные значения задачи Дирихле с однородными 

краевыми условиями для оператора

(1.1) Н и =  Ц (֊1)|о,ІОп'(Ла̂ (а:)І>/5и), х 6 1
(/».#*)*!

Пусть Ла/з ограниченные, измеримые вещественнозначные функции, определен­

ные на О и удовлетворяющие Аа/з =  Ара) а так же условию равномерной полу- 

эллиптичности

(1.2) Y , ^W(z)£«& > 0|?І2, 0 > о
(о,м)= 1 
(/».#*)-!

для всех X € I  и всех Հ -  {^а}(о,»і)=і. где £ , 6 R суть независимые переменные

( к іа = £ № , а -
Для точной формулировки задачи на собственные значения, см. определение 

2.6 и теорему 3.1.
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Обозначим через \Ѵ  ՝2(П) пространство Соболева (классов эквивалентности) 

действительнозначных функций из Լ 2(Զ ), имеющих все обобщенные производ­
ные Թ ռ ս դ (а, /і) <  1, наделенных нормой

0-3) IMIw«.i(Q) =  11̂ “ ս 1Ա»(Ո)

Также обозначим через W0,2(Cl) замыкание в \Ѵ 1՝2(П) пространства С°°-функций 
с компактным носителем в П.

Мы рассматриваем открытые множества П для которых спектр дискретный 

и может быть представлен в виде иевозрастающей последовательности положи­
тельных собственных значений.

(1.4) Лі[П] < Л2[П] < ■ • • < ЛП[П] < • • •

Данное условие соблюдается когда W l,2(Q) является гильбертовым простран­

ством и оператор (1.1) имеет компактный самосопряженный обратный (спек­

тральная теорема на гильбертовом пространстве).

До того как перейти к  анализу общего случая, мы приводим пример иллю­

стрирующий суть полученных в данной работе результатов.

П рим ер 1.1. Пусть N  =  2, / =  (2,1) € № и

1, а  р  Щ
0, ОС Ф (3.

Г. А. КАРАПЕТЯН, Н. С. САРИБЕКЯН

Anfi =

Имеем ц =  (1 //ւ, 1 //շ) =  (1 /2 .1).

Записывая оператор (1.1) для мульти-индексов а і и а 2, получаем

Й Й  д2и
{L5 ) H u = m - w

Рассмотрим задачу Дирихле на собственные значения для оператора (1.5) в пря­

моугольной области

Զ  =  {(х, у) € К 2 : о < X <  b and с <  у <  d } .

Можно показать, что собственные значения данной задачи задаются следующей 

формулой:

~  ~Ь

где Лт  - действительные корни уравнения

cos[*m 4(b -  а)1 cosh[A^{4(fe ֊  а)} =  1 и Лп =  -  '
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СПЕКТРАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ПОЛУЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

Из вышеприведенной формулы видно, что для любых заданных чисел n, m и 
£ > О, можно найти прямоугольник П' такой, что

|А т ,п [П ] I ЯН  <  I
Однако во многих случаях аналитическое вычисление собственных значений не 

является возможным. Даже незначительное изменение границы рассматривае­

мой области может привести к  усложнениям при попытке получить явную фор­

мулу для собственных значений.

Данная работа является попыткой ответить на следующий вопрос: как из­

менения области влияют на собственные значений и является ли возможным 

применение численных методов основанных на оценке этих изменений.

В данной статье доказывается оценка изменения собственных значений для 

полуэллиптических операторов произвольного четного порядка на N -мерных об­

ластях с непрерывными но Липшицу границами.

2. П р е д в а р и т е л ь н ы е  о п ред ел ен и я  и обозначен и я  

2 2 / \Обозначим для W0’ (П)

(2.1) Qn(tx,v) =  I  V ՝  AapDauD^vdx.
m  I p i

Иногда мы будем писать Qn(u) вместо Qn(u, и). Рассматривается следующая 

задача на собственные значения

(2.2) Q(u, ѵ) =  A(u, ѵ)і,цп)

для всех функций ѵ £ Wq2(£1), при неизвестных и € 1̂ ’2(Г2) (собственные функ­

ции) и Л € R (собственные значения).

Определение 2.1. Линейным оператором на банаховом пространстве Ъ назы­

вается пара состоящая из плотного линейного подпространства L вместе с ли­

нейным отображением А : L  —► Ѣ. L  назовем областью определения оператора А
X

и будем писать Dom (A) =  L.

О пределение 2.2. Будем говорить, что оператор А с областью определения 

L  плотном в гильбертовом пространстве "К является симметричным, если для 

всех и ,ѵ  € L  имеет место

(А и ,ѵ )  =  ( і і ,Л ѵ ).
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Определение 2.3. Пусть А линейный оператор в гильбертовом пространстве 

ІК. Тогда сопряженный оператор А* задается условием

(Ли, ѵ) =  (и, А*ѵ)

для всех и G Dom (A) и ѵ € Dom (A*). Область определения А* определяется как 

множество D  всех ѵ 6 2Հ, для которых существует w € Л  такое, что

(Ли, ѵ) == (и, гу)

для всех и G Dom (A).

Не трудно убедится, что если А симметричный, то сопряженный оператор А* 

является расширением А. ([3], стр. 7)

Определение 2.4. Оператор А является самосопряженным, если А симмет­

ричный оператор и Dom (A) =  D om {A*). Это эквивалентно тому, что А =  А *.

Определение 2.5. Оператор А положительно определенный, если (Ли, и) >  О 

для всех и € Dom (A) отличных от нуля.

Определение 2.6 . Действительное число А € R является собственным значе­

нием оператора (1.1) (для задачи Дирихле), если

(2.3) ք  Ѵ *  Aa$D auD ^vdx =  А I  uvdx,
Ш  Ш Ш  в

для всех функций ѵ 6 Wq2^ ) ,  при неизвестных собственных функций и €

Հ ՝ \ ո ) -

Определение 2.7. Пусть % - гильбертово пространство. Линейный оператор 

А : !К - *  ՅՀ называется компаткным если для любой ограниченной последова­

тельности {жп}  из *D(A) последовательность {А х п} имеет сходящую подпосле­

довательность. Обозначим множество всех компактных операторов на 0Հ через

т т т ш  Яё

Заметим, что линейный компактный оператор является ограниченным и сле­

довательно непрерывным.

Определение 2.8. Пусть (9Сі,|| • Ц^к,) и ( ^ շ , | |  * ||гк2) гильбертово простран­
ства и СЬСі С  ԴԼշ. Будем говорить, что пространство ком пактно вложено 

в пространство 9Հշ, и иисать Э іі С С  9(շ если оператор вложения (единичный 

оператор) I : *К\ —* 3{շ является компактным.
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Определенное выше понятие компактного вложения выражает свойство, что 
одно пространство “хорошо вкладывается "в другое. Ниже приведенная теоре­

ма вложения устанавливает данное свойство для пространств Соболева (см. (7), 
теорема 12.1).

Теорема 2.1. П усть I € N и П является откры ты м  множеством из с 

непрерывных по Липшцу границей. Тогда Wl ՝2(Q) С С Լ 2(Զ ).

Компактные операторы в гильбертовых пространствах являются естествен­

ным обобщением матриц: в гильбертовых пространствах класс этих операторов 

является замыканием класса операторов с конечным рангом. В силу этого фак­

та, некоторые результаты из теории матриц обобщаются на класс компактных 
операторов.

Такими примерами являются известная спектральная теорема для компакт­

ных операторов и теорема о мини максе, задающую вариационную формулу для 

вычислеиия собственных значений компактного оператора.

Теорема 2.2 (спектральная теорема, см. [3]). П усть А - компактный, само­

сопряженный оператор в гильбертовом пространстве 0Հ. Тогда существует 

счетный ортонормалъный базис {п п} пространства % состоящий из собствен­

ных векторов оператора А , с собственными значениями {Ап} С R таких, что  

Ап —► 0, ո  —► оо.

Другими словами, спектральная теорема утверждает, что спектр компактного 

самосопряженного оператора дискретный. Кроме этого, если оператор также яв­

ляется положительно определенным, то спектр может быть представлен в виде 

возрастающей последовательности действительных чисел, стремящихся к нулю. 

Пусть оператор А имеет следующие собственные значения:

(2 4) А і >  А2 >  • • • >  Ап >  • • • ,
. X

где также учитывается и кратность каждого собственного значения. Следующая 

теорема дает метод нахождения собственных значений компактного, самосопря­

женного, положительно определенного оператора.

Теорема 2.3 (теорема о минимаксе, см. [8)). Пусть А компактный, самосопря- 
оісенныйу положительно определенный оператор в гильбертовом пространстве 

СК с собственными значениями, удовлетворяющими (2-4) Тогда имеют место
25

СПЕКТРАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ПОЛУЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ ...



Г. А. КАРАПЕТЯН, Н. С. САРИБЕКЯН

следующие вариационные формулы для собственных значений:
(Л и,и)

(2.5) Ап =  max mm „ -д -£.»С* «6/.Ո и 2iUm(Ln )sn սՀՕ  11 "

ч і . (Аи, іі)
(2.6) An =  mm max „ „л -

I  , « « *-• иa«m(I>n _ 1 )=n — 1

Кроме то го . минимум в (2.6) достигается когда L n- 1 - линейная оболочка пер­

вых п-1 собственных векторов.

3. К о м п а к т н о с т ь  о б р а т н о г о  о п е р а т о р а

Следующая лемма устанавливает эквивалентность нормы (1.3) с нормой опре­

деленной ниже в (3.1).

Лемма 3.1. П усть I 6 N ,/* — (1//і, • • • , 1 / In )  սՀ1  - откры тое м нож ество из 
R'v такое,что W г,2(П) СС L 2(Q). Тогда сущ ествует с >  0, ч то

(3-1) ІМІіѵ«-з(п) — с ( llu IUa(o) +
I  (а,/х)=і I

для всех и £ ІУ  ,2( fi) .

Доказательство. См [7), доказательство теоремы 12.1. □

Теорема 3.1. П усть I € NN u f i  - откры тое м нож ество из R՜^ такое, ч то  

СС L 2(Ct) (см. [7], §12 для достаточных условий на Ո ). П усть Аар 

ограниченные действительнозначные измеримые функции определенные на Զ  и 

удовлетворяющие А ар =  Ара и условию полуэллиптичности (1.2).

Тогда сущ ествует положительно определенный линейный оператор Т  на
- I շ

с компактным самосопряоісепным обратным Т~ такой , ч то  D om {T) =  W0’ (П) 
и

(T u ,v )L а(п) =  Q n(u ,v),

Доказательство. Используя условие полуэллиптичности (1.2) получим следую­
щее неравенство

Q a{u,u) >
(a,/i)=l

Для 11 € W j 2(ft) имеет место следующее неравенство Фридрихса (см. [9]):

5 3  ияа“ 11і ’ (п) ֊  cllwl l i a(«)
(«,/і)=1
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Применяя (3.1) и (1.2) получаем, что Qn(u> ѵ) является коэрцитивной билинейной
I շ

формой на W0' (17), т.е.:

Q ti{u зи) ^  сІІ^ІІѵ^і.2(п)» и ^  W0՝ (Г2).

Из ограничеішости коэффициентов А а,р вытекает:

Q n (u ,v )< c  5 3  № էՀս \\լ4 Պ  5 3  И I Ь а(П)>

откуда следует, что Qq(u , v) ограничена на Wq2(Q):

Q n(u,v) <  с||и||ѵг«.а(П )ІкІІ^^р)і for E Wq,2(Q) 

Следовательно, для любого и 6 \Ѵ0'2($Ѵ), Fu(v) =  Qn(u, v) - это непрерывный ли-
I շ

нейный функционал на \Ѵ0' (Զ ), который может быть расширен на все простран­

ство Լ  (П). Из теоремы Риса о представлении линейного непрерывного функци­

онала следует, что существует гии Е Լ 2(Ո ) такой, что Fu(v) =  (w, ѵ)х,2(л) для всех

V Е W . Обозначим Т  =  wUi и € И ^,2(П).

Несложно увидеть, что оператор Т  : Լ 2(Զ ) —► Լ 2(Զ ) обратимый. Действитель­

но, имеем (Tu,v)x,2(ft) =  Qn(*M>) для всех м.и Е  Wq2(Q).

Поскольку Q n(uy v) - ограниченная коэрцитивная билинейная форма, то мож­

но применить теорему Лакса-Мильграма: для любого /  Е Լ 2(Ո ) существует 

и Е Wj5,2(Jl), что Q n(u,v) =  ( / , ѵ)х,з(п), для всех г» Е Wq 2(П). Обозначим по­

лученный оператор из £ 2(П) в W0,2(fl)  через Г ՜ 1 1>2 .
"  {W J-+ W 0 ' (S I )

Покажем, что П) - ограниченный оператор. Пусть /  Е  Լ 2(Զ) и

^іь*({і)-*ѴѴ17(П)^ ~ и ^  < 2(П). Тогда можем записать

(3 2) ІМ І£2(Я) -  c(3n (^ ,u ) =  с (Г и ,и )7,2(0) <  ||T ti||L2(n)||t/||L2(0)
IM U a(«) <  сЦТиЦ^а^і),

тогда имеем

(3 3) ^и ^ о ,а(Л) “  * < № (ո) +  Qn(ui u)) ^  4 խ ||լ 2(ո )(|խ ||լ2(ո) 4- ||Tu||L2(Q))

X llu llw^'2(«) -  c(llwIUa(n) +  11̂ 1Աշ(ո))-

Используя (3.2) и (3.3) получаем < 4 ք\\ւ4 ռ).
Теперь рассмотрим следующий оператор:

^  Т  1 *  І К * № -* і‘։ т оТ іцп)^иг™ (п)'

где І у у і ՜ компактный оператор вложения из VPq,2(Q) в Լ 2(Ո ). Не труд­

но заметить, что Г ՜ 1 обратный оператор для Т  : Լ 2(Ո ) - *  Լ 2(Զ ). Компактность
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оператора Т~ следует из компактности оператора A vl,a(n)-*La(U) и огРаничен՜ 
пости оператора Т ^ {п)^ < Л {п ).

Заметим также, что оператор Г ՜ 1 является симметричным оператором, опре­

деленным на всем пространстве L 2(П), следовательно он также является само­

сопряженным. □

Подводя итог, из теоремы 3.1 имеем следующий результат об обратном опера­

торе Г ՜ 1 .

Теорема 3.2. Т  - компактный, самосопряженный, положительно опреде­

ленный оператор на Լ 2(0 ) с областью значений Range(T~l ) =  И^о’*(П ).

4. В ариационная  форм ула  д л я  с о б с т в е н н ы х  зн а чен и й

Теорема 3.2 дает возможность применить теорему о мин и максе (теорема 2.3) 

для вычисления собственных значений обратного оператора. Для того, чтобы по­

лучить собственные значения прямого оператора, мы применяем вариационную 

формулу для собственных значений обратного оператора Т ՜ 1 а затем берем об­

ратные к  этим собственным значением числа, которые являются собственными 

значениями прямого оператора. В результате получаем неубывающую последо­

вательность собственных значений: А і <  • • • <  Ап <  • • •

Нашей задачей в этом разделе будет получение вариационной формулы для 

собственных значений Т  на языке билинейной формы Q (u ,v).

Теорема 4.1. П усть Т  - оператор введенный в теореме 3.1. Собственные зна­

чения задачи (2.3) совпадают с собственными значениями АП[Т] оператора Т  

и

(4.1) А „[Т ] =  min max ■
В Я  : й  Н !» < п )dimL^n

Доказательство. Из теоремы 3.1 следует, что собственные значения задачи (2.3) 

совпадают с собственными значениями оператора Т . Для того, чтобы получить 

вариационную формулу, применим теорему о минимаксе (теорема 2.3) для об­

ратного оператора (3.2).

Применив (2.5) для Т  , получим

Г. А. КАРАПЕТЯН, Н. С. САРИБЕКЯН

X Рт»—11 ~  Ѵ » /)ь а(П)Ап[1 J =  max mm ■ ||2-------—(4.2) j — ***«" -----.. -Пշ

28



СПЕКТРАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ПОЛУЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

Заметим, что АП[Т] =  АП[Т ] . Откуда имеем

(4.3) ЛП[Т] §  (  max min ^
1 L C L 2 (U ) 11 1

և»(Ո)=  mm I mm — .-■■■■-.ттч-------—  I =  mm max( շ շ լ խ Հ з а в  3  

іій Ь  ѴТЙ՜ <Է11/1Փ(Ո) /  ճ£ էւ Та' Ք ՜1/:| ^ (ռ)
Обозначим Т ՜ 1/  == м € Wq2(S7). Совершив подстановку Т  в (4.3) получим

„Л V I  . (T u ,T u )L4u) . (T l ' 2u ,T ՝ '2u)L2M
(4.4) An [T] =  mm max  -----  -------- =  гшп m ax--------- ;■ — г--------------.

LC < 2(«> J55 r.cwk2m  (ս, ս)լ*(Ղ )
dim(L)sn .. dim (1>)зп

Формула (4.1) следует из (4.4) и теоремы 3.1. □

С ледствие 4.1. П усть Т  - оператор введенный в теореме 3.1. Тогда

(4.5) An[T] =  min max Qn(u).
g i g  ' “ « X , -

Доказательство. Утверждение следуег из билинейности квадратичной формы 

On- Действительно, пусть й =  ս /||ս ||լշ(« ) для всех и 6 Wq2(£1). Тогда и =  оси 

and ||й|І£,2(п) =  1. Имеем

(4 6) <?(») Я (ай) t a2Q(«) _  Q (. .  ■
IM U J(n) Цой|І£3(<і) օ 2||ս||լտ(ո)

Формула (4.4) сразу следует из (4.1) и (4.6). □

В дальнейшем мы иногда будем использовать более компактный вид форму­

лы:

(4.7) А п[Т] =  m in RU( L \

где

R (L) =  max
ѵи%І 117ճ11լշ (0)

5. П ри бл и ж ен и е  области  изнутри
N

С помощью формулы (4.1) мы можем получить некоторые свойства собствен­

ных значений. В этом разделе мы будем предполагать соблюдение всех предпосы­

лок теоремы 3.1. В частности, мы рассматриваем открытые множества П С RN} 

для которых вложение W*,2( fi)  С L 2(Q) является компактным. Пусть Т  - опе­

ратор введенный в теореме 3.1. Пусть АП[П] - ո -ое собственное значение из (4.1) 
соответствующее области П С
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Следующая лемма задает оценки для собственных значений на областях О і и 

0 2; когда Օ շ С О і.

Л емм а 5.1. П усть О і и Օշ откры ты е м нож ества из M.N и Օ շ С О і. Тогда

(5.1) Ап(П і) <  АгДОг), ո  =  1,2, • • • .

I շ I շ

Доказательство. Пусть Е  : W{)' (Օ շ) -> WQ' (0 і)  оператор нулевого расшире­

ния из 0 2 в О і. Легко видеть, что Rq2 (L ) =  /^ ( .E fL ] )  для всех L  С №օ’2(Օ շ). 

Действительно,

Яп, {E \L ]) =  max — -  =  max ֊  Rn2 (Լ)-
жй в д  \\Еи\\12{Пі) p i l e

Следовательно для всех L  С №օ’2(Օ շ) с d im L =  п  существует L  С №о’2(0 і)  

такое, что d im L ՛ =  п и ifo ,(L  ) =  ifo 2 ( Լ ) . Неравенство (5.1) сразу следует из

(4.7). I

Для того, чтобы доказать оценки для вариации собственных значений в об­

ласти, мы строим гомеоморфизм հ  между любыми двумя конечномерными под­

пространствами пространств W q 2[Q \ )  и  1̂ 0’2(Օ շ) одинаковой размерности и до­

казываем оценку для следующей величины:

Ниже приведенная лемма является предварительным шагом к  этому построе­

нию.

Лемма 5.2. П усть О і и Օշ откры ты е м нож ества из M.N такие , ч то  Օշ С 

О і и {и±, • • • , ւձո }  - ортонормальное множество элементов из 1У0,2(О і). П усть 

{з/ь * * * » Уп) С Wo 2(Օշ) множество элементов удовлетворяющее условию

\\Ук ~~ <  £» к  — 1, • • • , ТІ.

Тогда сущ ествует ортонормальное множество { ѵ \ , • - * . ѵп} С 2(0 շ) такое, 

что  для достаточно малого е >  0 имеет м есто следующее неравенство:

(^•2) Ի հ  ~~ ^  А: =  1, • • • , п.

Доказательство. Случай п =  1 очевидный. Используем индукцию по п. Пред­
полагая, что утверждение верно для п, докажем для ո  +  1. Пусть % , • • • , ѵп - 

множество элементов удовлетворяющих (5.2).
30

Г. А. КАРАПЕТЯН, H. С. САРИБЕКЯН



Пусть I) • II и (•) обозначают соответственно норму и скалярное произведение 

в Wq2(Q i ). Обозначим
ո

^п+І =  Уп+1 ^ > « + 1  * 
k=l

Имеем

<2/n+i,Vk) =  խո+ւ>Աէձ  +  (Wn+i,Vfc -  u/c) +  (շ/ո+ւ -  Un+i>tfc) =  o (e ) ,

Откуда

||i>n-fi -  2/n+ill =  0 ( e ) ,  p n + il l  =  1 4* O (c), ||vn+i|| Ф o.

Теперь обозначим
Vn+l

El KUii
Ф ункции {v i, г/շ, * • • , vn, vn+ i}  образуют нужное нам множество ортонормальных 

элементов. Действительно, |խ *  — ик \\ =  0(e ), А: =  ! , • • •  ,п  согласно индукцион­

ному предположению, при этом |խ ո+ւ ֊  Wn+i|| <  \\yn+ i ֊  wn+ i|| +  ||ѵп+ і -  yn+ i|| +  
|խ ո + ւ  К  V n + i II =  0 ( e ) .  □

До того, как перейти к  следующей лемме, необходимо сделать некоторые обо­
значения. Обозначим через d i(x ,y ) /-расстояние между х и у.

N
М х > у) =  I*  -  у іі *  2 J  і* і -  to r  

і= 1

М ожно показать, что | • |/ определяет норму на WLN.

Пусть Q - открьггое ограниченное множество из RjV. Для заданного € > 0 обо­
значим

Qs =  {х  6 : d i(x, 6 fl) >  е ]

Л ем м а 5.3. П усть Թւ . Ո շ  - открытые м ножества из такие, что  П і,е С

П2 С П і для достаточно малого е > 0. Тогда для любого и 6 ѴѴц2(П і) суще- 

ствует^и € յ®օ,2՚(Օշ.) удовлетворяющее неравенству

11“  ~  “ Ии  ̂’ сн,) <  срп,(«), 

аде рп, (и) =  Е („,;1) < 1  ||Х>“ «(а?)||іа(Пж\Пі.з,)-

Доказательство. Обозначим через (я) следующую функцию:
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Обозначим также через изе функцию получаемую из и/i анизотропным масшта­
бированием на £.

Ш '{х) ■Ci / i (x i / t f | , " ՛  , x n / e1n).

Заметим, что ив е Cfi°(\RN) и D aujt (x) =  t ^ a^ D au \(x ). Теперь, определим 
т) 6 следующим образом:

І7(ж) *=

где /и , Лв индикатор функция множества Пі,э( . Не сложно убедится, что

(5.3) 0 <  \ռ ° Վ ւ ) \  <  «-<■•»*, х  € Пм  и ф )  =  1, х  € Пі,з«.
• / 2 /Обозначив й =  ѵ\и € ІѴ0* (Օ շ), будем иметь

(5.4) | |й - * | І * . . .  -  Е  ІІ°“ К і ֊» г ) ] і и . ( « л « . , . . ) 5

<  Е  Е  ֊  * ?A tt (n.\nM.)

Имеет место следующее интерполяционное неравенство (см. [7|):

| Л ( я ) |  < c f(n- /,'" ) |D “ u ( i ) |1 для X 6 П, \  П іЛ .

Применив неравенства (5.3) и (5.4) мы получаем требуемое неравенство. □

Замечание 5.1. Заметим, ч то  рр։ (и) —► 0, при £ —> 0.

Лемма 5.3 дает возможность построить для любого конечномерного подпро-
0 շ

странства L С Wq (Оі) в каком-то смысле близкое к  нему конечномерное под­

пространство!/ С \Ѵ0'2(П2) одинаковой размерности. Следующая лемма приво­

дит к  этому построению.

• շ

Л ем м а 5.4. П усть п € N u L  С ѴѴц' (П і) - п-мерное nodnpocmjxmcmeo с op- 

тонормальным базисом U =  ,ип}> Сущ ествует €ո,Լ,Ու >  0 зависліцее

только о т  ո , L , и П і такое, ч то  Оля всех £ < en,L,nt и Օ շ, еде Օ ւ|ք С Օշ С О і,
/ I շ

моэісно найти ո -мерное подпространство Լ  С Wq' (Օշ) с ортонормальным ба­

зисом V  =  { v i t * • • , и„} ,  которое удовлетворяет следующему условию:

ի հ  ~ I I ^  сЛ|Ь,ПіР(^)і 

*dep(U) =  maxfc«l| ...|flpni(ufc)-

Доказательство. Пусть со >  0 - положительное действительное число такое, 

что имеет место лемма 5.2 для всех с <  ео. Возьмем «ո,ւ,օ» таким, чтобы все из
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следующих неравенств имели место при е < «ո,ձ,Ու (см- лемму 5.3 и замечание
(5.1))

11*4 -  илІІіѵ*'в(Пі) < Ch™BlX nPU)(Ահ) < для всех *  ж 1,• • ‘ ,п. 

Применение леммы 5.2 завершает доказательство. П

Замечание 5.2. Заметим, ч то  p(U) —► 0 при е -4 0.

Теперь мы готовы к построению линейного гомеоморфизма между конечно­

мерными пространствами L и Լ ՛ .

О пределение 5.1. Пусть П і открытое множество из R ^ t L С Н̂ 0,а(П і) - хи­

мерное подпространство с ортонормальным базисом U =  { t i i , * ՛ *  , ип} и Ո շ - 

открытое множество такое, что П і|Г С Пз С П і, где е < €ո ,ւ,пк

Пусть Լ ՛ С Wq2(Qq) - ո -мерное подпространство с ортонормальным базисом

V ев {г>і, • ■ • , ѵп} такое, что

IN  “  и^ІІѵц!а(П і)Հ  փ ( Պ  для ե ա Հ ա ՚ ա Հ ո դ

Определим линейный гомеоморфизм /і(-) между Լ  и Լ  следующим образом:

/ і ( і і )  =  1 ՀօււԱ ւ  + М '  +  OtnUn) =  Q l V i  + ----- Ւ Օւո Նո .

Л ем м а 5.5. П усть հ  : Լ  —> Լ  - отображение введенное в Определении (5.1). 

Тогда им ею т место следующие утверждения:

(1) հ  и հ ՜  являются непрерывными (ограниченными) линейными отобра­

жениям и между Լ  и Լ  .

(2) հ  является изометрией между (Լ , || • IIѵѵ1 ,  ̂ и II ՚ ИW'1,(Г2а) т ’е՝

11Ա11» {.*(ո,) ж Ц Ь Н ІІіѵ^а ь ) для всех ս  6 Լ ՝
(3)

II/»■(«) -  Mllw1j',((j,) < n • p(u )> v« 6 L
(4) С ущ ествую т c i, շշ >  0 такие, ч то  для всех и € Լ ,  имеем

n сі||«ІІь»(п,) < IIMu)llt>(nj) £ саІІ«іи>(Пі)-
(5) Для всех и € L  имеем

(5.6) iQrii(«) -  Опа(Л(«)| < с • p(t/)l|ti||^.,(tli).

Доказательство. (1) Существование обратного отображения հ ՜  сразу сле­

дует из определения հ. Отображения h u h ՜ 1 являются непрерывными, 

поскольку L  и L конечномерные пространства.
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(2) Пусть и =  aiUiH----- \rOcnUn. Заметим, что { і і і ,  • • • , і іп} и {Л(іц)» • • • . /i(wn)}
ортонормальны. Следовательно, имеем

Il^llwjj,2(f2i) =  ’ ’ ՞ 4* • • • 4* Ctn

=  +  • ■ I +  « п Л ( м „ ) | | ^ , 2(І1а) =  І |Л ( ы ) | | ^ . 1(Па).

(3) Пусть и =  Н-------Ь օւոԱո € Ь.

IIлН -  ullwj-*(n,) = ІІ“ !(Ѵ1 - «О + • • • + “ n K  -  «ո)11»-^(Ու) I
< |է»ւ||խւ — w iIIѵі̂ -а(п ,) +  ՜ ՜ ՚ +  |®п|||ѵі» ~  un lliv ',a(ft,) —

<  ( | a i |  + .•■ •  +  | q „ | ) c  • p{U) <  с  ■ p ( t f ) | | u | | jy (i.a(( j1).

(4) Поскольку h - линейное отображение, достаточно доказать только слу­

чай, когда и лежит на единичной сфере 5  С L  С Wo’( f t i) .  Допустим об­

ратное. Тогда для любого к  >  О существует щ  G 5  такое, что ||հ(ս *)11ւ9(Ոշ) > 

fcllufclU2№ )- Следовательно А ^ Н Щ ^ Я  >  fcllMfc lli2crii)- Поскольку h - 
изометрия между (Լ , ІМ Іц ^ц ,)) и { Լ ՛,  |МІѵ^ (ла)). то имеем Г

11“ *=11̂ ' 2(ո ,) =  *> °™УДа 11Ա/է1ևյ (ռ,) <  №  Следовательно Щ |||| стре­
мится к  0 в L 2( f ii) .  С другой стороны, 5  - компактно в Wy՛2, следователь- 

но можно выбрать сходящейся последовательность щ к , и заменить после­

довательность {wfc} этой последовательностью. Допустим и^ —> uq € S в 

W0' , тогда имеем ЦиЦдедоі) =  0 и =  1 - противоречие. Второе

неравенство доказывается аналогично используя հ  вместо /і.

(5) Заметим, что Qq2 (и) =  Qn1 (и) для и € Wq2(0 շ). Пусть տ — հ (ս )  — и. 

Имеем

IQn,(u) -  Qn3(M ^))l =  ІО п іМ  ֊  Q n ^ M ) !  =  |Q^X(^) -  Ձ ո ձ ս  +  s)\ <

— 2|0 ո ւ (Ա»®)1 ՜ւ IQni (s> 5)l — cllwllw jj'2(n1) ll5llw (5,2(f2i)  =

= c\W\\w^ (ni)\\h{u) -  h\\wp {Qi) <

□
Лемма 5.6. П усть Oi - откры тое множество из R и L  - ո -мерное подпро­

странство пространства Wq2(£Ii) с ортонормальным базисом U =  {щ , • • • , тіп}. 

Тогда сущ ествует сп%ь,пі >  0 зависящее только о т  ո , L , и О і такое, ч то  для 

всех е < €ոէւ,տ1չ и Օշ, где О і>е С Օշ С О і имеем место следующее неравенство:

IЯ и іЩ  -  Rn2(h[L])\ <  Cn)L>Qlp(U ),
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I

где
п / г \ _  Qn(u)R n(L) =  max неւ  ||2-----

и h - гомеоморфизм введенный в Определении 5.1.

Доказательство. Из йеравенств (3.1), (1.2), (5.5) следует, что существует Շո,ԼՀհ > 

О зависящее только от ո , Լ ,  Г2і, N , /, 0 такое, что

(5.6)

Имеем

IQ f i i ( u )  -  Q n 2( / i(u ) ) |  <  Сп,ь,ո ,  (||« ||1 շ(Ո լ ) +  0 n ,  (u ) )p ( t / ) .  

Qna(M w)) ' ОпДц)
ЦЬМІРL a(fta) 1ւ 2(Ու)

IQn, (ս) ֊  Q n,(M n))l IQ»! (ц)(І1^(ц)Ні»(Пз) ՜  ИцИІ»(п,))І
լտ(ո2) 11ս 11լ շ(«,)

откуда, с учетом (5.6) и пункта 4 леммы 5.5, получаем

Qn2(h(u)) QnAu)

І і2(Пз)
что можно записать как

M l2L4  Ու)
< Cn,L О, ( 1 +

Q f t »  
Ml2

/л „ /тгw Q n i(u) „ ^ г п  ^  Հ(1 -  Cn.L.OіР(^))тГТТІ2----------Cn,Lt{liP \U ) ^
1Լ2(Ո Օ і іа д іі2L2(Ib)

<  (1 і  h l l l J I S f e - -  1  C n ,L ,n A U )-

Взяв супремум для всех и € Լ ,  получим

(1 ֊  Cn,L^ lP( tf )№ .(£ )  ֊  С п ^ іР(и ) < Я М Ц )  <

<  (1 4- Cn,L,nxP (y)R 0| (Ь) +  Cn,L,Qi^(^)*

Переписав последнее неравенство, получаем

Д П і(Ь ) I  «,.£.0 ,1* 10(1 1  Й Я  I  Л ь (М Ь 1) <

<  До, W  I сп.£,о,р(£/)(1 I  | і И

Наконец,

|ДП і(Ь) -  Jb t(M & ])| <  cn>L,a1p (^ ) ( l  +  A l iW )  <  * * * * № ■
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Теорема 5.1. П у с ть  Թշ - о ткры тое  и ограниченное м н о ж е ств о  из Тогда 

для любого п  6  N сущ ествует число сп , еп >  0 зависящее то л ько  о т  Г2і такое , 

ч т о  для всех £ <  еп и Ո շ , где П і|Г С Օ շ С П і и м еет м е сто  следующая оценка:

|Ап [П і] -  Ап [Па]| <  cn m ax pn, (ил),
km 1,..і ,Ո

где ՜ первые п  собственные значения оператора (1.1) и

P n i ( t i ) =  5 3  I I И  £,а(П і \ n t ,з«) •

Д оказательство. И з леммы 5.1 и Օ շ С О і следует, что

(5.7) Щ | |  <  Ап [0 2].

Теперь, согласно (4.7) имеем

(5.8) Л п[П і] =  m in R n ,(L )-
dimL**n

I շ

Пусть Լ ս - ո -мерное подпространство из WQ' (П і) для которого достигается ми­

нимум в (5.8). Имеем Ап [О і] =  Я п і(£ п )* П усть հ  - гомеоморфизм введенный в 

Определении 5.1. Согласно лемме 5.6 имеем

|Яп,(£п) -  Rn2(h[Ln])\ ^  °ո,Լո,ՈւԲ(Սո)-

О ткуда

(5.9) Д п а ( М Լ ո ] )  <  Ап [ П і ]  +  cn ,L n , ih P (U n ) -  

С другой стороны

(5.10) А „[П а] <  Я па(М £п ]).

И з (5.7), (5.9) и (5.10) получаем

An[О ]] <  A r jfb ] <  А „[П і] +  сП'ПіР (и п )> 

что завершает доказательство теоремы. □

Следствие 5.1. П усть  п  € N and О - о ткр ы то е  ограниченное м н о ж е ств о  из 

R . П у сть  { П / с } * последовательность о т кр ы т ы х  м н о ж е с тв  та ки х , ч т о  

ilk  С 12 и U/fcLi О * =  О. Тогда

Ап [0 * ] Ап [0 |, к  - *  оо.
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Abstract. The paper gives estimates fo r the varia tion o f eigenvalues o f D irich le t 

problem  fo r sem i-e llip tic  operators w ith  homogeneous boundary conditions upon 

va ria tion  o f the open set on which the operators are defined. Operators o f a rb itra ry  

even order in  each d irection  and open sets w ith  L ipschitz continuous boundary are 

considered.
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С РАВНЕНИЕ Д В У М Е Р Н Ы Х  М Н О ГО Ч Л Е Н О В

В. Н. МАРГАРЯН

Российско-Армянский (С лавянский) университет 
Е-in a il: vachagan. maryai'yanQyahoo. com

А н н о т а ц и я . В  работе найдено необходимое и достаточное алгебраическое 
условие для сравнения с весом двумерных многочленов.

M S C 2010  n u m b e rs : 12Е10, 26С05.

К л ю ч е в ы е  слова : сравнение (с весом) многочленов; гиперболичность с весом; 
слабая гиперболичность.

1. В в е д е н и е

Пусть N  - множество натуральных чисел No =  Л Г и {0 }, N ft - множество п  €  N  

мерных мультиипдексов, т.е. точек а  =  (с*\, ...,а п) оtj G No j  =  1 ,..., n , R n

-  ո - мерное вещественное эвклидово пространство точек Հ  =  ( £ i, . . . , fu ) i Я + =

i t e R " ,  Հ յ >  0 j  =  1, . . . ,п } ,  R% =  { Հ  e  R n , t i  • • • &  Փ  о }, С  =  R x i R  

(t2 =  —1). Д ля любых £,77 6  Я п , і/ €  Я + , է >  0 и a  €  Nf f  обозначим ||£|| =

(fi I  + fn)1/2i (£.»?) I  £i • m 1 -  + €n • j?n> M = и + ... + |n, If I" 1
ІбГ -ІСпГ", է - Հ  =  ( t -1.....t  ■ £„), и | “ I  где

D j =  d /d £ j, /s i......n.

Характеристическим многогранником (х.м .) конечного набора Ճ  С Я 1 назы­

вается минимальный вы пуклы й м ногогранник 9ft С Я ”  содержащий множество 

A  U {0 }. М ногогранник 3ft С Я+ называется полный, если 9ft имеет вершину в 

начале координат и отличные от начала координат верш ину на каж дой оси ко­

ординат. Полный м ногогранник 9ft С R+ называется вполне правильный (в .п .), 

если компоненты всех внешних (огносительно 9ft) (ո — 1) - мерных некоординат­

ных граней положительны.

Д ля в.п. многогранника 9ft через A(9ft) обозначим множество нормалей (п  — 1)

- мерных пекоординатных граней 9ft

A(9ft) =  {Л =  (A i,...,A n) : m in {A ;,j =  1, ...,n }  =  1 }.

38



СРАВНЕНИЕ ДВУМЕРНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

Через В  обозначим множество тех в.п. многогранников 9ft для которых

т а х {( і/, Л) : ѵ  6 Я } <  1 ѴЛ € Л (9ft).

Д ля  многогранника 9ft 6  В  обозначим:

9ft° - множество вершин 9ft,

09ft =  {и  е 9ft : 3 Л € A(9ft), (і/, Л) =  т а х {(д , А), д  € 9ft}}

и сопоставим следующую ф ункцию

і/€Я°
Известно (см. например [1] или [2]), что многогранник 9ft является х.м. набора

* i j f t  Числа

/>о(9£) =  т а х { |і/ | : ѵ  € 9ft0}  и pi(3ft) =  m in {|i/| : О Ф v € 9ft0}

называется соответственно максимальным и минимальным порядком функции 

Нц. Т ак ка к, очевидно, 0 € 9ft° (9ft €  В ), то с некоторой постоянной с >  1

(1.1) с - 1 • ( 1 1  i l l s  I  И  <  I  ( 1 1 Ш Ш  <  I (1 +  И  Ѵ£ е Шп.

П усть Р (£ ) =  7а € С , многочлен, где сумма распространяется по ко-

і=о
где т  =  т а х { |а | : а  €  (Р )}  -  порядок многочлена Ր ,  a P j -  однородный

многочлен порядка j , j  =  0,..., га.

Т очка т  €  R n называется нулем многочлена Р  порядка 1(т) €  N q, если

Ѵ я М  :=  (D a P )( r )  =  0 V a € iV J , И  <  1(т ) и ] Г  \Р (а\ т ) \  փ  0.
М = і( т )

По определению при Р (т ) Ф 0 будем считать, что 1(т ) =  0. Д ля однородного 

многочлена Рт  порядка m  обозначим $ 3 (Р т) =  { т  € # Л, ||т|| =  1, Р т (т ) =  0} .

О пред ел ени е  1 .1 . (см. /S/, определение 10.3.Հ). Будем говорить, ч т о  много­

член Q слабее многочлена Р  и записы вать Q -< Р , если с некоторой постоянной 

с >  0 <§(£, 1) <  с • Р (£ , 1) при всех Հ  € Д п , где скя данного многочлена զ и числа 

է > 0

а
нечному набору (Р ) =  { а €  JVjJ, 7а փ  0 }. 

Представим многочлен Р  в виде суммы
m
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О п р е д е л е н и е  1 .2 . Для €  В  многочлен Q  /?эг слабее многочлена Р  и будем
hfn

использовать запись Q  -Հ Р , если с некоторой постоянной с >  О

, МО) < с • Р((, МО) ѵс € Я".

О п р е д е л е н и е  1 .3 . (см. [4] или [3]). Будем говорить, ч т о  многочлен Р  пред­

ставленный в виде (1.2) гиперболичен (по Гордингу) относительно вектора 

О փ  г) € Rn, если Р т іѵ ) փ  0 и сущ ествует постоянная с € Я  для которого 

Р(£ + 1 • է  • ղ) փ  О при всех է <  с и ք  € Яп .

О п р е д е л е н и е  1 .4 . (см. [б]). Для € В  будем говорить, ч то  многочлен Р  

представленный в виде (1.2) /ія  гиперболичен относительно вектора 0 փ  rj € 

Rn, если Рт (ѵ) Փ 0 ti сущ ествует постоянная с € Я для которого P (£ + i՝t՝r j) փ  О 

при է <  с • Л»(0» £ € Я” -

И звестно (см. [5] или [6] при rj =  (1 .0 , ..., 0 )), что  если м ногочлен Р  հ&  гипер­

боличен относительно вектора r j, то  его главная часть Рт  гиперболична по Гор­

д и нгу  относительно г). В работах [5]-[7] найдены достаточны е условия на млад­

шие члепы многочлена Р  при выполнении которы х м ногочлен становится h#  

гиперболическим  относительно вектора r j, если Рт  гиперболичен по Гордингу 

относительно rj. В  работах [3] и [8] доказано, что  м ногочлен Р  гиперболичен по 

Гордингу относительно вектора г\ тогда и только  тогда , ко гд а  гиперболичен по 

Гордингу относительно т/ многочлен Рт  и  Р$ <  Pm j  — 0 , т  — 1.

Цель настоящ ей работы  найти необходимое и  достаточное условие на  м ного­

член Q  от двух переменных, чтобы  Q  было /і&  слабее 91 €  В  заданного однород­

ного многочлена.

В  следую щ их параграф ах будем считать, что  ո  =  2 и рассматриваемые мно­

гочлены являю тся многочленами от двух Հ  =  (£ւ>£շ) переменных.

2. П р е д в а р и т е л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы  

П р е д л о ж е н и е  2 .1 . П усть ЗИ €  В  и

Xr№ )  =  m in  max(z/, А ) /А г  г  = 1 , 2 .
А€Л(Я) * € «  "

Тогда

(1) 1 > р0(Я) > рх(Я) > 0,

(2) И с { і / € Я *  : И < 1 ) ,

(3) для любого ѵ  е 9£ U Я§ ѵТ <  Х г(й) т =  1 ,2 ,
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(4 ) ( х і ( * ) - 0 ) . ( 0 . Х 2 ( й ) ) б 5 г ° .

Доказательство, тривиально и поэтому не приводится. □

Л ем м а 2.1. П усть В  € 9ft. Тогда

(1 ) X I ( * )  == :=  s u p W ( l  -  ւ / շ ) : V е  ՑՀէ, Աշ <  1 },

(2 ) Х г(Я ) է  “ 2 :=  sup W ( 1  -  * / i ) : і / €  3 » , u i <  1 }.

Доказательство. Так как утверждение пункта 1 доказывается аналогично утвер­

ждению пункта 2, то мы докажем только пункт 2.

Пусть наоборот ռշ փ  Хг№ * Так как в силу пункта 4 предложения 2.1 օ շ  > 

X2(9ft), то это означает, что <ւշ >  зд(Я). Тогда из определений чисел а2 и Х г№  

существуют точка і/° € 99ft, i/ f  <  1 и вектор А0 Е A(9ft) для которых

і/2/(1  ֊֊ I/?) >  т а х {(і/, А°)/А§ : і/ € 9ft} = : Ѳ0/Х°2,

или, что тоже самое і/° во 4- А§ >  Ѳо- Так как А° >  1 >  0о (см. определение

множества В ) , то отсюда получаем, что ( і/ ° ,  А0) > 0о, т.е. і/° £ 9ft. Так как 98ft С 3ft, 

то это противоречит условию і/° € 99ft и доказывает, что Ռշ =  Х г№ - Лемма 2.1 

доказана. □

Зам ечание 2.1. П усть К  Е В . Тогда в силу пункта  Հ предложения 2.1 

1'• Xi(3ft) =  ш а х {і/і/(1  -  ѵ2) : ѵ  Е 99ft, i/շ <  1},

^ • Хг(Я) =  т а х { і/2/(1  -  і^ )  : ѵ Е 99ft, і/ і <  1}.

Для многоугольника 9ft € В  обозначим

S i (Я ) =  {6  : / * ( * )  :=  т а х { і/ !  +  J • i/շ : і/  €  Я0}  <  Х і№ )},

2S2(9ft) =  {ծ  : g&(6) :=  тах{<£ • ւդ  +  i/շ : і/ Е 9ft0} <  Xa(3ft)}»

Xr(9ft) =  sup{£ : 6 € -Er (9ft)} г  =  1,2.

Нетрудно заметить, что для любого 9ft Е В , 0 <  Xr(9ft) <  1 г  =  1,2 и в силу 

замкнутости множества E r (K) x r (9ft) 6 £ Г(Я) г  =  1,2.
X

Л ем м а 2.2. П усть  3* 6 В . Тогда

( 1 )  Х г ( Я )  >  Х г ( Я )  г  = 1 , 2 ,

( 2 )  f« (S )  U  X i ( !R )  при S <  X i ( R ) ,  Х і  W  <  fa{& ) <■ 6 ս  fn (6 ) <  po(R) при

6 I  (Х і(Я ),1 ),

(3 )  9к{0 )  =  x a ( 3 l )  n p u  0  <  х г ( ® ) і  Х гО Ю  <  f fx W  <  Ѳ и дц(Ѳ) <  p o (R )  при 

« € ( х а ( » ) , 1 ] .
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Доказательство. Покажем, что Х і(Щ  >  Х і W - Доказательство х з (^ ) ^
>  Х г(^) аналогично. Так как /я  монотонно возрастающая функция, то для до­

казательства неравенства Х і(^ ) 5  ХіОЮ достаточно показать, что /эг(хіОЮ ) < 
Хі(Э^). В силу замечания 2.1 имеем

Х і(Й ) > " 1 + Х і(И ) *'2 Ѵ і/€ 0 Я , */շ <  1,

и для некоторого і/° € Տ էԼ ւտշ <  1 X i(^ ) =  ^ і +  X i(^ )  * ^շ- Отсюда получаем, 

что

Х і(& ) =  sup{i/i +  x i(R ) "շ  : у  € в®, ւ/շ <  1}.

Так как иւ 4- X i№  * ѵ2 непрерывно п о і/и  X i(R ) >  О» то отсюда получаем, что 

XiОЮ =  sup{i/i4 ֊xi(Պ 'Ա2 •* ս € 0®} =  шах{і/і+Хі(Я?) і/2, і/ € Я0} =  /я(хі@&)),

следовательно Xi(9R) ^  X i(^)*

Из определения числа Хі(9£), замкнутости Е \(К ) и монотонности /а? непо­

средственно следует, что /я (£ ) >  ХіОЮ при >  x iW -  Так как, очевидно, при
6 < 1 /» (£ ) ^  ро(9?), то для завершения доказательсгва пункта 2 остается по­

казать, что

/я(<5) <  при S € (х і (^ ), 1]*

Пусть 6 € (хі(З^), 1], следовательно 6 > ХіОЮ* Тогда в силу леммы 2.1 <5 > 

s u p {i/i/( l — i/ շ ) : V € 95ft, սշ <  1}. Отсюда получаем, что при всех ѵ £ 93ft, і/і4-
Տւ/շ <  S.

Так как 9R° С 99R, то отсюда получаем, что /з?(<$) <  <5. Поскольку утверждение 

пункта 3 доказывается аналогично утверждению пункта 2, то этим лемма 2.2 
доказана. Ш

Предложение 2.2. П усть Sft € В, Ճ < 1, x(t) > 0  է > 1 локально ограни­

ченная функция для которой te • x (t) —> оо, £""е • х(£) —> 0 при է —> оо длл любого 

£ > 0 ,  Т , Ч € Л 2, ||гЛ =»Ці}|| *  1, (т .ч ) = 0  ս £ ( է )  =  է т  +  і *  ■*(*)•»?.

Тогда с некоторой постоянной с > 1 при է > 1 

1)  с՜ 1 ■ է*<») <  Խ (Հ (է ) )  <  с • если т  G Я§,
2.aJ с՜ 1 • $х»(Я) <  հո (Հ(է )) < с • fX iW  при <5 <  Хх(Я), при т  =  ± (1, 0)

2 .Ъ) еГ1 • (fX iW  +  - m in {l,g (t)}) <  Խ (Հ (է ) )  <  c -m a x {l,x (t)}  при

ծ >  X i(^ ); если т  =  ± (1, 0),
с՜ 1 • tX3*(R) <  /і«(€(£)) <  с • tXaW при 6 <  хгОЮ, если т  =  ± (0, 1),

8Л) с” 1 • ( f * W  +  «§■№ - л іп {1,гс(е)}) <  М К * ) )  <  c t9m{6) • m a x {l,£ (t)} при

5 >  X2W), если т  =  ± (0, 1).
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Доказательство, непосредственно следует из определений функций /ія , /# , дя, 

чисел ро(У1)у ХіОЮ» ХіОЮ и пунктов 2 и 4 предложения 2.1. □

П редлож ение 2.3. П усть для неотрицательного однородного многочлена Рт  

порядка т  т  € 5Z(Pm)* Тогда

Q nr)(0 =  2 2  ^ 0 ѵ * € Д 2,
|a|=J(r)

где 1(т) - порядок нуля многочлена Рт  в точке т.

Доказательство. Предположим обратное, что при условий предложения, суще­

ствует точка f°  € R2 для которого Q i(T) 0. Так как по формуле Тейлора 

для любого է >  0 в силу определения 1(т)

Р „ ( г + И . ) =  Е  Ճ ճ ճ ւ ճ ,  ք ֊ Г : Е  f  r Q r ( f 0;

* r=i(r) |a |=r r=l(r)

то из условия Qf(r )(C ) <  0 при малых է >  0 имеем, что

Pm(T +  t-£ o) < i * ' (T)Q1(T)(e °)< 0 .

Это противоречит условию предложения и доказывает, что при условиях пред­

ложения Q((r ) (0  ^  0 при всех Հ € Я2. Предложение 2.3 доказано. П

П редлож ение 2.4. П усть Рто >  0, Р,Пі >  0 однородные многочлены со­

ответственно порядка т о  и гп \. Тогда для любого т € R , ||т|| =  1 1(т) =

т іп { /о (т ) ,/ і( т ) } , где /(т ), ZoM и 1і ( т ) порядки нуля в точке т соответствен­

но для многочленов Рщц +  Р тх > Рто ս  Р ті •

Доказательство. Так как утверждение предложения очевидно при т  £ £(Pmo)U 

U £ (Р т і ) и при /0(г ) ^  Z i(r), когда г  € ]£(-Рти) и  то пусть

т  е Е ( Р«»о) U Е (Р т .)  и /0(т) =  / і( г ) .
Предположим обратное, что 1(т) փ  Іо(т) — Іі(т ) . Так как очевидно /(г ) >

>  m infio(T ), I  (г ) } , то это означает, что 1{т) >  10(т) =  Іі(т ). Тогда из определения 

порядка нуля имеем, что

(2-1) р £ }(т) +  =  0 Ѵа € Nq, Н < /о (т ) .

Так как в силу предложения 2.3

« м -  Е  ^ ^ > 0. £6  я’ .
| « М о ( т )
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г - V Ш В Ш . ո , г 1г ь{т) ֊  2 ^  — Tj------> 0 , Հ  € R ,
N = / l ( r )

то учитывая, что Iq(t ) =  1\(т) в силу (2.1) получаем, что Q i0(T) =  0 (Г /0(г ) =  0),

т.е.

PmuV) = 0  V a €  NS, H  =  /o (r).

Так как в силу определения Іо(т)

Р £ }Щ  1 0 Ѵа € N l |а| <  И

то это противоречит определению Іо(т). Полученное противоречие доказывает 

справедливость предложения 2.4. □

Следствие 2.1. П усть Рт  - однородный многочлен порядка т  и т  € 53(Рт )- 

Тогда для любого г  6 Ло, г  <  Z(r) (7(т) порядок нуля многочлена Р т  в точке 

т ) порядок нуля многочлена

22 № 4 հ)\2
Н=Г

в точке т  равна 2(1(т) — г).

Доказательство, непосредственно следует из предложения 2.4. □

Л емм а 2.3. П усть 9ft € В , Р  многочлен представленный в виде (1.2) и rj € 

Н \53(Pm)» INI =  1* Тогда для любого многочлена Q порядка не выше т  суш}е- 

с тв у ю т числа е,с >  0 для которых

Չ((, МО) < с • Ր(Հ, МО) Ѵ£ е D(V, е), 

где D (t],£) =  { Հ €  R \  ||£/||«11 |  VII <  Щ  

Доказательство. Пусть

£օ = inf ,|1»7-т||- т€̂ 2(Рт)
Так как множество ]Г (Р т ) замкнуто и rj Հ  JZ(Pm), то e<j >  0. Пусть £ =  £о/2- 

Так как по теореме Ваерштрасса

S = inf{|Pm(OI» К В -1 , К - і | | |< е } > 0 ,

то с некоторыми постоянными с і, շշ >  0 в силу левой части оценки (1.1) при всех 

достаточно больших Հ € D (r/, е) имеем, что

> 5(ір(оі+ч?(0) > сі • ai/woi 1 122 ^(он 1 1 >
յա  о
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Ш  1 1 ' И і  •6 - 1В  l l# W M ) } |  1 1) > с Ш Г  1 1
і=0

Для многочлена Q в силу условия леммы с применением правой части оценки

(1.1) с некоторыми постоянными сз,с4 > 0 при всех Հ € R2 имеем, что

Չ (Հ ,հ * ( Հ ) )  =  / " g  |Q(«)(0 |-hJ{e,(0 < сз 5 3  (1 +  Ш Г " ,а |• (1 +  Ш ) ,в |<
Y |a|=m

< с 4 - ( і +  ІІШ га-

Отсюда и из оценки (2.2) непосредственно получаем утверждение Леммы 2.3. □

П редлож ение 2.5. (см. [ 10/). П усть Рт  - однородный многочлен порядка т  

о т  двух переменных, т  € $2(Рт)> т/ € Я2, |խ || =  1 и ( t , ij)  =  0. Тогда суще-

с тв у ю т  число е >  0 для которого

і̂ ВіІИіін ՛ I г « ю  <

<  • \(t,v)\«T) v? € D (r ,c ) ,

где і(т ) порядок нуля многочлена Рт  в точке т, D -ղ Рт (т) փ  0 a Dq - производ­

ная по направлению 77-

Доказательства следующих двух утверждений тривиальны, поэтому мы их 

оііускаем.

П редлож ение 2.6. Для любых яг, і , г  6 ЛГ0, 0 <  г  <  / и 5, р е Я

(1) m - l  +  V - r W +  f * -  maxfm ՜ - * ) . " » ֊ *(* - Р)У,
(2) если / >  2, б ф р  mo при всех г :  1 < г < / - 1

+  r )6 +  p r<  max{m -  /(1 - 6) ,т п -  J(1 -  р )}.

П р е д л о ж е н и е  2 .7 . Пусть  т о ,  , k ,  1 1  ի ,  <5о €  (0 ,1), т о > т ь  т о  >

ЯМ т , г  I. « «о -  S I I I  11,(11В
|№ §|

^ лий> т о  — fc (l ~  ад > т і  — /і(1  — <fo), т о
(2) если либо т о  '  7,1,1

т о  -  /0(1 -  S) >  т і  -  /і(1  -  J) W  € (ճ0, 1).
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3. С р а в н е н и е  д в у м е р н ы х  м н о г о ч л е н о в

Пусть <5о,<*і € (0,1), Яі > ծօ, f(S) =  Տ Ճ  < /( ծ )  <  ծ, Տ € (ծւ, 1)յ х (О»
է > 1 локально ограниченная положительная функция для которой tex (t) —> оо, 
t~ex (t) —► 0 при է ֊> оо для любого е > 0, /і(£, Տ) է > 1, Տ < 1 функция для которой 
с некоторой постоянной с > 1  при է > 1

(3.1) с *1 • «*■ <  հ(է, Տ) <  с է6° 6 <  So,

(3 .2) с՜ 1 (£ճօ + •  m in {l,x (< )}) <  / i( t ,S) <  с • t-W  m ax{l, ж (*)}, <J 6  (ծօ, 1].

Лемма 3.1. Пусть числа то . m i, Zo; Zi, ̂ о удовлетворяют условиям предложе­
ния 2.7 a f,x ,h  и 6\ выше описанные функции и число. Тогда для любого S <  1

(3.3) F(S) :=  lim  G i(t) G2(t) <  оо,
t —»oѲ

где Gr (t) =  ̂ m,.-ir+(iv-j)S . xi r - j ^  . հյ(է, S), r  =  0,1.
i=o

Доказательство. Рассмотрим следующие возможные случаи 1) (5 =  <$о, 2) S < So, 
3) ճ0 < 6 < 8\ (при >  So) и 4) ճյլ < Տ < 1.

В случае 1), в силу оценки (3.2) т.к. f{So) =  So, с некоторой постоянной С\ > О 
имеем

„  1  И 1 і  . ( 1 1  §  տ
а д

Если m i — /і(1  — ^о) <  — Zo(l — ծ օ), то в силу условия на функцию x (t) отсюда
получаем, что F(So) =  0. Если же т \  — Z i(l — So) =  mo — Zo(l ՜  то из условий 
т о > тпі и Jo < 1 имеем, что Іо > Zi, следовательно F(So) <  2сі. Этим выполнение 
соотнош ения (3.3) в случае 1) доказано.

Рассмотрим случай 2). Так как в этом случае f(S ) =  ծօ > ծ, то в силу оценки
(3.1) и условия на функцию x(t) с некоторыми постоянными сз > օշ > 1 при 
достаточно больших է имеем, что

Jo
Go(t) > C j1 • tfno-hHlg-flS+jto . xl°~ i(t) >  ( կ 1 • tmo- lo(l֊ 6o)̂

m  о 

I
G i ( t )  <  C2 • . д Л  - i  <  Сз .

P  0

Откуда P(J) < c§. Этим выполнение соотношения (3.3) и в случае 2) доказана.
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Рассмотрим случай 3). Т а к ка к  в этом случае f(S ) =  $о, то в силу оценки (3.2) 

с некоторой постоянной C4 >  0 имеем, что

Ш
Е  ■ (1 +  x i( t ) )

СРАВНЕНИЕ ДВУМЕРНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

F (S ) <  С4 • lim J=0
t ֊* 00 Jo

£  fm o-lo+Vo-W +So j  . ^ o - j( f )  . [1 +  (m in { l, x ( t ) } ) j’J
j= o

Т а к к а к  в случае 3) S >  So, то  в силу предложения 2.6 и условия на ф ункцию  

x ( t)  отсю да с некоторой постоянной C5 >  0 имеем, что

____ £քՈւ-1ւ(1-ճ )  . Tl 1 (ք\
(3 .5) F (S ) <  eg • lim  ՛■■ - 7-7,  тг— г Н .
V W  *->оо£™о-*о(1-*) . x h ( t)

Если либо rriQ >  77i  1 либо rno*“ io ( l“ "^o) >  w ii—Z i( l—ծ օ), то  в силу предложения 2.7 

и условия на ф ункцию  x ( t)  имеем, что F (S ) =  0. Если ж е т 0 =  т і , ттіо ՜  fo ( l— 

—Jo) =  77i  1 — / і (1 — So) (см. уел. леммы), то  /о =  h  та к  ка к  ճ օ <  1 и но этому 

F (S ) <  С5. Э тим  выполнение соотнош ения и в случае 3 доказана.

Рассмотрим случай 4). В  силу оценки (3.2) с некоторой постоянной сц >  0 

имеем, что

£  էո 4 ~ հ + {հ ֊3 )6 + № յ . x h ֊ Հ է ) . ( i  _|_ х і( * ) )  
j= o

F (S ) <  се • lim
է—юе *о

2  t,mo—lo+(io —j)& . [^ օ ՚յ +  /̂(«5) i( m in { l,  x (£ )})J] • x l0~ i( t)
Я I

Т а к  к а к  в случае 4) So <  f ( 6) <  то  в силу предложения 2.6 и условия на 

ф ун кц и ю  х(£) с некоторой постоянной с? >  0 цол у  чаем оценку (3.5). Теперь 

проводя аналогичны е рассуж дения ка к  после оценки (3.5) получим, что F (S ) <  

00 и  в случае 4 ). Л емма 3.1 доказана. О

Теорема 3.1. П у с т ь  Я € В, ро(Я) <  1, Рто  и  р тх однородные многочлены 

с о о тв е тс тв е н н о  порядка т о  >  ш і. М ногочлен Ртх  h#  слабее многочлена Р ^  

то гд а  и то л ь ко  то гд а , когда
X

(3 .6) ТПі -  / і( т ) (1  -  6о (т )) <  ГПо ֊  /о (т)(1  -  $о(г )) ^  У"1(^то)»

где /о (г ), / յ ( г )  порядки нуля в то ч ке  г  со о тв е тств е н н о  многочленов Рто  и Р т ,

а

<*о(0 =

Ро(Я)> если Г € 23(Рто) Ո
Х і№ >  если Т 6  Х Х ^ т о ): г2 =  0
Х2(3̂ )> если г  €  2 (Рш0): ո  =  0

4 7



Доказательство. Необходимость. Пусть т  € 53(Рт0)« Հ* s * т  4* տ °^ т ), տ =  
1,2 ,..., где г} € Я2, IIг;II =  1 и (т,гу) =  0. Не трудно заметить, что с некоторой 

постоянной сі >  1 имеем (см. определение 6q(t ))

(3.7) c f1 ■ s - 'd l <  М П  I  Cl ■ яіо(т), I  =  1. շ. I
Так как, в силу условия ро(^) <  1, для любого г  € J2(Pm0) ^о(т) <  1, то для
любого числа е >  0 при достаточно больших տ €  D ( t , е) (определение D ( t > շ ) 

в лемме 2.3). Тогда в силу предложения 2.6 с некоторой постоянной շշ >  0 при 

достаточно больших տ имеем

(3.8) Рт ։  (С , П ш Ю ) >  IРтг (Г ) | >  С2 • Sm‘ - /l(T) I в 'і(т) Ло(т).

Для многочлена Рто с применением формулы Тейлора в силу оценки (3.7) с 

некоторыми постоянными сз,с4 > 0  при всех з имеем

(3 .9 ) Р т о іС ,  Ы О )  <  сз[ Y ,  smo" Zo(r)+(Zo(r)" ,a,Mo(T) • / о(т)|ог,+
|а|<*о(г)

_|_ ^  sm0֊|ft| . 55o(r) |a|j Հ  sm o-io(r)(l-Jo(r))

*о (т )< |о |< тп о

հքքէ
Так как по условию теоремы Рт і -Հ Pmo, то из оценок (3.8) - (3.9) непосред­

ственно получаем неравенство (3.6). □

Д остаточность. Предположим обратное, что при условиях теоремы существует 

последовательность С Я2, ||£э|| —> оо при з —> оо для которой

(3.10) Рт і  ( fa, /ія(С *))/Апи(£*, Խ ( Հ Տ)) оо когда տ ֊> оо.

Так как mo > m i, то отсюда не умоляя общности на основании леммы 3.1 имеем, 

что последовательность {т * :=  CVIICSII}SU имеет предел и этот предел принадле­

ж ит множеству Y,(Pm0)- Пусть Тн -> т  € £ ( / т 0) при 5 —► оо, 77 £ Я2; |խ || =  1
и (т),т) =  0. Так как векторы ?/, т  являются ортонормальным базисом в Я2, то 

для любого տ =  1 ,2 ,... существуют числа ір(з) и ^ ( з) такие, что

(3 .11) Г  =  ¥>(*) • г  +  Ѵ>(«) * 5 =  1 ,2 ,. . . .

Очевидно, за счет выбора вектора 77, можно считать (не умаляя общности), что 

ф(з) >  0 при всех з. Так как т* —> т при տ —> оо, то из представления (3.11) 

следует, что ^ (« )/||£ л|| —> 1, Ղի{տ)խ(տ) -> 0 при з -> оо.

Покажем, что при достаточно больших 5 ф(з) > 0. Предположим обратное, 

что существует подпоследовательность последовательности которую так
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же обозначим через для которого ф(з) =  0. s =  1,2,.... Тогда с некоторой
постоянной Сб >  0 в силу следствия 1 имеем, что

МС» § / Щ  >
I  \а\Ыо(т)

>  C5 • r - W f ) ( i )  • ь * ( г ) ( 0 ,  5 =  1 ,2 ,....

Так как, см. пуркт 4) предложения 2.1 и определение чисел Ро(&),^о(т), с неко­

торой постоянной Сц >  1 при £* =  <p(s) • т

(3.12) Й  • ѵ>М г) <  М П  <  <* ■ ѵ>М т)(«). s =  1 .2 ,...

то отсюда с некоторой постоянной c j > 0 при всех տ =  1,2,... имеем, что

(3.13) Pmo( f ',  М П )  >  I  •

Так как ро(9£) <  1, то в силу средней части оценки (1.1), оценки (3.12) и опреде­

ления /і( т )  с некоторыми постоянными eg, eg > 0 имеем, что

А* (Г, МП) 11 I  |ѵ»-.-И(я)РІ“)(г)|2-^в|(е) <

(3.14) < c 8 - ¥>m՝ - '1(T> (e ) /i^ (T)( 0 < c e ^ m," ' ,(T)(1_M r))(e), я =  1,2,...

Оценки (3.13) и (3.14) в силу неравенства (3.6) противоречат соотношению (3.10) 

и доказывают, что при достаточно больших $ (не умаляя общности будем считать 

для всех з) Փ(տ) >  0.

Пусть рз =1  n (ip (s ))/ In ip(s), т.е. էի(տ) =  գ?ա (տ), 5 =  1,2,.... Так как ՚Փ(տ)խ(տ) ->

0 при з —> ос, то не умаляя общности будем считать, что р9 <  1, տ =  1,2, .... 
Покажем, что при условия теоремы, если выполняется соотношение (3.10), то

(3.15) lim  оտ >  0.
інео

Предположим обратное, что, существует подпоследовательность последователь­

ности которую также обозначим через { f e}£Li для которого существует

число 6<; 0 для которого рз 6 при տ —>. Так как для любого е >  0 при доста­

точно больших տ Հտ € D (r, е), то с некоторыми постоянными сю, сц >  0 в силу 

следствия 2.1, предложений 2.2, 2.5 и определения числа <?о(г ) ПРИ достаточно 
больших з имеем

*і (г)
£», (**, МИ) < сю ■ Ц  № ‘ ) ■ Ш  ЮЙ?<НІ+

г*=0 |аг|=г
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+ Е հ*{ՀՏ) ■ Е ір№)И ̂
г= Іі(т)+1 М«*г

«і(т)
< СП • Ц  V>r-io(T)(s)-̂ ,n,_',(T)W • К*(в))',(т)-Г+

Г-О
ШіI Е ¥>г Мт)00

г= Іг ( г )+ 1

Т ак ка к  ps —> S <  0 при տ ->  оо и 0 <  6о(т) <  1, то отсюда с некоторой постоянной 

Сі2 >  0 в силу средней части оценки (1.1) при достаточно больш их 5 имеем, что

(3.16) Р т Л И М П )  <  Й2 • r - ' . w p - M r » (s).

Аналогично для многочлена Рто с некоторыми постоянными С із,С і4 >  0 при 

достаточно больших տ имеем, что

Лпо(г.ып)>сіз- Е \р£!(а\2-№т)ю>
|а|=І0(г)

(3.17) >  Си • ^ - * о ( т ) ( і- * о ( г ) ) ( 5)

Оценки (3.16) и (3.17) в силу неравенства (3.6) противоречат соотношению (3.10) 

и доказывают справедливость (3.15).

Очевидно, за счет выбора подпоследовательности последовательности ,

можно считать, что существует число S €  (0 ,1 ] для которого р9 —> 6 при տ —► оо. 

Покажем, что 6 <  1. П усть, наоборот, Տ =  1. Тогда из представления (3.11) имеем, 

что £* =  ч>{в)т 4- </?(տ) • 9Տ • т]. где Ѳ8 :=  Փ (տ )/փ (տ ) =  <pPe~ l {s ), տ =  1 ,2 ,.... Т ак ка к

Փ (տ )/(ք(տ ) —► оо, ря —> 1 при տ —> оо, то

(3.18) 05 —> 0, y?e(s) • 0* —> оо при տ —► оо. 

для любого £• >  0.

И з определений ф ункции /і&  и числа Ро(З^) с некоторой постоянной сіб >  О 

при всех տ =  1 ,2 ,... имеем, что

(3.19) 11 • Ѳ, • Հ"1*1 < LB < В • чР™ Ц
Т ак ка к для любого е >  0 при достаточно больших а Հ ” €  D (r , е), то  в силу

предложения 2.5 с некоторой постоянной сіе >  0 при достаточно больших տ 

имеем

(3-20) А п„ ( Г , М П )  >  Я ’Я  >  р  ■ / " " ( * )  • ! «
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Д ля многочлена Рт і  в силу предложения 2.5, следствия 2.1 и оценки (3.19) при 

достаточно больш их տ с некоторыми постоянными c n ,c \s  >  0 имеем

Լ  (г)

А п , ( Г , М О )  <  С17 • ( Е  * & « * )  ■ £  Ю Й Ч Ш +
г=0 |а|=г

m i

+ Е W) • Е ір-Лпі] <
r = l i ( r ) + l  | « | = r

й (т ) яИ
< сі8• [Е ѵ>г'4о(т)(*)• ШЩШ• (v(s)̂ )',(T)"r+ Е

г = 0  _  - p f *  r = i i ( r ) + l

Отсюда, в силу условия p o ffi) <  1 и соотношения (3.18), с некоторой постоянной 

с і9 >  0 при достаточно больших տ имеем

(3.21) Я В М П ) < 1  • I I  і  • g f l

Если т о  >  тп і, то  оценки (3.20) и (3.21) противоречат соотношению (3.10) в силу

(3.18). Если ж е mo — т ь  то противоречие с соогношением (3.10) получается 

из соотношения (3.18) и неравенства (3.6), так ка к в этом случае կ (т) >  Іо(т). 

Полученное противоречие доказывает, что 6 €  (0 ,1 ).

П усть Տ € (0 ,1 ). Тогда из представления (3.11) имеем, что Հ* =  y?(s) * т +  

+Ѵ?*(5) 4 0» • Vi где Ѳа :=  (ppa~*(s) =  Ղի{տ)/ {տ) տ =  1 ,2 ,.... П ри этом для любого 

е >  0 имеем

(3.22) <£>*($) ■ Ѳ8 - *  оо, ^ ~ e(s) • 0* —>• 0 . когда s —f оо.

Через x ( t)  обозначим локально ограниченную ф ункцию  для которого Ѳ8 — x(<p(s)), 

а через / i( t, S) ф ункцию  h & (t՝T + t *a:ft)*?j). В силу предложения 2.2 ф ункция h (ty S) 

удовлетворяет оценкам (3.1), (3.2) с f { 6) =  дя(6) при т  =  ± (0 .1 ), f(S ) =  fa (S ) 

при г  =  ± (1 ,0 ), So =  S (r), Si =  x i(S )  п р и т  =  ± (1 ,0 ) и Si =  X2W  п р и т  =  ± (0 ,1 ).

В силу предложения 2.6, следствия 2.1, соотношения (3.22) и средней части 

оцепки (1.1) с некоторыми постояшіыми сj  >  0 j  =  21,23 при достаточно боль­

ш их տ имеем, что

<і (т)
А»,(с,мо) 1 <*ііЕ *m,~‘?(T)w • м  • *.)‘о(т)-гаг(¥>оо,<5)+

г=0

Ші

I Е
t — Іі(т)+1
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М т)
< с 2 2 £  • /гм *),< 5 ),

r = 0

io ( r )

М И ) > CM • E  ^m0“ '0(T)(s) ■ ( /W ) '» (T)- r •ArHs),6).
r = 0

Отсюда в силу леммы 2.4 получаем, что

Т І ^ А п Л П Ы П У / Р т . Д П М О )  <  00.
s —► оо

Э т о  противоречит соотношению (3.10) и доказывает достаточную часть теоремы. 

Теорема 3.1 доказана. „„г, U

Лемма 3.2. (см.[5]). П усть 9ft € В  и Рто - однородный многочлен порядка то* 
Многочлен Q представленный в виде (1.2) h# слабее многочлена Рто тогда и

/іц
только тогда, когда 1) тп < то  и 2) Qj ^  Рто j  — 0, ІП.

Теорема 3.2. П усть 9ft € В, A)(3ft) < 1 и Р т0 однородный многочлен порядка 
то . Многочлен Q представленный в виде (1.2) h# слабее многочлена Рпі0 тогда 
и только тогда, когда

(1) т 0 >  т ,

(2) т 0 ֊  іо (т )(1  -  <5о(т)) >  m ax {А: -  4 (т ) (1  -  50( т ) ) }  Ѵ т |  52(Р т J
0  < « < т п

где Іо(т) и ^о(т) определены в теореме 1 а կ { ք )  порядок нуля многочлена Qk 
к  =  0,..., т  в точке т.

Доказательство, непосредственно следует из теоремы 3.1 в силу леммы 3.2. □

Теорема 3.3. П усть при условиях теоремы 2 т о  >  т \  и многочлен Р ^  - 
гиперболичен по Гордингу относительно вектора 0 փ  Т) € Rq. Тогда многощиіен 

Рто +  Q հ յք гиперболичен относительно вектора г/.

Доказательство, непосредственно следует из теоремы 3.2 и работы [5]. □

A b s tra c t. A necessary and sufficient condition for comparison w ith  a weight o f two- 

dimensional polynomials is obtained.
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A b s t r a c t .  In  th is  paper we generalize two known results concerning norm al fam ilies 
o f m erom orphic functions. We firs t im prove and extend a theorem  o f L iu  and Nevo

[10], using a com plete ly d iffe rent approach. Then we ob ta in  a genera lization o f G u ’s 

n o rm a lity  c rite rion  stated in  [6].

M S C 2 01 0  nu m be rs : 30D45, 30D35.
K e yw o rd s : Meromorphic function; normal fam ily; Nevanlinna theory; linear differential 
polynomial.

1. I n t r o d u c t io n  a n d  t h e  m a i n  r e s u l t s

Let 1  be a fam ily o f meromorphic functions defined in  D . The fam ily 7  is said 

to  be normal in  D , in the sense o f Montel, i f  for any sequence / „  6 7  there exists a 

subsequence f nj  tha t converges spherically locally un iform ly on D  to  a meroraorphic 

function or to  oo (see [13]).

Let /  and g be two meromorphic functions defined in  a domain D , and let a be a 

complex number. I f  g(z) =  a whenever f ( z )  =  a, then we w rite  f ( z )  — a=> g(z) =  a.

I f  / ( г )  =  a => g{z) =  a and g(z) =  a =*■ f ( z )  =  a, then we w rite  f ( z )  — a g(z) =  a, 

and say tha t /  and g share the value a. I t  is assumed tha t the reader is fam iliar 

w ith  the standard notions and fundamental results o f Nevanlinna theory, as found in 

[7, 15, 16].

In  2004, Chang, Fang and Zalcamn [2], have obtained a normal fam ily o f holomorphic 

functions related to a non-vanishing function, which improved the results o f Chen and 

Hua ([3], Theorem 1), Pang ([11], Theorem 1), and Fang and Xu ([4], Theorem 3).
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o f Guangdong C hina  (no. 2013LYM0093), TYaining plan fo r the  O u ts tand ing  Young Teachers in  
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TW O R E SU LT S ON TH E NO RM ALITY C RITERIO N

T h e o re m  A . Let У  be a fam ily of holomorphic functions on a domain D  С С. Let 

к  >  2 be an integer, and let h(z) փ  0 be a holomorphic function in  D . Assume also 

that the following two conditions hold fo r  every f  6 7 :

(a) f { z )  =  0 =» f '( z )  =  h(z), and

(b) / '( г )  =  Л(г) => |/<*>(*)| < c, where с is a constant.

Then the fam ily  7  is normal on D.

Recently, L iu  and Nevo [10] have improved the above theorem by allowing h(z) to 

have zeros. Specifically, L iu  and Nevo have proved the following theorem.

T h e o re m  B . Let 7  be a fam ily o f holomorphic functions on a domain D . Let к  >  2 

be an integer, and let h(z) փ 0 be a holomorphic function on D  С С that has no 

common zeros w ith any f  € 7, Assume also that the following two conditions hold 

fo r  every f  e 7 :

(a) f ( z )  ss 0 =>■ f ( z )  =  h(z), and

(b) / ' ( * )  =  h(z) =» | /W  (*)| <  c, where с is a constant.

Then the fam ily  3  is normal on D .

R e m a rk  1.1. In  fact, L iu  and Nevo firs tly  proved Theorem В in [9] under the 

additional condition tha t all zeros o f function h{z) have m u ltip lic ity  at most к  — 1. 

Then they removed this additional condition in [10].

FYom the above theorems, we see tha t for each /  g 7 , the function h is a fixed 

function. So, we now pose the following question: can h be different for different 

functions /  in the above theorems? In this paper give an affirmative answer to this 

question.

To state our result, we first recall a notation. Let У  be a family o f meromorphic 

functions. Denote by 7 ՛ the family of limit, functions, and set 7  =  7  U 7 '. Motivated

by an idea o f Grahl and C. Meng [6], we prove the following generalization of the

above theorems using a completely different approach.
■4

T h e o re m  1.1. Let 7  be a fam ily of holomorphic functions on a domain D . Let к  >  2 

be an integer, and let H  be a normal fam ily o f holomorphic functions on D  such that

0, oo & on D . Assume also that fo r  each f  € 7  there exists h f  € IK such that the 

follow ing conditions hold:

(a) f  and h f  has no common zeros,

(b) f ( z )  =  0 =► f '{ z )  =  h f(z ),

(c) f '( z )  =  h f(z )  ^  |/<*>(ж)| <  с, where с is a constant.



P E N G  լ Օ ,  JU N F E N O  X U

Then the fam ily  7  is norm al on D .

R e m a rk  1.2. The condition (a) is necessary, even in the case where a ll fty arc the 

same and the m u ltip lic ities  o f zeros o f /  are very large. The next example illustrates 

th is point.

E x a m p le  1.1. Let / „  =  nzp, where p is an integer, and le t Л  be the u n it disc. Then 

fn ( z ) — pnzp~ l  and f n \ z )  =  0 for к  >  p. Le t h (z) =  z. Then, i t  is easy to  see tha t, 

the fam ily { / „ }  satisfies the conditions (b) and (c) o f Theorem 1.1, bu t { / „ }  is not 

normal at 0, no m atte r how large the integer p  is.

Now we consider another problem concerning a norm al fam ily.

In 1959, Hayinan [7] proved the follow ing seminal result: i f  /  is a meromorphic 

function on С and i f  f [ z )  փ  0 and p k'(z )  փ  1 fo r some fixed positive integer к  for all 

z € C, then /  is constant.

The corresponding norm ality  crite rion  is due to  G u [5|. I t  states th a t a fam ily

7  o f functions meromorphic on D  is norm al i f  / ( г )  Ф 0 and ф 1 on D  for

each /  €  5՜. Yang |15] extended the above crite rion  from  a value to  a holom orphic 

function. In  2007, Nevo, Pang and Zalcman studied the no rm a lity  problem  from  

different v iewpoint, and proved the follow ing result (see [14, Lemma 3[).

T h e o re m  C . Let 7  be a fam ily  o f meromorphic functions on a domain D , к  6 N, 

and let Л  be a norm al fam ily  o f holomorphic functions on D  such that h փ  0, oo on 

D  fo r  each function  h e ЭІ. I f  fo r  each f  6 7 , f { z )  Փ 0 on D , and there exists a 

l i f  6 ՅՀ such that f ^ ( z )  փ  h j(z )  on D , then 7  is norm al on D .

Recently, L iu  and Chang [8] generalized Theorem С by allow ing 71 to  consist o f 

m eroinorphic functions.

T h e o re m  D . Let 7  be a fam ily  o f meromorphic functions on a domain D , к  6 N, 

and let 0{ be a norm al fam ily  o f meromorphic functions on D  such that h  փ  0, oo on 

D  fo r  each function  h 6 IK. I f  fo r  each f  €  7 , f ( z )  փ  0 on D , and there exists an 

h /  6  !K such that f ^ ( z )  փ  h /(z )  on D , then 7  is norm al on D .

In  [8], the authors also gave an example showing th a t the condition p k\z )  Փ h/(z) 
cannot be replaced by p k> (z) — h /(z )  փ  0, even when a ll h /  are the same.

E x a m p le  1.2. Let, / „ ( * )  =  for every n  6 N, and h (z) s= Then we have

f n (z) փ  0 and fnk\ z )  — h f(z )  յէ 0 on С for n  >  1. However, the fam ily  { / « }  is not 

normal a t 0.
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In  fa c t , th e  co n d itio n  փ h f ( z )  im plies th a t  /  a n d  h j  have no com m on

p o le s . S o , if  /  i s  h o lom orp h ic , th en  th e  co n d ition  p k)i{z!) փ h f ( z )  co in cides w ith

/ W (*) -  M * )  Փ 0..
FVom E x a m p le  1 .2  w e se e  th a t  th e  fun ction s / , ,  an d  h h ave th e sam e  po le  a t  0 

w ith  th e  sa m e  m ultip lic ity . S o , it is n a tu ra l to  a sk  w h at if  a ll th e  com m on poles o f 

/ »  a n d  h  h ave d ifferen t m u ltip lic itie s?

In  v iew  o f  p a p e r  [8], w e o b ta in  a  gen era liza tio n  o f  T h e o re m s С an d  D.

In  w h a t fo llow s, we u se  th e  follow ing n o ta tio n :

(1 .1 )  L [ f )  =  а о / ^  I H p E • • • +  a fc_ i / '  +  a kf

d e n o te s  a  lin ear  d iffe ren tia l p o ly n o m ia l o f  / ,  w here oo, • • • , a k a re  h olom orph ic functions

w ith  ao  (z) ^  0.

Theorem 1.2. L e t 7  be a  fa m ily  o f  m erom orp hic fu n c tio n s  on a  d om ain  D, an d  let

JC be a  n o rm a l fa m ily  o f  m erom orp hic fu n c tio n s on  D  su ch  th at հ փ 0 , oo on D  fo r

each  fu n c t io n  h  6  IK. A ssu m e  a lso  that f o r  each  / 6  3՜ there e x is ts  a  fu n c tio n  h f  €  IK 

su ch  th at the fo llo w in g  co n d ition s hold:

(1) /0 0 * 0 ,
(2 ) a ll the zeros o f  Լ Ա )  — hf  com e fro m  the zeros o f  hf,
(3) the m u ltip lic ity  o f  zero s o f  L ( f )  -  h f  is  not la rg e r  than  th at o f  zeros o f  h f  at 

the co m m on  zero s o f  Լ Ա )  — h f  an d  h f ,

(4) the m u ltip lic ity  o f  po les o f  L ( f )  i s  la rge r  th an  that o f  po les o f  h f  a t  the 

co m m on  p o le s o f  L { f )  a n d  h f .

T h en  the fa m ily  7  is  n o rm al in  D .

T h e  n e x t  e x a m p le  sh ow s th a t  th e  co n d itio n  (4 ) in T h e o re m  2 is  necessary . 

Example 1 .3 .  L e t  / « ( * )  =  J y  for every  n  6  N , h (z )  =  an d  D  =  [ z  : |z| <  1 } .

T h e n  for n >  1 w e h av e  / « ( г )  Ф  0  a n d  f n \ z )  -  h (z )  փ 0 on  D . H ow ever, th e fam ily  

{ / n K ՝ 8 u o t n o rm al a t  0.

F in a lly , w e g iv e  an  e x a m p le  to  show  th a t  th ere  e x is t s  a  n o rm al fam ily  7 sa tis fy in g  

a ll th e  c o n d itio n s o f  T h e o re m  1.2.

Example 1.4. L e t  / n (z )  f=  — ■ for every  n  6  N, h {z )  =  z e ‘  a n d  D  =  { г  : |г | <  1 }. 

T h e n  for n  >  1 we h ave f n (z )  /  0  an d  f „ ( z )  — h (z )  =  z e *  ( £  — 1) on C . Hence 

f ^ ( z )  — h (z )  a n d  h (z )  h ave th e  sa m e  zero s w ith  th e  sa m e  m u ltip lic itie s. It is e a sy  to 

se e  th a t  th e  fam ily  { / n }  sa t is f ie s  a ll th e  co n d itio n s o f  T h e o re m  1.2, an d  hence { / „ }  

is  n o rm al o il D .

TW O  R E S U L T S  ON T H E  N O R M A LIT Y  C R IT E R IO N  ...
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R e m a rk  1.3. The condition (3) plays an im portan t role in  the p ro o f o f Theorem 

1.2. However, we don 't know whether i t  is necessary or not.

Throughout the paper we use the follow ing notation : D denotes a domain in  C; 

Д ( г 0, г )  =  { z  : I z -  z0\ <  r }  and A '{z o ,r )  =  {z  : 0 <  \z -  Ip  I <  Ц fo r z0 6 С  and 

г  >  0.

2. P r o o f  o f  T h e o r e m  1.1 

To prove our m ain results, we need some lemmas (see [2], [7], [12|).

L e m m a  2.1 ([7]). Let f  be a meromorphic func tion  on С such tha t f ( z )  փ  0 and 

f№ (z )  փ  с fo r  some constant с փ  0 and a ll z 1 C. Then f  is a constant.

L e m m a  2.2 ([2)). Let g be a nonconstant entire fun c tion  w ith  p{g) <  1. Let к  >  2 

be an integer and let a be a nonzero f in ite  value. I f  g (z) — 0 Ш  g '( z) =  a> and 

g '{z ) =  a =s> g(k\ z )  =  0, then

g(z) m a(z ֊  *o).

where zo is a constant.

L e m m a  2 .3  ([12]). Let J  be a fam ily  o f functions meromorphic (resp. holom oiphic) 

in  tlie un it disc A , a ll o f whose zeros have m u ltip lic ity  at least k , and suppose that 

there exists A  >  1 such that | / ^ ( г )І — A  whenever f ( z )  =  0. I f  Մ  is no t norm al at 

zo in  the u n it disc, then fo r  each 0 <  a  <  к  there exist:

(а) points Zn €  A , z „  —> zq

(б) functions f n 6 ?  and

(c) a sequence o f positive numbers pn —► 0 such that բ ՜ °  f n {zn +  բ „ Հ )  — ց ո (Հ) —1 

ց (Հ )  locally un iform ly, where g is a non-constant meromorphic (resp. entire) function  

in  С w ith order at most 2 (resp. 1) such that ց “ (Հ) <  ց "(0 ) =  k A  +  1.

Here, as usual, s “ ( 0  =  is the spherical derivative o f ց (Հ ) .

We are required to  prove tha t a given sequence { / n }  contains a subsequence 

that converges spherically locally un iform ly on D or { / „ }  is norm al on D. B y the 

assumptions, there exists a corresponding sequence {/» „} € IK such th a t the functions 

lin  satisfy the conditions (a)-(c) o f the theorem.

Since ՁՀ is normal, the sequence -{/in} contains a subsequence, which we again 

denote by { / i „ } ,  such tha t {h n}  converges spherically loca lly  un ifo rm ly  on D  to  a
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holom orphic function ho, which may be oo identically. Note tha t since 0, oo g  3C, we 

have lio փ  0, oo.

Taking in to  account tha t norm ality  is a local property, i t  is enough to  show that 

{ / n }  is norm al a t each zo I  D . We set E  =  Щ Я м  and continue the proof by 

d istinguish ing two cases.

Case 1. Le t zo & E .

In  th is case we have ho(zo) փ  0. Hence, noting tha t hn converges to  ho spherically 

loca lly un ifo rm ly  on D , we conclude tha t there exists a positive constant S such that 

hn (z) փ  0 and |/ i„ (z ) | <  |/i(z)| + 1  on Д(^о,՜#) for large enough n.

Next, i t  follows from  condition (b) tha t

on A (zo, <5), where A  =  m a x { |h (z ) |: z € A(zo, <5)} +

Suppose, to  the contrary, tha t { / „ }  is not normal at zo. Then by lemma 2.3, there 

exist a subsequence o f the sequence { / „ }  (which we again denote by { / n } ) ,  a sequence 

o f complex numbers z „  —> z0 and a sequence o f positive numbers pn —> 0, such that

where the convergence is spherically locally un iform ly in C, and g is a nonconstant 

holom orphic function o f order a t most 1 and ց Ղ Օ  Ճ  «^(O) =  Л + 1 - 

B y  d iffe rentia ting  (2.1) one tim e and fc-times, we obtain

/п (з )  — 0 => | / n (z)| — |/in (z)| <  A,

(2.1) 9n(0  = РпХІп Ы  + PnO -» g(0

(2.2)

and

(2.3) H f l  I  P n -l f i k)(Zn +  РпІ) Ш Ո Տ

where ф ё  convergence is spherically locally un iform ly in  C.

Then, i t  follows from  (2.2) tha t

(2.4) # „ ( £ )  =  fn (z n +  pn( )  -  hn(zn +  p n i)  -»  ց '( Հ )  -  ho(zo),

where the convergence is spherically locally un iform ly in C. 

We claim  tha t

(I) 9 (0  = 0 =► g '(() =  ho(zo)
(Ո)ց'ԼՀ) -  h0(z) *  ց ^ ( Հ )  =  0.
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«Чирроно (.lint f/((o) ■» 0, Tlion by Hurwitx'ii theorem nnrl (2.1), there охінін a 
Huquonoo { ( „ }  nut'll that ( „  -» iuhI for largo enough n wo hnvo

/11 (*n + Pn(n) m 0.

Thou, by nNNUinptioii (b) wo got)

(2.5) /,',(*,.+ РпІп) ■ h „ ( ։„  -I- (>„tn).

A combination of (2,2) and (2.6) yield и

fl'iin) m Hm /'„(*ո I Pnin) m lim />,,(*„ + րոՀո) ■  /»<>(*o).ПЧвО П 4М

Implying that the с іа і іп  (I) lioldn.
Simllnrly wo cau hIiow the validity of tho claim (II).
Then, by Lemma 2 wo have ց(Հ) ■> />o(*o)(( — Po)i where po In a constant. Therefore

* + l -  «*((>) s |M « p )l$ *.
which Ih a contradiction.

Сам 2. Let to € E.
Without Iohn of generality, wo can luwumo that Xo m 0, Then there охінііы a punitive 

connt&nt Si such that ho(*) փ  0 on Л'(0, <Si). It followH from Cue 1 that { / „ }  Ih 
normal on Л;(0, i5j).

By taking a aubaequence and renumbering, we can tux time that

(2.6) f n - + f  071 ձ ' ( 0 , ձ ) .

Now if /  In a holomorphic in A'(0, <Jj), then by the maximum modulus principle we 
conclude that / „  -> /  on A(0, i5|), and tho nmult followN. So, lot ue пившие that 
f n -*  oo In Д '(0 ,Л|). Let г < Ji, then f „  -+ oo uniformly on |x| m r. Without loiw 
of generality, we can икните that / „  j i  0 on |<| "  r  for large enough n, Note that 
кіпсе / „  and /»,, have no common zero*, / „  can have only dimple йогом. Then from 
condition (b), we deduce that 1н holomorphlc on A (0,r),

Then by the argiunent principle and the Саинііу theorem, for huge enough n, we 
have

n(r’ 7 :H  ա Լ . , ի ՝

(շ.7) -I %֊ [  !Lzb.d, + ~ - [  Ь-dtI
лТТІ У|в|И|. /п 2m յո

т \тгг, ք  -ք-<ե\ ճ  т~ [  Іт -М * -4 О,
J\x\my f n  2ff J \ i\m r  f n  
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which Implies that / „  hoe no /.огон In |*| < r  and 4- In holoinorphlc In |*| < r. In 
view of ^  -» 0 In 0 < |*| < r, wo have -Է —> 0 hi |<| < r. Thun, / „  -» oo In |*| < r. 
So, {/n } I* normal nt i  ■ 0, Thaorom 1.1 In provad.

3. P r o o f  o f  th is  T iie o iiio m  1.2

We яге required to provo that a  given sequence { / „ }  contain* a subsequence 

tlmt convOl'gOH spherically locally uniformly on D or { / „ }  in normal on D. By thu 

nwiuniptlon, there exists a corresponding sequence {/»„} fc !H such that the functions 

/ „ ,  li„  and L ( f„ )  satisfy tho condltioiui (l)-(4) of tho thoorom.

Since ՅՀ In normal, tho sequence {/in} contain» a Hubuoquonco, which wo again 
denote by {/ln}, mucIi that {/»„} converges spherically locally uniformly on D to a 
nieroinorphlc function ho, which may bo oo identically Note that since 0, oo ff 31, we 
have /to ^  0, oo.

Taking Into account that normality Is a local property, It Ih enough to mIiow that 
{/՛>} Is normal at each *o € D\ We net E “  /іц (0 ) U /tj(o o ), aud continue the proof 
by distinguishing two самом.
Само 1. Lot <o Հ  &

hi thin само we have /to(zo) փ ()• Hence, noting that hn uonverguM to /іц Hphorically 
locally uniformly on D, we conclude that there охінін a positive coiiNtaut 6 Mitch that 
hn(,x) փ 0 on Д(<о,<$) for large enough n. Then It follows from tho condition (2) of 

the theorem that L (f„)(x ) — hu(x) փ 0 on Д(*о,Л).
Suppose, to the contrary, that { / „ }  Is not normal at to. Then by lemma 2.3, there 

exlut a subsequence of the sequence {/» }, (which we again denote by { /„ } ) ,  a sequence 
of complex numbers z„ —» to and a sequence of posltlvo numbers p„ -» 0,'such that

(3.1) N ,7n(if) ■ Pnhfn{*n + Pii0  -> ff(Ol

where the convergence ім Npherically locally uniformly In C, and g ін a nou-coiiMtaut 
meromorphic function.

By dlfreroiitlatiug (3.1) we obtain

(3.2) В 0  -  Հ -* /ձ ° (« ո  + ՐոՀ) ֊» y(,,(0 .

TW O ІІРШШ/ГН ON ТИК NORMAM TY cn iT K M O N  ...

where the convergence 1m spherically locally uniformly in C, and I ճ  I < k.
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Furthermore, we have

^Լքո)Լշո -ь PnO hn{zn + թոՀ)

=Oo(zn +  P n O fn H ^ i +  Բ ոՀ )  +  a i(Zn +  P n O fn '^ iZ n  +  PnO

(3.3) H----- +  a.kfn (zn +  Բ ոՀ ) — hn(zn +  թ ո Հ )

= a o ( z n +  р п О З п Ч Ю  +  p na i ( z n I  P nO ffn ֊1 ) (£ )

+ ----- Ւ Pnak{zn +  РпООпЩ -  հ ո ( ի  +  թ ո Հ )  ֆ  аи(г0)д(к)(Հ) -  ho(za),

where the convergence is spherically locally un ifo rm ly in  C.

Noting tha t f n (z )  0 in  view o f H u rw itz ’s theorem we have g ( z )  փ  0. Moreover, it  

follows from H u rw itz ’s theorem and L [ f n){z ) — hn (z )  փ  0 on A(-zo- 5) th a t д й ) Ш  փ  

. Hence, in  view o f Lemma 2.1, we get a contradiction. Thus, we have proved 

tha t { / „ }  is normal a t гц.

Case 2. Le t zo € E .

W ithou t loss o f generality, we can assume th a t zq =* 0. Then there exists a positive 

constant Տլ such tha t h y (z ) փ  0, oo on Д '(0 , <5i). I t  follows from  Case 1 th a t { / n }  is 

normal on Д '(0 , <Jj). Moreover, we have / „  —> fo  on Д '(0 , J i) ,  where fo  is meromorphic 

on Д '(0 , <5i) o r /о  =  oo.

Suppose firs t th a t fo  փ  0. Then we have j — ► 4^ on Д '(0 ,<5і). Since f n (z) փ  0 

on D , j -  is holouiorphic on D . Hence, by the m axim um  m odulus princip le , we have 

j — Y -յձ on Д '(0,<5і), im p ly ing tha t { / „ }  is norm al a t 0.

Now, we assume tha t fo  =  0. In  th is case, for any positive constant r  <  <5i, we 

have fn  —► 0 and Д  =► 0 as ո  S  oo on |x{ §  г  fo r a ll positive integers I. Hence 

L ( f n )  —► 0 and L ( f n ) '  Щ  0 on \z\ =  r.

Next, from  the argument principle, for sufficiently large n  we have 

n(r>
= J _  [  Ш Ш Ш Щ к I  j _  г  H g

2тгі J\z\=r Լ(/ո) հո 2тгі У|х|—г հօ

= n (r ,  r ֊ ) ֊ n ( r ,  h0), 
ho

where n (r, j )  and n (r . g )  are the numbers o f zeros and poles o f g in  |z| <  r , 

respectively, counting m ultip lic ities. Then, i t  follows th a t

(3.4) n (r, ■ ֊— r ~ )  -  n (r > Լ Ա ո )  -  հ ո )  1  n (r , Տ n (r , h0).
H fn )  ~ h n ho

We consider two subcases.

6 2
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Subcase 2.1 . L e t  /io (0 ) =  0.

N o tin g  th a t  th e  co n vergen ce  h n —► ho is  sp h erica lly  lo ca lly  u n iform ly  on D . we 

co n c lu d e  t h a t  th e re  e x is t s  a  p o s it iv e  Щ <  <5i su ch  th a t  n { r \ ,  յ է )  =  n ( r b  j—) an d  

n ( r b  h 0 ) =  0  for su ffic ien tly  la rg e  n . T h e n  it follow s from  co n d itio n s (2 ) an d  (3 ) th a t

/ п (Гь 777T—Г ՜) -  п(г і- т г )  = n (r i> Г~)>ԼԱ ո ) ~ քԿւ հ՛ո ho
a n d  in  v iew  o f  (3 .4 )  w e h ave

n ( n ,  Լ Ա ո ) ~  h „ )  <  n ( r i ,  h0 ) =  0.

T h e n , it  fo llo w s from  co n d itio n  (4 ) th a t  -  "

ո ( ո .  Լ Ա ո ))  =  n ( n .  Լ Ա ո ) -  h n ) <  n ( r i ,  h0 ) =  0,

im p ly in g  t h a t  n ( r i .  L ( f n))  =  0 . H ence, / „  h a s  n o  p o le  on  Д п . T h e n , ta k in g  into 

a c c o u n t th a t  / „  -+  0  on  Л '( 0 ,  r i )  a n d  u sin g  th e m ax im u m  m o d u lu s prin cip le , we 

c o n c lu d e  t h a t  / „  —► 0  o n  Д (0 ,  ո ) ,  sh ow in g  th a t  { / „ }  is  n o rm al a t  0.

S ubcase 2 .2 . Le t /to(0) =  °o-

N o tin g  th a t  th e  co n v ergen ce  h n - *  ho is sp h e r ica lly  lo c a lly  un iform ly  on  D , we 

co n c lu d e  t h a t  th e re  e x is t s  a  p o s it iv e  քշ <  su ch  th a t  for su fficien tly  la rg e  n

п (г 2,Н п ) =  n ( r 2 , / i 0 )

a n d

n ( r 2 , — ) =  n ( r 2, t̂ -) =  0 .
Лп <*0

T h e n  i t  fo llow s fro m  co n d itio n  (2 ) th a t  n ( r 2 , ) =  anc  ̂ 'n  view  o f  (3 .4 ), we

o b ta in

(3 .5 )  n ( r ,  Լ Ա ո )  -  h n ) =  n ( r ,  ho) =  n ( r 2, /in ).

T h u s , b y  co n d itio n  (4 ) , w e h ave

(3 .6 )  ՜4  n ( r 2 , L ( f n ) )  +  n ( r 2 , հ ո ) <  ո ( ո ,  Լ Ա ո )  -  hn ) ,

w h ere  n ( r 2, g )  is  th e  n u m ber o f  p o le s  o f  g  in Д  (0 , r 2), ign o rin g  m u ltip lic itie s. C om bin g

(3 .5 )  a n d  (3 .6 ) , w e g e t  n ( r 2 , Լ Ա Ո))  <  0. im p ly in g  th a t  n ( r 2 , Լ Ա ո ))  =  0. S o  

n ( r 2 , Լ Ա ո ) )  =  0 , a n d  h ence / „  h a s  no p o le  on  Д ( 0 , г 2). T h e  argu m e n ts , sim ilar  

to  th a t  o f  u sed  in  S u b c a se  2 .1 , show  th a t  { / n }  is n o rm al a t  0 . C o m b in g  th e C a se s  1

a n d  2 w e co n c lu d e  th a t  th e  fam ily  3՜ is n o rm al a t  each  zo 6  D .

T h is  c o m p le te s  th e  p r o o f  o f  T h e o re m  1.2.
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A bstrac t. A simple proof of the proposition, stated in ([2], p. 346), asserting that in 
Hilbert spaces a Riesz basis is greedy, is given. Also, greedy approximant for frames 
in Hilbert spaces is defined and it is showirthat frames satisfy the quasi greedy and 
almost greedy conditions. Finally, we give the characterizations of approximation 

spaccs Л*(4'), Л£(Ф) by means of weok-lp and Lorentz scqucncc spates for frames.

M S C 2 0 1 0  n u m b e rs : 30D45, 30D35.

K e y w o rd s :  frames; Greedy basis; almost Greedy frames; approxim ation spaces.

1. Introduction 

L e t IK b e a  separable H ilb e rt space w ith  inner product

D e f in i t io n  1 .1 . (a) A  sequence { х „ } ^ і  С IK is called a Riesz basis for IK, i f  

{z „}5 J L i com plete in  IK and there exist constants А , В  >  0 such th a t

A E  I M I 2 ^  I I E  о»1"!!2 ^  B Y2, Й р  for aU 6 *2-
n = l  n = l  n = l

(b) A  sequence {տ ո }5 յԼ յ С IK is called a fram e (or H ilbe rt fram e) fo r IK, i f  there exist 

constants A , B >  0 such th a t

( l . i )  л |М І2 < £ | ( * , * » ) І 2 < В Д 2 f o r a U * e iK .
իտ1

The constants A  and В  in  (1.1) are called the lower and upper fram e bounds of 

the  frkm e, respectively. They are no t unique. I f  A  =  B , then { i n }  is called an A -tigh t 

fram e and i f  A  = ՛ В  — 1, then {жп }  is called a Parseval frame. The inequality in (1.1) 

is called the  fram e inequality. The opera tor T  : ( 2 —► IK defined as
OO

r( {c fc } )  =  y ^c fc ifc , {c jt }  e  P ,
Ы
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is called the pre-frame operator (or synthesis operator) and its  ad jo in t operator T *  : 

is called the analysis operator and is given by

T * (x )  =  {(x ,x fc )}, 1 1  Ц

Composing T  and T *  we obtain the fram e operator S =  T T *  : ЭІ —|  !K given by
OO

= Y l(x ՝xk)xk՝ x 6 
fc=l

Observe tha t the frame operator 5  is a positive, self-adjoint and invertib le  operator 

on IK. This gives the reconstruction form ula fo r a ll a: €  IK,
ОС OO

(1.2) X =  SS~*x =  ^2(S^x, Xk)xjc = ^ (ж , S~xXk)xk-
Щ1 fc=i

For more details related to frames and Riesz frames, see [4, 6].

The notion o f N -term  erro r o f approximation and thresholding greedy algorithm  o f 

order N  for Schauder basis in  Banach spaces have been defined and studied in  [9, 12, 

13, 15].

Le t X  be a Banach space and (x „ ,  f n) be Schauder basis fo r X

a „x n : a  С N, |<r| jg N  €  N, a „  a re  s c a la rs }
n€cr

For X  € X, X  =  S neN  fn(x)xn we define

Й§I Щ  /»(*)*»: S11 и 1В11!
n€<r

For each x  €  X  the N -term  erro r o f approximation is defined by 

<rjV(x) =  in f{ ||x  ֊  y|| : у 1

aN(x) =  in f{ ||x  -  y | | :  у €

Let 7  =  be a perm utation o f na tura l numbers such th a t

l /m ( * ) l  >  \fn 2(x)\ >  | / n,(x-)| > .....

We now define the TV-greedy approxim ant as
N

G jv(x ) — 53 f  п., (x)Xrik • 
fc= l

D e f in it io n  1.2. A  Schauder basis ( x „ , / „ )  is said to  be quasi greedy i f  there exists 

a constant С  such tha t ||Gjv(x)|| <  C||x|| for a ll і б Х .

D e f in it io n  1.3. A  Schauder basis (xn , / „ )  is said to  be almost greedy i f  there exists 

a constant С  such th a t ||x — G/v(x)|| <  C o n (x ) fo r a ll x  6  X.
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D e f in it io n  1.4. A  Schauder basis is said to  be greedy i f  there exists a

constant С  such tha t ||x -  Gyv(z)|| <  C a n  (x) for a ll x  €  X.

In  [9], the follow ing relation between greedy basis, almost greedy basis and quasi 

greedy basis has been given:

Greedy basis փ  a lm ost greedy basis => quasi greedy basis.

R e m a rk  1.1 , Le t { i n }  be an orthonorm al basis for H ilbe rt space 5f, then {a:n} is 

greedy.

2. R lE SZ  BASIS AND GREEDY APPROXIMATION

We begin th is section w ith  a simple new proof o f the proposition, stated in  ([2], 

p. 3 4 6 ) , asserting tha t in H ilbe rt spaces Riesz bases are greedy. This theorem follows 

from  the fact tha t a Riesz basis is Լ շ -equivalent to  the Haar basis and using Theorem 

2 .1  o f [13]. I t  can also be deduced from  the fact tha t a Riesz basis is democratic and 

using Theorem 1 o f [14]. Here we give a formal proof o f th is result w ith  improved 

constant in  the Greedy estimate.

T h e o re m  2 .1 . Let {ж „ }  be a Riesz basis fo r  H ilbert space !K w ith bounds A and B. 

Then, fo r  any N  €  N

| |x  — Gjv(x-)|| <  (x ) f 0T a H I  9  M .

We firs t provide some term inology which is required in the proof o f Theorem 

2 .1 . Le t {a:,,} be a frame for H ilbe rt space j t  and u C N  w ith  |cr| =  N  € N. We 

denote S®§ =  spann€<r{a:n } . As in  [5], {жп }пб<х is a frame for Let Va be a frame

operator for the frame { x n } ne<7 o f H a . Since is a closed subspace o f ՅՀ, there is

an orthogonal pro jection Pa from  ՅՀ onto !Ka . Thus, for x  6  !K we have

Po(x) =  £ > . ( * ) .  V& I ՝c«)*f> =  7 a'n)a'n
n€<r n€ff

N =  } ( x , V ~ l x n)xn .

L e m m a  2 .1 . Let { z „ }  be a fram e fo r  H ilbert space 0Հ. a  be a fin ite  subset o f N and 

Pa be the orthogonal projection from  JC onto . Then, fo r  a: €  К  we have

— in f{ ||x  -  Pff(a:)|| : а  С N, |<r| =  N } .a
6 7



P ro o f.  For a; € IK we have

Ц і -  P „ (x )II =  d is t(x ,IK a) =  in f{ ||x  -  y|| : у  e  }.

So, for any у  € IK „ we have ||x -  Р Л *)ІІ <  ||x -  j/||. Hence

o n [x ) =  in f{ | |x  -  P„(x) И : a  С N, |a| =  N } .
О

Let { i n }  be a Riesz basis for IK and S be a frame operator fo r { i „ } .  For a  С N, 

define the fo llow ing operators:

( i) S„ : IK Ц IK as

Sa{x) =  xn)xn, for a  С N, |<r| =  N .
ЩЯШ

( ii)  Qa : IK IK  as

Qa(x) =  SaS~l (x) =
ո€ Ծ

Let p =  {n jt } fc li  be a perm utation o f na tura l numbers such tha t 

| ( ւ ,  S ֊1 x n i)| >  |(x, 5 ֊1 а:П;1)| >  | ^ , Տ " 4 - „ , ) |  >  .....

N
The TV-greedy approxim ant is given by G n (x ) =  £  {x ,S ~ 1x nk)x nk.

k= 1

R e m a rk  2.1. (|4|) A  Riesz basis { x n } for IK is a frame fo r IK, and the Riesz basis 

bounds coincide w ith  the frame bounds.

P ro o f,  o f Theorem 2.1 by Remark 2.1, a Riesz basis is a frame for IK w ith  the 

same bounds. Since A  and В  axe the bounds o f the Riesz basis { x n } ,  by the frame 

inequality we have

A \\x \\2 I  5 3  ffe ’ ж" | §  I  5 N I 2> x  I  Вn=l
Note tha t

| | x - G w ( i ) | | 2 =  || V ( i , 5 _1a:„lk>a:„J|2 =  sup | V  ( x ,5 -1 2:„k) (x n jl, j/) |2
k > N  » € Я ,||ѵ ||-1  k > N

$  5 3  K1 - 5 ՜ 11" * ) !2 SUP Щ  K *»*.J /)I2 K x ,S -1 x „ J | 2
k > N  » 6 И ,| |» ||-1  k > N  k > N

Also, by the de fin ition o f greedy approxim ant, for x  6 IK, we have

К . Т . PO U M A I A N D  S. К . K A U SH IK

| { x ,5  Я І  <  5 3  l * „ ) | a, fo r  any 1 1  N,|<t| 1  N .
k>N  n€N\<r
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Thus, fo r any a  С N w ith  |<r| =  JV. we have

И * -  <?л/(а:)||2 <  В  l(x ,S ֊1 x n)[2, for x  €  IK. 
n€N\<r

Le t V„ be the frame operator for the frame { x n} n^ a o f s p a n {x „ } „e<7, and let P „ be the

orthogonal p ro jection from  IK onto s p a n {x „}ne<r, given by Pa(x) — £  (x, V ~ l x n)xn
n€<r

(see Theorem 1.1.8 in  [4]). Also, by inequalities o f canonical dual frame o f { x „ } ,  we 

have

Խ  ֊  P A * ) II2 >  £  l(x  ֊  P»(a:),S~1zn)|2 >  Y ,  I& S ~ 'x n) -  (Բ ժ խ ) , Տ՜ԿՈ)\3
n€N n€N\<r

*  Л  к * . 5 _1я:п) - ^ ( z . V ^ X j H x j - . S ՜ 1! , , ) !2 =  £  | ( * , 5 ֊1 *„> |2.
neN\<r je<7 _ — fieN\<7

Thus, fo r any a  £  N w ith  |«r| =  N , we obtain

II*  ֊  G w (x)||2 <  | j | x  ֊  P „ (x ) II2 for х € І К .

Hence, by Lemma 2.2, we get

||x -  G n ( x ) | |  <  <tn(x) for X 6 IK.

Theorem 2.1 ie proved.

3. F r a m e s  a n d  G r e e d y  a p p r o x im a t io n  

Let Փ =  { x n } be a frame for H ilbe rt space IK w ith  canonical dual frame { 5 _1x n},
OO

and le t x  =  (x, S x „ ) x n for a ll x  €  IK. Define the nonlinear N -term  approximation
n**i

manifolds for frames, in  the sim ilar manner as we have defined for Schauder basis, as 

follows:

У ^^(Ф ) = І£ а т .х „  : <т С N, |<т| = N , а„ are scalars > , 
lng<r J

/ Г ^ ( Ф )  =  I S ~ l x n )x n  : <т c  N, X  €  X  H  =  N  L  
X ln€<r J

We define the N -term  approximation errors as 

<7jv(x) =  in f  (И * -  y | | : у 6

алг(х) =  in f{ ||x  -  y | | : у  е  £ ^ ( փ )}-
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Also, define Sa , Q a : IK -+  IK as

S „(x )  =  £ ( х , х „ ) * п .  о  С N, \a\ =  JV,
n€<7

Q a ( x )  = S*(S~l (*)) = 2 '® ^ ^ © -
Пб9

Let p =  { ո * } յ լ ւ be a perm utation o f na tura l numbers sucli th a t

I (a:, 5 ֊1 x „ , ) | 2 >  >  -

Now, define the N-greedy approximant for a frame { x „ }  as

N
G n (x ) =  ^ ( x ,  S ~ 1 x nk)x nit for X € IK.

kml
We have G n (t ) — Q,T„(x )  for some ст0 С N, |<to| =  N .

L e m m a  3 .1 . ([6]) Let { x „ }  be a fram e with, bounds A , B , and let T  be its  synthesis 

operator. Then £2 =  kerT  ©  R anX *. Moreover, we have

Л ^ | а „ | 2 <  | | 5 3 « nx „ | |2 <  B ^ K I J  f o r  a l l  a  «  { a „ }  €  RanT՛*.
VI Ո  VI

Let {x n } be a frame for H ilbe rt space IK and a  С N. Define the operators Ta , T *  

as follows:

^ * ( { ° ib € * )  =  ( ^ } յ € »  €  i  ! Ta {x ) — { ( * i® j) ) j€ » i  X 6  IK.
j€«

Observe tha t Sa(x ) =  TaT * (x) =  JZ (x, X j ) x }  fo r a ll j  €  a , and T *  is the ad jo in t o f
j e a

operator T „ .

L e m m a  3 .2 . Let Փ  =  { x n}  be a frame fo r  H ilbert space IK w ith bounds A  and B , 

and let a  с  N. Then ||5 „ ( ւ ) | |  <  B ||x || fo r  a ll x  €  IK.

P ro o f.  Using the frame inequality, for x  €  IK we ob ta in

r ; ( x ) | | 2 =  £  | ( ® ( X j ) | 2 <  f ;  | ( x , x ^ | |  <  B ||x ||2.
ІС а  jm l

So, we have ||Г *(х )|| <  \ /5 | |x | |  for a ll x  € IK. Thus, we get

||S,(x)H =  \\тат;(х)\\ < ||4 ||||г ;||.||* і < B | * | ,  X € IK.

The next result shows tha t frames satisfy the quasi greedy condition.

T h e o re m  3.1 . Let Ф =  { x „ }  be a fram e w ith bounds A  and B . Then
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(1) | |C jv (* ) | |S  j \ \ x \ \ f o r a l l x t X .

(2 )  ||x  -  G W (x)|| - *  0  a »  N  - i  ao .

Proof. (1). Le t G n (x ) =? Q a „ix ) for some <гц £  N w ith  |егц| =  N . Then we have

IIGM*)» -  І Й * І  = ||Տ*(>Տ_1(*)11 < I|5»,,IIII5"1II • 11*11-
D

T h e re fo re , by  L e m m a  3 .2 , ||Տ »„ || <  В  an d  | |S _ I || <  A ՜ 1. Hence ||G V (*)II  — 11*11-

T o  p ro v e  th e  a s se r t io n  (2 ) o b serv e  th a t

||x -  G n (x ) ||3 =  II У " ( * , 5 ֊1 i n b>*n»||a =  sup I J *_ (x ,S ~ l x „ k) (хПк,у)\3 
k > N  w e w ,||i/ ||= l k > N

<  5 3  | ( * , ^ ֊1 * ո է>|8 sup Щ К Щ  S B
Ջ &  * е х .и -» й ѵ  M l

B y  th e  d efin itio n  o f  g re e d y  a lg o rith m , for any a С N w ith  |<r| =  N , we have 

Ш \(x ,S ~ l Xnk) f  <  5 3  K * .5 _1x n) la.
k>N  n€N \< r

T h u s , w e o b ta in
■ OO

||.r — G jv (x ) | |a <  В  5 3  l ( * ՝ 5 _ 1 X n)|a ->• O as N  ->  oo
ոաի!-f l

T h e o re m  3.1  is  p ro v ed . N ex t, w e show  tha t frames also satisfy the almost greedy 

co n d itio n .

T h e o re m  3 .2 .  Let Փ =  { x n }  be a frame fo r  H  with bounds A  and B. Then

I I* -G w (* ) ll< y f?*(*).

P ro o f.  A s  in  th e  p r o o f  o f  T h e o re m  3.3 , w e h ave | |х - С л г ( х ) | |а <  В  53  К * ՝  5 _ , x „ ) | a
n€N\«r

for an y  a  С  N  w ith  |<r| =  N  an d  x  6  H. A lso , by  L e m m a  3.1 w e h ave
OO

Л||а||а <  | | 5 > * „ | | a <  B ||a||J for all а щ  { a „ }  6 ke rT 1 .
n > l

M o reo v er, { ( x ,  £ - 1 х „ ) }  =  { ( S ֊ l x ,  x „ ) }  =  T *S ~ l (x) 6  RanT* =  kerT-1՜ . So, for any 

a  6  N  w ith  H  с  N  vie o b ta in

II* -  G w (x )|la <  f l l  5 1  <*• S ՜ 1*» )*» !!3 for a ll X 6
n C N \ir

N ow , le t у  « • 5 3  ( x , S - , x „ ) x n  6  T h en

||x  -  y ||a =  II 5 ^  (x , S _1x n ) x „ | |a  for an y  a  €  N  w ith  \a\ =  N .
nCN\v

F R A M E S  AND NON L IN E A R  A P P R O X IM A TIO N S ...
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Hence, ||x — Слг(х)|| <  ctn& )  for x  € IK. Theorem 3.4 is proved.

Next, we define the weak-lp and Lorentz sequence spaces. We also define the approximation 

spaces Л *(Ф ) and Л *(Ф ) for frames Ф =  {arn } in H ilbe rt spaces. In  [8, 10,12], greedy 

algorithms such as Pure Greedy Algorithm, Relaxed Greedy Algorithm, Orthogonal 

Greedy Algorithm for general dictionaries in H ilbe rt spaces have been defined and 

proved various Lebesgue-type inequalities for greedy approximations. In  the following, 

we give the characterizations o f approximation spaces by means o f sequence spaces.

We first define the weak-£p and Lorentz sequence spaces.

D e fin it io n  3.1. ([7, 11]) For 0 <  p  <  oo, the weak~£v sequence space, denoted by 

w lp, is defined to  be the space o f a ll sequences satisfying

||{a„}||«,£p =  sup n 1/pa* <  oo,

where {a* } 5 ^  is a nonincreasing rearrangement o f { |« * п |}^ і.

D e f in it io n  3.2. ([1, 7)) For 0 <  p <  oo and 1 <  g <  oo, the Lorentz sequence space, 

denoted by l Pl4, is defined to  be the space o f a ll sequences { a „ } ^ i  satisfying

where {a* } ^ _ 1 is a nonincreasing rearrangement o f { la n D ^L j.

The notation stands for C \A  <  В  <  C^A w ith  some constants Շ ւ ,Շ շ  >  0.

R e m a rk  3.1. Note tha t

In the following, we define the approximation spaces for frames.

D e fin it io n  3.3. ([7]) Let Փ =  {scn} be a frame. For 0 <  в <  oo, we define the 

approximation space Л "(Ф ) as the set o f x  €  IK satisfying

IN U *(« ) =  supn4<r„(a:) <  oo.

n>l

(3 .1)
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D e fin it io n  3.4. ([7]) Let Ф =  {x n } be a frame. For 0 <  в <  oo and 1 <  q <  oo, we 

define the approximation space А *(Ф ) as the set of x  6 IK satisfying

i/«/  oo \  * r f

llx IU;(*) = < oo.

We have (see [7])

(
oo \

5 3 4 ( x ) y > j

For the макс of completeness of our discussion related to  the characterizations of 

approximation spaces, in the form o f a remark, we state a result from [7].

R e m a rk  3.2. Let Ф =  {x n } be an orthonormal basis for IK. Then

(a) X  €  Л *(Ф ) i f  and only i f  { ( x ,x „ ) }  € w£p, -  =  s +  i  p <  2.
p 2

(b) X  € Л ^(Ф ) i f  and only i f  { ( x ,x „ ) }  € £Pt4, -  =  s +  q <  2.p Հ
Now the question of interest is: given a real number a >  0 such that for x  6 IK the 

error o f JV-term approximation for frames satisfies <гдг(х) <  M  • N ~ “ ; N  =  1,2,3,..., 

for some constant M  >  0. The next result concerns this question.

T h e o re m  3.3. Let Ф =  {x n} be a frame for^K  with bounds A and B . / / { ( x ,  5 -1x „ ) }  €

u>£p, then X € A *(V ) , where -  =  e +  — and p <  2.p 2

P ro o f.  Let M  =  | |{ (x ,5 ~ 1xn)} ||w||, and {» jt}  be a permutation o f N such that

|(x ,S -1 xn i)| >  K x .S ՜1! ^ ) !  >  K x .S ՝՜1*,,,)!....

Now, take Վ  =  |(x, 5 _1x nj>)| fo rk  =  1 ,2 ,3 ,4..... . and observe tha t by the assumption

we h^ve <  M  for all к  € N. Also, by Theorem 3.1, for N  6 N we have

||x -  С?лг(х)||а <  В  յ է  \(x ,S ~ H xnk))\2 =  В  g  c j2, x  € IK.
k = N + 1 к=ЛГ+1

am+‘ - i
Consider the dyadic sums jF* =  cj®, m =  1,2 ,3 ,... Then we have

*=am

S I
F ^ <  У 2  М *к ~ * /р <  A /32~a" “  for a U m =  1,2 ,3 ,... 

fc=2m
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Also, le t 21 < N  <  2l+1 fo r / =  0 ,1 ,2 ,3 ,... Then we can w rite
00 oo

N 2”a% (x) <  N 2‘ \\x -  G n (x ) || j  <  N 2‘ B  £  Հ  N * ‘ B  Ц  c*k*
*=N+1 *=г*

<  B 28*(,+1) ^ 2  d 2 =  Д 22*<'+1) ^ 2  Բ Լ <  B M 22յ *('+ 1> 2 3  շ ՜ 2"** «  В М 2У ' - { .
кж2* m as/ т а = /

Thus, sup N * ffn (x )  <  oo and the result follows. Theorem 3.3 is proved. 
l< A T < o o

Next, we show th a t the converse o f Theorem 3.3 is true  for Riesz bases.

T h e o re m  3 .4 . Let Ф *= { x n } be a Riesz basis fo r  IK w ith  bounds A  and B . Then

X 6  Л *(Ф ) i f  and only i f  { (x ,  S -1 a:n ) }  €  w tp, -  — s +  p  < 2 .
P  *

P ro o f.  I f  { (x ,  S ֊1 x n) }  6 w tp, theu the result follows from  Theorem 3.3.

Conversely, le t x  €  A ’ . Then for any fin ite  subset a  С N w ith  |<r| =  TV, x  €  IK and

from  the p roo f o f Theorem 2.1 we have

00 1 
Y .  |(s, 5 _1x „ ,,) |2 <  -T<rj/(x) fo r a ll x  6  IK,

fc=Af+l
As in the proof o f Theorem 3.3, take e j =  |{x, S ֊1 x njk)| fo r k=s=l, 2, 3,..., to  obta in  

£  c l 2 < N ~ 1 f ;  с f S N - ' - ^ i x ) .
k = N + 1 k —N  +  1

Since a s im ila r inequality holds fo r Сдо+і, we have the other im p lica tion  o f the 

asserted equivalence. Moreover, by assumption, <*лг(з) <  N ֊? *||x||3 i. fo r N  >  1. 

Therefore

N 2/pc'n =  N 2$+1cmN <  յ խ \ \ \ .  <  oo fo r any N  >  1, 

im p ly ing tha t { (x ,  S _ I x n) }  e w lp. Theorem 3.4 is proved.

Now, we give a characterization o f approxim ation space Л *(Ф ) by means o f Lorentz 

sequence spaces.

T h e o re m  3 .5 . Let Ф =  { x n}  be a fram e fo r  ЭІ w ith  bounds A  and B . I f  { (x ,  S ~ 1x n) }  €

f Pt4, then X 6 А ;(Ф ) ,  where -  =  а +  -  and 0 <  q <  2.
P  2

P ro o f.  As in  the p roof o f Theorem 3.3, take Վ  и  |< * ,Տ _1* Ո4) | fo r к  =  1 ,2 ,3 , .....

Then, by Theorem 3.1 for m  €  N we have

Հ ( ւ )  <  II* -  Gm(x)||2 <  В  5 3  cI 2. *  6 IK.
fcem+1
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Also, siuce an Հշ-uorin  does uot exceed an { 4-uo in i, we cau w rite

av..(x) < V b( c;2)1/a շ  Ѵ в( £  c; 2) , /2  < V b ( ^  2 fcc jt 2) ,/2
fc-2"*+l fc=2"* fc=m
oo

<  2 * , / 2c ;k, ) 1/».
k=*m

So, i t  follows tha t w ith  some constant С

У '  (ж) շ  В ч/2 2 m*«  շ ^ / շ^ «  <  в « / 2с  5 2  2 ^ 9 2 * 4 / 2 ^ 4
m sa l m *=l Jt= ,n  M

OO

< Вч/2с £  2k4/pc*ik4 < oo,
kml

im p ly ing  th a t x  6  Л^(2)). Theorem 3.5 is proved.

F ina lly, we show tha t the converse o f Theorem 3.5 is true for Riesz bases in H ilbert 

spaces. In  |8), a s im ilar characterization o f Л "(Ф ) by orthonorm al basis is given.

T h e o re m  3.6 . Let Ф =  { x n} be a Riesz basis fo r  !K w ith  bounds A  and B . Then 

X €  Л ;(Ф )  i f  and only i f  { {x , 5 ~ Jx „ ) }  6 i p,4< -  =  s +  9 <  2.

Proof. I f  { {x ,  5  x n) }  € ( р,я, then the result immediately follows from Theorem 3.. 

Conversely, let x  € Л ‘ ( ѣ ) .  Then, by Theorem 3.12 we have

c* <  n “ 1^2 - is < rn (x), for n  € N, X €  Oi.
VA

Therefore

£  n , / p“ i n “ , / af f * ( x ) = — f ;  n ’ - v x ( x )  <  00.
n= 1 n=l n=l

Hcuce. { ( x , 5 _ 1x n) }  €  lp,4. Theorem 3.6 is proved.

A c k n o w le d g e m e n t: The authors are thankfu l to  the Referee for his critica l 

remarks and constructive suggestions tha t helped to  improve the original version 
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