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1. Introduction

It us well-known that the notion of variation of a function was introduced by .lordau 
[18| in 1881. In 11)2-1, Wiener [23] generalized this notion and introduced the notion 
of բ-variation. In 1937, Young |20| introduced the notion of Փ-varialiou. Waterman 
|24| has studied the class of functions of hounded Л-variation, and Chantuna |Г>) 
lias delined lhe notion of modulus of variation of a function. Later the notion uf 
modulus of variation for a continuous function was generalized by Karchava |19|. In 
1990. Kitfi and Yoneda )2p| haw introduced the notion of generalized Wiener's class 

D V ( p { n )  t p ) -

L-ei /  be a function defined on (—oo. +oc) with period 1. Д  is said to he a partition 
with period 1, if

Д : . . . t - i  <  t n < t\  < h  <  ... <  (m <  , <  ...

satisfies — էկ +  1 for I,: = 0, ±1. І 2 , .... when; m  is ;i positive integer. Let
/;(Д) =  inf \tk -

Definition 1.1 (|2()|). іа՝.і />{а) Ы: ап increasiny տ<սրււ:ո<:<: ,տvch that. I <  y>(«) f  p o.s 
П-+ОС, where I <  p < oc. We say that a function f  belongs to the class B V  [pin] t  p)
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У  (f '  p ( ո) է P) := supsup  ̂ |/ ( /* )  -  /(* A -i) |,,<r,) ) : p (A ) > — f  < oo.
U -  1

If р  (и) =  р for all n. then the class B V  (p (ո) t  p) coincides with the Wiener class 

Vp of functions of bounded p-variation.
Properties of functions of class B V  (p(n) t p) as well as uniform convergence and 

divergence of their Fourier series by trigonometric and Walsh systems have been 
studied by Kita |21|, Goginava [7] |9| and Goginava, Nagy |12|.

In '2000. Akhobadze [1) has generalized the class B V  (p (n ) t  p) by introducing the 

class B V  (p (n ) է Р,Ф), defined below.
Let Ф be an increasing function defined on the set of natural numbers N, such that 

0(1) > 2 and

liru ф(і>) = + 00.11 —> ОС

Let /  be a finite 1-periodic function defined on (—oo, +oc), and let Д be a partition 

with period 1, defined above.

D efin ition  1.2 (Akhobadze |1)). Let p(n ) be an increasing sequence such that 1 < 
p(n)  f  p as n  —У oo, where 1 < p < oc, and let the function Ф be ահ above. We say 
that a function f  belongs to the class B V  (p (ո ) ՜ք p, Փ) if

V (f.p(n)1p.< t> ) =  supsup I  - / ( i f c - i ) |" (,,)^ " : р (Д ) > ^ j |  < °°-

If p (n) =  p  for егісіі natural n, where 1 < p < oo. then the class B V  (p(n) f  p. <j>) 
coincides with the Wiener class Vv< and if Ф (n) =  2". n =  1,2 ..... then the class 
B V  (p (ո) t  Pi Ф) coincides with the class B V  (p (it) t  />)■

Some generalizations of the notion of variation of functions has been considered 

by Akhobadze [2], Goginava |8, 9), and Goginava and Sahakian 113, 14|.
Let C ([0 ,1]) denote the space of continuous functions with period 1.
If /  6 C'([0, 1]), then the function

ա (5.ք) =  max {I f  (x) -  / ( i / ) |  : խ -  y\ < Л՜. x ,y  € (0.1]}

is called the modulus of continuity of / .
Given a modulus of continuity и  (ծ՛), by IIW we denote the class of functions /  € 

C ([0 ,1]) satisfying w (J ,/ )  =  0 (w (J )) as 6 —> 0 +  . Given an increasing function
4



ON ABSOLUTE CONVERGENCE OF THE SERIES

■p defined on the set of naturals N. such that <p(l) > 2 and liin,,֊»^^ (n) -  + 00. 
Denote

Definition 1.3. We say that the sequence {p (ո) : n >  1} and the function ip satisfy 

condition (By ip), i f  I here exists a constant с >  0 such, that for every n > 1

Let {p,,} be a sequence of prime numbers, such that 2 < p„ < N  (n  =  J ,2 ,...), 
where N  > 2 is a natural number. Let {m u . n > 0} be a sequence of integers defined 

by

At the interior discontinuity points t € Q, we define the function \m  (0  to I»՝ the 
average of the limits on either side, while at the endpoints of the interval [0.1], we 

define д т  (4) to bo the limits from the interior.
Thus we have defined the system x{Pn} of the class The class \ y which is the sot 

of all systems \  {pn} with bounded sequences {pn > 2}, was introduced by Vilenkin 
[23] in 1947. If pn =  2, n  = 1 .2,..., then we have the classical Ilaar system, introduced 

by Haar 117| in 19U9.

t  (?՛) ՜  min {к : к £  N, ip (k՝) > r} , r  > 2.

ОС 1 С

2. ІІА А Н -LIK E  SYSTEM S

т о  =  1 ;  r n „  =  p \ p z - .  p n ,  n  >  1 ,

and let

Each integer in  > 2 can be uniquely written in the form

m  = m„ +  r (pn+i -  1) +  s,

where n = 0 ,1 ,.... r =  0..... m„ — I and я =  1, ...,p,t+1 — 1.
We set \  1 (I) — ] 011 [0,1], and for m > 2  define



Let L ([0 ,1]) be the class of all measurable 1—periodic functions defined on i0. 1] 

with the following norm
i

ii/iii = J \քԻ)\<ե < ос.
о

Denote by am ( / )  the Fourier coefficients of a function /  € L{[0.1]) with respect to 

Haar-like system { \ т ( 0 } :
1

« « , ( / )  =  I  f ( f  ) X , n ( t ) d t .  hi  =  1 , 2 .......

о
The problem of estimation of Fouricr-1 laar coefficients and absolute convergence of 
series of Fourier-Haar coefficients has been studied in a number of papers. Wo mention, 
for instance, the papers by Ul’ianov |22|. Golubov |15|, Chaiituria |5|. Goginava 110], 
Gat and Toledo |fi|, Aplakov |1|.

The absolute convergence of series of Fourier-1 laar-like coefficients has been studied 

by Golubov and Rubinshtein [10], where, in particular, the following theorems were 

proved.

Theorem G U I  ([16]). Let հ {բ„} 6 \ The. following assertions hold.

1) I f  f  d  V], for I < p < oo and 0  > , then
OO

m= I
2) For any 1 < p  < oc there exists n function /о € Vp (moreover /ц e Lip(] /p )), 

fo r which
OO

^  l«m (/o)|'rf =  OC
m=l

when 0  =  .

T heorem  G R2 (fl6|). Let \'{;>„} 6 \ .  The following assertions hold.

1) If f  £ Vp for  1 < p < oo and a  < i  — | , then
oc

m" |o„, ( / ) |  < 00.
m = l

2) For any 1 <  p < oo there, exists a function / (, e Vv (moreover f a € L ip (\/p )) , 
for which

OO

^ 2  m" |am (/o)| =  oc
711=  1

when < * = ” — ֊.

A. AРІ.АКОѴ
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ON ABSOLUTE CONVERGENCE OF TH E SERIES

In this paper we study absolute convergence of flic series of Fourier coefficients 
with respect to Haar-likc systems in the class of functions of generalized bounded 
variation. Specifically, we study convergence of the series

f > ° K ,  Ա )ք
m = l

for functions /  from the class B V  (p(n) t  }>,<!>), Гог various values of the parameters 
a and /3.

T he m a in  r e s u l t s  

The main results of this paper are t he following theorems.

Theorem  3.1. The following assertions hold.

a) Let f  e B V  (յ> (ո) t .for some ft G (2 /3 ,2) mid

*  ,
] Լ  ,<(1/2+1/,,(r(m„))) 1 < °°' n=l "h,

Then
OO

T l = t

b) Let the sequence {/>(«) : n  > 1} and the function he such that the condition 
(B .ip) is satisfied, and let for some ft €  (2/3. 2)

oo լ
հԼ  „ /(1 /2  t l/,-(r(m„))>. 1 = 00• 
n=l rn”

Then there crisis a function f 0 6 B V  (p (n) f  such that

f  OO

Y ^ \ a n ( f o ) f  = OO. 
n- 1

Theorem  3.2. The following assertions hold.

a) Let f  G B V  ^p(n) t  . <!>j for some a  € ( -1 /2 ,  1/2) and

֊  „ 1 / Р ( т ( т , , ) ) - ! / 2 ~ «  <  ° ° -w = l "ht
Then

ОС

J 2 n " іа» (ЛІ < oo.
71— 1

7
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b) Let. the sequence {p (ո) : n  > 1} and the function tp be such that the condition

(B,ip) is satisfied, and let for some a  6 (—1/2 ,1 /2 )
OO լ

l /p (r(m „ ))- l /2 —« ~  ° ° ՜
,i=l m n

Then there exists a function /у € B V (^p(n) է i +շ„ ՛ ф) տււռհ that
OO

n<> к  ( л ) і  =  ° °  •
n= I

Combining Theorems 3.1 and 3.2 we obtain the following result.

T heorem  3.3. The following assertions hold.

a) Let f  6 B V  (^p(n) t  2+4a-'.i ’ Jor somc P > 0 wii/i < #  < 2 + 2a,
aw/ let

Then

lan ( / ) |3 < 00.
n=1.

b) Le/. the. sequence {p (ո) : n > J } and the. function ip be such that the condition 

(B,<p) is satisfied, and let. for somc ,3 > 0 with ՀՀք։> < 8 < 2  + 2a
CO j

ii=l m n

Then there exists a function f a € B V  yp(n) t  such that

OO

] T  n“ |a„ (/(,)|fl =  oo.
71 =  1

4 . A u x il i a r y  r e s u l t s ’

To prove the theorems stated in Section 3. we need the following lemmas.

Lem m a 4.1 ((3, 11]). The. embedding Нш С В V (p (n ) t p .0 )  holds i f  and onhj if 

u ( 0  =  o ( * ,/pC t< 1/‘) )^ h s  < —» ( ) + .

Lem m a 4.2  ( [1 6 ] ) . Let cn >  0, cn < oc and lei Jo be a function defined by
n=l

oo
/о (*) =  £ ( ֊ l ) fc_1 cfce2" 1"** 

Ы
8



m„ + i
then |am (/o)| >  coin], c„, where r0 is any positive constant.

m=mn + l

Lemma 4.3. Let p{n) T P with p e  (1,oo) and le.l the sequence {p(n) ■ n > 1J and 
the function Փ satisfy condition If

/n  (a-) = ^ 2  (֊ 1) i/,,(t(,.u )) ՛
fc=i "Կ-

then f () € B V  (p (ո) t  P, Փ)- 
Proof. For every 0 <  ձ < 1, there exists a natural n  such that

1 < < 5 < — .

ON a b s o l u t e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  s e r i e s  ...

m „ + 1 m ,
Let, X,  у  6 [0,1] be such that. |л՜ — у | < <5 < 1. Then we can write

I/o (a՜) ֊  /о  (?/)| <  ^  (Icos ( 2 m n kx )  -  cos (2тгтвд/)| +
k= I

+  |sin  ( 2 л т кх )  -  sin (27rrUfcj/)|) m k
OO

(2 |sin  {т ктт (a: -  y))  sin ( m kя  (x  +  t/))|
k= 1
+ 2  |sin (/7П-7Г (x  -  (/)) cos (mfcjr (a: +  .y))|) 11

A  |sin (ПЦ-7Г (x  -  y ))|

(4.1) < 4 V  1 V , ) У,П + 4 Y  = 1 + 1 1 .' '  — I /P(r(m k)) l/p (r(m k))
k~l ТПк k-n+1 T,lk

|sin (тпк7Г (.r -  ,y))| _ л 1

т к
We first estimate I  to obtain

<«> ..... .
k = t  m k  k = l

< 4 п 6 ' ^ ѵ , І іМт(т֊')) < cSrn]r]^ T(m"'>) 
k =  1

m l -1/р(т()п„))
_  <(r(m„)) <  С|5ІУіГ)(т(1/Л՛))

From the condition of the lemma for I I  we have

I I  <
с

1 /j)(r(rnu ))
r^ u ■-1______  <  r£ l /p(T(’"n)) Հ  r(!jl/ p(t(1/S))

l/p(r(m„)) -  ֊
"Si + l
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Combining (4.1)-(4.3) we get

w (6, / 0) =  О as 8 0 + .

Applying Lemma 4.1 wc obtain

/0  € B V  (p(n)  t  Р:Ф),

and tlif* result follows. □

5 . PRO O K S

Proof of Theorem -S. I . In (10] it is proved that the following estimation holds 
m„ + i

(3 . 1 ) e

m „ - l  Pn + i — I
< cm !, - (pn+i -  I) S S  յ հ - Հ ՛ ^ )

On r.It

where

<W,A-
г  к -  1 г к 

+ ------- . —  +
in,, m„+1 m„ p/1,,+1

Then we can write

E ւ°»*(/)ւ
ւդտ=1Ոս  4 - 1

—ւ—
mn —1 p». + i -1 " m»« + i

< crn'n ՛2 (pn+t ֊  1)

Р(т(т„))
fit

+ ’“„ + 1

=  cm„ ■ (/)„+ i ֊  I)

E ՛  [  ՛ / ( « + — ) ֊ / ( < + ֊  +  ֊ )“  ./ \  mn /  V w n ?Лп+і/

P(r(mn))

l»(r {».„))

X sup

֊ ! ) ( ֊ --------- — )\ m „  ուռ+ւ /

E  / ( * +  — ) - / ( * +  —  +  — )յէ յ  V /  V rn„ mn + 1 /

<  cm,՛, 3 (p„+ ,

dt

р(т(т„))

p(T< >».„)) /  /
< с sup pn nin 2 [V  / .  p (n) t  ֊ ---- 77 ■ Ф

m n + 1

P< t ( « i ,* ))

2 - Г
10



Let r) < р(т(v in)) < and n > n0. Then applying Holder’s inequality we gel

ON ABSOLUTE CONVERGENCE OK THE SERIES ...

m „  + 1

Ml = . 7/1 „  I I

< cm 

lienee

' 4 „  * I

m —mu I J

,'f/jl(r(in„ ))
(m,»+t -  m„) nw.~..w

֊  rt(l/2+1/,.(r(w,.)))-!
I l l  II

OO fXJ *»n + I

E Iй"' (/)i" = E  E К'(/)г*
?n=2 n=0 m—m„ { I

M u »*» . +  t  ОС W ti +  1

= E  E  |.°»*(/)13+ E  E мп\*
n=rt<)4-l rri=r//,, •+- In=0 m=m„ +1

E  #<1/2+1/,,(т(т..)))-1;»=«„ +1 "՛ո
<  ОС .

Part a) of the theorem is proved.
b) Let բ{ո)  t  and 0  6 (2/3.2). Define

= E ( ՜1)1՝
,;2ттітк.х

m k

and show that /о is the required function. To this end, observe first (hat by Lemma 
4.3 we have

/ o e W ^ n l t — , й ) .

Denote by E n the set of integers r from [0, m„ -  1] satisfying | (/o) j > Գու„ * ՜  ՚ 1 ' 1 ՚

and let £ ” =  [0. m„ 1] \  En.

In 11G) it is proved that
)>,. I i - l / I  / I \

(It.i«™ (Лі =  |«й> ( / ) |  < E  /  I7 w  -  -f կ  +

Consequently, we can write

E К"- (/o)| < «п*і/а E Ё /
ret՛: ret՛:. *=1 / *

/ ( / ) - / 1 (It

< cn,!/2 E  / /(<)֊/ft+ — շ//

11
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m u  ” * T I + I

r e  E', i)

dt

X sup 
ее քո. "*>1 "‘,1+ t

te
sup

у  / Л  +  л >\ _ / Л +  л  +  _ 1
I 1 “  V » « « /  \  rn„ r n „

E  / ( * + ֊ ) ֊ / ( * +  —f n ,  V r n „ /  V ' « »

<  c m , ,
f  I /  m n+ 1

r<r("n»\ l/pf’-fm,.))

* П"|
Next., from Lemma 4.2 we get.

u?„

h---------m„+i

< c- 1 /2rr*n

00 l / p ( r ( m n )) ֊  E  | ftn r  ( / o ) |  
ш п r —0

< e  |«W(/o)|+ E  |a«r (/»)I
гей'

, ,l֊l/p(r(m„))
гек

< c- ________  , £0„,-(l/2+l/l'(r(.»,.))) I p"-Щ  + շ

\E„
< c- >/2

+ ^ т у2֊1Мт(ш„))

Therefore

(5.2)
1/2

In view of (5.2) we get
m„֊l
Ё  \Հտ) ա \  > E  |«$(/օ)ք 
Г=° l?£'

(5.3) > ______ JL_
֊  Լ 2 rn;/2 + i/,(, (>"«)) / I и| ~  „ .Я '/^ + 'М 'М )) -1ք՚Խ

From condition of the theorem and (5.3) we obtain
OO ОС m n + l  3 0

E  I0՞՛ (/о)і̂  = E  E  I0”՛ ( M f  ^ c E  ~
12

1

m =  2 /i=0 m = m„ -f1
=  ОС.



ON ABSOLUTE CONVERGENCE OF THE SERIES

This completes the proof of part b) of the theorem. □

Proof of Theorem 3.2. To prove pai l a) of the theorem, wc apply (5.1) for բ = 1 and 
use the fact suppn < N ,  to obtain

OO OC 7'lfi+l ЭС "‘n+l

E m"i«m(/)i=x E m»K(/)i<E<+> E  (/)i
m=l n=0 m=m„ I 1 w=0 m=m„ I 1

oc rn,I - l p „ + i -  l  " "  Г ' , + 1 I , V

< mv+\Cml!2 (pn+1 - 1) E  E  / /(o - / (<+——)
71=0 t.—fl I—1 J  I ' »*-H //= 0  Лг= 1

oo m TI — 1 ր ,

< с E <+i»*'/2 (/'»+i - 1) E  / /(*)-/(*+
?*=0 r - 0  Հ '

f/f

~  +  7

1
w „  +  l

(It

= ̂  Հ+ւՀ/2(?.ւ+1 - ’)
n=0

„ 1  ________ I Ո1ո m « + l

E  / |/(*+—)-/(<+ —+ ~^  ֊/ I V  " * « /  V 7"-n "'-TI + 1г —и о

™p_^i 5  1/ (,+տ :) ՜/ (<+̂ :+յ67)[«•i-sirl
oo _  . /m „  -1  ✓ \

< է ^ Հ +1Հ /2 (/'n+1 , ֊  1) ^ ‘՜ 1 ■ X sup I J 2  f  f t  + — )
,7=Г> "'"+1 ,€ r0.-i— - 1 - 1 V յէտ V '« » /

■ ( * +  —  +  ■ V ' « Ո  1" Ь .-г і

[o.*-=Jrr]
»И~„+. » \  */р(г(«и+.))

X m

— ՚ ՛ . l / ltlrf <  00 .

Thus, part a) of the theorem is proved.
13
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To prove part b) of the theorem, we define 

/ о ( х )  =  ^ ( ֊ 1 ) ' - - ‘
7 / 1 , .k —l

and apply Lemma 1.3 to conclude that /о 6 /?V' բ̂ ( ո ) է i : Փյ ■ 
Next, from condition of the theorem and Lemma 1.2 we obtain

X  X

E m՝՝ Iй»՛ (/«>)i = E  E  "՛՛' irt"՛
m =l n^ lm sn ifl +  l

՞տօ rn n + i -x.՝ I /2

£ E  < E  I»»՛ > (<> E  „ w"(,;o)
« = 0  m = m H 4 l  » ֊ 0  m n

V4 1֊  r| lL ,  1/р(г(ш,,))-1/2-„ ՜ 00’
n = l

and the result follows. □
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А н н о т а ц и я . I Іайдсмы доспітпчііы !1 усл о в и я(нинсиости системы  ( հ/ ^ Ր լ֊ - К { x P k )  '• 

k  e  N) в пространстве Л2(0: 1) и установлена взаим освязь м еж ду аппрокси- 
мационны м и свойствами этой системы и свойствами системы {7,', і և' і / շ { ~ քՀ , f l )  ՛

k  6  N), где IV  -  ф ун кц ия Бесселя первого [кща с индексом і/ и 1С(, ( г ; /() -  
ф ун кц ия  типа М ип-аг-Л еф ф лера.

M SC2010 num bers: ЗЗС10, ЗЗЕ12, 30BG0, 41А30, 30015.
К лю чевы е слова: целая функция экспоненциального типа; функция Бесселя; 
функции типа Ми՝ггаг-Лсффлера; базис; полная система; минимальная система; 
биортогоиалыіая система.

функция Бесселя первого рода с индексом і/. Функция J,, при і/ > — I имеет 
бесконечное множество {/>і, : k € '£} вещественных корней, среди которых поло­
жительные корпи բկ, к 6 N, и отрицательные корни />_/.. =  —рк-. А՛ € N (см. | 1, 2]). 
Хорошо изиестио следующее утверждение (см. |1| [3|).

«*
Теорема А. Пусть и > — 1 и (рк : к 6 N) последовательность положитель­
ных корней функции .1,,. Тогда система (y/xpk,l,,(‘J:pi.) : к 6 N) образует базис 
пространства [?(0; 1).

Пусть X 6 К и .S՝x класс целых функций (7 экспоненциального типа а < 1, 
удовлетворяющих следующим условиям:

б) G имеет бесконечное множес тво корней {/д. : к € Z \{ 0}}. все корни простые 
и отличны от нуля;

1. В в е д е н и е

Пусть

а) с і(1 +  |г |)х(-ІІ1"гІ < \G(z)\ < с->( 1 -|- |г |)ѵеІ1т ~І, если |1шг| > s<> для некоторого
■ч0 > 0;

mailto:khats@ukr.net


ЗАМ ЕЧАНИЯ О БАЗИСНОСТИ СИСТЕМ ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ

в) іі 1 f{\рк -  Рп\ ■■ к Ф ո) > 0.
Класс Sx изучался в |4| |7|. Если С € Sx , то имеем (|4)-[7|):
г) f:.і(1 + |г|)*е|ІІ,и| < |(7(г)| < <ц(1 + |^|)Аге|І,,,г|, если г £ и{л : |с -  рь | < ծ'} для 

некоторого Տ > 0;

д )  | С ' Ы І  >  с в ( 1  +  Ы ) х ;

е) EfcezUo} ! 1 + Ы Г °  < +°° при любом а  > Լ.
Здесь и далее ւ՚յ суть положительные константы. Целью статьи является дока­
зательство следующих утверждений.

Теорема 1.1. Пусть и > —1/2, х  — ~ и ~  1 / -  м (рь : к € N) последователь­
ность комплексных чисел таких, что բ\ փ р,х при к փ п. Если последователь­
ность (pk : А: 6 Z \  {()}), где р-ь  := —pk- k G N. является последовательностью 
нулей некоторой четной функции С! € Տճ. то система (y/xpk-Jv(xpk) : А* € N) 
образует базис в пространстве ZL2((); 1).

Отметим, что функция С(г) =  z~".]„(֊) является четной и принадлежи т клас­
су Sx , если X — —ѵ — 1/2 (см. [1] [.՛!]). Поэтому теорема 1.1 является обобще-

50 .*՛нием теоремы А. Пусть E,,{z\р) =  Г/ г լ \ целая функция типа Мнттаг-
к=о 1 »>

Леффлера.

Теорема 1.2. Пусть и е [—1/2; 1), р =  ѵ 4- 3/2 и (рк ■ k € N) последо­
вательность комплексных чисел таких, что р\ փ թ՚Լ при к -փ п. Система 
WlPkMtPk) ՛■ к € N) образует базис в пространстве Լ ՜(0 ;1 ) тогда и только 
тогда, когда базисом лпогц пространства является система (£"4 | ^2̂ ?ւ/շ(—t2~k ; 
р) : k € N), где zk = р\.

Доказательства теорем 1.1 и 1.2 базируются на ряде результатов М. М. Джр- 
башяиа и С. Г. Рафаелнпа с работ |1| |10|, в которых исследовались и базисы из 
систем функций тина Миттаг-Леффлера. Базисы (т" 11/ 2E \/2[—T2Zk\ р) : А՝ € N) 
изучались также в работах Г. М. Губреева [ 111 113]. С сто результатом н теоре­
мы 1.2 можно получить некоторые дополнения к теореме 1.1, но что не является 
цслыо данной заметки. Вероятно, что теорема 1.2 справедлива и для некоторых 
ѵ і  [ - 1/ 2; 1).
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2. В с п о м о г а т е л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы

Пусть и) 6 (-эо;4-ос). 7  € (-оо;4-ос), ,І € (-ос;-Изо), II/ 2iUJ[7 : 0\ простран­
ство целых функций /  эксиоисицналыюго типа а < L. для которых

(
+ОС ^
J  \х + п Г \ / ( х  + Щ 2<1х

и И/2,ш =  1-Ѵ2,Й,[(); 0]. Мы используем, в частности, следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть ш >  - I ,  2 \ + со = 0 и последовательность (рі, : к € 
Z\{()}) является последовательностью пулей некоторой функции G 6 ՏՀ. Тогда 
каждая функция /  € \Ѵ2,Ы представляется в виде.

/ ы а д

Б. В. ВИННИЦКИЙ, Ր. в . х л ц ь

(2.1) f ( z)  = Y .

и последний ряд безусловно сходится в И՛2՝".

Теорема 2.1 содержится, фактически, в работе С. I՝. Рафаеляна |5|. По в |о| 
имеется условие ш < 1. Поэтому мы приводим некоторые указания по доказа­
тельству теоремы 2.1.

Пусть —ос < а < b < 4-ос-, Da t, = {z : а < Im z < l>} и пространство
функций, голоморфных в полосе Da,b: для которых

sup \ I |/(: 1՛ 4- iy )|2 (I:г : а < у < Ь  ̂ < +эо.

Если по крайней мере одно из чисел а или Ь является конечным, то всякая функ­
ция /  € H 2(Du /j) имеет почти всюду на dDa,u угловые предельные значения (см. 

| 10|), /  6 Ь2(дПа.ь) и равенство ||/ || = ( /„ Х)вЛ | / ( з )|2 И*|) задает норму на 
H 2(Da.b). Если а € R и Ь = 4-ос, то I I2(D0ib) пространство Харди И 2(С+՝“) 
в полуплоскости С+ и =  {г : Іш г > а}. Если b € К и а =  —ос, то Н 2(й,ц,) 
пространство Харди / / 2( 0 ՜ ,հ) в полуплоскости C~՝h =  {z : Іш z < 6}.

Л ем м а 2.1. 8, 9 |/ Пусть ш > -1 .  Если /  € И/ 2՝“ [7 ;/?] для некоторых 7  =
7  6 (—тс; -Изо) и И =  Ц 6 (-ос: +оо), то /  е И''2՛"  [7 ; /3] для любых у  6 (—ос; +оо) 
и $ С ( — ос; 4-ос), причем нормы.

-fcx. +00

іі/ііи-.-[0;ап =  У ІІ/ІІГѵ— =  У | * П / ( * ) І2А--
— ло ос-
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= J  \г + пП/(х)\\Ь:, ||/||̂ .-h!fl= I  \:г + нП/(.г + Ц1)\\Ь,
эквивалміт?t.u па \ѵ 2м.

Л ем м а 2 .2 . Пусть w > - I  и f  € И''2՛". Тогда для любого z = х + гу € С 
имеет место неравенство

ІЯ*)І < ей ||/||н« .-еИ (1 + И  ) ՜ “ /2(' + Ы )"1/2-

Л ем м а 2.3. (J5, 8. 9|^ Пусть иі > — 1 и у  6 К. Если последовательность (Д  : 
k € N) функций Д. € И'2-"  является фундаментальной в \Ѵ2м, то она. сходится 
по норме и равномерно па любом компакте в С к некоторой функции /  € Ա ՜2-՜".

Л ем м а 2.4. f|5|j Пусть ш > —1. (рк ՛■ к Ь Щ последовательность различных 
комплексных чисел таких, что а < «լ < Imp* <  bi < b и inf{|p*: — p„\ : k փ »} > 
(). Тогда \ ІД Ы Р О  + |pfc|)w < СтІ/ІІи^- для любой функции f  fc IV’2".

Л ем м а 2.5. (1Г)|; Пусть ш > —1. w + Ղ\ > 0 и (pk : k € Z \  {()}) последова­
тельность нулей некоторой функции G £ Sx . Тогда если /  € И/2,і*' и f(pk) = О 
для всех к € Ъ \  {0}, то /  = 0 .

Теперь мы в состоянии очертить доказательство теоремы 2.1.
Пусть 7  = .so + 1. Для получения утверждения теоремы 2.1 достаточно убе­

диться, что

£
fc6?.\{o}

f(pk)G(z) < -boo.
( ՝  ֊  Рк)С'(Рк)

Сначала заметим, что |г“ / 2(7(г)| <  с«, если г 6 УС՜*՜՛՜1. Поэтому
i/շ

G(z)
= (  /  W"

G(z)
2 т )z ֊  рк г -  рк

1

< с8 ( / м
Ѵ/ГЧ 1

1 /2

Ра
|ek =  ец

Pfc НПО-՝)

Поскольку 7 —Imp*,- > I. то функция (z—pk) 1 принадлежит пространству Харди 
ІІ'2(С+п), причем

г̂  + оо

-  Рк
= sup < ф(г)

Рк
dz <
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где верхняя грань берется но функциям Ф 6 7/2(С ■'Դ Но с другой стороны, 
имеем (см. (10)):

і-у+ои /  \

/  -  dz  -  - 2 т г і Ѵ '( Л - )  » I У ՝  I — ^ОІІѴ^ІІ-
■I z ~Pk l  ,.=էՈո, /17—00

Следовательно, получаем 

/(Pfc)G(z)Е
АеУД{о> (z -  pk)G'{pk) <^io E  ІДм-Ж 1 +

fce7.\{<n 
4 ‘/շ /

1< Сш E  №)l20+ ЫГ E
\fc6A (0}  /  \«.-6Z\{0}

г -  !>к 

, '/a

г  -  Pi, //2(С- >) 

1/2

—Cu I E  i / ( w - ) l 2 U  ՜1՜ І Л І Г  I
\^ 6Z\{0} /

Поэтому но лемме 2.4 ряд (2.1) безусловно сходится в И՛՛2՛", а по лемме 2.5 сумма 
этого ряда равна /(г ). Таким образом, теорема 2.1 доказана.

3. Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1.1 

Мы воспользуемся следующими известными утверждениями.

Л ем м а 3.1. (|14, 15|J Пусть и > ֊1 /2 . Функция Q представляется в виде
1

Q(z) = I  \ fz tJu(zt)q(t.) dt 
о

с некоторой функцией զ с ճ 2(0; 1) тогда и только тогда, когда Q & /,-(0;+эо) 
м Q(z) = і-у+1/2р (г)) р  четная целая функция экспоненциального типа 

Ծ < 1.

Л ем м а 3.2. ('j 10, с. 07|,) Пусть ;/ > -  I. Тогда любая функция Q е L2{0 ;+оо) 
представляется в виде

+ 0О

Q{- J  y/zij„(zt

с некоторой функцией ղ е Լ2(0;+օօ). При этом, ||Q|| - ||</|| и
+ гх:

</(*)= У \/zi.lu{zt)Q{z)dz.

2 0



ЗАМ ЕЧАНИИ О ЬАЗНСНОСТИ СИСТЕМ ФУНКЦИЙ БЕСС ЕЛЯ

Следствие 3.1. Пусть и > — 1/2 и ш =  2 і/4- 1. Класс парных целых функций 
[ ^ совпадает с множеством функций, представимых в виде

1
/ ( г )  =  2 " ‘/ շ У s f7 t.J„{zt)q{t) d t, զ €  Լ 2 (0: 1).

О

При этом, II,/*IIѵѵ'2-**' = 2|МІ // справедлива двойственная формула
+ <X J

<?(*) =  У zu/2\ fzij„{zt) f{z)dz.  
о

Из следствия 3.1 непосредственно вытекают следующие предложения.

П редлож ение 3.1. ('jlCjj Пусть и > -1 /2 . w = 2/^+1 ѵ (/դ : k 6 N) после­
довательность отличных от нуля комплексных чисел таких, что р2 փ р2 при 
к փ п. Д ля  того, чтобы система (y/xpkJv{xpk) '■ к 6 N) была полной в L 2(0: 1). 
■необходимо и достаточно, чтобы последовательность (рк : к € N) не была 
подпоиіедователышстыо нулей ни одной ненулевой четной функции С £ И/2ы.

П редлож ение 3.2. fllG]J Пусть і/ > —1/2, и  =  2 ;/+  1 « (рд. : k е N) «о- 
следовательиость отличных от нули, комплексных чисел таких, что р2 փ р ՜ 
«ри А՛ ^  7(. Для того, чтобы система (^/хрй.!ѵ{хрк) : fc ՛€ М) была полной и 
минимальной в L"((); 1), необходимо и достаточно, чтобы последовательность 
(pk : к & Z  \  {0}), где /)_*■ := - рк, к 6 N, была последовательностью нулей 
некоторой четной целой функции G փ ІѴ2՝Ш такой, что (z2 — p2)~lG(z) € \Ѵ2՝Ш. 
При этом,

1

(3.1) [  y / ^ A t p n h i M d t  = I  J; ”  J
0 *

где

—  2 7  ,
(3՝2) T'fc(i) = ^тгіт^— —  /  ----------^ — 2----- 'k-

p*. G'(Pfc) ^ г Pk

П редлож ение 3.3. Пусть v > —1/2, w - 2iv + 1. (p*. : /,• € N) последо­
вательность отличных от нуля ■комплексных- чисел таких, что р\ փ p2t при
к փ п, и последовательность (рк : к 6 Ъ \  {0}), где р_д; ՛■— —рк, к 6 N, явля­
ется последовательностью нулей некоторой четной целой функции G такой, 
что (г2 — p2)~]G(z) G И՜'2՝". Для. того, чтобы система (s/xpiiJll(xpi։ ) : k € N)
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была базисом пространства Լ ՜( 0: 1). необходимо п достаточно, чтобы каждая 
четная целая, функция Р ё \Ѵ2,Ш разлагалась в ряд

2pkP(p,)G(z)

к 6 К

сходящийся в 14'՜՛“ .

Р М  -  У ՝
(z2 -  pl)G'(pk)'

Доказательство предложения 3.3 проводится стандартными методами (см. [4] 
|8|. 1111 113)) и частично содержится ниже. Переходим непосредственно к дока­
зательству теоремы 1.1. Пусть ш = 2і/+ 1. Тогда ш > 0. Функция (г2 — p2)~1G(z) 
является четной целой функцией экспоненциального типа а < 1 и функция 
zv+ 1/ 2(г2 _ p£)~l G(z) принадлежит L2(0; 4-ос). Согласно леммам 3.1 и 3.2. функ­
ции 7к{1), к 6 N, оирсделсиные равенством (3.2), принадлежат Լ2((); 1). Пусть 
զ £ J 2(Q\ 1) и Q(z) ՜  fa} \Zzt.J„(zt)fj(t)dt. Согласно лемме 3.1 Q(z) = z ։'+l/ 2P(z), 
где P четная целая функция экспоненциального тина а < 1. Кроме того.

для к € N. Следовательно, в силу теоремы 2.1, имеемՈ ր  լ )  _  Р(іж )
Օ՚ՀՐ-Л ~  (՝■

Р ( \ — V ՝ ՝  P ( l ’b)(>(z ) _  у ՝  2 p k P ( p k - ) G ( z )

՜  к , к  о, <* -  ՜  &  ֊

где последний ряд сходится в \Ѵ2,Ш. Таким образом,

у -  2К РІК )-."*ЧЧ;(г)
0 (  , ՜ Տ  ՚

и последний ряд сходится в L2(0;-foc). Следовательно, получаем

4-<х>

q(t) = [  \ / z i j u(zt)Q(z)dz [
к Й  °  <«■> I

J 7 tU z t ) z " + ՝'2G(z) ,
֊2  _  ո 2Pk

= Е Հ+1/2̂ ՚հ/,(0-
jteN

Поэтому любая функция г/ G L2(0;1) разлагается в ряд по системе (7 к : к € 
N). Кроме того, выполняется (3.1). Следовательно система (7к ■ к € N) имеет 
биортоголальиую систему. Поэтому (7*.. : к € N) базис пространства Լ2(0:1). 
Значит базисом является и биортогопалыіая система. Поэтому {^/xpkJ„{xpk) : 
к 6 N) базис. Таким образом, теорема 1.1 доказана.
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4. Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1 .2

Пусть и 6 R и Д£(і') класс целых функций /  порядка < р и типа < <х, для 
которых

+ 00
| 2 __/  I г / ,ЛІ2..І/

- / !/(*■)! г" rfr < + 00.
о

•/2/Л ем м а 4.1. /]10, е. 351|j Пусть и 6 (—1; 1) и // =  г/ + 3/2. Класс Л /  (і/) совпа­
дает с множеством целых функции / .  допускающих представление вида 

1

/(г )  = J  Еі /2{-т2г\р)т^~х<р{т) dr. ip е L2(0:1).
ո

Яр?/, этом, нормы Ц /ІІ^/2̂  w |խ|| являются .эквивалентными и справедлива 
двойственная формула

и ֊ ы г ) f  >՛ ; I « է ,
о

Из леммы 4.1 непосредственно вытекают следующие предложения, которые 
являются аналогами соответственных результатов из |4| |8]. |11]. (12), |17|.

П редлож ение 4.1. Пусть и 6 (-1 ; 1), բ = ѵ + 3/2 и (շ*. : А- € N) произвольная 
последовательность различных комплексных чисел. Д ля  того, чтобы система 
(т*1՜ 1 Ei/շ Լ ֊ T2Zk',lt) : к a N) была полной в Լ Հ(0; 1), необходимо и достаточно, 
чтобы последовательность (շ* '■ к 6 N) не была подпоследовательностью пулей 
ни одной ненулевой функции Е £ Л ՝/ 2(іу).

П редлож ение 4.2. Пусть ѵ 6 (—1; 1), ц  = ѵ + 3/2 ?/. {zk : А: 6 N) произ­
вольная последовательность различных комплексных чисел. Д ля  того, чтобы 
система (т*1՜ 1 £ դ /շ (-т2г*..;/t) : А: 6 N) была полной и минимальной в L2(0:1), 
необходимо и достаточно, чтобы последовательность (г*. : А՛ 6 N) была по-

I /2слсдоватпслъностью нулей некоторой целой (функции Е ^ Л /  (//) такой, что 
(Հ ֊  Zl) ֊ lE ( 0  е л \ /2(^).

П редлож ение 4.3. Пусть ѵ 6 (—1; 1), /t — ;v + 3/2 гі последовательность 
(zk '■ к 6 N) различных комплексных чисел, является последовательностью ну­
лей некоторой целой функции Е такой, что (С, -  2і)~ ’Е(() 6  Д/гл т о ­
го, чтобы система (тի 1 Еі/2( — г2г/,;//) : к £ N) была базисом пространства
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/,"((): I), необходимо и достаточно, чтобы каждая функция П £ Л\'^(и) разла­
галась в ряд

/л ^ / - л  П (гг л )Н (С )

(4Л) ft(C) = S ( C ֊ ^ ’
сходящийся а Л\^2(и).

Зам ечание 4.1. Пусть и > — 1, ы = 2и 4- 1 « (pt : А: £ N) последователь­
ность отличных от пуля комплексных чисел таких, что րԼ փ ք)Լ при к փ п. 
Тогда последовательность (/>*. : k £ Z \  {()}), где р֊к = —рк, к fc N, явля­
ется последовательностью нулей некоторой четной функции С такой, что 
(շ2 — p2)~lG(z) £ W 2m если и только если, последовательность (Zk : fc £ N), 
Zk — p\, является последовательностью нулей некоторой функции Е такой, 
что (С — z\) *!£(£) £ Л\/2(и). Кроме того, функция P[z) = il(z2) принадлежит 
УѴ2'̂  тогда и только тогда, когда £ >lj^2(i/). Поэтому предложение 3.8 эк­
вивалентно следующему.

П редлож ение 4.4. Пусть и > -1 /2 , w = 2и + 1, (рк : к £ N) последователь­
ность отличных от нуля. комплексных чисел, таких, что р\ փ րԼ при к փ п. и 
последовательность (г* : А € N), где г* := թ՛է, является последовательностью 
нулей некоторой функции Е такой, что (С — ֊ւ) ՜ 1 Н(<С) £ Л՝/ ՜ (и) .  Д ля того
чтобы система. (y/xpkJ։,(xpk) '■ к £ N) была біиисом npocrnjxmcmaa L2(0: 1),

1 /2 /необходимо и достаточно, чтобы любая (функция ІІ £ (и) разлагалась в ряд
1 /2(4-1). сходящийся в Л լ ~(ѵ).

Теорема 1.2 является непосредственным следствием предложений 4.3 и 4.4. 

A b strac t. We find sufficient conditions for the lmsisness of the system (y/xpkJv(%Pk) '■ 
k £ N) in the space L2(0; 1) and established the relationship between an approximation 
properties of this system and the properties of the system ( t" +1/2/Jj/2(—r 2p \ \ /t) : 
k £ N). where is the Bessel function of the first kind of index и and Ef,(z;p) is 
the Mittag-Leffler-type function.
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А ннотация . D настоящей работе описываются все подсистемы многомер­
ной системы Хаара. которые являются демократическими системами u &і(0. l) rf.

M SC 2010 num bers: 41AG5. 4GB20.
К лю чевы е слова: гридн алгоритм; многомерная система Хаара в L': подси­
стема системы Хаара.

1. В в е д е н и е

Пусть Ф =  {՛!/>„} нормированный базис и Банаховом пространстве X. Тогда, 
для любого элемента т € X  будем иметь разложение

то
(1.1) » - 5 > ( , ) * ,

гг—1
с lim с„(х) =  0. Положим Ф0 =  0 и индукцией но m  построим последовательность 
множеств натуральных чисел {Ф,„} удовлетворяющих условиям:

Фот- і  С Ф,„, #Ф m =  гп и нііп I г,і(х) |>  max | с,-(:с) | .»€Ф,и і£Фг>,
Множества Фт  могут определяться неоднозначно, но в рамках наших рассужде- <*
ниіі это не имеет значения. Положим

(1.2) Gm(r) =  Gm(x, {Ф,„}) =  ^ 2  с. , ( х ) Ф і .

)'еФ„.

Фактически, для получения Gm (x) нужно из разложения (1.1) взять тп слага­
емых с максимальными значениями | С і ( х )  |. Элемент G„,(.т) называется гриди 
аішрокснмаитом х по системе Ф, а этот метод приближения элемента х с по­
мощью нелинейных операторов G m - гриди алгоритмом. Подробнее о гриди ал­
горитмах в Банаховом пространстве можно почитать в книге [1|. Лучшее, что

1 Исслсдокапін- выполнено при финансовой поддержке ГКН МОП РА в рамках научного 
проекта N SCS 13-1AS13.
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можно ожидать от гриди алгоритма, это равенство
г ’»

||.т  -  ( ? „ , ( x ) | |  =  r r , n ( f )  ■= in f  i n f  | | /  -  ^  М - Ь ,  II •
k j , . . . , k ,n £ N  и ! €  ո  Հ— 4і = 1

О пределение 1.1. (см. \2\) Базис Ф называется гриди базисом в X  если суще­
ствует число С  >  1 такое, что для любого х 6 А'. т  6 /V и для некоторой по­
следовательности {(7,,,}. определенной согласно (1.2), будут выполняться сле­
дующие соотношения.

||:г -  С»,„(.т)|| < С  ■ <тгп(:ѵ), m  =  1,2, . . .

В той же самой работе авторы оиисали гриди базисы, попользовав понятие 
демократической системы.

О пределение 1.2. Множество ялемептои Ф (не обязательно базис.) называ­
ется демократической системой, в X . если существует число С  >  1 такое, что 
имеем .место соотношение

(1-3) В І > І І < С Ч І 2 > Ц
іе^ іен

для любых конечных множеств натуральных чисел А и В с # .4  =  # В .

Теорем а 1.1. (см. \2\) Веши Ф является гриди, базисом в X  тогда и только 
тогда, когда он является, безусловный и демократическим в X .

Далее, некоторые свойства демократических базисов были изучены в [3| и 
[4|. В работе [5] были описаны все демократические подсистемы системы Хаара 
в £ ՛((), 1). В настоящей работе мы обобщаем этот результат на многомерную 
систему Хаара. „

Напомним ее определение. Пусть ©„ множество всех двоичных интервалов 

длины 2 И =  Առ X 'Dn х . . .  ж '£>„ множество всех rf-мерных двоичных кубов 
с ребром длины 2 ” . Также положим V ՛  =  Ц , BjJ. Для двоичного интервала 
5 =  [а, Ь) € '£>„ обозначим

<*•<> I J m J

(1.5) г<‘>(<) =
2" : /. е  [«, ^ )
_շո  . , е [Е±Ь ^

О : է փ [а, Ь).
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Также положим Ձէ =  {['■). j )  : 0 6 Х>'\ 1 <  j  <  2d — 1} U ([0, l)'y, 0). Каждому эле­
менту из .'К соответствует одна функция из многомерной системы Хаара. Пусть 

3 =  Di X Օշ X . . .  X За €  и 1 < j  < 2,լ — 1. Положим
л

=  ....... ՝ t։‘) -  I K ‘V«>.
t.=1

d
где числа f; € {(), 1} являются цифрами двоичного разложения j  =  ^  էչ2 .

I —-1
Многомерной системой Хаара называется множество {hp.j) : 0 - j )  6 И} сов­

местно с функцией /'([0.1 )■'.«) =  1- Так-как конечное количество элементов не 
может повлиять на свойс тво демократичности системы, то без ограничения общ­
ности мы не будем рассматривать функцию /*([с».і)-'.о) KrtK элемент многомерной 
системы Хаара.

Коэффициенты разложения Спл  определяются согласно формулам 

(1-6) c(3j)(f)  =  М(3) [ hCJJ)f(ll1՝

где /і мера Лебега в R‘l.

Для двух двоичных кубов 'J,3 £ Х><( с <} С 3 обозначим

(1.7) C a a )  =  { A e ' D J : g c A C J }

Основным результатом настоящей работы является следующее утверждение.

Теорема 1.2. Множество фунщий является демократической си­

стемой в L \((I, l ) rf тогда и только тогда, когда существует натуральное число 

М  >  1 такое, что для любых 'J.3 € 2>'г с 3 С 'J с #С(0,3)  > М  существуют. А с 
3 С Д С 'J и к, с 1 < к < 2՛1 — 1 такие, что (А,к)  ֆ {(3n, j„ )} ՛

է
2. К о л л е к ц и и  п о  д в о и ч н ы м  к у б а м  и о ц е н к а  н о р м ы  ф у н к ц и и  п о

КОЭФФИЦИЕНТАМ РАЗЛОЖ ЕНИЯ

В этом параграфе мы докажем несколько лемм, с помощью которых доказы­
вается основной результат.

Л ем ма 2.1. Пусть иліеются функция /  € Լւ(0,1)'( и двоичный куб 0 € Т)'*. 
Тогда для любого натурального г, 1 <  і < 2d — 1 имеет место следуюиі,ее соот- 
поше.ние

ІІ/ІЬ := [  У  I d,l > | cp t0( / )  I .
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ДЕМОКРАТИЧЕСКИЕ ПОДСИСТЕМЫ МНОГОМЕРНОЙ СИСТЕМЫ XAAl’A 

Доказательство. Согласно (1.6) имеем, что

I сІГ і )(Л \< րՀ 1 ) Լ  I hp.:i)f  I Ф  = 1 1 / 1 = IIЛЬ-

□

Для любых /  € ճ լ (О, I)'/ и 3 € обозначим

2՛'֊ 1
PaW  =  / ֊ E Z % ) t / ) W

a o  j=i

Л ем м а 2.2. Пусть функция f  € Li (0. l ) rf Jt двоичные, кубы 3 u 3 таковы, что 

1) I с(з,»)(/) |<  I любых (3 ,0  С ՅՀ,
2} 3 С а « /*(3) =  2»Ѵ(3),
3) С(л,,:„)(/) =  0 для некоторого 1 < іу < 2(І — 1.

Тогда ЦІРЛЛІЬ < 1 -  2 ՜' ' .

Доказательство. Определим число А: из условия /і(0) — 2~ы . Для любого 0 <
і < к существуют ровно 2՝1 — 1 функций из системы Xaapa, которые имеют мо­
ру 2 ՜ ”1 II которые не равняются 0 на множестве 3. Абсолютные значения этих 
функций на 3 равняются 2пІ. Суммируя эти абсолютные значения и учитывая, 
что все коэффициенты разложения функции /  но абсолютной величине не пре­
восходят 1, получим, что на множестве 3 абсолютное значение функции Р;і(/) не 
превосходит

k - i
^ ( 2 ՛'  ֊  1) • 2Ы +  (2՛1 -  2) ■ 2̂ к 1 '>՛1 =  2Ы -  շ№ М  -  1.
і=0 •

С учетом того, что /t(3) =  2~ы  убеждаемся в справедливости леммы. □

Так как конечное количество элементов не могут повлиять на свойство демо­

кратичности системы, то мы будем полагать, что функции /і([ол)'',!)> • • і (̂(օ,ւ)'',շյ -ւ) 
не припадлежат множеству {/1(;յ„,յ„)}՛

Для любого натурального я через А„ обозначим множество всех двоичных 
кубов Д для которых

1) существует г, 1 <  і <  2'1 -  1 такое, что (Д. і )  ^ {,р»мі«)}:
2) существует к ,  1 <  к  < $ такое, что 3* С Д, n(‘Jk) =  2~‘Ѵ (Д) 11 (Зь і*) €
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Заметим, что при непустом множестве множество Л.ч гоже будет
непустым. Исходя из определения, легка проверить справедливость следующей 

леммы.

Л ем м а 2.3. Пусть система удоіілетііормеіп. уславши теоремы 1.2.
Тогда для любого натурального я с.щіиведливо следующее, соотношение

-  շ ա ՛

Теперь докажем главную лемму, исходя из которой мы докажем теорему 1.2.

Л ем м а 2.4. Пусть система удовлетворяет условию теоремы 1.2.

Тогда

( 2 - 1 )  IIЛ*II 2 ( л ;  , ]) ,/>

г д е  f n  =  Е Г = і  h V , , i . ) ՛

Доказательство. По индукции но #Л„ докажем, что

(2-2) * Ш  >  — г ,

откуда, с учетом леммы 2.3 получим утверждение леммы 2.4.
При #Л„ =  1 согласно лемме 2.1 имеем, что

II Z > 1 .
»=1

•то ес ть условие (2.2) выполняется. Предположим, что условие (2.2) выполняется 

нри #Л„ =  т  и докажем для случая #Л„ =  т  +  1.
Выберем из Л„ самый маленький но размерам куб. Обозначим его через J. 

Согласно определению множества Л„, существуют числа і и к для которых

1) с(д.,•,(/„) =  0. 2) г№..„ ,( /„ )  =  I. 3) ок С Д и բ(Յհ) =  2 -'Ѵ(Д). 

Учитывая лемму 2.1 имеем, что ||/„ ||at  >  I . а согласно лемме 2.2,

н а д . ) ік  < 1 -  շ՜*'-

О учетом этих неравенств заключаем, что

Ш \  =  | | Р з * ( / » ) И  +  II/ « I k  ֊  | | Р з * ( / « ) 1 Ь ,  >  І І Р з * ( / « ) І І  +  2  " •

Для завершения доказательства остается заметить, что для оценки ||Рп» (/и)|| 
можем применить предположение индукции дли #Л„ ֊֊ т.  □
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3. Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1.2

Достаточность. Пусть условия теоремы выполняются. Заметим, что если неко­
торое множество удовлетворяет условиям теоремы, то и любая се под­
система также будет удовлетворять этим условиям (при том же значении М). 
Поэтому, нам достаточно оценить только норму функции

Ո

ք ո  =
ք=1

Согласно лемме 2.4, имеем, что

— շ( л/+і ’
а с другой стороны, с учетом неравенства треугольника имеем, что ||/„|| < п. 
откуда и следует демократичность системы ,;„)}•
Необходимость. Предположим противное. Дчя произвольно большого М  поло­
жим А' =  (2 — 1)А/ и выберем кубы З і ....... Зм такие, что

1) Зк с  Зк— I для 2 < к < М

2) =  ‘Հ՜՚կՀՅհ ւ) ДЛЯ 2 < к < М ,
3) (3fc> і) € {(3n,in )} Д-чя 1 < к <  М  и 1 < і < 2d — 1.

Легко проверить, что

ДЕМ О КРАТИ ЧЕСКИЕ ПОДСИСТЕМЫ МНОГОМЕРНОЙ СИСТЕМ Ы  ХААРА

м  շ՛' 1

£  £  հ<^-՝) =  
к- 1 с-1

МЗТЛ " 7 Ш  : է(£3ք“
~ Ж Г ) : і <е З і \ З м

о : t i 3 1

М  2 * '-1

откуда заключаем, что

(3-1) | | £ £ л<з - о | | <2 -
к= 1 і=1

С другой стороны, выбран последовательность кубов ЗСі, . . . ,  Х ц  таких, что

1) (X,;. Г) 6 { (J„, յ՛ո)} ДЛЯ всех 1 < і < N,
2) ՁՕ, Ո X , =  0 для всех 1 <  і փ j  <  Лг, 

будем иметь, что
іѴ

^ / г (;)Сі,і) ||= ІѴ  =  (2'/ ֊1 )М .
£=ւ

Сравнивая с (3.1) заключаем, что система не является демокра тической системой 
в Լւ(0. 1)''.

A bstract. In this paper we describe all subsystems of the multiple Ilaar system that 
are democratic systems in Լ  լ (0,1)'*.
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А н н о тац и я . В данной работе характеризуются сверхтождества многооб­
разия слабо идемнотентных решеток, которое >!І5ЛЖѴІЧ:Я нильпотентным за­
мыканном многообразия решеток. Доказывается существование конечного 
базиса для таких свсрхтождеств.

MSC2010 numbers: 03В15, 08А05, 03С05. 03С85. 0GA99.
Ключевые слова: сверхтождество; слабо идем потентная полурешетка; слабо 
идемиотентная решетка; слабо идемиотентная квазирешетка.

1. В в е д е н и е

Имеются различные расширения классического понятия решетки. В работах 
|1|, |2| вводится понятие слабо ассоциативной решетки, а и работах |3) - [5| - 
алгебры с системой тождеств, которые мы называем слабо идемпотентпымн ре­
шетками.

Определение 1.1. Алгебра с одной бинарной, операцией (L; Л) называется сла­
бо идсліпотентноЛ полу решеткой, если оіиі удовлетворяет следующим тожде­
ствам:

(1.1) a Ah — b А а, (колімутативность)

(1.2) (а Л Ь) Л с =  а Л (6 Л с), (ассоциативность)

(1.3) я Л (Ь Л b) =  а АI). (слабая идемпотентность)

Добавив тождество идсмотентпости: а А а  — а, получим полурстетку. Мно­
жество всех идемпотентпых элементов каждой слабо идемпотепіпной полу- 
решетки обригует полурешетку.

Определение 1.2. (см. [3] - [5jj Алгебра (L: Л,Ѵ) с двумя бинарными опера­
циями называется слабо идемпотентной решеткой, если се редукты (L: А) и
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(Լ; V) являются слабо идсмпотеитиыми полурсшстками. а такж е выполня­
ются следующие тождества:

(1.4) о Л (ծ V о) =  а Л а, а V (& Л а) — а V а, (слабое поглощение)

(1.5) аЛ а — «Ѵа. (уравненность)

Множество всех идемпотентов слабо идемпотентной решетки будет решеткой. 
Существуют алгебры, являющиеся слабо идемпотептпыми решетками, но не яв­
ляющиеся решетками.
Например, (Z \  {0}; Л, V), где х Л у =  (|х|, |у|) и х V у  =  [|:г|. |у|], для которых 
||х |, |у|) и [1.7՝I. |у|] соответственно наибольший обший делитель и наименьшее 
общее кратное элементов |ат| и |յ/| является слабо идемпотентной решеткой, но 
не будет решеткой, поскольку для отрицательных х имеем: х Л х փ х.
Скажем, что слабо идемнотентная решетка ( і;  Л, V) дистрибутивна, если она 
удовлетворяет обоим тождествам дистрибутивности:

X Л (у V z) = (х Л у) V (х Л г),

X V (у Л г) = (.с V у) Л (х V z).

Каждой слабо идемпотентной решетке соответствует квазипорядок в, который 
определяется следующим образом:

хѲу +->■ X  Л г/ =  X Л X.

Заметим, что онерацпи слабо идемпотентной решетки сохраняют ее квазшюря- 
док. •»
Напомним, что сверхтождество формула второго порядка следующего вида:

Ѵ А ' і , . . . , А ' т Ѵ : і - | , . . . , х п ( ш і  =  w2),

где X . Х,„ функциональные переменные, а хі У. . . , х„  предметные пе­
ременные в словах (термах) սղ. աշ. Сверхтождества обычно записываются без
кванторных приставок, те. как равенстза: ti?i = w-չ. Скажем, что в алг ебре (Q-, F) 
выполняется сверхтождество w\ ֊  а; >, если данное равенство справедливо когда 
каждая функциональная и каждая предметная переменные заменены соответ­
ственно на произвольную операцию соответствующей арности из F и на произ­
вольный элемент из Q (см. [0] |8|).

Д. С. ДАВИДОВА. Ю. М. МОВСИСЯН
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Очевидно, что слабо идсмнотентная решетка Լ =  (L; А, V) дистрибутивна тогда 
it только тогда, когда в ней выполняется следующее сверхтождество:

Х(Г(х',;ѵ),г) = Г(Л-(г,г),.Ѵ(г/,л))

Характеризации сверхтождеств многообразий решеток, модулярных решеток, 
дистрибутивных решеток, булевых, а так же деморгановых алгебр были даны 
в работах [7] [ 12]. О базисе сверхтождеств в термальных (полиномиальных) ал­
гебрах см. (13] [15]. О приложении сверхтождеств и дискретной математике см.
|1С|.

Скажем, что свсрхтождсство выполняется в многообразии V, если данное 
верхтождеетво справедливо в каждой алгебре многообразия V. В таком слу- 

чае данное сверхтождество будет называ ться сверхтождес.твом многообразия V.
Сверх тождес тво (или тождество) սղ = w-չ называется однородным (или регу­

лярным по А. И. Мальцеву), если в слова ?«| и іѵ> входят одни и тс же предмет­
ные переменные. Каждое сверхтождество многообразия слабо идемнотентных 
решеток однородно. В настоящей работе характеризуются снерхтждества. много­
образия слабо идемнотентных решеток.

2. Н е и д е м п о т е н т н ы е  ф у н к ц и и  П л о й к а

Алгебру 11 =  ({/; Е) назовем суммой своих попарно непересекаюіцихся подал- 
гебр (Հ7,;; Ճ)), где і. е J. если справедливы следующие условия (ср. (!7|-[10|): 
і) Եկ Ո Uj = 0, для всех i . j  £ I, г փ j\

>0 U =  U,G/ Ui\
iii) На множестве индексов I существует отношение “<"такое, что (/; <) -  верх­
няя нолурешетка со следующими свойствами;
іѵ) если г < j ,  ТО существует гомоморфизм <քկ : (У<; Տ) i-4 (f/j-,E), где <рц(х) — 
F l(x , . . . ,  х) для любой Операции F, е Е, х  6 U, и іpit3 ■ -  у>і,к, г < j  < к;
v) для всех А  € Е и для всех жі , . . . ,  х п 6 Q справедливо равенство:

Ж *!, ■ 5 Хц ) (*̂ 1) 1 * • ,tii ( )) 1

где арность |Л| =  п,х  і € Ui, , . . . , x„  € Ո ,. , *n € / ,  to = տսբ{ո, . . .  , in} .
Заметим, что однородное тождество, справедливое во всех попарно нспересе- 

кающихся подсистемах, справедливо и на их сумме, что непосредственно следует 
из пункта ѵ) определения Следовательно, каждое однородное сверхтождество,
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справедливое во всех попарно ненересекающихся подалгебрах, справедливо так­
же и на их сумме.

Определение 2.1. Пусть U = (С/; S) произвольная алгебра. Бинарная функ­
ция /  : U X U —> U называется нсидемпотентпой функцией Плонка для алгебры 
И, если она удовлетворяет следующим тождествам (ср. |17| - |19|/՝

1 ■/(/{*■. У), z) =  f {x, f (y , z) ) ;
ձ.ք (х, х) = Ft(x, . . . .  х), для любой операции Ft е Е;
■?-/(х, ./'(?/, г)) =  /(■'-՛, / (  г. ;</)):
4-f(Ft(x\ , .. •,£»{())• J/) = F,(f(xu y ) , . . . f ( x llW . у)), для любой операции Ft £ Е; 
■5-/(?/, F/(.Ti,. . .  ,а‘М(/і))) = f (y,Ft [ f (y ,xL) , . . . f ( y , TnW))), для любой операции 

F, € Е;
6. f (Ft (xi , . . . , xn(i)).Xi) — Ft(xi , __ .т„(/)) с̂ігя всех 1 < г < n(/)j. для любой

операции Ft € К;
7./(F,(:r,: . . . , x Il(„ ),F ((a: i ....... .тп(0)) = F,(x\ , . . .  Лгя любой операции

Ft .eE.
8. f(x. f( . r,y))  =  /(.г-,;/).

Теорема 2.1. Каждой не идем потентной функции Плонка алгебры it = (U: Е) 
соответствует представление ІІ как суммы своих попарно ненересекающихся 
подалгебр.

Доказательство. Определим на множестве U отношение а С U х U следующим 
образом:

aab <-> /(о . Ь) =  /(й.*а), /(6. а) = /(6,6),

где /  неидемиотентная функция Плонка данной алгебры 11. Отношение о 
эквивалентность на множестве U. Обозначим соответствующие классы эквива­
лентности через Ui,i € I. Таким образом, получаем разбиение множества U 
на попарно неиересекаюшнеся подмножества С/, С U. i € I. Докажем, что Ѵі 

подалгебры. Действительно, если «і,...,а„(<) € Ui, г 6 I, тогда для любого 
Ft е Е, (|F,| =  է) имеем:

/(F ,(a ! . . . . ,  «п{4)),« ,) = F((«i. . . .  «„(()) = f (Ft (ai , . . . anW),Fi.(au . . . , a„ il]));
/ ( « 1 : F («1......."„{/))) =  /(nI - Ft( /(n ,, a i) , . . .  / ( a , , rt„(Z))))
= /(« I , (Ft(aI, . . . .  «I).......Ft(a i,-----fli))) == /(« I , F,(at...........a i))

շ
= F,(ab • • • ,« i) =  / ( a t,fti). т.е. Ft («и, . . .  ,«„(,)),ai 6 Նկ.
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Теперь на множестве индексов I определим порядок "< "следующим образом:
Կ < կ  тогда и только тогда, когда существуют а € է/#,, 6 6 Սկ такие, что /(/), а) = 
f(b.l>). Данное определение превращает множество I  в верхнюю полурешетку. 

Определим отображение ѵ?і, : £/*, ►-» է/յ2 для կ  < կ  следующим образом:

= /(«-ծ).

где b €  Սկտ Օ. €  . □

3. О ПОДПРЯМО НЕРАЗЛОЖИМЫХ СЛАБО ИДЕМПОТЕНТНЫХ КВАЗИРЕШЕТКАХ

Определение 3.1. Бинарная алгебра. И =  (I/: Е) называется слабо, идемпо­
тентной квазирешет кой, если она удовлетворяет следующим сверхтождествам:

(3.1) X{x,x)  =  Y(x,x),

(3.2) Х(х,у)  =  Х(у,х) ,

(3.3) X( x , X( yyz)) =  X(X(x,y) , z ) ,

(3.4) Х(х,Х(у,и))  = Х(х,  у),

(3.5) X ( Y { X f a y ) , z ) , Y f a z ) )  =  Y{X(x,y) ,e) .

Заметим, что каждая слабо ндеміютеігпіая решетка и каждая слабо идемпо- 
тентная иолурегиетка удовлетворяет сверхтождествам (3.1) - (3.5).
Далее, докажем ряд сверхтождеств, справедливых во всех слабо идеміютеитиых 
квазирешетках. Докажем следующее сверхтождество:

(З.С) Х(х: X(Y(x,  у)), Г(г/, z)) =  X(Y(z ,  у ), х);

Во-первых заметим, что следующие сверхтождества непосредственно следуют из 
сверхтождеств (3.5) и (3.2);

(3.7) X(Y(X(Y(z , y) . x) , X(y , x) ) . Y{x , X(y ,x) )  =  Y{X(Y(z , y) ,x) ,X(y ,x) ) ,

(3.8) X{Y[X(:v,y) ,x) ,Y(y,x))  =  Y{X(x,y) ,x) .

Действительно, докажем сверхтождество (3.7): 
Х (У (Х (Г(г. !/) .г ) Д ( !/.і)) ,Г (х .Х (!/,.г)))

=2) X( Y( X( y , *), Х{х,  Y ( z , ;i/))), Y (X(у, х), х))
(֊ 5) Y(X(y ,x) ,X{x,Y( z , y) ) )  (=Հ’ У (*(У (г,у),*),Ж (у,*)).

Справедливость сверхтождества (3.8) вытекает из сверхтождества (3.5) при 
г =  X. Следовательно, получаем

СВЕРХ ТО Ж Д ЕСТВ А  СЛАБО ИДЕМ ПОТЕНТНЫ Х 1*ЕШЕТОК
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К (*(1Г(*,|0,*),Х (*,х)) (֊ 7) X(Y{X(Y(z . y) ,x) ,  Х(у.  *)), Y(x, Х(у,х))  (=> 
X(Yi X(Y{z , y ) , x )X(y , x) ) , X{ Y(X{x , v ) , x) , Y(v tx)) (= '  
X(X(Y(X(Y( z , y ) . x) , X(y , x) ) , Y(X(x , y ) , x ) ) , Y(y ,x)) (=?) 
X(Y(X(Y(z , y) ,x) ,X(y ,x) ) ,Y(y ,x) ) .
Таким образом, мы получаем следующее сверхтождество:

(3.9) Y(X(Y(z .  y). x) .X(y,x))  = X { Y ( X{ Y l z i y ),x), X(y,  x)) .Y(y.  x)).

Теперь докажем сверхтождество (3.0). Имеем
X(x. X(Y{x , y ) ,Y(y , s ) )  (3'2)= (:,:i) X(X(T,Y(y, z ) ) ,Y(x, y) )  {= }

X(Y(X(x.  Y(y,  z)), X(x , //)). Y(x, y)) (;І!Ѣ (3'2)
Y(X(Y( z , y ) , x )xX{3i.x)) =M X(Y(z,y) ,x) .
Таким образом, сиерхтождество (3.0) доказано. Заменив в сверхтождестве

(3.0) у на У'(х,у), получим:

Х(х,  X(Y(x.  Y(x, у)), Y(Y(x,  у), z))) =  X ( Y ( z ;Y(x, у)), х).

Согласно сверхтождествам (3.2)- (3.4) получаем: Y(x.Y(x,y))  =
Y(Y(x,x) , y)  = Y(y, Y(x,x))  = Y(y,x)  = V(a\y). Следовательно,

(3.10) X(x,X(Y(x,y) ,Y(Y(x, y) , z ) ) )  = X(x,Y(z .  У (х,у)))-,

(3.11) Y( X{ Y( z , y ) , x ) t X{y,x))  = X { Y ( X { Y ( g , y ) , x ) , X M \ y { » ^ ) ) -

Сверхтождество

(3.12) X(Y(y, z ) ,X(x,Y(x,y) ) )  =  X(Y(z , y) , x)

является следствием сверхтождеств (3.2), (3.3) и (3.0). Действительно,
X(Y(y , z ) ,X(x,Y(x,y) ) )  (:,'Ѣ(г,':1) X ( X ( x . Y ( y , z ) ) . Y ( : , X ( x , Y ( y . z ) ) .  

Подставим в (3.12) у — z , получим:

(3.13) Х (у ,Х (хУ (х ,у ))) =  Х(у,х).

Докажем следующее сверхтождество:

(3.14) Y (Y (x,X (y,Y (y,z))),z) = Y(x,Y(y,z)),

Для этого необходимо доказать следующие два сверхтождества:

(3.15) X (Y (x,y),z) =  X(X(Y(x, y) . z ) .Y(Y(x. y) , z ) ,

(3.10) X( y , Y( y , z ) ) =Y( y , X( y . z ) ) .

Сперва докажем сверхтождество (3.15):
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X( X( Y( x :y) , z) ,Y(z .Y(x,y)) ) .
Заметим, что из снерхтождестева (3.15), воспользовавшись сверхтождествами
(3.4) и (3.1), при х — у, получаем:

(3.17) X(y, z)  =  X(X(y. z ) .Y(y, z ) ) .

Действительно,
X(X(y , z ) , Y(y , z ) )  (= :' X ( X ( X ( y , y ) , z ) , Y { Y ( y , y U )  (= °  

X( X( Y( y , y ) , z ) ,Y(Y(y, y) , z )  <3=1!і> X(Y(y,y) , z )  (= 1 X( X ( y , y ),z) (֊ Л) X(у,  z). 
Далее докажем сверхтождество (3.16):
X{y.Y{y. z ) )  1ЛЛМ*Л) Y(X(y . Y(y :z)),y)  (֊ 2) У(у, Х(у,  Y(y,  է))) (=5) 

Y(y ,Y(X(y ,Y(y . z ) ) ,X(y , z ) )
Y(y, Y(X (у. Y(y , z)), X(X(y ,  Y(y,  г)), г)))
Y(y ,  X ( X ( y ,  Y(y ,  z ) \  z))  '=  1' У(з/, X ( X ( y ,  z), Y ( y , ,֊))) ' ֊  7) У (у , X (y , .֊)).

Теперь получим Сверхтождество (3.14). Имеем 
y'(r(x֊,X (j/,r(v,2))),z) ( =  '° К (Г(х,У (у,Х (у,г)))^ ) (І Я) 

Y(x,Y(Y(y , z ) .X(y , z ) ) )  (3=17) У(г .У (?;, г)).
Согласно (3.14) имеем:

(3.18) Y(Y(x,X(z ,Y(y, z ) ) ) , y)  =  Y(x,Y(y, z)) .

Для дальнейшего нам необходимо также доказать следующее сверхтождество:

(3.19) ЛГ(:г, Y{x, Х(у,  Y(y.  z)))) = Х(х, Y(x , Х(г, V(^. *)))).

Имеем:
X ^ y f o X f e .y f o ,* ) ) )  (֊ 5) Х(гД'(Ѵ'(і,А-(;Ѵ,Г (у ,г )))),У (х,У (|/,г))) (:= 4) 

X(x,X(Y(x,  Y (у. Y (у, z))), Y(Y(x,X(z .  Y(y,  г)), у)))) ( = Պ 
Х(х,  У(У(х, X{z,  Y(y , *)))/„)) (3=14) У (X, Y(y,  z)).
X(x , Y(x ,X(z , Y(y , z ) ) )  (֊ Г,) X ( x , X ( Y ( x , X ( z , Y ( y ^ m Y ( x . Y ( y ,z))) (= 8)
X (x ,* (У  (*, Y(z , Y( y , г))), У(У(.т, Х(г, У(у,г)), у)))) (= 0) 
Х (х,У (У (х,Х (г,У (у ,2))),У)) (= 4) У(а:,У(у/, г)).
Следовательно,

(3.20) X (x,y(x ,X (*/,y(j,,z))) =  У(*,У(у,*)),

(3.21) X(z ,  Y( x , X( z , У (շ/, г))) =  У(*. У(у, г)).

Из сверхтождеств (3.20) и (3.21) следует сверхтождёство (3.19).
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Лемма 3.1. Каждая слабо идемѵотсптная квазирешетка (Q . A . D) с двумя 
бинарными операциями является слабо идемпотентпой решеткой или суммой 
своих попарно непсресетсаюіцихся подалгебр, которые являются слабо идемпо- 
тентными решетками.

Доказательство. Зададим отображение /  : Q х  Q —> Q следующим образом:

/(••с, у) = А(х,В{х,у))  ֊  В(х. А{х.у)).

Докажем, что /  неидемиотентная функция Плонка. Корректность отображе­
ния J непосредственно следует из сверхтождества (3.1С). Проверим условия 
определении 2.1.
I- f { f (x , y ) , z )  =  f (A(x,B(x,y)) , z)  = A(A(x,B(x,y)) ,B(A(x,B(x,y)) . z))  (=  11 
Л(Л(а:. В(X ,  у)), А{В{А{х, В(х. у)), г)), В(В(х,  у), z)) <ЗЛ8І ( 3'2)
А(А(х, В(х, у)), А(В(Л{.г. В(х, у)): z), В{B(z, А(х. В(х. у))), г))) ( =10)
А(А(х. В(х,у)),  B(U(z,A(x,  В(х,у))).  у)) ( =  8)
А{А{х, В(х,у)),  В(В(хуу), г)) (= !> А{х, А{В(х,у),  В(В(х,у),  z))) (‘=Ш) 
A(x.B(B(x,y) .z)) .
/(;v.J(y . z )) = f(x. ;A(yB(y,z) ))  = A(xJJ(x,A(y,Y(y,z))))  <:= ' ] 
A(x,B(x.B(y,z)))) .

2. f (x,x)  = A(x, B(x.x)) A(x,A(x.x))  '=^ A(x, x)=B(x.  x).

3- f (x , f {y , z ) )  = f{x,  A(y, B(y, z))) = A(x, B(x, A(y, B(y,  г)))); 
fix.  f(z.  y)) = f(x.  A(z , B(z. y))) = A(x, B(x, A(z , B(z.  ?,)))).
Согласно сверхтождеству (3.18) получаем: f ( x , f ( y , z )) =  f(x, f ( z , y) ) .

В доказательстве условий 4-8 определения 2.1, без ограничения общности, 
можно предположить, что Ft — А. Согласно теореме 2.1, алгебра (Q-.A.1J) яв­
ляется суммой своих попарно ненересекающихся подалгебр Սլ. і 6 /. Остается 
доказать, что подалгебры 1/г слабо идсмпотситпыс решетки. Для подалгебр 
U, следует проверить лишь тождества слабого поглощения (1.4):ж А (х V у) =  
X  А  х, X  V (х А  у )  — X  \ /  X .  Действительно, х,у  6  U ,  тогда и только тогда, когда 
/ (х. у) = f(x,  x), f(y,  x) — f{y,  у). Вычислив правую и левую части равенства 
/(.г, у) =  f(x,  x) (при А =  Л, В — V), получаем:

/  (:і*. у )  =  X  А  (я: V у )  и  /  ( х ,  х )  =  І Л  ( х  V а:) =  .г- Л  ( х  А х )  =  х  А х ,  

следовательно х  А  ( х  V у) —  х  А  х .  Аналогично получаем второе тождество. □
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Теорема 3.1. Д ля  подпрямо неразложимой слабо идемпотентіит квазирешет- 
кѵ, it =  ({/; Е) имеем: |Е| <  2.

Доказательство. Пусть Ц = ((/; Е) слабо идемнотентнаи квазирешетка. По­
кажем, что если |Е| > 3, то 11 нодирямо разложима. Поскольку |Е| > 3, то 
существуют попарно различные бинарные операции A t . Л2, Лу 6 Е. Определим 
(функции f i j  следующим образом:

fi j(x,y)  = A(x-.Aj(x,y)).

Зададим отпошення 0г/  на множестве II следующим образом:

Д,></ /i,j(x.y) =  x,fi . j (y} x) = у-

Отношение Ս {ж =  х}  - эквивалентность на множестве Ս.  Более того,
Ѳ, ] конгруэнции на алгебре II.
Покажем, что Տ|.շՈ Ѳ \ Ո Ѳ2Я =  ա. Если х(Ѳւ,շ Ո Ѳ\_л Ո 9շ.ձ)ց, тогда х,Ѳ\,2у. хѲі^у, 
хѲ2.лу. таким образом. fi ,2(x.y) =  х, fi ,2(y,x) = у,/і:л(х.у) =  х, f iMy,x)  = 
у,/2.з(аг, у) = X ,  /з,з(?/>х) — V- ила х =  у. В первом случае из сверхтождества
(3.7), заменой z на Z(x. у), получим:

Аі (у \ 2( л \ у ) . Л 3(л\ у)) =  Л|(Лі(Л2(:г, Ая(х, у)),  А2(х. у)).  А :і(х, у ) )  =
ЛИЛ, (.г. А2(х. у)).  Лл{х, у) )  =  Л j (:»-՝, Л а (г, у))  = х;

А і ( А 2(у. х),  А:, (у,х))  =  Л |(Л і(Л 2(у, Л3(г/,.т)), А 2(у,х)) ,  А3( у . х) )  =

A ) { A } (y. Л2(у,х)) .  Л-л(у.х))  = Лі(т/, Л.ч(і/,.т)) =  у.

Следонательно, в обоих случаях получаем: х = у.  Остается доказать, что все 
три конгруэнции Ѳ\։2,0i„j II tf2.;s нетривиальны. Покажем, например, нетрнвналь- 
ность конгруэнции Օլդ. Поскольку Л) ф А 2, то существуют элементы х . у  6  Ս 

такие, что Аі (х,  у) ф Л2(х, у),  тогда» Л\ (х.  у)Н\,2Л2(;Ху у).  Действительно, согласно 
сверхтождеству (3.17), при у =  X  (х, у),  z =  У (х.у) ,  имеем:

* ( * ( * ,  У)֊ Y(x,  у)) =  Х{Х(Х(х,  y) ,Y(x , у)), Y(X(x.  у ), У(х, у)):

Отсюда», соіласно сверхтождеству (3.13), получим свсрхтождестхю:

Х ( х , у )  =  X ( X ( x , y ) , Y ( X ( x . y ) , Y ( x . y ) ) ) ,

а отсюда», при X  =  Ль Y = А2. имеем:
/ і .2(Лі  (.г, у). Л 2(х, у))  =  Л] (Л 1 (х. у),  Л2(Л 1 (х, у).  Л 2(:г,»/))) =  Л , (х, у).

Для доказательства равенства

/ і , 2(А2( х , у ) , Л і (х.у) )  =  Л 2(х, у)
41
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воспользуемся сверхтождеством (3.1G):
/ и ( А 2(х,у) .Аі (х ,у) )  = А 1(А2{х,у)у А-2(А2(х,у), Аі(х.у)))  ('= 0)

А 2(А2(х.у),  Аі {А2(х,у) ,Аі (х.у)))  = А2(х,у).
Итак, исходная алгебра оказывается поднрямо разложимой, что является про­

тиворечием. Таким образом, мощность множества операции поднрямо неразло­
жимой слабо идемпотентной квазирешетки не более двух. □

4. Основной ІЧІЗУЛЬТАТ

Теорема 4.1. Любое сверхтождество многообразия слабо идемпотентных ре­
шеток является следствием сверхтождеств (3.1) - (3.5).

Доки.штельсіпио. Согласно теореме 3.1, мощность |£ | поднрямо неразложимой 
слабо идемпотентной квазирешетки (U; Е) меньше или равна двум. Следователь­
но. по теореме Биркгофа о подпрямых произведениях, каждая слабо идемпотепт- 
пая квазирешетка изоморфна подирямому произведению слабо идемпотентных 
квазнрепіегок с одной или двумя бинарными операциями. Слабо идемпотентная 
квазирешетка с одной бинарной операцией слабо идемпотентная нолурешетка. 
Поэтому, любое однородное сверхтождество выполняется в слабо идемпотент­
ной квазирешетке с одной бинарной операцией. С другой стороны, следуя лем­
ме 3.1, заключаем, что слабо идемпотентная квазирешетка с двумя бинарными 
операциями -  слабо идемпотентная решетка либо сумма своих попарно непе- 
ресекающихся подалгебр, которые являются слабо идемнотептпыми решетками. 
Следовательно, каждое однородное сверхтождество, выполняющееся на много­
образии слабо идемпотентных решеток, будет выполняться и в каждой слабо 
идемпотентной квазирешетке с двумя бинарными операциями. □

*
Следствие 4.1. Каждое сверхтождество миог<юб]киия решеток является след­
ствием сверхтождеств (3.2), (3.3), (3.5) и сведхтоэісдеетва идемпотентно­
сти Д (х ,х) = X  (\7\: |8]. [10]/

Покажем, что сверхтождество (3.5) является следствием сверхтождеств (3.1) -
(3.4) и следующего сверх тождества дистрибутивности:

(4.1) X(Y(x,y) , z )  = Y(X(z , z ) ,X(y , z ) ) .

Действительно,
X(Y(X(x, y) , z ) , Y(y , z ) )  (֊ 1 X(X(Y(x, z ) , Y(y , z ) ) , Y(y , z ) )  (= ’
Х(У(х, z), X ( Y( y , z). Y (■//, г)) (=3> X(Y(x,  z ). Y(y , г)) (=  '1 Y( X( x , y), z).
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Следствие 4.2. Каждое сверхтоэісдество многообразия дистрибутивных сла­
бо идслтотснѵтых решеток является следствием сверхтождеств (3.1) - (3.4)

е
и сверх7пимсдсстви дистрибутивности (Հ.1).

Abstract. The paper is devoted to the characterization of hyperidentities of a variety 
of weakly idenlpotenl lal dees lliat are nilpotent closures of the variety of lattices. The 
existence of a finite basis for such hypcridentities is established.
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А н н о т а ц и я . Изучаются свойства дифференциальных операторов (м ного 
членов) с переменными коэффициентами постоянной мощности или посто­
янной силы по Л . Хермандеру. Получены необходимые условия постоянства 
силы и мощности многочленов многих переменных. Д ля многочленов двух 
переменных с вещественными коэффициентами получены необходимые и до­
статочные условия постоянства мощности и формальной почти гипоэллнп- 
тичпоети в терминах нулей и их кратностей соответствующих обобщенно - 
однородных подмногочленов изучаемых многочленов.

M S C 2010 n u m b e rs : 12Е10.
К л ю ч е в ы е  слова: формально почти гппоэллпптнческий оператор (многочлен); 
оператор постоянной силы (мощности); нерегулярный (вырожденный) много­
член.

1. В в е д е н и е

Если для общих линейных дифференциальных операторов (уравнений) с по­
стоянными коэффициентами многие вопросы (существование фундаментально­
го решения, локальная разрешимость, корректность постановки краевых задач 
и т.д.) достаточно хорошо изучены, то теория таких операторов с переменны­

ми коэффициентами сравнительно мало развита. Дифференциальные операто­
ры постоянной силы с переменными коэффициентами во многих отношениях 
ведут себя как операторы с постоянными коэффициентами ( см. | 1|, глава 13 ). 
Например, все обобщенные решения формально гииоэллиптических уравнений 

постоянной силы с бесконечно дифференцируемыми коэффициентами являют­
ся бесконечно дифференцируемыми функциями (см. [2] ֊ (4), или [1], теорема 
13.4.1).

Будем пользоваться следующими стандартными обозначениями: Лг-множество 
натуральных чисел, Лг0 =  Лг U {0}, -  No х ... х ,Vn-множество п-мерпых
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С) Ф ОРМ АЛЬНО ПОЧТИ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНАХ

мультииндоксов, Е"  и R"- ո-мерные вещественные пространства точек соответ­
ственно т. =  ( і ) ..... ւ ղ) и Հ =  (Հւ, £,і). Для Հ 6 /?", х  € Е ” и о £ Лг," обозна­

чим іеі =  v W  +  ̂ + І І -  И  =  + -  +  « ո ,  Г  =  С -Հ ո " . D u = D \"...D ?r,
где Dj =  д /Օ կ  либо Dj =  -O /d x j (j =  Наконец обозначим Л" =

{Հ 6 Ո ՚՚Հ յ > 0. j  =  1. Д " °  = {Հ С Д ",|£ | ф ().}
Пусть N =  {о * } множество точек из УѴ(у . Многогранником ІІыотона набора N 

назовем наименьший выпуклый многогранник Sfi =  ■R(N) С Д " , содержащий мно­

жество Ки{()} . Д ля точек а  6 N$ обозначим П(а) =  {.# € ві < о».* =  1..... «}.
Многогранник 5R С Д” назовем полным. ес.чн № имеет вершину в начале коор­
динат и отличные от начала координат вершину па каждой оси координат . 
Полный многогранник SR назовем правильным (вполне правильным), если с каж­
дой вершиной е € 9? многогранник содержит множество П(с) (соответственно 
каж дая точка множества П (е) \  {с} является внутренней точкой !R.) Очевидно, 
это эквивалентно тому, что внешние (относительно s)f) нормали (?j — 1)—мерных 
покоординатных граней Ж имеют неотрицательные (соответственно положитель­
ные) координаты. Обозначим через К* (г =  I , .... Мк, к =  0, — I) к - мер­

ные грани многогранника 9?. Грань Щ  назовем главной, если среди единичных 
внешних ( относительно S?) нормалей этой грани, множество которых обозначим 

через Л(5І,), имеется нормаль, хотя бы одна координата, которой положи тельна. 
Точку о  £ '(? назовем главной, если ո принадлежит хотя бы одной главной грани 
’I'. Множество всех единичных внешних нормалей главных граней fi обозначим 
через A(1R). Главную грань назовем правильной (вполне правильной), если в 
множестве Л(Э№£) существует вектор, все координаты которой неотрицательны ( 
положительны). Через М*. =- ЛД ('ТС) обозначим число к - мерных вполне правиль- 
ных граней 5R. при этом будем считать, что для каждого к =  0, 1,..., ?і — 1 грани 

пронумерованы так, что вполне правильными являются грани M f(i -  1..... A/t).
Пусть Р(О) =  ТУ'- линейный дифференциальный оператор е веществен-

а
нымн постоянными коэффициентами, а Ր(Հ) = ХЛо Հ"- отвечающий ему сим-

О
вол (характеристический многочлен). Здесь сумма распространяется по конеч­

ному набору мультииндоксов (Р) — (о £ Л"(“ : ->а փ ()}. Многограппик W = 

Щ Р) набора точек (Р) Ս {0} назовем многогранником Ньютона или характе­
ристическим многогранником оператора Р (І)) (многочлена Р (Հ)). Многочлен
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Р ’Л-հ հ ) _  դո է ՛' назовем подмногочленом многочлена Ր , отвечающим гра­

ни IRj многогранника Щ Р). Пусть Л € Е" и d  >  П. Многочлен /?(£) называет­
ся А—однородным Л-норядка (I, если ՈՀէ^Հ) = Я (іл‘£ і , էճ,'Հ„) = l ։lR(£) при 
всех է > 0, что эквивалентно тому, что многочлен Ո(Հ) представляется в виде

R ( 0  = Т . ( у » ) = ,Н е ­
легк о  показать, что ііодмногочлен P '՝k многочлена Р  является А—однородным 

для любого А 6 А(іRj(P)).

Д ля А—однородного многочлена ՈՀՀ) обозначим Е(7?) =  {( f  Я"՝". Հ| — 
1,R(£) =  0}. Пусть 1) € £(/?), обозначим через А(т], R) А-кратность нуля //. т.е 
число, определенное так: D vR(ij) — 0 для всех и  € Л','/ таких, что (А.;/) <  ձ(ւ/. R) 
и D ՛1 Я(ч) փ 0 для хотя бы одного мультииндекса такого, что (А,/<) =  А(т/. R). 
Д ля однородных многочленов, когда. А| =  ... — А„, это кратность нуля ?/.

Грань ?№* многогранника Щ Р) называется невырожденной, если £ (P ' k) = W. 
Многочлен Р(£) с многогранником ՝J? =  Щ Р) называемся невырожденным , если 

новырождены все главные грани 3?. В работе |5] В.П. Михайлова доказано, что 
для невырожденного многочлена Р  с полным многогранником Ньютона ЩР) 

существует постоянная С  > 0 такая,что

( и )  E i € <fl ^ c 'llp « ) l  +  1J ѵ^ € / г -
ре՛ к

В работе [G] С. М. Никольского доказана единственность классического решения 

первой краевой задачи для уравнений, символы которых удовлетворяют лом у 
неравенству. В |7| доказано, что условие невырожденности многочлена является 

также необходимым для справедливоеги (J.1).
Д ля многочлена. Ր(Հ) чф ея ՐԱ) обозначим функцию Л Хермандера. опреде- 

ляемую формулой

(1.2) Ш  =  \D‘'P { 0 \2]U2.
t'tw.V

Многогранник Ньютона набора мультшшдсксов \J (D "P (0 )  обозначим через ЩР)
ւ•

= Щ Р) и назовем многогранник Пыотона функции Բ(Հ).

Из простых геометрических соображений ясно, что если 9?(Р) правильный 

многогранник, то ’}?(/ :>) =  Щ Р), при этом вполне правильные грани Щ Р) и ЩР) 
совпадают.



О Ф О ГМ ЛЛЫ ІО  ПОЧТИ ГИПОЭЛЛИПТНЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНАХ

О п р ед ел ен и е  1.1. Говорят, что многочлен Р((.) мощнее (сильнее) многочлена, 
Չ(Հ) и записывают Q < Р (соответственно Q -< Ր), если существует посто­

янная С > 0 такая, что Оля. всех Հ g R n Q (0  <  C'[l 4-|Р(£)|] (соответственно 
КДОІ -  С \Р (0 \) . Если Q < Р < Q (соответственно Q ֊< Р  -Հ Q), то говорят, 
что многочлены Р  и Q имеют одинаковую мощность (силу).

О п р ед ел ен и е  1.2. Многочлен Բ(Հ) называется п о ч т и  ги п о э л л и п т и ч е с к и м  
(см. /Я/. /О/), если D :iР  <  Р для всех /і € N ('.

Известно, что многогранник Ныотоиа гипоэллптического оператора является 
вполне правильным, а почти гшюэллнтическою - правильным (см. [7])

Ясно,что любой гиноэллинтический оператор является почти ппюэллиіітичс- 
ским. Обратное не верно, что видно из следующего примера.

П р и м е р  1.1. Пусть и  =  2, Բ(Հւ.Հշ) -  (£і -  £շ)2(Տւ + £շ) + Si +  Հշ + 1- И-j 
теоремы 3.1 работы |7| следует, что это почти пшоэллиптический многочлен, л 
из теоремы 1 работы |Ш| следуе т, что Р  не гшюэллшттичен 
Из Теоремы 10.4.3 монографии [1] легко вывести, что для почти гппоэллнитн՛!՛ 

ских многочленов Р  п Q соотношения Q < Р  и Q -Հ Р  эквивалентны.
В терминах решений дифференциальных уравнений гииоэллнптическне уравне- 
ння характеризуются тем, что все непрерывные решении уравнении P(D )u  =  О 

являются бесконечно дифференцируемыми функциями. В 1111 доказано: для то­
го, чтобы решения P (D )u  = 0, суммируемые с определенным (экспоненциаль­

ным) весом были бесконечно дифференцируемыми функциями во всем простран­
стве, необходимо и достаточно, чтобы оператор P(D ) был почти гиноэллиитиче- 

ским.
Пусть теперь P (x ,D )  = {x)Dn дифференциальный оператор с коэффи- 

циентами {7«(:г)}, определенными в области И С  Е ѵ, Р (х .і )  ՜-  ^ !Т о(;,՝)С  огне-
t.y

чающий ему характеристический многочлен (полный символ) и в каждой точке 
;г° fe И функция Р (х°,£ )  Л. Хермандера для многочлена Р (х°, Հ) с постоянными 
коэффициен тами определяется формулой (1.2).

О п р ед ел ен и е  1.3. Говорят, что многочлен Բ(:ւ\Հ) имеет постоянную мощ­

ность (постоянную силу) в П, если для каждой пары точек :іл , х՛2 £ И много­
члены Р { х х ,Հ) и Р (х~ ,£ ) (соответственно функции. Р (х ' .Հ) и Р (х2,£ ))) имеют 
одинаковую мощность, т.е существует число С (х 1, X ՜)  > 0 такое, что

| Р ( а : \ 0 | / И * 2,е)| <  C (x l , x 2) Vf € Ոհ,
47
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(eoomflcincmocniio йдл функции P 'j .

Многочлены постоянной мощности и !! имеют постоянную силу и П, что следует 
из теоремы 10.4.3 монографии |1]. Обратное не верно (см. ниже, пример 2.1).

2. Н е о б х о д и м ы е  у с л о в и я  п о с т о я н с т в а  м о щ н о с т и  и  с и л ы  о п е р а т о р о в

( м н о г о ч л е н о в )

Д ля многочлена Р(х ,£) в каждой фиксированной точке ;г° € ft обозначим 
через Я?(;г°) =  Ш(х°,Р) (соответственно 5?(.с°) =  3?(.т°, Р )) многогранник Ньюто­
на многочлена Р (х(), Հ) с постоянными коэффициентами (соответственно функ­
ции Р (х°,£)) и введем понятия полноты, (вполне) правильности многогранника 

>7?(:г°), (вполне) правильности и вырожденное™ его граней, понятия иодграней 
и нодшю го членов и для вырожденной грани Г = (1 < іо < Al'k(x{>). 0 <
Կ  < п — 1) введем обозначения £(а: . Г) и Д(а'о,г/,Г) как выше для многочлена 
Р(ж°,£) с постоянными коэффициентами. Мы скажем, что многогранник И (ж. Р) 
(соответственно 8І( і , Р )) не зависит от точки х  6 J2. если множество его главных 

вершин не зависит от х € П.
Обозначим через К =  ЩР) множество мультниндексов о- € N t’j . для которых 

коэффициент {х) при £“ в многочлене Р(.ѵ,£) не обращается в нуль хотя бы 

в одной точке X € Q и через >1?(К) — 9?(N(/^)) многогранник Пыотона этого мно­
жества. Если многогранник Щ х, Բ) не зависит от точки х  € (2, то, очевидно, 
главные грани многогранников Щх, Р) и 'T?(N(P)) и. если обозначить соответ­
ствующие главные грани одинаковыми индексами, множества A[SJ^"(-K(.t, Л))] и 

Л[3?£‘’(К(К(Р)))| совпадают. Так как любой вектор А է  А(Щ Щ Р)) является внеш­
ней՜! нормалью одной и только одной грани Г =  (1 <  іц <  М Ц х0), 0 <  к» <

я — 1) многогранника S?(N(P)), to  каждый такой вектор однозначно определя­

ет числа Л/ =  Л/(А) и Л} = <lj(X),j =  0 ,1 ,. . . ,Л/, не завиеяицк; от х  € П такие, 
что <1ц > (II >  ... >  (I >  0 и многочлен Р (х ,Հ) представ.іяется в виде суммы 
Л однородных многочленов

где /'о(я.՛. Հ) =  Р 1"’Кі,(х ,^ )  для любого А € Л(!?£'').

Пусть Г =  l՝(.t'°) - 3?*" (1 < in < А І^,0 — — п  ~ 1) некоторая главная
вырюжденная в точке ,і° € Q грань многогранника Нью тона ՝R Р) многочлена

( 2 . 1)

j =о 7~0 (A, n ) = i l j
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Р(.г°, £)• С каждой точкой .г0 € 12, каждой гранью Г. каждым вектором А £ Л(Г) 

и каждой точкой і] € Е(э:°, Г) мы свяжем число 1(хи) =  1(х°, գ  А. Г), определенное 
следующим образом:

(2.2) Pj(x°. п) =  0 j  =  0 , 1 , /(.т«) -  1, Р,(х»)(*(\  г,) ^  О

и число Цх°) =  1(хп.і), А, Г), определенное формулой (см. представление (2.1))

(2.3) /(.т°) =  ^ п а у , / ,  -  Д(ж°, і], Р,)}.

Л е м м а  2 .1. Пусть многочлен Р (х, f ), с полным многогранником Ньютона Щ.г, Р), 
•имеет постоянную мощность а 12. Тогда 1) многогранник Щ х.Р ) не зависит 
от тонки х  6 12, 2) если Г вырожденная главном грань многогранника Щ Р) =  
Щх, Р). то множ ество Е(.т, Г) и для каждого вектпо}хі А 6 Л(Г) и каждой точ­
ки і] € Е(Г) числа 1(х,7), Г) ме зависят от точки х  € 12.

Доі;и.іателъапва. ]) Достаточно доказать, что коэффициенты при главных вер- 

шип (нульмерных граней) Щх. Р) не обращаются в нуль ни в одной точке х  € 11 
Пусть, напротив, коэффициент п/г (х) некоторой главной вершины с многогран­
ника 'R(x, Р) обращается в пуль в некоторой точке а՛0 6 12.

Так как е. главная вершина, то из геометрических соображений ясно, что суще­
с т в у е т  вектор А 6 Л(е) такой, что (гг — 1)—мерная опорная к Щ х°,Р ) гиперплос­
кость с внешней нормалью А, проходящая через вершину <՝, не проходит через 

начало координат, т.е. если (А, а) =  <1 уравнение этой гиперплоскости, то d > 0.
Выберем точку .с1 է  12 'так, чтобы 7с(а՛1) փ 0. Тогда легко подсчитать, что для 

любой точки 1) 6 Н"՝°, на последовательности Հ" = $xi] (.տ =  1 ,2 ....) Р (х 1, ^ )  =  
Ы * 1 )||? /'> ri+o(,srf) при в ֊¥ ос?, в то время как Р(:X й , Հ*) = о(,н4) что противоречит 

постоянству мощности многочлена Р (х у£) и доказывает пункт 1) леммы.
2) По уже доказанной части леммы многогранник Й(ж. Р) не зависит от точки 

X  € 12. Если Е^т’ .Г) փ Е(а:2,Г) для пары точек .с1 и х 2 из 12, то существует, 
например, // 6 Е(.х-1,Г) \  Е(:с2.Г). Поступая как выше, из представления (2.1) 
имеем на той же последовательности {£Л} |P (.r1,^ v)| =  օ(տ՛1"), при a —» оо п 

|Р (т 2,Г)1 >  |P ,“:fc"(:r2,£ ‘‘)|s '<" для всех « =  1, 2,..., что противоречит постоянства 
мощности многочлена Р(х, (՝).

Пусть теперь г] е Е(Г) и <(.гл , »/,!՝) >  Г) (см. (2.2)). Повторяя те же
рассуждения, при этом имея в виду, что Р , (,;յ , 7/) =  0 для всех г < /(.cJ ), получим
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при s —>■ ос для каждого 7 =  1.2

№ , « ' ) !  =  I Y .  Р А * * :? )+ рі Ѵ ) & . ? ) +

+ ^ J ^ n \ = s l^ )\PlixJ)(v ) \+ o (S' ^ ) ) ,

т.е. |P (# 1,£ v)|/|P (a ;2,£''‘)| -» ос, что противоречит постоянству мощности много­
члена Р(х, Հ). Лемма 2.1 доказана. □

З ам еч ан и е  2 .1 . Ниже мы покажем, что для многочленом постоянной силы 

многогранник Э?(.т, Р) не зависит от точки х  6 П. Отметим, однако, что для 
многочленов постоянной силы ч О многог]шнник !ft(:t, Р) мож ет меняться от 
точки к точке, что подтверждается следующим примером.

П р и м е р  2 .1. П усть» =  2, Р(.г,£) -  £2+£ւտշ + |# |2տշ+6շ> ^  =  {х  *= Е 2 : |а | <  1}. 
Многогранник Ньютона Я?(ж, Р ) этого многочлена является правильным для всех 

О փ .г € Cl с вершинами (0, 0), (2. 0), (2,2) и (0 . 2) и полным для х  =  0 с вершинами 

(0 , 0 ), (2 , 0 ), (2 . 2 ) и (0 , 1).

Из леммы 2.1 следует, что этот многочлен не имеет постоянной мощности в 
П. С другой стороны простой подсчет показывает, что коэффициент 7(օ,շ) =  М 
при правильной вершине (0,2) многогранника sR(x, Р ) заменяется коэффициен­

том 7(п.-і)(ж) =  4 4- |.t| 1 при правильной вершине (0,4) многогранника Щ х .Р 2) 

многочлена Р 2(ж,£). Так как 7(о,4)0,:) >  0 Аля всех х  6 П, то непосредственной 
проверкой легко убедиться, что многочлен Р 2(ж. £) имеет постоянную мощность, 
следовательно, многочлен Р(х, Հ), имеет постоянную силу в П. Отметим, что в 
этом также можно убедиться применив теорему 2.1 (см. ниже).

<?
О п р ед ел ен и е  2.1. Оператор P (x .D ) позовем (формально почти гипоэллипти- 

ческим в Гі, если
a) P (j\),D ) почти гипомишптичеп для каждой точки xq € Гі,
b) оператор P (x ,D ) имеет постоянную мощность в П.

Так как (см. |7|. лемма 2.1, теорема 2.1 и следствие 2.1) многогранники Ньюто­
на почти гиноэллинтических многочленов являются правильными и (во всяком 

случае при п =  2) не вырожденными, могут иметь только вполне правильные 

грани, то ниже, в леммах 2.2 и 2.3 мы будем считать, что многогранник Ньютона 
9і(ж, Р) изучаемого многочлена Р(.х,£) является правильным, при этом либо для
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всех точек X 6 ІІ многочлен Ր(ււ,Հ) невырожден, либо вырождены лишь вполне 
правильные грани.

*՝
Л е м м а  2.2. Пусть 9?(х. Р) правильный многогранник Ньютона многочлена 
Р(х. Հ) постоянной силы а ГI. Тогда

1) многогранник Щ х, Р) не зависит от точки а: € it.
2) множ ества £(.т. Р к՝к), отвечают,не вполне правильным подмногочлепам 

Р ' к(х. Հ) (1 < г < ЛД, 0 <  к < п  — 1) не зависят от точки т 6 Զ : Е(х\ Р ' к) =  
£ (Р ‘՝к)Ѵх 6 ft,

3) если Г =  Р) вполне правильная вырожденная г]хінь Щ х.Р ), А 6

Л(Г). и I) е  Т,(х, Р"'՝к"), то (см. (2.3)) число 1{х,і], А, Г) не зависит от точки

X €  І2.

Доказательство. 1) Так как шісшне правильные вершины и коэффициенты, от­
вечающие этим вершинам в многогранниках 5?(.т, Р) и 'R(x, Р) совпадают, то их 
независимость от х  € Г2 доказывается как соответствующий случай в лемме 2.1. 
Пусть с правильная, но но вполне правильная вершина Щ х,Р ). Так как мно­
гогранник 3?(а\ Р) правильный, то из геометрических соображений ясно, что в 
этом случае а) е лежит па какой - то координатной гиперплоскости, б) проекция 
какой - то вполне правильной вершины е:1 многогранника Щ х, Р) на соответству­

ющую гиперплоскость совпадает с е, т.е. существует мультииндекс 0 փ ь> € іѴ", 
такой, что е1 — і/ = е. Тогда из леммы 2.1 из [ 13] следует, что подмногочлен, 
отвечающий вершине 2е многогранника 'R(:r. Р2) многочлена /* (* ,? )  имеет вид 

|£)''(-7Рі (х)£е> ) |2 +  ... =  с(е1, і )̂І7еі (x)|2£2t +  где с{е1,іу) >  0 и не выписаны 
неотрицательные члены. Так как по уже доказанной части 7t i (х) 0 при .т € f2

и единственная неправильная вершина полного многогранника является начало 
координат, то первый пункт доказан.

2) вполне правильные подмногочлены для многочлена Р(х. Հ) и функции Р(х. £) 

совпадают, поэтому этот пункт доказывается аналогично пункту 2) леммы 2.1.

3) Пусть І(хи Ѵ ,Х ,Г )  =  dit -  A (V, x \ P i t ) > dj։ -  Д ( v ,x 2,Ph ) =  ф :2,г/,А,Г) 
для некоторой пары точек .г1, х 2 из S! и некоторой тройки (г/, А, Г). Здесь j і и յ շ  
номера, реализующие максимум в правой части (2.3) соответственно в точке .г1
и X 2.

Д ля каждого и е  Лг(", по вектору А £ Л(Г), и точки ц Е £(.г, P l»՝k"). представим 

многочлен D vP (x ,£ )  в виде суммы А—однородных многочленов по формуле (2.1).
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Тогда для каждого р = 1,2 имеем (ниже Д,, =  Д(?/,.т,' ! Pj,,), բ  =  1, 2)

(2.4) /ѵ-оч Е + Е + Е ]|£>'р,(-/;'’-01-
(Л.і/)<Д,, (Л.і/)^Д,, (Л.у)> Aj, յ= 0

Рассмотрим поведение функции Բ(.ւ՚''.Հ). р =  1.2 на последовательности Հ՞ =
.sA//, « - 1,2.....  Так как многочлены {D ։/Pj} А— однородны но Հ, то простые
выкладки показывают (см. определение числа /), что при ► оо

д/
Е  ІГ Р 3(.г”.С )(2.5) о(.«'<՝£',)). р =  1,2Е + Е

(А,;/)<Д,, j —0

и с некоторыми положительными постоянными <?і и Շշ 
л/

(2.6) £  І ^ У Г Р Д х 1.^ ) !  > Г , |£)wP/1(;t:1, 7|) |.s '(-r ' ),
(А,..)-Д, 7=0 

Л/

(2. (0 Е ! Е ̂ ( * 2> 0 1  <  Րշ *<V ) « =  І12- ••••
(Л.(')-Д; յ - О

Так как £>՛' Ри ( г ] , //) ^  0 п /՜(.ւ՚ւ. //) > /(./:շ,//). то соотношения (2.4) - (2-()Հ) пока­
зывают, что при" տ —> оо Р(ж11£*)/Р(а:2,£ !‘) —> оо. Это противоречит постоянству 

силы многочлена Р (а \£ ) и доказывает пункт 3). Лемма 2.2 доказана. П

В дополнении к леммам 2.1 и 2.2 для многочленов двух переменных мы до­

кажем еще одно свойство многочленов постоянной мощности, необходимое нам 
для вывода критерия постоянства мощности многочленов. При чтом мы ограни­
чиваемся двумерным случаем, так как в случае п =  2 обобщенно - однородные 
многочлены представляются в виде произведения простых обобщенно - однород­
ных многочленов, что намного облегчает их изучение и за счет что го полученные 

результаты носят окончательный характер. Именно, в |8 , Лемма 2.1]) доказано, 

что для любого однородного многочлена А с вещественными коэффициентами 
существуют вещественные числа Г [,..., тг, натуральные числа нц , ...,m r и беско­
нечно дифференцируемая в Н2 <> функция г/о такие, что уо (s) Ф 0 при ‘ £ У?՜1' и 
многочлен /?(£) представляется в виде

Г г
(2.7) Я Ш  = <խ(Հ) Д(чсі ֊  T ,til/X j)Wi =: (/„(О П Ы О Г -

7 ՜  1 І — I

Отметим, что так как концы отрезка, на котором расположены мультииндсксы 

а  6 (11) также являются мультипндексами. то координаты вектора А можно 
выбирать так, чтобы отношение Аі / А̂  стало раірюнальным числом с нечетным
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знаменателем, и при Аі =  ճշ. т.е. когда Я(Հ) однородный многочлен, г/,, г — 

0, 1, также однородные многочлены.

Л е м м а  2.3. Пусть п =  2. Г =  Я?’"-1 некоторая вырожденная одномерная вполне 

правіигьная грань полного многогранника 5? =  Щ Р) = Щ х, Р) многочлена Р(.ѵ. Հ) 
■постоянной мощности o f i  С Е 2, А € А(Г) и Р '"Л (.ւ;.Հ) А—однородный подмщго- 
член многочлена Р, отвечающий грани Г. Д ля  каждой точки х  € О представим 
многочлен Р ,г'л (х, Հ) в виде (2,7)

г ( .с )  г (т )

P ’U' W )  =  '/<>(*, О  П К і  -  n ( * ) ^ ,/Aa)m,W = : Ч о Ы )  П ^ ( * 4 Я т ,(*)'
1=1 (=1

'Тогда числа ?-(.г՛), {т; (:>:)} и {іпі(х)} не зависят от точки х  6 П.

Доказательство. Независимость от х  € П чисел г(х)  и {г/(л:)} доказана в лем­

ме 2.2. Докажем, что числа {іпі(х)} также не зависят от х. Пусть, наоборот, 
т ,„ (ал ) > mjn(x2) для некоторой пары точек ж1 и .г՛2 из П и некоторого но­
мера /о, (1 < /„ < г = г(х)). 11о вектору А представим многочлены Qj(£)  =  
Р (х] ,Հ) j  =  1,2 с постоянными коэффициентами в виде (см. представление (2.1))

/■( յ)
Q M )  =  Р іа՝Ч х \  с ) + т > ‘Ѵ ,  О  =  д а (^ .е )  n i w t o r ^  +  p*0,1^ .  о  =

/=]

=  «.(*» ',© «(О k ,(£ )]" “"(aJ) +  />,,ь V ,  о .
где

г ( г )

V ,  о  =  Р(.г', о  -  P '- ’V ,  О ; 9 (0  =  п
(#/„.1=1

Пусть </,„(;/) =  1/, -  п а1)2,/Аг =  О, Л՛ >  0, Сі =  «А| (« л + 1) >/1 - £г = #ճյ ՛Ո- Тогда 
ддя j  = 1,2 и 6- =  1, 2,... имеем

(2-8) Q A C )  =  в *  p ^ V ,  ц»֊*  + 1) щ ,т ))  +  р’- 1 (*>, Г ) ,

при этом, очевидно, с некоторыми положительными постоянными Շլ и С-շ

(2-я) !/>',ьѴ ,  Г ) І < ^ ' ' ‘-

Простые выкладки показывают существование положительных чисел О3 и С4 
таких, что

(2.10) IP*0՛1 (я1, £®)| <  С3 s ՛՛" ՜6 ""о*1’ », \р*«л (х2, С)\ > С4 s'1" ՜6

Выберем число <5 > 0 гак, чтобы d() -  5m i0{х 1) >  гіь Так как d0 -  <5?П(0(.т') < 
do -  <5 ті„(х2), то отсюда и из (2.8) - (2.10) следует, что |Р (х , ,4'ч)|/Р(./-2,^ '‘) -> 0.
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при s —► оо. что противоречит постоянной мощности многочлена Р (х. Հ"). Лемма 
2.3 доказана. □

Из лемм 2.1 и 2.3 непосредственно следует

С л ед стви е  2 .1. Вели двумерный многочлен Р (х,£). с единственной вырожден­
ной гранью SR10՛ , имеет постоянную мощность в П. то многочлен Р ’"’1(х,£) 
представляется в виде

Г
(2.11) P '- Ղ ^ Հ )  = =  « .( * ,0  П « *  - r ^ 2 ,/A j)m*>

і=1

где <]о(х, Հ) непрерывная по х и бесконечно дифференцируемая по Հ функция 

такая, что (/о (я, Հ) փ 0 для всех х  е  іі и Հ б

Следующее предложение дает необходимое условие формальной почти гино- 
эллиптичности. Оно доказывается буквальным повторением доказа тельс тва лем­
мы 3.2 работы |7|, с. учетом лемм 2.1 и 2.2 настоящей работы, поэтому мы здесь 
его проводить не будем. Как будет видно ниже, для определенного класса мно­

гочленов Բ խ ,Հ) оно является и достаточным условием для формальной почти 
гиноэллиптичности (см. теорему 3.3).

Л е м м а  2.4. Пусть Г = Տէէ1 (1 < іо < A/*, 0 < А'о <  п — 1) некоторая вполне пра­

вильная вырожденная грань щхівильного многогранника Ньютона 5? =  Щ Р) =  

Щх, Р) формально почти гипоэллиптического многочлена Р(ж,£)> х  € П. А € 
Л(Г) и 7/ ё Е(х, Г). Тогда

dj{А) -  Д( ім7, A, Pj) < j  ֊  0,1 , . . . , / ֊  1.
•t

3. Д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  п о с т о я н с т в а  м о щ н о с т и  и ф о р м а л ь н о й  

п о ч т и  г и п о э л л и п т и ч н о с т и

Сперва докажем следующее предложение, решающее вопрос о постоянстве 
мощности невырожденных многочленов.

Л е м м а  3.1. Пусть коэффициенты ^„(х) невырожденного многочлена Р (х ,£ )  =  

7<» 0*')£л определены в ограниченной области Զ п ограничены в О, причем глав-
а

ные коэффициенты непрерывны в П. Пусть полный многогранник 3?(.с. Р) не за­
висит от точки х  6 Л : Щх, Р) = Щ Р). Тогда существуют числа 0 < Cj < շշ
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такие, что

(3.1) Сі £  І С І < ^ ( * . 0 І < С 2  Е  І П  * е п ,  £ е Р " .
I/6SKHP) ue i t (P)

Доказательство. 13. II. Михайловым в [5| доказана следующая теорема: если 
О =  <??,6լ ..... сл/ вершины полного многогранника ІІыотона !fi(Р) невырожден­
ного многочлена / ’( 0 ՝ т0 с некоторыми положительными постоянными С і и Со 
справедливы неравенства

л/
£  ІГІ <  Сі ^ І € * ‘ | < С 2 І Р ( 0 І ,  £ €  Л", 
t/€ «  k —0

а для неглавных точек и € iR при любом S >  0 существует число с(<5) > 0 такое, 
что

М
(3.2) П < а £ г Ѵ с ( * ) ,  Հ 6  R n-

fc=u
Правая часть (3.1) следует из ограниченности коэффициентов многочлена Р(а՛, £).

Докажем левую часть (3.1). Пусть а° точка из Զ. Так как многочлен Р(а:°,£) 
с постоянными коэффициентами певырождеп. то по теореме В.П. Михайлова 
существует число С ц (х )  >  0 такое, что

(3.3) £  ІП < С з (* ° ) |Р (* ° ,О І ,  4е е Я " ,
1/6 ІЖ(Р)

где через дЩ Р) обозначено множество главных точек многогранника SR(P).
Пусть г > 0 и число р =  р(е) > 0 выбрано так, что І7«(х) -  7« (а(|)| <  е /2  для 

всех главных коэффициентов 7«(.е) и всех точек х  6 П таких, что |.т — а:°| <  р. 
Тогда с некоторой постоянной С\ > 0 имеем

IР (* ,£ ) ֊  Р & ' , 0 1 <  £  |7 e (*) -  7a(x u)l ІГІ +
ѵ£с)ЩР)

(3.4) £  | € Ч < |  £  \ ? \ + с < Е  ІП -
ѵ І Ш( Р) \ вЩР)  ѵедЩР)  1/ЬЩР)\ОЯ(Р)

Применяя неравенство (3.2) нрн 0 < S < zj2C \. имеем

(3.5) С-4 £  ІГІ < e /2  £  I ^ l+ c ( £ ) .
i '€ Щ Р) \ і Ж( Р )  v€<m(P)

Из (3.1) - (3.5) получаем ири |.т — .г°| <  р

Е  1^1 ^  Сз(ж0) I Р ( * , 0  ֊  Р(:Г°,01 +  Сз(.Т°) | Р ( * , 0 |  <
ѵеіщр)



< С 3 ( * Ѵ  Е  І П  +  с * ( ^ ) № , О І  +  Ф ) *
иьтцр)

Выберем число с > 0 гак, чтобы C-j(:і:п) е  < 1. перенесем член с с іі левую спо­
рому и разделим обе час ти подученного неравенства на I — Сз(х ) е. тогда с 
неко торыми положительными ПОСТОЯННЫ М И С7, =  СѴ,(хѴ) И С'б ՜  С'с,(X . €) при 
|х -  х°| <  (), получаем

( 3 .6 )  £  І П З А | р ( * , 0 і +  с і >.

1-6 І Щ Р )

Так как множество областей С/(х°) =  {.т 6 Ո : |х —х°| < р] для всех х° 6 Ո покры­
вает ІІ, то, согласно лемме; Гейне - Бореля. из этого покрытия можно выделить

конечное подпокрытие {1Կ}ւք области П. Возьмем точки х к € Սլ (к = 1..... At)
и запишем неравенства (Зіі) для этих точек, при этом каждой точки х* будет 

соответствовать вполне определенное число տլ- > 0. Взяв г =  min{ei, ...,гл/} и 
г, 1 -  ̂ա}«^{(7շ(.7;*), С'з(хк)}. из {(3.6)} получим левую часть неравенства (3.1). 

Лемма 3.1 доказала. □

Из леммы 3.1 непосредственно следует следующее утверждение.

Т ео р ем а  3.1. Пусть многочлен Р(х, Հ) удовлетворяет условиям леммы ‘3.1. 

Тогда Р (х , Հ) имеет постоянную мощность в П.

Обозначим через І п множество многочленов Р(£) =  £3 с постоянными
<>е(Л)

коэффициентами таких, что |Р(£)| — *  00 при |£| —» оо.

Пусть Р(.г,£) = Л  7а(х)^“ многочлен, с коэффициентами {7«(;!:)}> определен-
а-

ными и области О С Е п . Будем говорить, что f ’ € 1„ (fi), если многочлен Р (х°,£)
•*

с постоянными коэффициентами принадлежит Іп для любой точки х° £ П. При 
этом, очевидно, что если многочлен Я (х,£) имеет постоянную мощность в 12 и 
Р (х°.£ ) 6 /„ хотя бы в одной точке Х° € Ո, то Р  € 7„(П).

Легко также убедится, что если Р  е Լ ,(Զ), то, не меняя силу или мощность 
этого многочлена, за  счет добавления константы к Р  и умножения на констан ту, 
можно добиться того, что Р(.т, Հ) > 0 для всех Հ € /?." и .т £ П. Поэтому далее 

будем считать, что если Р  € 1„(Ո), то Р(х, Հ) > 0 для всех Հ € ІІп и х  е  П.

Теперь мы в состоянии доказать критерий постоянства мощности одного клас­
са многочленов. При этом ниже, в теореме 3.2, дли упрощения рассуждений и 

записи, будем предполагать, что (см. представление (2.1)) Р\ (х. //) ф 0 д  ія всех
Г>6
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точек г/ е Е(:в, Г), т.с. для точек // е У?2՛" для которых Рп(.т, //) =  0 . Это эквива­
лентно тому, что l(x .ij) — 1. Выше мы убедились (ем. пункт 2 )  леммы 2 .1 ) ,  что 
для многочленов постоянной мощности множества Е(х\ Г) и числа /(ж,?/. Г) не 
зависят от х  : l(x .ij) = /(?/) Ѵ.т € П. Так, что наше ограничение заключается в 
том, что мы полагаем І(і]) — I для всех 1} € Е(Г).

Т ео р ем а 3.2. Пусть п =  2 и 9і(х, Р) щмвилъпый мш т щ кт пик Ньютона мно­

гочлена Р(ж,£) € /շ  (ft) г вещественными коэффициентами, определенными в 
ограниченной области ft с  Ք2. Пусть коэффициенты 7«(ж) ограничены в ft, 
причем главные коэффициенты непрерывны a ft.

Пусть одномерная вполне правильная грань Г =  Л'" ՛1 многогранника Щ х.Р ) 
вырождена, при этом остальные одномерные главные грани Л невырождены.

Многочлен Р{л\ Հ) имеет постоянную мощность в ft тогда и только тогда, 

когда

1) многогранник Щ х,Р ) не зависит от точки г  6 ft : !R(.r, Р) — 'R(P) для 
вес:/: х 6 ft.

2) многочлен Բ կ,1('յ՝.Հ) представляется в виде (2.11).

Доказательство. Достаточно доказать, что для любой пары точек .г1 и х 2 из ft 
многочлены Р (х ',( ,)  (j =  1,2) с. постоянными коэффициентами имеют одинако­

вую мощность. Пусть, наоборот, существует последовательность {£“}• Հ* -»■ ос 
такая, что при տ -* оо, имеем

(3.7) \ Р ( х \ П \ / \ Р { х 2, П \ - * о с .

Не умаляя общности, можно считать, что все координаты векторов {£*} поло­
жительны. Обозначим

Ps = ехр[(1пцէք  +  ( В Д 2]1/2- էհ = ֊ ,  і = 1,2-Լ1 ips

Тогда 4s =  Ps , /Is— единичные векторы, ps —► эс если Հտ —» ос, или если некото­
рая ко о р д и н атастр ем и тся  к нулю при տ —> оо. Так как векторы р.3 находятся на 
единичной окружности, то у последовательности {//՝} имеется предельная точка 
р. За счет взятия подпоследовательности можно считать, что р" —> р  при տ —> оо. 
Из выпуклости многогранника -R следует, что р  является внешней нормалью к 
одной и только одной грани SR,

О ФОРМ АЛЬНО ПОЧТИ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКГІХ МНОГОЧЛЕНАХ ...
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Возьмем в Е 2 какой - нибудь ортогональный базис (р., р,). Тогда р “ =  к՝1р + 
հ'շ/7, я =  1,2,.... Рассмотрим грани Эі*՛, и многогранника =  ;R(P), удо­
влетворяющие условиям, что , лежит в опорной к Я? плоскости с внешней 
нормалью р., а  грань , является подграныо Зі* ', и лежит в опорной к (рас­
сматриваемой изолированно) грани с. инепшей нормалью р.. Если существу­
ют более одной такой подграни (что возможно только при к\ =  1 ). то в качестве 

՝R՝̂ 2. условимся брать ту, для точек «  которой (р., о) больше. При этом пезави- 
сіімо от того к, =  0 или к 1 =  1, грань Տէէ, нульмерная: к-շ =  О, т.е sJt“ , вершина 
И.

Так как д* —> р, то к* —> 1. =  o(kJ) при s —> оо. Следовательно р* ՛ —> ос
при տ —> ос. Возможны два случая: ( за счет выбора подпоследовательности) а) 
рУ  —> ос, б) /ѵ* имеет конечный предел.

Случай а). Пусть сначала г/(> > 0 и ft =  Kf , вершина 3?(Р) и 7/Д./;) отве­
чающий ей коэффициент. Представим по формуле (2.1) и по векторам // и /V 
многочлены Բ խ Հ Հ), j  = 1, 2) в виде

Р (* * ,0  =  £  W . 0 -
յ ՜օ

Тогда из выпуклости многогранника Я? и его граней и из р -  (соответственно р —) 
однородности многочлена Ро(х*,£) =  Р 'и '{ х І ,Հ), (соответственно Р ‘-՝°(х^,^) =  
7/Да՛-') (£)'4 ) получим на последовательности {f՛՝} при некоторых положительных
Ծ՚լ И Ծշ

Р ( х \ С )  =  p» 'du />*'•*' (*->,р?5 '*) +  o (p f  ''°) +  p f 'd' Pl (x j , p ^  ՚ւ) +  o (p f՝'1՝ ) =

(3.8) =  7fl(aJ)  +  +  p ^ x ^ p 'P  >‘) +  of/»?1* ).

Так как ft =  главная верішща ՝ft. то по лемме 2.1 7/Да:2) փ 0. С другой 

стороны, так как —» 1, «շ =  o(/cJ) при s - )  оо и </о > d\, то из (3.8) следует 
существование положительных постоянных С і и С շ  таких, что для достаточно 

больших տ

\ Р ( х \ П \  < C l b ft( r i ) \p f',,a+K^ 0); \Р (х2.С )\ > <7аМ * 2)^ է * + “5№.«է

что противоречит ( 3.7).

Если e/о =  0, то противоречие получается аналогично соответствующему слу­
чаю теоремы 3.1 работы |7|.

В случае б) тр =  р*~>։ —> г/ при տ —► оо для некоторой т/ € ft2 0. Рассмотрим 
два иодслучая: 6.1) Р гі՝І'', (х2, tj) փ 0 и 6.2) Р ' 1*՛ (а;2,՛//) =  0.
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В случае б. 1) | Р' | ,А' > 0 для достаточно бфіьших s, поэтому, для та­
ких s, как и выше, из (3.8) имеем с некоторыми положительными постоянными 
С-.і и С,

I Р ( .г \П \  < p f 'dn-, IР (* 2,П І  > C4\P i'* ' ( x 2,71)\p?'Ja,

что противоречит ( 3.7).
В случае б. 2) грань !!{*՛, является вьцюжденнон. следовательно совпадает <՛ 

одномерной гранью Г и кі =  1. Так как Р {х ,Հ) 6 /շ(Օ), то но лемме 3.1 работы 
|5] (см.также |14|) Р ''л (ж2, ?/*) > 0 и Р\ (.с2, i f )  > 0 для достаточно больших а, 

при этом /'*’1 ՛ 1 (xJ, i f )  (j  - 1, 2) представляются н виде (2 1 1 ):

(3.9) Р - Ѵ , , , * )  =  90( * Ѵ Ы ч * ) ,  J = Ь2-

Так как f/o{x:l, О  непрерывная но (, € Р 2,п функция и qa(xJ,rj) փ О. то суще­

ствуют постоянные Cj — Сх* > 0 (j  =  1,2) такие, что для достаточно больших
s

(ЗЛО) C b < \'h)( x \ 7 f ) \ < C b, j  = 1,2.

Тогда из (3.8) - (3.10) для достаточно больших s имеем с некоторой постоянной 

С7 =  С - ( х \ х 2) >  0

\ Р ( х \ П \  = Ы х ^ п П Р о Ю р ՛: ՝ ՝1՝՝ + Щ х 1,ѵГ)р?,а' + o (p f '։l')\ <  С т |Р ( і2,Г)І ,

что противоречит (3.7). Теорема 3.2 доказана. □

З ам еч ан и е  3.1. Незначительным изменением доказательства можно убе­

диться в том. что теорема 3.2 остается в силе и тогда, когда 1(і)) > 1 для 
некоторой точки т/ € Е(Г), т.е. Р,(х, ■//) =  I) і =  0 ,1 .__/ — 1, если, напри­

мер, для каждой такой точки tj существует окрестность U(i]) татя, что 

Рі{х , Հ) > 0 для всех Հ € ?/(//), х  € Q и г — 0 ,1,..., I — 1.

Т еорем а 3.3. Пусть двумерный многочлен Р(х. Հ) удовлетворяет условиям  

теоремы 3.2 и, следовательно, имеет постоянную мощность в Ո. Многочлен 
Р(х, Հ) являет ся формально почти гипоэллиптически.и в ГI тогда и только 
тогда, когда

1) многогранник ЩР) = Щх, Р) правильный
2) <կ(ճ) - Д(:г, //. А, Рц) <  մլ для всех г 6 Ո и для всех і] € Е(.т, Г).
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Доказательство. Необходимость условии 1) следует из леммы 2.1 работы [7], 
необходимость условии 2) следует из леммы 2.4 настоящей работы. Достаточ­
ность следует из теоремы 3.1 работы [7], если учесть, что из постоянс тва мощ­
ности многочлена Ր(:ս,Հ) следует, что множество Е(.г, Г) и числа Д(ау?/, Л. Рц). 
Цх.і), А. Г) не зависит от точки х  € ft. при этом в данном случае вектор Л 
определяется однозначно и /(»/, Г) =  1 для всех ?/ € Е(Г). □

A bstrac t.. In this paper we study properties of differential operators (polynomials) 
wit.li variable coefficients of constant power or of constant, strength in the sense 
of L. Ilormander. Necessary conditions for constancy of the strength and power of 
polynomials of many variables are obtained. For polynomials of two variables with 
real coefficients necessary and sufficient conditions for constancy of the power and 

for formally almost hypoellipticity, in terms of zeros and their multiplicities of the 
corresponding generalized-homogeneous suhpolynomials of underlying polynomials 
are also obtained.
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A b s t r a c t .  In th is  p a p e r  by u s in g  v a ria tio n a l m e th o d s , I .ax -M ilg ra m  th e o re m  m id 

so m e  ite ra tiv e  te c h n iq u es . we p rove  th e  e x is ten c e  o f a t  le a s t one  n o n tr iv ia l  so lu tio n  

o f  th e  K irc h h o ff  ty p e  frac tio n a l d iffe ren tia l e q u a t io n s  w ith o u t a s su m in g  c o m p a c tn e s s  

c o n d itio n s .

M S C 2 0 1 0  n u m b e rs :  31Л08; 35Л15; 351338.
K e y w o rd s : Kirchhoff type fractional differential equation; iterative techniques; critical 
point theory.

1. I n t r o d u c t i o n

T he m ain purpose of th is paper is to  establish the existence of a t  least one nontrivial 

solution of th e  following Kirchhoff type fractional differential equation:

(a ,  +  fun ( j R (|_оеОГ*,(0 І2 +  M O M O I2) ^ ) )  +  Ф М 0 )

=  f ( t , u ( t )) , t e  1 .  U e  / / " ( R ) ,

where //. >  0 . «I >  0 . a  €  (^ , 1], ( and _<x.DJ‘ are the  right, and left inverse 

operators of the corresponding Liouville-Wcyl fractional integrals of o rder a ,  respectively,
•?

b : R —> R, inf է,Հյլհ(է.) > 0, and /  : E x E - ) K  and rn : R + —> R + arc continuous 

functions.

In the first p a rt of the paper we establish the existence of a t  least, one nontrivial 

solution of the following Kirchhoff type fractional differential problem  by using Lax- 

M ilgram theorem  and some iterative techniques:

( a ,  +  f im  ( Լ  h |» ( i) |2) ^ ) )  ( t D " (_«,/>?«(*)) +  «(*))

(1.1) = /(*,«(*)), t en,  ueii ,n8),
where fi is a bounded sm ooth dom ain in R, a  €  (5 ,1], /  : R  x 1  —► R and m  : R + —*■ 

R + are continuous functions. Here b(t) =  1, «1 >  0 is a  param eter and  ц  is a constant.
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Iii the  second p a r t of the paper we prove the existence of a t least one nontrivial 

solut ion of the following Kirchhoff type fractional differential problem  by using variational 

m ethods:

( a ,  +  aa JR +  W M O I 2) * )  (*Z>£(-noO fu(*)) +  b(t)u(t))

( 1.2) =  / ( t ,u ( t ) ) ,  f fc R , n e x ՝ \

where о € (5 . 1]. b : R -► R, in f,CR 6(0 >  0. /  R x R —> R is a continuous function 

and a i ,a s  >  0 are constants. Here /1 =  1 and m (t) =  o> is constant.

In recent years much atten tion  has been paid to  the investigation of fractional 

differential equations. This is due to bo th  the intensive developm ent of the theory 

of fractional calculus itself and the applications of such constructions in various 

fields of science, such as physics, chemistry, biology, economics, control theory, signal 

and image processing, biophysics, blood flow phenom ena, aerodynam ics, fitting of 

experim ental data . etc. (see (J| (7| and references therein).

It should be noted th a t the critical point theory  and  variational m ethods have 

also tu rned  ou t to be very effective tools in establishing the existence of solutions for 

integer order differential equations. T he idea behind th is is to  try  to  find solutions 

for a given boundary  value problem by looking for critical points of a su itable energy 

functional defined 011 an appropriate  function space. It is worthwhile to  note th a t 

the critical point theory  recently becomes a  powerful tool in studying  the  existence 

of solutions for differential equations w ith variational s tructu res. For details on the 

topic we refer the reader to  the books by M awhin and W illem |8 |. Rabinow itz |9| and 

references therein.

To proceed, we first introduce the following conditions:

(Lo) L{t) is a positive definite sym m etric m atrix  for all t e  R, and  there exists 

I f. C ( R ,(0 . + 00)) such th a t 1(1) —> +00 as |<| —► + oc and

(L(t)u .  и) > /(О М 2 for all t €  R, и  e  R".

(FIIS )i \V (t,  0) for all t 6  R, W ( t ,n )  > «(<)M ’’ and |V H '( t .u ) l  <  6(է)խ |’’՜ ՛  for all 

(/., tf) € R X R ", where 1 <  d < 2 is a constant, a : R —> R + is a  bounded continuous 

function, and b : R —>■ R + is a continuous function such th a t b e  L -  ^ (R ,R ) .

(Ո1Տ)շ T here  is a constant. 1 <  a < d  <  2 such th a t

( V W { t .  u). u) < a \V ( l ,  u), for all / e  R. и  6  R ” \  {()}.
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VARIATIONAL APPROACH TO SOLUTIONS FOR A CLASS

Recently Jiao  and Zhou |10], have studied the following fractional boundary  value 

problem

f tD $ ( aD ? u (§ )  =  V F ( t ,  «(<)), t €  [0, T],

V "(0) =  «СП =  a

and used the critical point theory to prove the existence of solutions to  this problem.

In [11], Torres has applied the m ountain pass theorem  to establish the existence 

of solutions for the following fractional H am iltonian system:

(1.3) +L(t)u(t .))  = V\V(t..u(t)).,  t e  R, и е І Г ' ( Щ .

L ater on, by using the  genus properties of (lie critical point theory, Zhang and Yuan 

113| have, obtained infinitely many solutions for the problem (1.3).

Also, by using the m ountain pass theorem  and com parison argum ents. Torres [12| 

has established the existence of a t least one nontrivial solution for the problem  (1 3) 

in the case where L — 1 and «(f)) =  / ( / , « )  with f  e  C (R . R).

In this paper, by using the Lax-Milgram theorem , some iterative techniques and 

variat ional m ethods, we investigate the question of existence of a t least, one nontrivia l 

solution for problem s ( 1.1 ) and (1.2) w ithout assum ing, sim ilar to (P 11S) >, com pactness 

condition such as f ( t .  x ) x  < rrF(t,x)  for all ( t ,x )  € R x R.

T h e  paper is organized as follows. In Section 2. we give the necessary definitions 

and s ta te  some prelim inary results, which are needed in t he proofs of the main results. 

Sections 3 and 4 are devoted to  our main results on existence of at least one nontrivial 

solution for problem s (1.1) ajid (1.2).

2. P r e l im in a r ie s

In this section, we give necessary definitions and s ta te  some prelim inary results, 

which are needed in the  proofs of the m ain results of the paper.

Let (X , II • ||.v) be a  Banach space, (A ". || • | |л-.) be its topological dual, and 

■~p : X  —> R  be a  functional defined on X .  We say (hat \p satisfies the Palais-Sm ale 

condition if any sequence («„) 6 X  for which <р(«„) is bounded and <ք՚{սո ) —> 0 as 

n  -> oo possesses a convergent subsequence.

For the convenience of the reader, we also present here the necessary definitions 

from t he theory of fractional calculus (see |3|).
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D e fin it io n  2 .1 . The left and right LiouvUle-We.yl fractional integrals o f  order 0 < 

a  <  1 on the whole axis R are defined by

(2 .1) _ooШ х )  =  ֊ f
1 (էէ) J —об

(2 .2 ) */"<»(*) =  ֊  [™ (Հ  ֊

respectively, where і  е  I .

The left and right Liouville- Weyl fractional derivatives of order 0 <  a  < 1 on the 

whole axis R are defined by

(2.3) - о о Э Д х )  =

(2.4) =  ֊ ֊ А ^ а Ф(х), 

respectively, where, x  6  R.

Formulas (2.3) and (2.4) can also bo w ritten in the following a lternative forms:

(2.5) - « В Д М  -

Also, we define the Fourier transform  J (u )(£ )  of u(x )  by 

3 ՜(« ) (0  =  [  e - ij:<p (x )d x .
•/ X

Recall (see |11|) the semi-norm

(t >

and the norm

(2-7) llu ll/'j„(K) =  (ll?il l l a(s) ՜ 1՜ l " l /^ (5 .) )  ՜ ՝  >  °>

and denote by / " ^  (R) the  com pletion of C ^ R )  w ith respect to  the norm  II • | | / " ֊ (K)- 

Let Q be a  bounded open interval of R. and let f n_x ((A)  be the com pletion of 

С’о°(П) w ith  respect to the norm

IM I/շ^քո) :=  ( | | - о с В Д іЬ < 0 , +  ІН іЬ (П ))

N ext, for 0 <  a  < 1, we give a  relationship between the classical fractional Sobolev 

space / / “ (IK) and the  space / " ^ ( R ) ,  where П п (Щ  is defined by

1Г{Ж) =  C ,f(R )
04
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with the norm

(2-8) IMI<> =  (iM lb (K ) +

and the sem i-norm

M *  =  ІІІ£ГЗ-(«)|Ь (К ).

Let. #,"($2) denote the  com pletion of C{j^(Q) w ith  respect to  the  norm  (2.8).

We note the spaces I I "  (Ш) and / “^ (R )  coincide and have equivalent norms, and 

so arc the spaces and I'Zx (il)  (see f ll] ) . Therefore, there exists a  positive

constant С -со such th a t

(2-9) ІІПІІ» <  C - e o l N f ^ f l l ) .

Define

H"(R) = {a e L2(R)| |СГУ(«) € L2(R)} .

To s ta te  our results we will need the following assum ption.

( L ) i : R - t  (0, +oo) is continuous and b(t) —► +oo as \t\ -» oo.

Define tlur space

and observe th a t  X a is a reflexive and separable H ilbert space w ith the  inner product

( 2 . 1 0 )  ( u , v ) x .. =  Լ  ( _ о о Д * « і ( і )  • - n o D ; ՝v ( t )  + ե ( է ) վ է ի ( է ) ) < 1 Ա  

and the corresponding norm

IMIa'« =
if

'I’he lemmas th a t follows can be proved by using the argum ents sim ilar to  th a t of 

Lemmas 2.1 and 2.2 and Theorem  2.1 from [ I l |.

Lem m a 2.1. Suppose lhatb(t)  satisfies condition (L). Then the space X й is continuously 

embedded into the space l l n {R).

Lem m a 2 .2 . Let «  >  շ ,  then # " ( R )  С C (R ) and there is a positive constant С  = Cn 

such that

(2.11) su p |u (x ) | <  C ||u ||« .
з:€гй
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R e m a rk  2 . 1 . The result o f  Lemma 2.2 remains true i f  we replace l l n (R) by Hg{iYj. 

Also, by Lemm a 2.1 there us a positive constant D„ such that

R e m a rk  2 .2 . It follows from Lemma 2.2 that i f  и  G / / ' ‘ (R) with j  <  a  <  1, then 

и €  L q(R) fo r  all q €  [2,oc), because

R e m a rk  2 .3 . From Remark 2.2 and Lemma 2.1, it can easily be deduced that the 

imbedding of X "  into  £ ''(R ) is also continuous fo r  q € (2,oo). Hence, there exists a 

positive constant C4 such that

L e m m a  2 .3 . Suppose that (L) holds. Then the imbedding o f  X "  into  L2(R) us 

continuous and compact.

L e m m a  2 .4 . Lai Ո be и bounded open interval o f  K. Then the imbedding o f  

into L 4(Q) is continuous and compact fo r  any q 6  [2; oc), and we have

fo r  some constant dv > 0 .

P ro o f . Using argum ents sim ilar to the proof of Lem m a 2.2 from |11|, it can be shown 

th a t Sobolev’s theorem  (see |14|) implies th a t lift(SI)  is com pactly em bedded into 

Լ 2(Ո) and  £ 2( i2) is continuously embedded into L4(tt). Ilonce the em bedding of 

11̂ ' (П) into L4(n )  is compact.. □

R e m a rk  2 .4 . It follows from Lemma 2.J, and (2.0) that fo r  2 <  q < oo there exists

a constant կ  >  0 such that ||w ||t«(n:) ^  У  M l/%  (Si)-

3. E x is t e n c e  o f  a  s o l u t io n  f o r  t h e  p r o b l e m  ( 1 .1 )

In this section, by using some iterative techniques, we prove the existence of a t

least one nontrivial solution for problem (1.1).

Let Q be a  bounded open interval of R. Recall th a t the spaces //,“ (fi) and I " x (Sl) 

coincide and have equivalent norms. Let be equipped w ith the equivalent norm

(2 . 12) N l* > <  A .I M I * -

GO
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B u.(n ,v)  =  («! +  /im (||w ||“ )) [  (_«,£){*«(*) ,х О?ѵ(і)  +  u{t)v{ t) )d t ,

F „ J v )  =  f  f{ t ,w a( t) )v { t)d t ,  (it)w =  B w(u ,v )  -  F„,u (v).

Assume that, the function /(< ,« ), t, a՛ € R, satisfies the following conditions:

( H i )  J'(t .s)  is Lipschitz w ith respect to the  second argum ent, and there exist 

constants с > 0 and  բ  €  (2, oo), such th a t f ( t .  a) <  c ( l  +  |s |,,֊1 ) for all /, s  €  R.

(H 2 ) 0 <  inf((.,,)6S2xR f{ t. ,s )  <  oo.

The main result of this section is the following theorem .

T h e o re m  3 .1 . Assume, that the conditions ( / /1 ) and ( I I 2) hold, then fo r  any bounded 

positive, continuous function m  and a number  a i  €  [■ . f — f- r .o c ) .  where d =
m,,,l f t ՝ 2|ll| I

[hp շ ) " ՜ 1 6 R + and f/ie constant 1շբ շ is a.s m  Remark 2.Հ with q = 2p -  2. </te 

problem ( 1:1) /ias a/ /east one nontrivial solution.

To prove theorem  3.1 we first establish the following lemma.

Lemma 3.1. Under the assumptions o f  Theorem  3.1, fo r  any w .w o  €  l i f t  (Ո) there 

exists a unique u G H q(H ) satisfying I„hWll(u)(v)  =  0 fo r  any v  6  and

(3.2)

(3.1)

where e. d €  R + are positive constants

P ro o f. By using Holder and Minkowski inequalities, one can w rite

B,„(u,v) = ( a i  +  д т ( І Н І / ^ < п ) ) )  I ՜  (-ocJ0"tt(f) ooD t v ( t )  + u ( l ) v { t ) ^ d t

< («1 +  ( ( | | - o o ^ M 0 llL2(fi))(ll-ou£>(M 0 IL2(fi))+

Н к ^ о І М І ^ і і )  <  2 («1 +  /" n (IN I/» ,x <so)) ІІ«ІІг«ж.(»)І|ѵ ||/"^(п) =

(3.3) - Со||ЧІ/ (̂П)ІМІ/-,.<п).
where 0 <  Co :=  2 («i +  /*т (||ш ||^л {i!))) <  oo, and

(3.4) B w{u ,u )  > ( a i + / » ո ( |խ | |^ ^ (ռ)) ) |խ ||յ , .^ (Ո) >  ու||յ/.||?„^(ռ).
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Also, by (H I), the Holder inequality and Rem ark 2.4. we get

Fw„(v) =  Լ  <  II/ ( / . "'օ)11/.-(Ո) 1Ւ11ձ*(Ո)

<  c^ |J2| +  |խ/( ' | |ձ 2(տօ) IMi/%(S!) ^  c(l^ l +  li";i)il/!ii.֊-j(ii))ll(-'ll/” ^(S!)

(3.5) <  c([0 | +  c/||w0 IlS^Vu, )llv ll (Ո) •

So, F w„ is continuous 011 Hft(Sl). Hcncc the Riesz representation  theorem  can be 

applied to  conclude th a t there exists a unique element q 6  l i f t  ({I) satisfying Fw< ,(».՛) =  

(g ,v )  for any v  €  IIft(SI) and ІІ.ѴІІ/'- _(fi) =  ll^udl(/fy(ri))*. where (•,•) is the inner 

p roduct o f H ilbert space Hft(  fi). Furtherm ore, by (3.3) — (3.5). the bilinear m apping 

Dw satisfies (lie hypotheses of the Lax-M ilgram theorem , im plying th a t there is an 

invertible linear o pera to r A  satisfying ||ճ ;| <  2 (« i+ //« i( ||u ;||J„  Ŝ!))) and  ||ճ  11| <  ֊ , 

such th a t B w(n ,v )  ֊  (Ии, и) for any u , v  €  lift(SI).

T hus, there exists a unique a 6 l i f t  (SI), such th a t A a = g. Then we can conclude 

B w(u ,v )  -  (A u , v ) =  (</,<;) =  F Wu(v). im plying J,„iWn(a)(v ) =  0 for any v e  Hft(Sl).

Now proceed to  prove the  inequations (3.1) and (3.2). To th is end, first observe 

tha t by (3.5) we have

IMI/'j х:(П) S  ІІ̂ и'0ІІ(//,ѵ(П))- < c(|fi| +  <ք|խօ||^J^i))-

Let V e  //,')’ (П) be such th a t v  > 0, |M |/«  (nj =  1 and  ||u||i,i(fj) >  0- For example, 

such a function v  can be constructed  as follows. Assuming th a t S2 =  ( T |, T-շ) with 

T\.T) e R, we define To = J|+T- , a = /; -̂7յ՚, and

J o ,  |.r -  T()| >  a,

[ с (̂ - ти')'-“^ , (ж ֊  7’o| <  «.

and set
֊  щ

ll^olb-eotn)
It is easy to  see th a t the constructed  function v  satisfies th e  above conditions, th a t 

is. V 6 И  ft (SI). V > 0, |խ ||/֊-,,(ո) =  1 and |խ|և>(տւ) >  »•

Next, in view of ( I I 2) we have

ІЫІ/%.(5!) =  11̂ №ո11<//ք(Ո))- >  |^<’о(?;)1 >  inf /(< ,տ )|խ ||է1(Ո) >  0 .(b-s)G(i2X к)

Taking с =  5 ^ inf(t,a)£nxR ք(Կ s)|M U '($i)) and using An  =  y. we can conclude th a t

II-II ^  1ІДІ1/',-ж(») ^  __________ с__________
2~ (fl) ՜  ІИІІ -  (<‘л + ѵ т ( \ М І ^ {ІІ))У
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11б|||-А(П) <  IM II < ----------------------=s L L -ft լ

This com pletes th e  proof of Lem m a 3.1.

P ro o f o f  T heorem  3.1. F irs t we take и;ц 6 НЦ(ѴІ) to  satisfy <  ( ^ ) ' 73T-

Then by Lemma 3.1. the equation  B w(u ,v )  — Fw„(v) =  Iw.w„('<i)(") — 0 has a  solution 

и satisfying

VARIATIONAL APPROACH TO SOLUTIONS FOR A CLASS .

(3.6) 11Ա1Ա՞^(Ո) <  — (2|^D-

Thus, tak ing  into account th a t a i €  [— 7-7-т— г ՜т -օօ), we can conclude that

(3.7) 1!Ա11/"»(Ո) ^  IMI/=„<»> ^  - j -

In view of the above discussion, if we take too =  "n .w such that, ||ito.w||/« (si) < 

( ^ ’) ’ггг ՛ ՚*1ք'ո vve can conclude th a t the equation B„,(v, i>) = Fu„ ,,,((՛) lias a nontrivial 

solution Ml,... satisfying |խւ,ա||/" ̂ (i!) <  ( ^ ) ^ r .

By the sam e argum ents, the equation B w{u, v) =  1՚\է1 w (>.՛) has a nontrivial solution 

«շ,,„ satisfying ||էէշ,ա||/" (Ո) <  ( ^ ) ~  ■ Hence, by induction, we can obta in  a  sequence 

{««.»>} w ith |խ«.„,H r ^ n )  <  =  1 .2 , . . . .  Also, taking Д  =  m a x{m(<) | 0 <

1 <  (~ 7̂ )'rrT}- from (3.2) we can infer th a t ||м„,„.||/- (») >  W] ■ provided th a t 

H | / . .  (») <  ( ^ ) ^ -  So, by the  definition of sequence {««lW}, we have

(3.8) = 0, V V € Щ ( П ) ,  n e N.

Below we will show th a t the sequence {?<„,,„} converges to  some u w € To

this end, observe th a t  in view of ||м„.„,||у« ^  <  (■^•)<7̂ T for all »  and rcflexiveness 

of Я,7 (П), going to  a  subsequence if necessary, we may suppose th a t L as

n  -> oo.

N ext, by relations (3.3) and (3.5) we have l w.u„ (uvi) £  (U S {Щ )"- and lienee 

Iw.uv (Uu))(wu,w -  Uw) -> 0- From boundedness of sequence and ( H I ) ,  we can

infer th a t f ( t ,  wn,,„) is bounded in L 2([l). From Lem m a 2.4 one has u„,„, —у u,„ in
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L 2(il). hence using Holder inequality we can w rite
/

֊  i , „ .  (^ա) (^ո,ս; liu՝)

( f t -J +  М ' ' Ч І І Н  І / ^ Д ^ ) ) )  I  (̂ —օ լ  Ծ լ  “Мчи — o o D ,  Լ'1կլ.ս> ) )  4 *  'Ա;0 {'(ԼՈ>ll} U w ) ^ d t

J  ^/(^5 ՛Աո- 1 ti/’)(^n.w 

( « լ  " b  / * " A ( I M b « r t ( i o ) )  ^  (^~oc ^ f  ‘1կV - O c A ;  ^ ш . ) )  " Ь

~ j  (̂ J (̂ > 4՜ ^  (̂ f (t ՝  ̂и՝)(̂ л̂,ш Wu-)j^

“  I* - 1.іі»)(«»,н» -  ««•))<

~  J-ut,uw (M-uOÔ h.u՜ «и») J  ^У(^> ^ 1м)0 *п,ге»

IЛ

I Tu,\uUf ~ wu')l ~̂~ ||/(*-1««»)||/;-»{П) ||//-(S2)

(3.9) + ||/(#,?/Д .ад)||/>з{«) 11 wa,u* -  Иш||л2(іі) 0*

Therefore

(«I + / 'W I N I ? « oo(sl)))ll

“  |,,|, ('M/i,U') fw.liu֊ l.u, ՜  ^ ІГ )  ̂ 0 .

Thus, —► u w strongly in 11q (U). Therefore, (tt„.wJ t ՛ =  0 for any v  €

Щ ( І І ) ,  and since f ( t .  я) is Lipschit.z w ith respect to  tin; second argum ent , wc can

w rite

li

<

VtUu. ( ^ w ) ^ |  —  |^ l l ' . l i u. ( U » r ) t ’  Л і ' ,и „ _  1 ( u n . w ) 1 I

|(«1 "I՜ /«Ո.(||ա||'/լ,^  (f>))) j  oc- DI (w՝«f Uit.w) v-Df V +  (՜Սա UMiUr)*'^(/f

I I /  ( f { t , n w ) r ^ d t  -  i .„.)")<^|

— («1 +  P ^ ( l h uH/"e (n ) ) ) ( l l - o o ^ j  (W«J ~  11 L2(U) W-ncDf  J'||i=(!i)

+ 1!՛«.«• wn .tr | |l ՝2{v.) 11̂ 1 Ա*(ո)) ՜ ւ  j յ ՜  ( ^ и՝ ~  Աո ),n')v d t I

<  2 ( r t |  + / t m ( | |w | | J . _ . e>(j j ) ) ) ( | | t t u ) - « » , M, | | ; u ^ (u ) | | f | | / « i i ( j j ) )

(3.10) + ||u „ , -  М и - і .ш І І /^ п э ІМ І /" ,^ )  o-
70



This implies th a t the equation l„.,u (u)(v) = 0 has a nontrivial solution satisfying 

11»ա11/% (Տ0 <  ( ^ ) ^ 1 and Ікш ІІ/% (») >  provided th a t |M I/% (Si) <

( f ) - -
In the case where w — 0 , the above argum ents can be used to  conclude th a t 

the equation /o,tl(«)(i՛) — 0 has a nontrivial solution, which we denote by itj, such 

th a t  Ih 'il lf^ c s i)  <  ( t ) ^  and | |t t i | |a  >  0- Հ -հ  • Let. w =  itb  then the equation 

tu,.u{y )(v ) =  ** has a nontrivial solution ո ՛չ ,  such th a t |խ շ||/»  (») <  ( ^ ) 1̂  and 

||?/.-յ||ր-^(Տ!) >  а і^ д . Hence, applying induction, we can get a  sequence {«„} with

ІІ««ІІ/"ж(0 ) <  and | |« „ | | / - Ж(П) >  ^тт^л such t,ia t Л .„ - ,,«„(««)”  =  0 ш
any V  € //,7 (0 ).

Prom reflexivcnoss of and boundedness of {и,,}, we can infer th a t u„ А и

in Я ц(П ). Atso, by (3.3) and (3.5), we have /?„(<«,■), /՛«(•) £ (Я (','(П))*. So we get.

! A t _ լ It (^ ) (^7i ?t)|

<  j ( a լ +  / tm (  | | t t „ _ i |[ | , ,  ^ (f t) ) )  i i i  ( - o o A " w  - э о Օ ՞ խ »  ֊  tt) +  и ( и „  -  ս)

+1 l u  ( f { t , u ) ( u n ֊  w))</«|

| ( o , + p n ( | | u „ - , | | ? „

-  I (a,+,,m(M'f„ “ ,)) |Ій«('и>и« ~ *01 + IM «»  -  *)l 

(3 J 1 > *  U - w w n f f  + -  «)i ->
- 30՝

Since /  is Lipschitz w ith respect to  the second argum ent and u„ —> и  in L 2(Q), in 

view of (3.11), we ob ta in

(ai +/M IK-ill/%(u)))IK . ֊  w|l/«̂ (n)

(3.12) =   ̂ I , t i „  (^tft) /« „ _ |,u (^ )j( tln  t̂)

+  j '  Լf ( t . u„) -  f ( t .  H) ) K  -  u )^d l  -> о, 

implying th a t ?/.„ —> it in From equality

(«1 +  /tm (||it„  lll /“ ^(ji))) J  (  ocV't'un -ocDt O + U n V ^d x  = j  ( f ( t , u n )i?)dt, 

и £ Я/,*(П), and )/„ - f  и in  Hq (SI), sim ilar to  (3.10), we can conclude th a t for any

V e яу(П),

(«1 +  р т ( | |м | | '^  0 }))) J  ( - 00Г>;ѵ7/. _օօռ?!! + a v ^ d t .  =  J  [ f ( t , n ) i ^ d t .

Thus. « is a  noutrivial solution of (1.1) satisfying ІМ Іі-^ іі)  >  օ',+)~ձ ՜ This completes 

the proof of Theorem  3.1. □

VARIATIONAL APPROACH TO  SOLUTIONS FOR A CLASS ...
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4. E x i s t e n c e  o f  a  s o l u t i o n  f o r  t i i e  p r o b l e m  (1 .2)

T he functional J  : X n —»• R  corresponding to  problem (1.2) is defined by

./(" )  =  ֊  J  ( U W ) I J +  Ь(0 |и (01а) л  +

(4.1) + դ  Ա  ( |_ .^ D r «(*)|2 +  b (« )|M (O I* )* y  ֊  Լ  F i t .  u{t))dt, 

where F(r,t.)  - f*  f ( x , s ) d s ,  and

փ (ս )= 4  L  0  + +

(4.2) Q f  ( i ^ a p u W i 2 +  6(/)խ(<)!2)  л )  ,

(4.3) Щ и ) =  [  F ( t ,  u(t))dt.
■I R

We assum e th a t  /  satisfies the following conditions:

(F I)  /  ё  C (R  X R. R) and there exist constants 1 <  71 <  72 <  . . .  <  <  2 and

functions g L '֊--•• (R. R + ) (i. =  1 ,2 , . . .  ,rn) such th a t
Ш

|/(« ,x ) | < V ( i , x ) e R x  R:
i = I

(F2) there exist an open interval /  c l  and constants S > 0, 70 6 (1 .2) and t] >  0 

such th a t

F ( t , x )  > » /И 7й, V (/.,:(•) е / х  [ - М ] .

Now, we are in position to s ta te  the m ain result of this section.

T heorem  4 .1 . Let. о  6  ( ֊ .  1] and b(t) satisfy assumption (L). Assume, that (F l ) and 

(F2) hold, then the problem (1.2) has at least one nontrivial solution in X й .

Note th a t  in Theorem  4.1 the assum ption (F2) can be replaced by the following 

condition:

(F3) t here exist an open interval I  С R and constants 8 > 0, 70 €  ( 1,2 ) and ?/ > (I 

such th a t

x f ( t , x )  > ք/խՐ", V (t . x ) e  /  X [—<5,(5].

Hence, we have the  following corollary.

C o ro l la ry  4 .1 . Let a  and b(t) be as in  Theorem Հ.1. Assume, that ( F l )  and (F ’J) 

hold, then the problem (1.2) has at least one nontrivial solution in X n .
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We first s ta te  two lemmas.

L e m m a  4 .1 . Assum e that conditions (L) and (F l )  hold. Then the functional J  : 

X °  —> R defined by (Հ.1) is well defined, belongs to the class С.'І (Л Ч,,Е )  and satisfies

J ' (u )v ( а г +  «շ Լ  ( l-o o D JM O l2 +  Ь(0 І«(0 Іа) л )

X Լ ^  ռ Օ Հ էՀ է)-  x D ։,՝u(t) + b(t)u( t)v{ t)^d t

(4-4) -  [  f ( t ,u ( t ) ) v ( t ) d t .
■h.

Furtlieniwre, the critical points of J  in X " urc the solutions o f  the problem (1.2).

P r o o f  W e first, show  that. (In՛ functional J  : X й —> IK defined by (4.1) is well defined 

on A '". In view  o f (F l ) ,  th e  H older inequality  an d  R em ark  2.3. one t a n  gel

f  \F(t,,u(t.))\dt < j r ± f  0,[t)\u(t)\'«dt 
յ  ՚ձ I ' J  p.

(4-5) <  Е н і Ч ^ №  *  E: t •* '՛ ! i. Ь<=i ՛• ”  >=i 7*

implying th a t J  : X ,x —» R is „well defined on X a .

N ext, wo prove the equality (4.4). Rewrite ./ as follows: ,/ =  Ф — It is easy to 

check th a t Ф 6 C 'p T M R ) and

Փ ՛խ ի  =  ^« i  + 0 շ ք  ( | - ° о ^ Г и (012 +  ft( 0 l " ( 0 r 2) f//^

(4-С) X  f  ( . . x V ? u ( l )  ■ ...x D ?v(t)  +  b ( t)v { t)v ( i) )d t .

Therefore, it rem ains to  prove a sim ilar equality for Ф. To th is  end, for u, v €  X ' ՝  

and any num ber li e  (G, 1), we apply the Mean Value theorem  to ob ta in

(4.7)֊ JjF(t.,u(t)  4- hv(t)) -  F{t,v(t))]dt =  ^ /(*•"■(t) 4- o(t.)hv(t))v(t)dt.
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where 0 <  £>(t) <  1 for every I & R. Also, by (F I), the Holder inequality and Rem ark 

2.3, we have

[  m ax \ f ( t .  u.(t) + g(t)hv(1))v(t)\dt  
,/j. he(o.i)

'« r
< У ՝ /  0Հէ)\ս(է) +լՀէ)հՀէ.)Ր*-1\ր(էխէ

m r
<  y , /  о т  d « ( i f j p '  1 +  й о г  l )  w \ *

i= 1 Л

<  ֆ  Ա է ք ւ * )  (М О Г * -1 + М О Г -1 ) 2 '**) ՜  Ա \ ' № \ կ է )

m 2~->t I

^  £  ( / R ( *) * )  2 ( іі« иі‘г 1 +  і н ц - г 1)  Q f  н о і 2^ )  ՜’

Ո1

(4.8) <  £ с ? 1 « і і і  ^  1 +  11ք,|1 5 -!) IMI;,v« <  +  oc.

Thun by (4.7), (4.8) and Lebesgue dom inated convergence theorem , we gel

T„  . Ф(« + /ш) -  Փ(«)
Ф (<tb =  Inn — --------------------  ----------—

).-»»+ Л.

=  lim -J- [  {F(t.u(t.) + hv(t))  — F (t ,  ii(t.))](lt 
h-> o+ h JR

(4.9) =  lim / / ( * , « ( < ) +  e( t)hv ( t) )v ( i )d t  =  [  f ( t ,  u(t))i>(t.)rlt.
Л-+0+ Ук Ук

•*

A com bination of (4.(i) and (4.9) shows th a t (4.4) holds. Furtherm ore, by standard  

argum ents, it is easy to  show th a t the critical points of J  in X n are the  solutions of 

problem  (1.2).

Now we prove th a t ,/ ' is continuous, th a t is, it belongs to  the class R).

Clearly it is enough to  show th a t Ф' is continuous. Since Ѳ, €  L '1՜ ՜ ' * ( R ,R 1) (i ֊  

1, . . . ,  to), for any e >  0 there exists Te >  0 such th a t
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Let и  —> «о in X n , then in view of (F I), continuity  of / ,  Rem ark 2.3 and (4.10), we 

can w rite

sup |'і / '(" ) і ' ֊  ^ '( « o H  =  sup \քզ(ք(է,1ւ(է)) -  f(t'U<>(t)))v(t)dt\
M.*'» =1 ||t/||xa=l

< sup J. ,<7, \ ( f ( t , u { t ) ) ֊  f ( t ,  « o (t))M *)|fft

+  »»p_i Ё  ^ ( W *)!7' ՜ 1 +  1«օ(*)|7, ֊ , )խ (* )1̂

<  s u p  ( . / j t | < TJ / ( f , » ( / ) )  -  f { i ,  ւ վ ւ ) ) \ Հ <it) 2 ( f l l f<T,  M O I 2^ ) J
И’-Их-»—1 ՜

3-7 j

+  «up t ( f w>T . er * m )  5 ( ih i ] >  1 +  І Ы Ц Г 1)
||»mIx ^ = i  » * i  \  /  N 7 4 7

| / ( і , « ( 0 ) - / ( М ю ( 0 )І3 л ) *
2 - - ,

+ E  (/|ii>vr « Г 57(ол) 2 (iNHC1 + IN C - : ')
m / ч

< с 2£+ £  g c j *  (iiuii^ . : 1 +  H uo iiK 1) .

implying th a t Ф'(и)і? — Ф'(«о)г> —> 0 as и  -4 «о uniformly w ith respect to  v. This 

implies th a t Ф' is continuous. Thus, we have shown th a t J  € С 1 ( X n , R). Lem m a 4.1 

is proved. □

The proof of the next lemma can be found in [8].

Lem m a 4.2. Let X  be a real Banach space, and let J  g Cll(.V, IR) satisfy the. Palais-

Smale condition. I f  J  is boinUed from below, then с =  inf.y J  is a critical value o f  ./.

P roof o f T heorem  4.1. In view of Lem m a 4.1 we have ./ 6 C 1(A’n ,R ). We first 

show th a t ./ is bounded from below. Indeed, by (F I), (4.1), Lemma 4.1, and (he 

Holder inequality, we can write

=  Դ  fi< ( | - * W ) I 2 +  Ь(01«(01а) л  +  T  (,/R ( l - o c /^ X O I 2 +  m \ u ( t ) \ 2) d i ) 2

- , / r  F ( t , u ( t ) ) d t  > դ խ \ \ % «  -  JH n * M t ) ) d t

> ԳԻճ~ ֊  > w & « - e ™ .  Հ-ււ̂ ււլ 1յլ.ււ«ււլն

(4.11) >  ^ | | M||2 „ _  f ;  ^ і ц ^ і !  ^ \ \ и \ \ ^ .
i—\ L  ''

Since I <  7, <  2 (i =  1 , . . . ,  vn), we see th a t J  is coercive and bounded below.
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N ext, we prove th a t ./ satisfies the Palais-Sm ale condition. To th is  end, assume 

tha t {(ifc}*6N С X n is a sequence such I h a t {./(«fc)}teN is bounded and J '(u k )  0 

a.s A՛ —> -foe. Hence by (4.11), there exists a constan t M  > t) such th a t ||a*||,V" < 

M . к €  N. Therefore, there is a  subsequence, again denoted by {«*•} and щ  6  X a 

such th a t  Hi,- —k ?io- Hence

(4.12) (./'(it*.) — J'(iin))(uk- — Wo) —> 0. 

and by Lem m a 2.3. we have

(4.13) Uk —> «о strongly in L 2(E).

Since и I, —Հ Uo, then by the Banach-Stcinhaus theorem , there exists a constan t At > 0 

such th a t

(4.14) sup ||% ||д-« <  Лі, ||«o ||x "  < M .
A.-6N

Further, in view of (F l)  and the Holder inequality, we can get:

|/Е(/(МиМ) -  /(М 'о(О)Ж (О -М*)Щ  
< Jr l/(^ uk(0) -  /(M*o(*))IM0 -  «о(0И

2-УІ

< t  (/»« г 7 m )  ՛ ( ім ц г1 + II«оIIla՜1) uR m o  -  м о р л ) *
2 - 1 ,

(4.15) < E  ( V P 4 t)dtj ’ (||«||5„-’ + ІЫ І& Г՛) II» -  է/,,|Ատ.

Therefore, by (4.12)-(4.15), we have

(4.10) [  ( f ( t ,U k( t) )  ֊  f { t , u 0( t)) ) (uk (t) ֊  u o ( l ) ) d t  -> 0, as к -> -foe.
•/e

Also, one can get

(յ'(սկ) -  ./'(uo))(»fc ֊  «о) = («1 JR (\-x D}’u),.(t)l2 + ե(է)իգ(է)\3)<1է.)

x Jr  ( - o o D ? « k (t) ■ - r v D f i i i k  -  u„) + ն(է)սկ(է)(սկ -

-  («1 +  (կ  J j  (l-noD J’uoM I2 +  В Д М О І 2) '* -)

X / к  ^ _ ooD f u 0 ( t )  • - о с D ‘t ՝ ( n k  -  Uo) +  հ(է .) ւ ւ(Հ է)(սկ  -  u 0 ) ^d t .

-  JR( f ( f :Uk(t)) -  f ( t , սօ{է)))(սկ(է) -  u0(t))dt
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=  ( « I  +  «2  JK ( |  э о £ > / ' « *  ( O l 2  +  ե { ւ ) \ ս հ ( ւ ) \ շՀ)<1է)  J R \ ֊ o c  u y ( u k  ֊  « օ ) 1 ՜  +  < > ( 0 1 < д -  -  w o  12 

[ jH (l-oo-D“ «i)(i) |2 + b ( t ) M t ) \ 2) d t  -  JR ( l - „ D ? u k( t)l2 + В Д |і1к( 0 |2) л ]  

x Jr  (-oc-D“«o(t) • _ooD}'(tn  -  uo) +  b(t)uu(t.){uk -  щ ) j d t

-  «<■(*)) -  /(* . “0(t)))(nk(f)  -  Uu(t))dt > a i IIm -  «0ІІЛ-..

[ / ,  ( \ ֊ օ օ Օ ի Վ է ) \ 2 +  t(0 |u „(i)|2)d i ֊  jR ( l-o o ^ 'tu ^ ) l2 +  Ь (і)К (0 Іа) д ]

X JR (_ x D?ua{t) ■ _<*,D?(nk -  Mo) +  b(t)u0(t)(uk -  Mo))rf<

- J R( / ( M u ( 0 ) -  /(* .« о (* )Ж « л (0  -

VARIATIONAL APPROACH TO SOLUTIONS FOR A CLASS .

-0 2

Therefore

« і Ц и -  «oil2-.. <  (•/'(«■*:) -  ^'(«і)))(«и -  «о) - « շ ք /й ( l - ^ ° " M.pWI2 +  W I« n (O I2)

-  JK (|-<x A " 'u ( 0 I 2 +  fc(t)l»*k(0l2) ^

X ir< (-no®t*t/(|(<) ■ -oo^PO'-it -  ՛“») +  -  И«))

(4.17) + SR(f( t , i ik(1))  ֊  f( l-no{ t) ) ) (uk ( t )  ֊  Uo(t))dt.

dt

) d t

Next-, since щ  -»• «о. then we have as fc —> + 00,

a շ,[ Լ  (|_^շ;;*«օ(012 + /փ)|«օ(012) ^  ֊ Է  ( |- « № * ( 0 1 “ ւ ь(О М О І2) л ]

(4.18) X I  (/()(/) • £>"(«<.■ -  »օ) +  ե{է)ւււ}(է)(ոէ -  Uoi'jdt. —> 0 .

It- follows from (4.12), (4.16) (4.18) th a t «/.- —t- iiq strongly in X n , im plying th a t ./

satisfies the Palais-Sm ale condition.

Next, by Lem m a 4.2, Հ =»inf .\-<. J(u )  is a critical value of ./, th a t  is. there exists a 

critical point и * fe X n such th a t J(u*)  =  Հ.

Finally, we show th a t 11՛  փ 0 . Let ѵ.ц 6  X "  \  (()} and ||(to||.v<- =  1. then by (4.1), 

(F2) and Rem ark 2.3, we have

(4.19) J ( m 0 ) =  Գ  J R  (|-օօ-Օյ>օ(012 4 b ( t ) \ u t)( t ) \ 2 ) d t

+ T *  ( iR (l-oo/??Ho(O la + ծ(()|սօ(է)|2) ^ ) 2 

֊  JR F (t .  * u M ) d l .  < գ  + գ ֊  Լ  \u0(t)p«dt,  < ) < * < £ .

Since 1 <  70 <  2, from (4.19) we have J ( s u 0) <  0 for s  >  0 sm all enough, lienee 

./(«*) =  4 <  0) im plying th a t  u* is a nontrivial critical point, of J ,  and so u* is a  

nontrivial solution of problem  ( 1.2). This com pletes the proof of Theorem  4.1. □
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