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А н н о т а ц и я . В статье введена новая форма дробной производной д л я  функ
ций, заданных в единичном шаре из Rn . В качестве приложения получено 
интегральное представление для гармонических в шаре функций с конечной 
смешанной нормой.
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Ключевые слова: дробный интеграл; дробная производная; гармоническая функ
ция; единичный шар и R " ; пространство со смешанной нормой; ядро Пуассона- 
Бергмана.

1 . В в е д е н и е

Возникновение понятий дробного интегрирования и дифференцирования в 
XIX веке поначалу было связано с теорией интегральных и дифференциаль
ных уравнений. Дробными интегралами и производными занимались Абель, Ли- 
увилль, Риман, Адамар, Вейль, Харди, Литтлвуд, М. Рисс и другие, см. моно
графию Самко, Килбаса, Маричева [1), где можно найти подробные справки. 
Позднее, дробное интегродифференцирование нашло новые применения в тео
рии функций. Оно оказалось весьма эффективным средством, в частности, в 
теории классических функциональных пространств, см. [2] - [9].

Одним из недостатков дробных интегралов и производных является их разно
образие и часто несовместимость друг с другом, в том числе в различных прило
жениях. Широкий выбор различных типов дробных интегралов и производных 
обращается в преимущество, когда нужно их приспособить к тому или иному

применению.
В настоящей работе мы развиваем и применяем классическое иптегродиффс- 

ренцирование Римана Лиувилля в задачах из теории гармонических пространств
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в It (ո > 2 ). Введем необходимые обозначения. Пусть В  =  Вп — открытый еди
ничный шар в 1R", Տ = д В  — его граница, единичная сфера. Интегральные сред
ние порядка р гармонической функции и(х) =  и(гС) на сфере |х| =  7՝ обозначены.
как обычно, через

М р(щ г) =  u(r-) LP(s.da): 0 < г < 1, 0 < р < оо,

где da (г? — 1 )-мерная поверхностная лебегова мера на 5 , нормированная усло
вием ծ (Տ) =  1. Множество всех вещественных гармонических функций в шаре 
В  обозначим через h(B).

Определим пространство h(p, <7, а )(0  < р, q < 00 , а  € R) со смешанной нормой 
как пространство тех гармонических функций и 6 h (B ), для которых конечна
квазинорма

1 \  1/<7
(1 — r)aq~[ M%(u-,r)dr) , 0 < q < 00 ,I l I V.-*- ' /  jvip[u-,rjar )

u \\h(p,q,a) \  \ « / o  /

sup (1 -  r)aM p(u; r), q — 00 .
0<r<l

При p = q < оо пространства Д(р, (/, а) совпадают с весовыми классами Берг
мана. а при <7 =  оо их обычно называют весовыми пространствами Харди.

Много работ посвящено пространствам Іі(р, <7, а) со смешанной нормой или их 
аналогам, состоящим из голоморфных, плюригармонических или гармонических 
фу-нкций в круге или шаре из Сп или Rn.

Пространства со смешанной нормой для голоморфных в единичном круге 
функций были введены Харди и Литтлвудом [2],[3]. Позднее, Флетт [6|,[7] значи
тельно развил теорию, а в дальнейшем были получены многомерные обобщения 
результатов Харди, Литтлвуда, Флетта в областях из С" и R 71. Пространства 
h(p ,p ,a ) ,  h (p ,q ,a )  в единичном шаре из R n изучались в работах [10)-[21], а про
странства h(p. q, а ) , состоящие из ո-гармонических функций в полидиске из Сп, 
изучались в статьях [22] -  [24].

Основным нашим приложением дробных операторов в теории гармонических 
пространств является следующее интегральное представление в пространствах 

h(p,q,cx) со смешанной нормой.

Т еорем а 1.1. Пусть  0 <  р, զ < оо, а  > 0, и 6 h{p,q,a)  -- произвольная фупк- 
Пусть выполнено 0 < р , q < 00 , /3 > max{a -I- (ո -  l ) ( l /p  -  1), а}, либоция
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1 < р < оо, 0 < q < 1, ft > а. Тогда

(11) Ч т )  =  / в ( 1  -  \ y ^ ~ l p ^ y ) u { y ) d V { y ) ,  х е в ,

где Р q (х, у) ядро Пуассона-Бергмана, определенное в параграфе 5.# ’

З ам еч ан и е  1 .1 . В частном случае р -  q>  1 и 0 = а или для еще более узких 
классов аналогичное интегральное представление получено в [10Ці1],[13],[14], 
[18], а с более общими весами — в [17],[19]. Д ля  голоморфных функций в еди
ничном иіаре из Сп Теорему 1.1 при 1 < p,q < оо молено найти в [25],[26], а для 
п-гармонических функций в полидиске — в [22].

ОБ ОПЕРАТОРЕ ДРОБНОГО ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ...

2 . Д р о б н о е  и н т е г р о д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  в  е д и н и ч н о м

КРУГЕ НА ПЛОСКОСТИ

В этом параграфе мы приводим определение известного оператора Da дробно
го интегродифференцирования Римана Лиувилля и одну его модификацию Ъ (і. 
Всегда будем считать, что при положительной степени а  операторы Dn и 
представляют дробное дифференцирование порядка а  > 0 , а при отрицатель
ной степени а  операторы D a и Ѵ п выражают дробное интегрирование порядка 
а | > 0 . В случае а  =  0 полагаем, что D0 и 'D0 - тождественные операторы, т.е.
D ° f  =  /  и В 0/  =  / .

О п ределен и е  2.1. (Дробное интегродифхференцирование Римана-Лиувилля на 
М2  ̂ Пусть задана функция /(г )  одной переменной г £ [0,1). Тогда

(2 .1) D2- ° / ( r )  : =  —  [ \ r -  t r - ' m  dt =  ֊  f  (1 -  t)a- l f( tr )  dt,
Г(а) Jo  1 (a) Jo

j  \ m.
(2.2) D ? f( r )  := ( -  ) f{r), D ?f(r)  := D ~(m- a)D ? f(r) ,

1 --1
( 2.3) 0> Г 7 ( г )  : =  r - l՝ D ; af(r) = г Г І  ~  f ( tr) dt>

1 w  Jo .

( 2.4) D J / ( r ) : = Z J j { r “ / ( r ) } ,

где 0 < г < 1, a  > 0 , rn € Z, rn > 0 , rn — 1 < a  < m.

Нижний индекс 2 при операторах ставится, поскольку далее мы применяем 
их по отношению к функциям, заданным на плоскости, и в частности на единич
ном круге D. В последующих разделах мы будем рассматривать операторы D,Y 
также гіо отношению к функциям, заданным в IR7'. Введение модификации 2)շ



обусловлено тем, что оператор D% не сохраняет голоморфные или гармоничес- 
кие функции, а оператор 'DJ — сохраняет, т.е. : #(Ю>) — ► Я  (D) и £>շ : 
/?(D) — > /t(D). Заметим, что оператор дифференцирования Ъ\  первого порядка 
не совпадает с обычной частной или комплексной производной, именно *D\f — 
^ ( г/)> которую называют радиальной производной функции / .  Иногда будем 
писать Թշ г и Э £ г, чтобы указать переменную г. по которой выполняется инте
грирование или дифференцирование.

Операторы D% и V շ хорошо приспособлены к применению к степенным функ
циям. Следующая лемма проверяется простыми вычислениями.

Л е м м а  2 .1 . При а  > 0, к > —1, т  6  Z, т  > 0, =  D%, Т)(У = Ղ)շ имеют
место следующие тождества:

(2՛5» =

(2.6) Dm{rfc

( 2. 7)  Բ - ) ,  ճ + ± ± ճ  r «,

<28) ® ՜“ ^ >  = ք £ ? ւ ք ւ ) ՜ '

(2.9)

Помимо определения 2.1 посредством дробных интегралов имеются другие 
способы определепия дробного интегродифференцироваиия через разложения в 
степенные ряды, см. [1], [3], [5] [7). Подобные разложения удобны для распро
странения дробного интегродифференцироваиия на функции, заданные в Rn.

3. Д р о б н о е  и н т е г р и р о в а н и е  Р и м а н а - Л и у в и л л я  д л я  г а р м о н и ч е с к и х  и

НЕГАРМ ОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ в R n

Вначале определим дробное иптегродиффереицировапие для гармонических
❁

в R71 функций. Положим, что гармоническая функция /(х )  Е Іі(В) разложена в 
ряд по однородным сферическим гармоникам Y^j

оо dk
(3.1) f { x ) =  'У ] }  ] akj r ^fcj(C) =  У ] Qfc.7 Г f̂cj(C)» X = £ В ,

А:— 0 . 7 = 1  k.j

6
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}
Г (* +  1) к—т

Г ( к  ֊  771 +  1)

I



ОБ ОПЕРАТОРЕ ДРОБНОГО ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ... 

л л  _  (2M -n-2)(n+fc-3)! _
гДе -  -----քո"—շ)! к\--------- размерность пространства Kk(S) сферических гар
моник степени к. Теорию пространств 3ik(S) можно найти, например, в моно-
1 рафиях [27],[16]. Хорошо известно понятие дробного интегродифференцирова- 
ния (см. [1],[8], [10]-[20]) для гармонических функций (3 .1) в Rn, выраженное в 
виде ряда из сферических гармоник.

О пределение 3.1.

(3.2) М  =- Ё  է  Հ (* ;  а д о .  « > » .
k=Qj=l v ' 7

(3-3) Щ аег)№  : =  X J  йкі rk Ո ; ( 0 , a  >  0.

Другой, более общий способ определения дробного интегрирования порядка a  > 
0 выражается через дробные интегралы Римана-Лиувилля подобно случаю п = 
2 .

О пределение 3.2.

о п ат  ■■= —  / V  - d t =

r <i!+n/2- l  rl r .
(3-4) = ՜~ ] > ) ~ ՜  Լ  (1 ՜  ԺՀ = ^ 2՜ “ {'-"/2՜ 1/ ( 0.-)}.

Это прямое обобщение оператора Ծշ*  (см. (2 .1)) на /г-мерный случай. Как и 
при п = 2 определяем его модификацию D “a (сравни с [12], [8]).

О пределение 3.3.

a r " nt)/(z )  := = г- И " М О Г {г«/2- 1/ ( 1 )} =

(3.5) =  ֊  /  (1 ֊  £ Г ֊ 1Ж * ) Г /2_1
Г(а) 7о

#

Преимущество модификации перед оператором D~Q состоит в том,
что оператор V ~£иք) сохраняет гармонические функции, т.е. : /і(5) — >
h(B). Этим же преимуществом обладают операторы Т>7ф ^г). Поскольку оба one- 

%
ратора В ”£ сг) и Х Г ^  выражают первообразную порядка г> > 0 функции / ,  
то возникает естественный вопрос об их связи. На самом деле эти операторы 
совпадают для гармонических функций, что выражается следующей леммой.
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Л е м м а  3.1. Два определения (3.2) и (3.5) для первообразной Т)п<у (а > 0) сов
падают для гармонических функций в В, т.е.

®,7(ն,■>/(*) =  К (int)fi*) =■ * € В, /  € Л(В).

Д о к азател ь ств о . Пусть гармоническая функция /  € h(B) разложена в ряд ио 
сферическим гармоникам по формуле (3.1). Тогда по определениям (3 .5) и (3.3)

V n(int)f(X) =  Լ  ( J -  t)a՜ 1 dt =

֊ Լ  ( I -  t)a՜ 1 ( £  akj tkrk F fcj(C) J Г ' 2՜ 1 dt

—  Հ լ ,  a k j  r k  Y k j ( C) ( f \ l -  է ) " ֊ '  tk+n' 2֊ '  dt
\ ) k j  \ J о

՛ —1 (A: +  __a. . rk Yk (C) =  D ~ “ /'(x-)'  Г(а + it +  n/2) J »(*«•) ■»1 )՛

□i t o  и требовалось показать.
В частности, действие оператора Т)п а на мономы типа г7 (а > 0, 7  > —п/2) 

приводит к полезной 4юрмуле

® п “ { г 7 }  =  —  f \ \ - t r - \ t r y t n' 2֊ U t  = —
г («) Jo Г(а

Г (7 + п / 2)
Г f .

+  7  4- п / 2 )

4. О п р е д е л е н и е  м о д и ф и к а ц и и  д р о б н о й  п р о и з в о д н о й

Р и м а н а —Л и у в и л л я  в  R n

Если определение 3.3 оператора дробного интегрирования довольно естествен
но и удобно, то определение соответствующего оператора дробного дифференциро
вания вызывает некоторые проблемы. Мы уже определили дробное дифферен
цирование (^ > 0) для гармонической функции через разложение в
ряд по с(}хфнческим гармоникам (3.2). Такое определение вполне естественно 
и немедленно влечет обратимость оператора, выраженное формулой, весьма по
лезной в приложениях,

2\ Ѵ о ® г / ( * )  =  > /(* )= / м .  /  € и в ) .
0

Тем не менее, хотелось бы отстраниться от гармонических функций и их разло
жений в ряды ио сферическим гармоникам и определить дробные производные
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как обратные к дробным первообразным для более общих функций. Поэтому бу
дем решать следующую задачу: наити явную и удобную форму для дроб
ной производной Х>£ как обратного оператора к дробному интегралу
Ъ ~ п Естественное полугрупповое свойство 'DaT)Pf = Da+ ^/ желательно, но не 
обязательно.

Одна форма для дробной производной в неявном виде содержится в ра
ботах [10], [13] [15], [19], [20]. Выразим ее в терминах оператора Ըշ,  см. (2.2).

ОБ ОПЕРАТОРЕ ДРОБНОГО ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИРОВАИИЯ ...

Определение 4.1. (Дробная производная порядка а > 0)

(4-1) ■-= D b  [«e+n/a- , /( te )

где производная Թշ է берется по переменной է.

а > 0 ,
f=l

Все же, здесь из-за введения дополнительной переменной է такая форма для 
дробной производной создает некоторые неудобства в применении.

Следующее наше определение новой формы дробной производной более удоб
но и приспособлено к дальнейшим применениям.

Определение 4.2. (Дробная производная порядка а > 0)

(4.2) $ “ /(*) := r - W - ^ D Z  [7-0,+ո/շ- 1/(*)

где производная D% = см. (2 .2), берется по переменной г = \х[, как обычно.

При п =  2, очевидно, оператор 3)շ сводится к D J , см. (2.4).
Итак, на данный момент в R" мы имеем три определения (3.3), (4.1) и (4.2) 

для дробной производной. На самом деле эти три определения совпадают для 
пригодных функций.

Теорема 4.1. Три определения (3.3), (4.1) и (4.2) дробных производных совпа
дают для гармонических функций /  € h(B), тп.е.

(4.3) К ^ , ) Н * )  = К  («»*)/(*) = ® № ) .  а  > °֊

Д л я  негармонических, но достаточно гладких функций /  совпадают опреде

ления (4.1) и (4.2), т .е .

(4.4) ©nf<no/(*) =  а > 0 '
9
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Д о к азател ьств о . Вначале применим операторы к мономам типа (к > 0)
Согласно (4.1), (2 .7), (3 .3),

к Г (а к п/2) 
= Г Ц к  + п / 2)

г к Щ л£— 1
ՀՕւ+հ+ո/շ֊ 1

է= 1
f̂c + n/2 — 1

t= 1

Г(а + к + п/2) к
Г (к + п/2) г

Согласно (4.2), (2 .7), (3 .3),

г П ֊ ( п / 2- .Qf + n/2 — г ~ (п/2- 1) ^.Л+А:+п/2-1

-(п /2- 1) Г(в + fc -Ւ п/2) [_к+п/2_ 1
Г (к + п / 2)

Г(сѵ -Ւ к -f п /2) 
Г (к 4- п/2)

к

Таким образом,

(4-5) V а
{ Т>аn(s*?r) \ 7 }{ к F(d + к -j- п/2) к

Г (к +  п / 2) г
Теперь пусть гармоническая в В  функция /  разложена в ряд (3.1). Ввиду (4.5)
и линейности операторов получаем

Т)Л
^  n(int) Т  akj rk Ykj (С)

Г(а -f /с 4- п/2) ^к

[D"(Jne){rfc}] ո ,  ( о

Г (к -f п/2) Ykj (О =  ® S(«r)/(*),

л У  flfc jг* ^ і (с)
fc.j

[Э'п }] П,(С)

k tj

Г{а + к + п / 2) к 
Г(к + п / 2) Г

что доказывает равенства (4.3).
Для негармонических функций /  нам нужно доказать равенство (4.4), (я)

D £ /(x ) , или что то же

0 2 ,* к + п / 2 _ 1 / ( ^ ) '
է=1

r -(n /2-l)Da , а + п / 2 — 1/0*0 X = £ В

Вначале заметим, что для целых га >  1

(4.6) [t"+Pf(tx)\ = r ֊ * D Z  [r“+* /(x ) ] , а  > 0 , /3 > 0 ,
•

что проверяется непосредственным дифференцированием. Это влечет равенство 
(4 .4 ), 2Э£(*п/)/(-г) =  ®n f (x ) <для иелых а  =  га > 1. Для нецелых а  > 0 обозначим 
г а  €  Z, га  >  1, га — 1 <  q  <  га, т.е. [а] =  га  — 1. Тогда (4.4) равносильно равенству

D l l ’" - a)D Z ,ar+n/2— 1 /(•7;)
10



а это следует из (4.6). Этим завершается доказательство (4 .4). □
Таким образом, для всех типов операторов дробного дифференцирования бу

ОБ ОПЕРАТОРЕ ДРОБНОГО ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИРОВАИИЯ

дем пользоваться единым обозначением :

( 4 - 7 )  K ( s e r ) №  =  ® n ( i „ t ) / ( z )  =  3 > S / ( * )  = :  © ; / ( * ) ,  • Of >  0 .

Лемма 4.1. Для достаточно гладких функций } в иіаре В и, в частности, для 
гармонических функций f  £ Іі(В) имеет место формула обратимости

(4.8) Ѵ%Ѣ-а/(х )  =  'D;*'D“ /(.t) = /(*), X € Б, а  > 0 .

Доказательство. Для гармонических функций формула (4 .8) очевидна ввиду 
их разложимости в ряд сферических гармоник и определений (3 .2), (3 .3).

Для более общих функций, дифференцируемых достаточное число раз, будем 
доказывать (4.8) посредством определений (3.4), (3.5), (4.2). Ввиду этих опреде- 
лений и тождества Ըշ Թշ(ճ д{х) = д(х) для интегрируемых функций д, получим

Щ Ѣ ք (х) = =

_  Т- ( п / 2 - \ ) щ  г а + п / 2 - \ г - (о г + п /2 -1 )  ը - a  | г п / 2 - 1  |

_  D%Ծ Հ°{г”/2՜ ՜ 1 ք խ)} = 7.-(«/2֊ւ)-Հ."/շ- ւ /(^ )  = f ( x y

Аналогично доказываем

'D-a'DZf(x) = D - “ [ r - (" /a- , ) ^ { r ^ +n/a- 1/(*)}] =

=  г - ( а + п / 2 - l ) D ֊ «  r n / 2 - l  r - ( n / 2 ֊ l ) D ^ | r a - H n / 2 ֊ l y ( :E)}

= r~^Q + n/ 2̂֊ 1̂ Z)2՝0:Z)2 {га+П 2̂֊ 1/(х)} = г ֊(^ + г1/2- 1)га + а/2֊ 1у(2.) _

Здесь мы воспользовались тождеством Թ շ°D%{г^f(x )}  = г^/(х), /3 > a. □

5. И н т е г р а л ь н о е  п р е д с т а в л е н и е  д л я  г а р м о н и ч е с к и х  ф у н к ц и й  с о

СМЕШАННОЙ НОРМОЙ

Перейдем к применению операторов дробного интегродифференцироваиия для 
изучения весовых классов гармонических функций. Везде будем пользоваться 
стандартными обозначениями: х = г£, у = рг], 0 < г, р < 1, ?; Е *9, rfK — норми
рованная ո-мерная объемная мера на шаре В, с/Ѵл(х) = п г п drdcr(£), Vr(Z?) = 1. 
Каждая гармоническая функция и(х) € /і(£) разложима в ряд однородных сфе

рических гармоник
о о  d/f

(5.1) и(х) = ak-i 7՝k Yk№  -  E  X = r( e B,
fc=0.7 = 1 fc.i

11
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Напомним определение расширенного ядра Пуассона в шаре В , см. [16, глава 6).

О п р ед ел ен и е  5.1. (Расширенное ядро Пуассона в шаре В )

ОО

к=()

1 — |лт|2\у\2

_ 
1 

і—* 1 to н • + \х\|2 | у |2)п /2Р (х ,у )  ֊  Р0(х,у)  :=  Zk(x,y)  =  7—  - Г Ш - — , х  е В, у € В,

где Zk зональные гармоники, см. [27],[16].

Расширенное ядро Пуассона гармонично в В  но каждой из переменных х  и 
у. а также гармонично но х  при у € В. Оно обладает полезными свойствами

#

Р(х>у) =  Р(УіХ): Р{х,у)  =  Р (гу% С)> ^ =  К? разлагается в ряд сферических
гармоник

оо ос die

Р{х, *) =  £  Zk(x, y) = ^ 2 Y l  Укі (у) Гк Ykj (С).
к=0 к—Оյ = 1

Если т} € 5, то Р(х. ?;) — обычное (нерасширенное) ядро Пуассона в В. 
Определим теперь ядро Пуассона Бергмана.

О п ред елен и е  5.2. (Ядро Пуассона Бергмана в шаре В)

(5 .2) Ра(х .у)  := Ѵ ^ Р (х ,у )  = г ^ х 'У^՝ Х՝У е  D՝ а  ^  0է ճ  + ՈԲ )

Подобные ядра определены в работах [8], [10] (для целых л), [11] -  [15], [18] ֊  
[20]. При а  =  0, очевидно, ядро (5.2) сводится к расширенному ядру Пуассона 
Р  =  Ро в шаре В. Ядро Пуассона Бергмана (5.2) вместе с техникой дробного 
интегродифференцирования позволяет вывести интегральную формулу из Тео
ремы 1.1 типа Пуассона Бергмана для функций из h(p,q.a).
Д о к а за те л ь с тв о  Т еорем ы  1 .1 . Обозначим интеграл в правой части формулы
(1.1) как оператор

(Таи)(х) :=  —ֆ յ- г /  (1 -  |у |2)“ ֊1 Pa(x ,y )u (y)dV (y),  х  е  В, а  > 0.
«1  Ка ) JD

Сначала докажем теорему для функций и(х) G /і(1 ,1,/?). Для этого вначале
предположим, что и(х) € h{B) Ո С(В). Полагая, что функция и(х) разложена в

12
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ряд сферических гармоник (5.1), преобразуем интеграл (Тди)(х),

(Т0и)(х) 2
п Г(0) [  (1 -  \у\2)0 1 Pfi(x,y)u(y)dV(y) 

J п

շ
пГ(/3) /  (1 ֊  М 2) * - 1J в

2 ОС

ОС

Jfc=0

Т(/3 + к + и / 2)
Г(к + п /2) Zk{x,y) У ! O-mji ^mj(y)^ с/Ѵ(у)

Г(/9 +  /с + п/2)
п Г(Д) Г(/с + п/2)

ОО с/т л

У* /  (1
m = O j= l J D

I г/г)2\Ѳ—1 Zk(x, y)Ymj(y) dV(y).

Учитывая, что Zk(x,y) = rhpkZk(C, л), Zk( ( ,V) =  E t x  Ы О  Пі(»?), отдельно
упростим последний интеграл, считая к > 0 фиксированным,

oo din ր

53  ^  Qm? ^  ~

m=0 jf=1 D
M ) Z/c(#) y) pm YTnj(rj) dV(y)

ОС m

m =0 jf=l
Otnj /  (1 ֊  M Y ՜ 1 - fc"m

J D
pKpm Zk(C,r,)Ymj{v )dV(y)

oo dm

n r
m=0 j = l
oo d

1
“mj I ( I - P 2)՛1 Xpkpm p" 1 ( ^ J z k(Q,Ti)Ymi^i)da(ri)) dp

о

711
,k

/• 1
,  ~

m = O j= l  ^ (l

di
P2)0՜ 1 Pk+m+n- l Y ,Y k i ( 0

t= l
Yki(v)Ymj(v)da( j/)

5
dp

n r k ± a k j Ykj ( 0  f  (l ֊ p 2f  1 
j= 1 •՜10

֊ l p 2 k + n ֊ l dp

db
=  a  r * r t f )  r (k + n/ 2) y ՝  a . у ...(c)

2 Г(/? +  fc +  n/2) ^  J jK )'J=1

Здесь мы воспользовались ортогональностью в L2(S ) сферических гармоник раз
ных степеней (к փ га). Далее, подставляя, получаем

(Т0и)( х)
2 ОС

-  Г (Я  t o

Г (/3 + к + п/2)
,/2)

E l ^  Т Л, Т
Г (/с -Ւ ո

ո к Т((3) Г(* + п/2) 
2 г

С/Лс

Г(й + к + »/2) £ ;  w * (<)

OO rffc

(1/су 7 ՜ Y k j i O  —  1 і ( з  )

A;=Oj=l

Искомая функция ii(:z;) = (7^г«)(х), (1.1) получена. Для произвольной функции 
гі(х) € Л(1, 1,/3) применим доказанную часть теоремы ио отношению к растяну
той функции us(x) := u(S.г), 0 < S < 1, что приводит к us(x) = {Три&){х). Іеперь

13
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остается перейти к пределу при <5 1~ (см., например, [17],[20))

(5-3) W^ u s \ h ( i x f i )  ► о? 6 —> 1 ,

и в итоге получаем искомую формулу (1.1) для произвольной функции и £
докажем

Если 1 <  р < оо, 0 < զ < 1, քՅ > «, то согласно вложениям [21, Теор.1(і)-(ііі)] 
имеем /і(р, q, а) С /і(1 ,1, /3).

Если 1 < р < оо, 0 < զ < оо, /3 > а, то согласно вложениям [21, Теор.1(іі),(ѵі)] 
имеем h ( p , q , a )  С /і(1,<7,а )  С /г(1,1, /5).

Если 0 < р < 1, 0 < g < ос, /? > а  -Ւ (п — 1)(1/р  — 1), то согласно вложениям 
[21, Теор.1(іѵ),(ѵі)| имеем հ(բ. q, а) С а  4- (п — 1)(1/р ֊  1)) С /і(1, 1, /9).

Во всех случаях получаем и{х) (Е /і(1,1, /3), что сводит доказательство к уже
доказанному случаю. □
Замечание 5.1. Легко заметить, что в приведенном, доказательстве мы лишь 
проверили истинность (1.1) без конструктивного вывода этой формулы. Такой 
метод доказательства в специальных случаях применялся, например, в [11],

Было бы полезно найти конструктивный вывод формулы (1.1). 
Наше определение дробной производной (4.2), Теорема. Հ.1 и Лемма Հ.1 позволя
ют найти конструктивное и очень короткое доказательство Теоремы 1.1.

В торое доказательство Теоремы 1.1. Пусть и(х) Е /г( 1,1 ,/3), /3 > 0 — произ
вольная функция. В силу формулы обратимости (4.8) и определения 4.2, можем 
преобразовать

и(х) = Ѵ ~ вѣ^и(х)  = — у J  (1 -  t)0- xV'iu(tx) tn/2-1 dt =

Г(/3)
2

W )

f \ i  -  p2f - l venu(p-
Jo

[ \ i  -  r y - w J  f
Jo Js

p n - i d p

(1 -  p2):i 1Ѣ^Р(х,ргі)и(рті)прп՜  1 dpda(rj)
s

L

Сходимость последнего интеграла внутри шара В  следует из оценки ядра Пуас

сона Бергмана (см., например, [13],[14],[18])

\Pfi{x,y)\ < С{0, ո) _  ід .ц^ і^+ п-Т ’ е  в .

14



A b s t r a c t .  In the paper, a new form of fractional derivative is introduced for functions 

defined in a unit ball in IRn . As an application, an integral representation for harmonic 
functions with finite mixed-norin in the ball is obtained.

ОБ ОПЕРАТОРЕ ДРОБНОГО ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ
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ЗАВИСЯЩ ЕЕ ОТ ОРИЕНТАЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ДЛИ 
ХОРДЫ КАК ФУНКЦИЯ МАКСИМАЛЬНОЙ ХОРДЫ

А. Г. ГАСПАРЯН, В. К. ОГАНЯН

Ереванский Государственный Университет 
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А н н о т а ц и я .  В [3] и [4) а в т о р ы  д о к а за л и ,  что  к о в а р и о гр а м м а  и з а в и с я щ а я  
о т  о р и е н та ц и и  ф у н к ц и я  р а с п р е д е л е н и я  д л и н ы  хорды  д л я  т р е у г о л ь н и к а  и эл 
л и п с а  являются ф у н к ц и я м и  м ак си м ал ьн о й  хорды  t m a x ( u )  в н ап р ав л ен и и  и.
В с т а т ь е  п о л у ч ен о  необходим ое условие того , что  з а в и с я щ а я  о т  ори ен тац и и  
ф у н к ц и я  р а с п р е д е л е н и я  д л и н ы  хорды  б ы л а  бы ф у н к ц и е й  зав и ся щ ей  от  м а к 
с и м а л ь н о й  х о р д ы . Т а к ж е  при веден  кл асс  п а р а л л е л о г р а м м о в  д л я  ко то р ы х  
необходим ое услови е  не вы п о л н яется .

MSC2010 num bers: 60D05; 52А22; 53С65.
К лю чевы е слова: ковариограмма; максимальная хорда; зависящее от ориен
тации распределение.

1. В в е д е н и е

Пусть Rn(n > 2) ո-мерное евклидово пространство, D С Rn - ограниченная 
выпуклая область с внутренними точками, и Ѵп - ո-мерная мера Лебега в Rn. 
Пусть Տո՜ ղ - (ո — 1)-мерная единичная сфера с центром в начале координат. Слу
чайная прямая, параллельная направлению u Е S n~l и пересекающая D имеет 
точку пересечения (обозначим ее через х) с n ru±D, где n r u±D ортогональная 
проекция D на гиперплоскость ս^Լս1՜ - гиперплоскость проходящая через нача
ло координат с нормальным вектором и). Можно отождествлять точки n ru±D 
с прямыми, которые пересекают D и параллельны направлению и. Предполо
жив, что точка пересечения х равномерно распределена в n r u±D, мы можем 
определить следующую функцию распределения:

Определение 1.1. Функция
у—I/ Ѵп- і { х  6 TTrvD : ѵ,((/(іцх) Ո ն ) < *)}

F ( M )  = ------------------------------------------------------------------------------------------ Ш ------------------------------------------------------------------------------------------

1 Работа первого автора выполнена при ч асти чн ой  п о д д ер ж к е  государственного  ком итета  по
науке Республики Армения, Грант 14А-1а09
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называется зависящей от ориентации функцией распределения длины хорды D 
в направлении и в точке է € R 1, где д(и,х) - прямая параллельная и е S n~l и 
пересекающая Иги±D в точке х, a bn(u) = Vn_i(Ilru± D).

О пределение 1.2. (см. [I]). Функция

Мы можем представить каждый вектор ft 6 Яп как ft = էս, где и - направление
ft, a է. его длина.

В точке է — 0 сугцествуст правосторонняя, производная левой части, и равен
ство (1.3) остается в силе.

Ж . Матерон сформулировал гипотезу, что ковариограмма выпуклого тела D 
определяет D в классе всех выпуклых тел, с точностью до параллельных пе
реносов и отражений (см. [1]). Г. Бианчи и Г. Аверков доказали, что каждая 
плоская выпуклая область определяется в классе всех плоских выпуклых обла
стей по ковариограмме, с точностью до параллельных переносов и отражений

Пусть L(uj) - случайный отрезок длины I > 0, параллельный фиксированному 
направлению и и пересекающий D. Рассмотрим случайную величину \L\(uj) = 
Vi (L(oj) Ո D), где L(uj) принадлежит следующему множеству:

Ղ(ս) = {отрезки длины /. пересекающие D и имеющие направление */ }.

Случайный отрезок L(uj), лежащий на прямой у(и, х), можно задавать координа
тами (д{и, х), у), где д(и, х) прямая с направлением и е S n~l , проходящая через 
точку X € ri7 ,x±D, а у одномерная координата центра отрезка L{и) на прямой 
д(и,х). Началом координат на прямой д(и,х) берется одна из точек пересечений 
д(и, х) с D. Используя вышеупомянутые обозначения можно отождествлять П(и)

с множеством: ,

C(D, ft) =  Vn(D Ո (D + ft)), ft € Я '\  

называется ковариограммой D. Здесь D 4֊ ft =  {x + h ,x  € D}. ■

Л ем м а 1.1. (см. [1] .̂ Пусть и € S n 1 и է > 0 такое, что DPl(D-Mu) содержит 
внутренние точки. Тогда C(D ,u,t) дифференцируе.иа по է и

(см. [2]).

где х (и 1 х ) =  Vi(g(u , х) Ո D).
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Определение 1.3. Функция

F\r\(u է) = ^ ^ (?z) • \Ь\(х іУ) < ^})
՝ 11 ’ Ѵп(Щи))

называется зависящей от ориентации функцией распределения длины случай
ного отрезка в направлении и £ Sn~1.

В [6] получена связь между функцией распределения случайной величины \L\{uj) 
и зависящей от ориентации функцией распределения длины хорды в Rn:

(1.2) F\L\{u<t) = <

О

Խ{ս)

для է < О,

2t + F(u, t ) ( l - t ) ~  F(u,z)dz

Vn(B) + lbD(u)
1

ДЛЯ 0  < է < /,

для է > Լ

2. Н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  h a  F(u,t)

Зафиксируем и е S 7' 1. Пусть L(u) случайный отрезок длины tmax(u) (tmax{и)
- хорда максимальной длины D в направлении и € Տո ), параллельный фик
сированному направлению и и пересекающий D. Подставляя в (1.2) \Լ\ = I = 
tmax(u) получаем:
(2.1)

Ftmax( u) О 21 + F(u,t)(tmax(u) -  t ) - f  F(u, z)dz
Jo

для t < 0,

для 0 < t < tmux(u)

ДЛЯ t > tmax{u)-

где C  — v;t(D)+tm L(tt)6D(u)e
Левая часть (2.1) в точке է есть вероятность, что длина пересечения D и случай
ного отрезка Լ(ա) меньше чем £, следовательно FtninT(u)(u,tmax(и)) = 1* Таким 
образом, подставляя в (2.1) է = tmax{u), получаем

(2.2) 1
bD(u)

^n(D) -Ւ tmax{u)bi}(u) 2 ̂ mai(^)
І-ТППТ 0*)

F(u,z)dz
о

После элементарных преобразований (2.2) получаем следующее утверждение.

Теорема 2.1. Для любого выпуклого тела D и любого направления и Е S 1 
интеграл зависящей от ориентации функции распределения длины хорды на 
интервале [0, tmax(u)} дается следующей формулой:

(2.3)
m а х*(“)

F{u, z)dz — ^max(^) Vn( D)
bD(u)
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Так как левая часть (2.3) неотрицательна, получаем следующее следствие тео
ремы 2.1:

А. Г. ГАСПАРЯН, Б. К. ОГАНЯН

С ледствие 2.1. Д л я  каэісдого выпуклого тела D С  Rn и направления и € 5 П_1 
имеет место неравенство:

С ледствие 2.2. Д ля  любых двух направлений и і ,и 2 € S n 1 таких, что tmax(ui)
^тах{'^շ) U

Допустим, что существует функция G(x,y) от двух переменных такая, что
F(u,t) = G(tmai(u),t)- В этом случае, из равенства trnax(ui) = tm(LX(uշ) следует:

Следовательно, из. следствия 2.2 получаем следующий результат:

С ледствие 2.3. Если зависящая от ориентации функция распределения длины 
хорды зависит от направления только через £max(u), тогда для любых двух

Следствие 2.3 является необходимым условием того, что зависящая от ори
ентации функция распределения длины хорды была бы функцией, зависящей 
от направления через tmaxiv)՝ Зависящая от ориентации функция распределе
ния длины хорды для треугольников и эллипсов зависит от направления через 
Ітпах(ц) (см. [3] и [4]), следовательно необходимое условие в этих случаях удо- 
влетворяегся. Проверим это для треугольника (для эллипса эго можно сделать 
аналогично). Из [3] имеем, что ковариограмма треугольника Д с площадью S 
дается следующей формулой:

^n(D) < Ьъ(и) • tmaxi'u)-

Из (2.3) также имеем:

следует

br>(ui) = br>(u2).

направлений Ա\,Աշ Е Տ1Լ 1 таких, что tmax{u\) =  t max (и շ) следует

ЬъЫі) =  եէ>(սշ).

(2.4)

где է 6 [0, tma>x(u)]. Поэтому из (2.4) получаем
20
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(2.5) дС( Д, и, է)
dt (0) 25

і̂пах (' )̂
С другой стороны из (1.3) имеем

(2.6)

Из (2.5) и (2.6) получаем 

(2.7)

ОС (А, ?2, է,) 
dt (0) = bA(u).

S — շ  ^тах(^)^Д ( )̂*

Используя (2.7), легко заметить, что для любых двух направлений иь սշ G 5П_1 
таких, что tynax ю  = է таX(սշ), следует Ьд(гіі) = 6д(и2).

3. Н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  д л я  п а р а л л е л о г р а м м а

Пусть ABCD  - параллелограмм. Обозначим \АВ\ = ai, |AD| = օշ, ZBAD = a. 
Рассмотрим направление луча AD как нулевое, а направление против часовой 
стрелки в качестве положительного. В [5] получены явные выражения для мак
симальной хорды и функции ширины для параллелограмма ABCD:

(3.1)

^тах('м)

a-շ sin л
8Іп(ос — и) ’
а\ sin а

s i n  и  5

Հ ցշ sin (X 
sin(-u—л )  ’

« 2 ,  

t CLl)

и  е

и £

(o,arcctg(S7*Jr7r+coto)_

arccts ( гН — -f cot а ) , arcctg (cot а  — а
ո I sin а

arcctg (cot а - ai  sin а

и = 0
и = a

,и ф  с

(3.2) Ьа в с о Ы
Ռշ sinu + аі sin(a -  г/), u G (0, a]
ռշ sinu + a\ sin(u — а), иб[а,7г]

Рассмотрим ромб со стороной а и | < а < | .  В этом случае, из (3.1) и (3.2), 
для максимальной хорды и функции ширины получаем:

(3.3)

a sin a  
s in (a —и ) ) 
a sin a  
sin u ’ 
a sin a  

s in (u—a} *

a *

и € (о, f]
u€ [ f , f  + f] , t t?4a 
u€ [f + f,*)
u = 0, a

21
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(Ղձ\ h ( \ ja ( s m u  + sm(а -  u ) ) , и е  0, а(3.4) ЬАВсо(и) =  { . ; ”
а (sm и + sin (и -  а ) ) , и € [а, 7г]

Обозначим ու =  ֊  и Աշ = 2а — где ո натуральное число. Очевидно, что 
Աւ € (0, ֊] для любого п > 2. Поскольку I  < а  < ֊ , то ֊  + ֊  < 2а < 7г, 
следовательно, սշ € [^ + т|,7г) для достаточно большого натурального числа п. 
Из (3.3) имеем что равенство £т ах(^і) = ^тах(^г) выполняется тогда и только

%
тогда, когда

(3.5) sin(a — txi) =  տհՀսշ հ~ a)

Подставляя в (3.5) значения и і и սշ легко проверить, что (3.5) выполнено.
покажем

2а -  1 = 0

направлений и\ и սշ. Допустим необходимое условие выполняется. В этом случае 
из (3.4) имеем, что равенство блвсо(^і) = ^ЛБС^(^г) эквивалентно следующему

(3.6) а (տասշ — sin ui) = 0

Подставляя в (3.6) значения ui и սշ получаем эквивалентное уравнение:

(3.7) sin — — sin (
п \

После элементарных преобразований из (3.7) получаем

(3.8) sin ( -— — • a  ) • cos a  = 0

Уравнение (3.8) имеет место, если a  = ՜֊ или - a  = жк где к целое число, 
следовательно для достаточно большого натурального числа п (3.8) не имеет 
места (так как ֊  < a  < £). Следовательно Ьа в с о Ыі) Ф Ьa b c d (u2)•

A b strac t. In [3] and [4] have been proved that covariogram and orientation-dependent 
chord length distribution function of a triangle and an ellipse depends on maximal 
chord trnax(u) in direction u. In this paper a necessary condition for orientation- 
dependent chord length distribution function as a function of maximal chord is 
obtained. A class of parallelograms is constructed for which this necessary condition
is violated.
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SP E C IF IC  PR O P E R T IE S OF SO LUTIO NS OF FIR ST  O R D E R  

D IF F E R E N T IA L  EQ U A TIO N S W IT H  SEV ER A L DELAY  
A R G U M E N T S

R. KOPLATADZE
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E-mail: roinan.koplatadze&tsu.ge

m
Abstract. T he paper considers the following differential equation x'(t) + Pi(t) x(ri(t)) =  0,

»=i
t >  0, where pi G L\oc{R + ; Я+)> ту G C (/?+ ; Я), Tj(f) <  t and lim r f-(<) =  + oc , i =  1 , . . .  ,m .t • • > f oo
New oscillation criteria of all solutions for this equation are established.

M S C 2 0 1 0  num bers:*  34K11
K ey w o rd s: Oscillation; proper solution; differential equation; delay argument

1. I n t r o d u c t i o n

It is a trivial consequence of the uniqueness of solutions of initial value problems 
that first order linear ordinary differential equations cannot have oscillatory solutions. 

As for the equation

(1.1) x'(t)  +  p(t) x(r{t)) = 0,

the presence of a delay leads to the fact that oscillatory solutions do appear. Moreover, 
if p  is nonnegative and the delay is sufficiently large, all proper solutions (see Definition 
2.1 below) turn out to be oscillatory. Specific criteria for the oscillation of proper 
solutions of linear delay equations were for the first time proposed by A. D. Myshkis 

[1]. It follows from the results of [2, 3] that if the functions p : Я+ R+ (#+ =  
[0, +oo)) and r  : i?+ —> В  are continuous, r(t)  < t for t € R + , ^jini r(t) = +oo.

+00

t
p* = lim sup /  p{s)ds, p+ =  liminf / p(s)ds

f —> + oo J r ( t )  t —> + o o  J r ^

and
1

(1.2) either p > 1 or p* >

then the equation (1.1) is oscillatory. Note that if p , < ֊ , the condition p* > 1 can 

be improved.

*Tlie work was supported  by the Rustaveli Science Foundation. G rant no. 31/09.
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For т ( і )  =  t  — t  ( t  =  const > 0) such an improvement was carried out successively 
in [4-6], where the condition p* > 1 was replaced, respectively, by p ' > 1 -  Ճ ,

SPECIFIC PROPERTIES OF SOLUTIONS OF FIRST ORDER ...

P ՝  >  1 -  2( 1 - p . )p* and

. > 1 _  1 ֊  Р» ֊  y/l — 2p« ֊  y\  
2

On the other hand, in [7, 8) sufficient conditions for oscillation of all proper solutions of
equation (1.1) were given, which involve classes of inequalities not satisfying condition
(1.2). In the present paper, using the ideas of [9], we establish some new criteria for 
the equation

m ՜

(1.3) x'(t) +  ^pi(t)x(rj(«)) = 0,
i=l

where
Pi € Lloc(R+\Я+), Ti € C(R+\ R), Ti(t) < t for t € R+

(1.4)
and lim r*(£) =  +00 ( i s l , . . . , m ) ,[ —>+00

to be oscillatory.

2. The m a in  results

Throughout the paper we assume that r+{t) =  min{Tj(£) : i =  1 , . . . ,  m}. Put

r;r* (£) =  max {s : r*(s) <  t} for t £ .R+,

»£•(*) =  » f(t ) ,  Հ - = Հ * օ Հ ձ ւ  ( * - 2 , 3 , . . . ) .

Definition 2.1. to £ Я+. >4 continuous function x  : [£(ь +oo) —► Я is said to be a 
proper solution of equation (1.3) if it is locally absolutely continuous on [rjT*(to), + 00), 

satisfies (1.3) almost everywhere on [rf* (£0)1 + 00), and

sup {|x(s)| : t < 8 <  + 00} > 0 for t > to.

Definition 2.2. Ճ proper solution of equation (1.3) is said to be oscillatory if the set 
of its zeros is unbounded from above. Othei'wise it is said to be nonos dilatory.

Definition 2.3. The equation (1.3) is said to be oscillatory, if any of its proper 

solutions is oscillatory. Define

(2.2) Փւ(է) =  0, i p i ( t ) = e x  p l ' V  ( TTPf^ )  >, г =  2,3, —
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T h e o re m  2.1. Let there exist к € N  and non-decreasing խոշԱօոտ a  € C (R +;R)
such that

(2.3) Վ է)  < < t ,  І =  l , . . . ,7 7 i

and
m  r m  րէ

lim sup П  TT /  Pi
* - ► + 0 0  .= 1  L i= 1

րԱէ) rn
(s) exp { m  I  ^  ( П

rn

(2-4) >
1

г=1

յ լ
rn

>

m

771m
e=i

Then the equation (1.3) is oscillatory, where

p+t =  lim
(2.5)

lim inf /  pAs)ds,
*֊++<*> յ*,Հէ)

ce(p.i)
1 ֊ P . t  — y / 1  — 2 p * ;

2

~՜Տ~
Pie i  =  1 , . . . , m

T h e o re m  2.1'. Let p^ <  ֊ and there exist nondecreasing functions a7; € C(R+,R)  
such that the conditions (2.3) are fxdfilled and for some e € (0, A*(p*))

m r m
lim sup n  i n  L Pi(s)  exp { ( А * ( Р . ) - е ) £ 7 ( П М 0 )  " } ds

1 t 1 (*) f=l

JL
m

>

(2.6) >
1 m

^ - Г Ы м -
*=1

Then equation (1.3) is oscillatory, where p*( andc((p*t) nre given by (2.5) and ճ*(բփ) 
is the smallest root of the equation

(2.7) Л.

(2.8)
rn րէ rn \_

P- =  £  / m ( П ̂ " ' d s  > 0
t=i JriK4 չ=ւ

C o ro lla ry  2.1. Lei t* be nondecreasing functions, Pi(£) > p(£) (г =  1, p €

Lioc(/?+ : Л+) and for some e € (0, A*(pJ)

lim sup
i —►-foo

m r m rt

Ц П / ,
յ  =  1 լ  г=1

p(s) exp  ̂m(A*(p.) - e )  բ(Հ) ՃՀ
(t) I

ds
_Lrn

>

(2.9) >
1 m

—  -  П с*(р,<)m  *  *i= l

Then equation (1.3) is oscillatory, where. p*i and ce are given by (2.5) and ճփ(բփ) is 

the smallest root of equation (2.7).
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T heorem  2.2. Let there exist nondecreasing functions a, € C (R+;R) such that 
conditions (2.3) are fulfilled,

SPECIFIC  PROPERTIES OF SOLUTIONS OF FIRST ORDER

m Г m րէ r<Ti(t) m J_
(2.10) lim sup J J  П /  Pi(*) /  ( T T w t t ) )  d(ds

1 >_l 0 0  յ տ= 1 L t = l  J V j i 1)  /?= 1

m
> 0 ,

and /e£
™ rt m 1

(շ Ա ) E  /  ( П р ((5)) m d$>j
7 = 1  ^  т и * ;  £ = i  c

Then equation (1.3) is oscillatory.

C orollary  2.2. Let Tj be nondecreasing functions,

Г1 Ы *)  / ™ \ -1-
(2.12) lim inf / Pi(s) / ( Д  p,(£) j ^  > 0, i , j  = 1 ,  m,

'-+ ° °  Л , (t) Л»(.) V =i ’

and let condition (2.11) be fulfilled. Then equation (1.3) is oscillatory.

T h eo rem  2.3. Let Ti be nondecreasing functions,

(2.13) lim inf f  P i ( s )  ds > 0, i =  l , . . . ,m ,*_>+оо y r .(t)

and let condition (2.11) be fulfilled. Then the equation (1.3) zs oscillator.

3. Some a u x il ia r y  s t a t e m e n t s

In this section we establish estimates of the quotient

m  \  m

П Հ Վ է ) )*= 1
x(t)

where х is a nonoscillatory solution of equation (1.3).

L em m a 3.1. Let to £ R+ and x  : [<(>,+oc) ֊> (0 ,+ 00) 6e a solution of equation

(1.3). Then for any i € {1,2,. • •}
m  _i_

(3.1) ( n * ( r<W ) ) m > 1pi(t) x(t) for t > TjJ* (to),
/=1

where the functions //tr* and фі are defined by (2.1) and (2.2), respectively

Proof. From (1.3) for է > т7[ф(*о) we have

L P m TA$ t ^  ° ֊ 1....... »>rj ( t ) i =  1
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Using the arithmetic mean-geometric mean inequality, from the last inequality we get

-L
(

m n -L

^ - ° % P { m L M  ( П «(«>)՜ " <Vl ф ) " '  < ь \  0  = 1......»>.
Therefore for է > ղՀ*(էօ),

m

x(s)
( 3  2 )  s  “ p  {  £  L m  ( Й  P , ( S ) )

Inequality (3.1) is obviously fulfilled for i =  1. Assuming its validity for some i £ 
{ 1 ,2 , . . .} ,  by (3.2) for t > T77r: x(*o), we obtain+ i

тп J_ ,  m. րւ m  _լ V

( П  Փ է (է ) ) )  m > exp Д  pe(sj) "՝ Pi(s) ds L (*) =  фі+1 (t) x(t),
t=\  ̂ j = ? = \  J

and the result follows. □
L e m m a  3.2. Let բ փ <  where p„ is defined b y \ 2.8). Then

(3.3) Дігп^ ( Hrninf ՓՀէ)) > A*(pJ,

where functions грі are given by (2.2) and X*(p+) is the smallest root of equation (2.7 ).

P ro o f . Suppose on the contrary, that (3.3) is not true. Let

(3.4) lim ( lim inf ^ ( է ) )  = դ < \* (բփ).
г—►-foe <—►-(-oo

Then there exists Eq > 0 such that
*yp

(3.5) ——  ^  1 "f* ճօ*
7

On the other hand, for any e > 0, by (2.8) and (3.4) there exist k£ £ N  and t£ 6 R+

such that
m րէ

о-в) E  /
1 J T  4j=l 1=

(П PtX8)')™ d s  > p+—£, 4>k(t) > for t > t E and к > к£
i

According to (3.6) from (2.2) we get

Therefore
lim ( lim inf ipk(t)) > e 7̂ £̂ pm 6^

fc-H-oo V l ->+OO 7

which implies 7  > el  v- . In view (3.5), this is a contradiction, and the proof of the

lemma 3.2 is complete.
Quite similarly one can prove the next result.
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Lemma 3.3. Let
m  t rn ,

(3.7) А - Й “ Е / , „ ( П л < . ) ) - * > І .
j = շ ֊  у e

then

(3.8) lim ( lim inf xjjk(t)) =  +oo,к֊++оо І-++ОС v ,}
where xpk are given by (2.2).

The proof of the next lemma can be found in [9].

Lemma 3.4. Let there exist nondecreasing functions Оі e С(Л+; R) such that condition
(2.3) is fulfilled and equation (1.3) has an eventually positive solution x : [fo, +oo) —> 
(0,+oc). Then

(3.9) lim inf ^  > гн (р„) (i =  1, . . . ,  m),
t->+oo x{ai[t))

where and ct:(p*i) are defined by (2.5)

4. P roofs  of  t h e  th eo rem s
%

Proof of Theorem 2.1. Suppose on the contrary that the equation (1.3) has a 
nonoscillatory proper solution x  : [to, -foe) —> R. Since — x(t) is also a solution for
(1.3), we confine ourselves only to the case where x(t) is an eventually positive solution 
of equation (1.3). Then there exists էլ > to such that x(ri(t)) > 0 for է > էլ (i = 
1, . . . ,  m). As we have seen, while proving Lemma 3.1

m j_

(4.1) ( f J s O M t) ) )  m > ipi(t)x(t) for t > ml'(<1) (i = 1.2, . . . ) ,
/=1

where the functions Վ* and фі are defined by (2.1) and (2.2), respectively. From (1.3) 
we have

(4.2) x(s) = x(t) охр  I J  E P*(̂ )X̂ )^ for t - s - tl
Integrating (1.3) from aj(t) to t, for sufficiently large t, we get

m րէ
(4.3) x(<7j(t)) = Y ]  Pi{s)x(Ti(s))ds + x(t).

t=l Ծյ
On the other hand, taking into account (2.3), from (4.2) for sufficiently large t, we

obtain
/ 4 X(Ti(t)) ( [ L I \ ,T(Tt(,S)) J
<4-4» - Է )
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and

(4.5) x (tj(s )) = x(<7j( t))  exp { /  У 2 р і( 0
j ta»)

Վո{Հ})
ՎՀ)

da

Combining (4.1), (4.3) -  (4.5) and using the arithmetic mean-geometric mean inequality 
for j  =  1 ,2 , . . .  ,m ,  we can write

™  r t

վ պ հ *)) >  £  /
t=i •'"Л*)

X схр
С Т  ( п  )

-ԼГГ4
XМО)) m

>
™ /-է 

г=1

m [ Дх(гті(*))1 ’" [ j j  [  pi (л)

™ Հ
Pi(s) exp <{ m I լ  լ | թչ(Հ)յ Փհ(Հ)(1Հ }ds + x(t) >

(=1

m
•exp< f ( f j  ре(0У " ipkiO d£ } ds

Гг(я) C= 1

»n

4֊ a:(£)

Therefore

w(t) >  m mu»(£)
(0

Pi(s)x

r »(«) />=1

rn

rn
where w(t) =  Yl x (aj(t))- Hence

j =1

lim sup
t—> f  oo

ГГ4m *' Г ra i( t) /-^T \
Pi(s) exp { m j  ( բ է ( ա  ' фк( Հ) d£ }ds

? = i  Կ = ւ  •/ « ГИ ‘ ) т<(*) £=1

m
+

(4.6) +
x m(t)

111 < 1

П x(ae(t))
e=i

m rn

On the other hand, by Lemma 3.4 we have

(4.7) lim inf > ce(p,t), i
<->+oo x(ae(t))
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where pt , and ct are given by (2.5). Therefore, according to (4.0) and (4.7). we get
rn

lim sup PJ
t —►-i-ос .= l  լ

m rt
П / , Ms)1 ./ rr j(t\

■ exp Հ m
րՀէ) m

L  Ш

Pe
m

Փհ(Հ)<]Հ\մտ
_Lm

+

m

+  И  ֊
e=i

< lim sup
t—*+oо

m г m րէ

П П
j ֊ l  4=1 (0

Pi (s) exp m
րՀէ) m

m  ( I i M O )  'Vk{0<%\ds
J  Ti(s) '  '(.֊ 1

t n

+

+ lim inf —
A-> + rx> w

x m ( 0 <
П *(*<(<)) 
£=1

m r m րէ

п п /
j=l L i=l Jai

< lim sup
t —► -f* ЭО

p, (s) exp \
(t) I

m

ПJTi(a)
Pe

ձ_
tn

Փհ(Հ)ձՀ
Ы 1

JL
rn

+

+
x m(t)

111 < 1

П * M 0 )  f=l
m rn

which contradicts (2.4). □
Proof of Theorem 2.1'. Suppose on the contrary that equation (1.3) has a nonoscillatory 
solution X : [£o, +oo) —> (0, +oo). Then by Lemma 3.2, the inequality (3.3) is fulfilled. 
Therefore, for any e > 0, there exist t£ E R+ and ко G N  such that

(4.8) Փկ(է) > A*(p j  -  € for t > te,

where p+ is defined by (2.8) and A*(p«.) is the smallest root of equation (2.7). Taking 
into account that (2.G) and (2.8) imply (2.4), it is easy to see that Theorem 2.1' is a 
straightforward consequence of Theorem 2.1. □

Proof of Corollary 2.1 immediately follows from Theorem 2.1', if we take Ti(t) =

Ծ j(t). □

Proof o f Theorem 2.2. Suppose on the contrary that equation (1.3) has a nonoscillatory 
solution X : [t0, +  oo) (0, +oo). Then by Lemma 3.3, condition (3.8) holds. In view
of (2.10), we can choose M  > 0 to satisfy

(e M) i n  • lim sup
t —►+oo

m  r m  ր է րոՀէ)  j n

п n / « ( . ) / „  П
,=i ч= і JaA t) e=i

Pe.
171

ԺՀ ds
A.
171

>

(4.9) >
1

— ֊  Пm rn լ  լ
t = l
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#

where բ փլ and a  are given by (2.5).

On the otlier hand, according to (3.8), there exist ко € N  and to 6 R+ such that 
փհ0(է) > M  for t > f0- Since ex > ex , by (4.9) the condition (2.4) is fulfilled for 
к = ко, and the result follows. □

P roof of Corollary 2.2 is similar to that of Theorem 2.2, and so is omitted.
P roof o f  Theorem  2.3. Suppose on the contrary that equation (1.3) has an eventually 
positive solution x(t). Then by (2.13) and Lemma 3.4 we have

(4.10) lim sup :— г— — < +  oo, z =  l , . . . , m .
t —>-t-oo 3'V')

On the other hand, by Lemmas 3.3 and 3.4 conditions (3.1) and (3.8) hold. But this 
contradicts condition (4.10), and the result follows. □

1 — e

R e m a rk  4.1. Condition (2.11) for any e > 0, cannot be replaced by the condition
m  ր է  rn J_

(4.П) “ Е /  (П M » ) ) ~ d s >
t=l ՝/тіѴ> 1=1

Consider the differential equation
m

_  ■

(4.12) x'(t)  4- J 2 a x ( t  -  Ai)  =  0,
t=l

where с*, Д, € (0, +oo), i =  1 , . . . ,  m. Choose S > 0 such that, if
m

then
HL /  n  / ЛT“ \  л  /  С \  /  I  Г \  rn  rn '  1

t =  l

i= 1 i=l
and

rn ] rn л e1 — e ( т-r \  ™ л . 1 -  о
(4.14) _ £ < ( П с ) "  £ Д * <

i= l  i= l

By (4.13) and (4.14) we have

max^ ^ -----  : Л 6 [0, +oo) } >
C{ eXAi

i= l

> ------------ ^ ----------— max \ 4 ----  : A € [0, +oo)
+ §)(  П °i)

i= l
32
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շ
4՜

ւ=1 »=1

According to the last inequality, it is obvious that e֊A°'( is a solution of equation
m

(4.12), where A0 is the root of equation A = £  а  елд՝. On the other hand, by (4.14),
i=l

condition (4.11) holds, where c* =  Pi(t) and t ֊  =  rt(t).
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Abstract. In this paper we study the existence and uniqueness of a solution 
for fractional impulsive differential equations with Riemann-Liouvitle integral 

boundary condition, using a fixed point theorem. Also, we discuss Ulam stability 
for these equations via some generalized singular Gronwall inequalities.

M S C 2 0 1 0  n u m b e rs :  26A33, 34B15, 34D10, 30E25.
K eyw ords: Ulam type stability; ihapulsive fractional differential equations; integral 
boundary conditions; fixed point theorem; generalized singular Gronwall inequality.

1. I n t r o d u c t i o n

Systems with short-term perturbations are often naturally described by impulsive 
differential equations (see the monographs by Bainov and Sirneonov [2], Benchohra 
et al. [3] and Lakshmikantham et al. [15], and references therein). Besides, impulsive 
effects and delay effects appear widely in many real-world models (see [4] and [8]). 
On the other hand, fractional-order models are found to be more adequate than 
integer-order models in some real world problems. In fact, fractional differential 
equations appear naturally in a number of fields such as physics, regular variation in 
thermodynamics, biophysics, blood flow phenomena, aerodynamics, electro-dynamics 
of complex medium, viscoelasticity, capacitor theory, electrical circuits, electron- 
analytical chemistry, biology, control theory, fitting of experimental data, etc. For 
details and examples we refer to [1], [5], and references therein.

The stability problem of functional equations was originally raised in 1940, by Ulam 
at Wisconsin University. The problem posed by Ulam was the following: “under what 
conditions there exist an additive mapping near an approximately additive mapping”? 
(for more details see [18]). The first answer to Ulam’s question was given in 1941 by 
Hyers in the case of Banach spaces (see |9|). Thereafter, this type of stability is called 
the Ulam-Hyers stability. In 1978, Rassias [17) obtained a remarkable generalization
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of the Ulam-Hyers stability of mappings by considering variables. As a matter of 
fact, the Ulam-Hyers stability and the Ulam-Hyers-Rassias stability have been taken 
up by a number of mathematicians and the study of this area has grown to be one 
of the central subject in the mathematical analysis. For more details on the recent 
advances on the Ulam-Hyers stability and Ulam-Hyers-Rassias stabiLity of differential 
equations we refer to the monographs [10], [12] and the research papers [13], [14] and
[19].

Recently, many existence results for nonlinear initial and nonlocal boundary value
problems were established by using techniques of nonlinear analysis, such as Banach

t  ^ ^  v  •  •

fixed point theorem and L»eray-Schauder nonlinear alternative. In this paper, we study
fractional impulsive differential equations with Rieinann-Liouville integral boundary 
condition of the form

ULAM STABILITY OF FRACTIONAL IMPULSIVE DIFFERENTIAL

(1.1)

D M t)  = f ( t ,  y(t)), t £ J  = J  \  {էյ,.... tm}, J = [ 0 , r ] ,

&y{tk) = k =  1,2,. . . ,771,

. 3/(0) =  0P'y(ri). 0 < 7? < 1,

where 0 < q < 1, c Dq is the Caputo fractional derivative, /  : J  x R —► R is a given 
jointly continuous function, Ik : К -> К, в  € R is such that /3 փ Г(p + 1 ) /r f ,  P  is 
the Riemann-Liouville fractional integral of order p, 0 < p < l , 0  = £o<<i  < էշ < 
... < tm < t„,+i =  T  and Ay(tk) = y(t+) -  y(t*), where y ( t^ ) = lim ^o- y(tk + e)
and յյ(է՜Է) =  limft_>0+ y(tk + б) represent the left and right limits of y(t) at t — tk , 
respectively.

Integral boundary conditions are encountered in population dynamics, blood flow 
models, chemical engineering, cellular systems, heat transmission, plasma physics, 
thermoelasticity, etc. They come up when values of a function on the boundary are 
connected to its values inside the domain, they have physical significations such as 
total mass, moments, etc. Sometimes it is better to impose integral conditions because 
they lead to more precise measures than those proposed by a local condition (see [7]).

2. P r e l i m i n a r i e s

In this section, we introduce some notation, definitions, and preliminary facts to 
be used throughout the paper. Let C(J) R) be the Banach space of all continuous

functions from J  into R with norm ||w||c =  sllPteJ u ^ C(J, R). By PC(J, X)
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we denote the set of functions defined by

PC (J,  X) = {x : J  —¥ J  I X € C((tk,tk+  i],X), к =  0,1,..., га and there exist

x{ t^ )  and x ( t£ ) ,k  =  1,2,.... m with x ( t ՜յ՜) =  ж(^.)}, 

and notice that P C (J , X) becomes a Banach space with respect to the norm

X P C  =  sup |x(£)|. 
t e J

In what follows, X stands for Banach spaces and Ѣ e  £*(X) denotes the family of all 
its bounded sets. For description of these notion we refer the reader to Deimling [6].

4
D efin itio n  2 .1  ([11)). A function a  : Ѣ —У R + defined by

a (B )  = inf {d > 0 : В  admits a finite covering by sets of diameter < d} , В £ Ъ

is called the Kuratowski measure of noncompactness.

D efin itio n  2 .2  ([11]). Let Ղ С X and let F  : —» X be a continuous bounded map.
We say that F  is a —Lipschitz if there exists к > 0 such that

* > 

ct(F(B)) < ka(B), \/B  С  Ո.

If, in addition, к < I, then we say that F  is a strict a — contraction.

We say that F  is a — condensing if

a (F (B ))  < а{В), V£? С Г2 with ot(B) > 0.

In other words, if  ct(F(B)) > ka(B) implies that a(B)  =  0 .

The class of all strict a —contractions F  : П ► X is denoted by У С а {ІІ), and the 
class of all a —condensing maps F  : П —>• X is denoted by СЛ(П).

We remark that У С а {Ы) С  Са (П) and every F  G Crt(ft) is а -Lipschitz with 
constant к = 1. Recall also that F  : ft -> X is Lipschitz if there exists к > 0 such that

\\Fx ֊  Fy\\ < k\\x -  y \l  Ѵ * ,у € П ,

and tha t F  is a strict contraction if Л: < 1.
Next, we state some properties of the maps defined above, the proofs of which can

be found in [11].

P roposition  2.1. I f  F, G : ft -> X are a-L ipschitz  maps with constants к and к , 

respectively, then F  +  G : ft —> X is Lipschitz with constant к + к .

P roposition  2.2. I f  F  : ft -» X is compact, then F  is a -L ipschitz  with constant

k = 0.
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P ro p o s itio n  2.3. / /  F : Q —► X is Lipschitz with constant k, then F is a-Lipschitz 
with the same constant k.

LLAM STABILITY OF FRACTIONAL IMPULSIVE DIFFERENTIAL

Now we state a fixed point theorem which will be used in the proof of the main 
existence results. For details see [11].

T heo rem  2.1 (Theorem 2, [11]). Let F : X X be a-condensing and

У  — {x € X : ЗА € [0,1] such that x =  AFx}.

If У  is a bounded set in X, and so there exists r > 0 such that У  С 5 r (0), then F  
has at least one fixed point and the set of the fixed points of F lies in B r(0).

We also will need some basic definitions and properties of fractional calculus.

D efinition 2.3. I f  h E C([a,b\) and q > 0, then the Riemann-Liouville fractional 
integral is defined by

ղ ՝ h(t) = —  f  — — — ds.
° Г  ? )  Ja (t ֊  $У֊Я

D efinition 2 .4 . Let q > 0 and n = [</] + 1. If h € ACn([a, ծ]), then the Caputo 
fractional derivative of order q of h defined by

CD' ^  = U ֊ } . [

exist almost everywhere on [a, 6], where [q] is the integer part, of q.

L em m a 2.1  ([21 ]). Let q > 0, then the differential equation

С Dqt h(t) =  0

has solutions h(t) =  շօ+շ\է+շշէ2+...+Cn-itn \  Ci € M, i -  0 , 1, ...,n 1, n —

u —1
L em m a 2 .2  ([21]). Let q > 0 , then

Բ  c D qt h(t) =  со + cxt +  շՂէ2 +  ... + cn֊ \ t  

for some c* € R, i =  0 , 1,..., n — 1, n = [q] + 1.

Finally, in order to discuss Ulanrs type stability for the problem (1.1), we need a 
new generalized singular type Gronwall inequality with mixed t>p€ singular integral

operator.
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L e m m a  2.3 (Theorem 1, [20], p. 1076). Let a(t) be a nonnegative function locally
integrable on 0 < t < T  for some T  < +oc, and let g{t) be a nonnegative,
nondecreasing continuous խ ոշճօո  defined on 0 < t < T  such that g(t.) < К  for some

constant К . Further, let y(t) be a nonnegative and locally integrable on 0 < t  < T  
function satisfying

y(t) < a(t) +  g(t) f  (t -  s)'Y~1y(s)ds, t G (0, T )
Jo

uri-th some 7  > 0. Then

y(t) < a(t) +
ОС

Г (ո՜ք)
Խ п — 1  4  '

{ է ֊տ )ո1ք- լ օՀտ) ds, 0 < t, < T  .

R em ark 2.1 (Corollary 2 , [20], p. 1078). Under the hypothesis of Lemma 2.3, let 
a(t) be a nondecreasing function oh [0,T). Then

y(t) < a{t)E1(g(t)r(i)t~՛), 

where E 7 is the Mittage-Leffler function defined by (see [16],)
OO

E^  = У .  r ( k j + \ y  z  € c ’ Re(ri) > °-

Lem m a 2.4. Let и € P C (J .R )  satisfy the following inequality

u(t)\ < ci (է) + շշ f  ( f - . s ) ^ 1 ֊1 |?/(.s)|ds ֊bc3 f  (7) -  տ)բ* ~1 \u(s)\ds + ^
()<կ.<է

where 0ւ,/3շ € (0 , 1), c\{t) is a nonnegative, continuous and non decreasing function 

on J  and շ շ , сз ,Ѳк > 0 are constants. Then 

(2.1)

«(<)! <  гл ( і) ( і+ Ѳ  [EPl (с2Г(/3,)</3,) +  E f r f a r m r f * ) ]  )  [ Е в і (с2Ц Р і) і01) + Е ^ Т ( )

for t € (£fc. tk+1], where Ѳ =  max{0fc : к =  1,2,

P ro o f . We apply induction 011 k. To this end, observe first that in view of Remark

2 .1, we have

(2.2) |u(t)| <  Cl (t) ( Е ^  (с2Г(/3!) i * ) + Ец2 (слГ(у92) / 2) )  for է 6  [0,ti],

(2.3)

Վէ)  I <  ^ , ( օ + լ ;« ւ # խ ( * 7 ) ւ )  for t<= (tk , t k+ii.
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It follows from (2 .2) that the inequality (2 .1) holds for к =  0. Next, assume that
(2.1) holds for к =  j  < m. Then taking into account that ci(t) and Ept , г =  1. 2 are 
nondecreasing, by (2.3) for t E (^ч-ь^+г], we can write

ULAM STABILITY OF FRACTIONAL IMPULSIVE DIFFERENTIAL

«(t)| < (a ( t )  + X > K * ֊ ) l )  ( е ^  (саг (р 1) ^ )  +  е * ( г3г(/?2)г,Л )

Cl (է) +  ^ 9 i C i ( t r ) l  + Ѳ [ Е р Л ъ Г Ш Ю 01) + Ер2{г.3Т(р2)п^)\
i- 1

г=1

X [Efofa  Г(А)(*< )A ) +  J  ( Ял (саГ (А )^ ')  +  ^ ( c 3r(/32) / 2)

<  L ( « )  +  * £ c i ( t ) ( i  + Ѳ[£f t (c2r ( A ) ( i f ' )  + Ял (^Г(А )чЛ )]
t -1

X [ЯЛ (С9Г(А)(*)Л) + £ А (с3Г(/?2) ^ 1  ( )  +  £ а (< * г(А )ч * )

Я֊1
сі(*)( 1 +  0 [£А (саГ(А)(*)Л) + ^ 3(г.-зГ(/?2)?Л ) ]  ) ( ЯЛ (<*Г(А)«Л) + Е ^ з В Д т Л )

and the result follows. Lemma 2.4 is proved.

Lemma 2.5. Le£ и £ PC(J.R) satisfy the following inequality

Ր Ր
и(0 | < л  +  Ь /  (̂  — ^)^1 ՜ 1 |гл(̂ )|с/б* H- с / (7ւ֊տ)է*3՜ 1\ս(տ)\<ե for t e J  ,

Jo J о
where a, b, с > 0 are constants. Then there exists a constant M  > 0 such that

u(<)| < M.

Proof. Let m  =  maxtej  |u(<)|, then we get

Г1 Րu(i)| < a + bm ( « - s ) ft֊1 rfs +  cm / (ղ -  s)?2՜ 1 ds
J о •'O
ffix i f i  ь тA с -

< a + bm—  + cm-г -  < a +  (— ---- Ь — )m — Л/,
~ 0i բշ Pi P2

and the result follows. Lemma 2.5 is proved.
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3. E x i s t e n c e  a n d  u n i q u e n e s s  r e s u l t s

D efin itio n  3.1. A function и E PC(J, R) whose q— derivative exists on J ՛  is said to 
be a solution of the problem (1.1) i f  и satisfies c  D*}u(t) =  /  (t ,y { t)) on J ' and satisfies 
the conditions A y ( tk) = Д ( у ( ^ ) ) ,  к =  1, 2 , and y(0 ) =  p l py(r]), 0 < ?; < 1 .

To prove the existence of solutions for problem (1.1), we first prove a. number of 
auxiliary lemmas.

L e m m a  3.1. Let 0 < r) < 1 and fl փ , and let h : J  x X x X —> X be a
continuous function. A function и is a solution of the fractional integral equation
(3.1)

* J o ( v ֊ s ) p+4 l h(s)ds +  քո(է — s)q 1h(s)ds, * € (0 ,ii]

u(t)

/i(u(«i )) +  ֊  sy+1 1 h(s)ds + լ կ  քՀ(է -  s)4 1h(s)ds, է € ( է Ն կ)

І і Ш ) )  +  72(Ա(<2 )) +  *  .fo b  -  s)p+4~ 1h(s)ds +  r^y f* ( t  -  s)4~1h(s)ds, t 6 (t2,t

ХГ=! հ Լ Վ կ  )) +  X Տօ {՛Ո ֊  s)p+q 1 h.(s)ds +  f*(t -  s)q 1h(s)d.s, t €

where

X
m P + 1)

Г ( р + 9) (Г (р+  1) -  f)rf)
if and only if и is a solution of the impulsive problem

(3.2)

c D 4t u{t) =  h(t), t € J  

A u ( tk) = հկՎ է՚Լ )), к =  1, 2 , . . . ,то

u(0) =  0Pu(ri), 0 < г] < 1.

Proof. Assume tha t и  satisfies (3.2). If t € [0,<i], then

(3.3) DfU(t) =  h(t), t € (0 , tj] with  u(0 ) =  0 I pu(ri).

By Lemma 2.2, with some constant cq € 1R, we get

u(t) I 4li(t) -  Co s)q l h(s)ds — Co-

Then  we have

p i pu(v)
m  Ռ  - r r ‘“ <rK

T{p)T(q) f  - т Г  ՝ <■

f \ v  ֊  »
Jn

I ___  Ր ( Ո 8)Р+Ч- г Ш М
r(p)r(q) Լ  W S; г (p +  q)
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h(s)ds

pr)p
h(s)ds — —— —гтСо

Г (р + 1 )
№

Г (р + 1 )
со,
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where the integral

Լ  ( v - r ) p H r - s y - ' d r  =  (n -  s)P+9֊ l  J \ i  _  Zy - ' Z4- I dz 

Г(р + q)
is evaluated with the help of substitution r  = s 4- z(i] — 5) and the definition of beta 
function B(p, q).

Using the boundary condition u(0) = в І ри(т]): we get u(0) = -со = p l pu(r]), 
implying that

Hence

Щ р + l) Ր  (т) -  s)p+q-i, ,
Цт/Г -  Г(p + 1) Լ  г (p + 9) Л(л)Л'

“<0 - l Г̂(;> + <j) + ш  i
If £ 6 (*ւ,£շ], then we have

D4t \i(t) =  /г(£) for * € (*ւ,£շ] with n(/J՜) = u(f2 ) + /і(м(*і )).

By Lemma 2.2, we get

u(t) =  u(t+) ֊  ~  լ '  (t, ֊  + ֊  j f ( t  -

=  u( t i )  +  І \ (и( і і ) )  - — j J  ( t \ - s ) 4- 1h(s)ds + — ^ J ( t - s ) 4- 1h{8)d.

՛>+  г е т Ь  Г  т с т і г * * * *  +  f f f i  Հ  <• -  ’ ) ,_ ,в д < ь
If £ £ (£շ, Ճյ], then again by Lemma 2.2, we obtain

ս ( է ) = ս ( վ ) - ֊ Լ  ( կ - տ )4 1h(a)ds +  —  Լ  (է -  s)4 լ հ(տ)ժտ 

u ( q ) +  h { u ( q )) -  ( < 2 - s ) , ֊ 1/ i ( s ) d s + j— у Է  (է -  s)4՜ lh(s)ds

յ,(ս(էք)) + ^(«(*2 )) + Г ( ^ Р Լ  {\ ( р \ q) h{3)dS + Г(9) I  {t s)4~4l^ )ds

Finally, if £ € (£jt,£fc+i]> then by Lemma 2.2 we get

u(t.) =  Y l  Л («(*П ) + X ■ Г ( ѵ  ֊  ■ti)p+4~l h(s)ds + - Լ . Լ ( է -  a)9~1h(s)da,
г=1 0 I

where к =  1,2,..., m.
Conversely, assume that it satisfies (3.1). If t 6 (0, £1], then u(0) =  (ՅԲ u(r]), 0 <
77 < 1, and using the fact that is the left inverse of I q we get (3.3). If t E
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(£ь tk+ 1 ]) к =  1,2,..., m, then using the fact that the Caput о derivative of a constant 
is equal to zero, we obtain

с D qt u(i) =  հՀէ), t e  (th,tk+1] with ս ( վ )  =  ս ( կ )  +  հՀՎ էւ  )), к =  l ,2 ,. . . ,m .

This completes the proof of Lemma 3.1.

Now we are in a position to state and prove our existence result for problem (1.1),  

based on the following hypotheses.

(HI) The function /  : ./ x R —> R is jointly continuous.

(H2) For every ( ty u) G J  x R, there exist С /, My > 0 and q\ G [0,1) such that

\ f( t ,u ) \  < Cf\u\q' +  M f .

(H3) There exist constants L f  > 0 and Л G [0,1) such that

\ f{ t ,u )  -  f ( t , v )I < L f\u  ֊  ѵ|л.
\

к(H4) /^ : M —> R  and there exists a  constant pj > 0 such that

|/fc(u) — Ik(v)\ < pkj\u  — v|, fo r  every и . г> G R, and к =  1, 2,..., m
m

Moreover, it holds p/ =  £ р } е [ 0 Д ) .
t=l

(H5) For every и G R, there exist С/, M i  > 0 and ցշ 6 [0,1) such that

|/fc(ti)| < Ci\u\* + М/.

Now we define the operators F , G and T  as follows:

F  : P C { J, R) -> P C ( J, R) given by
к

(Fu)(t) =  5 3 ( Л и ) ( 0 ,  t e  fc =  l , 2 .. . . .rn,
i=l

where (F lu)(£) =  1Հս(կ  )), i = l , 2 ,
i=l

G : P C (J ,R )  -+ P C (J ,R )  given by

(Gu)(t) — ---------- ^  +  ̂ -̂-------- - f  (n — s)p+4՜ 1 f (s ,u (s ) )d s
(LrU)( ) r (p  +  ?) (Г(р +  1) -  / V )  Уо

+  F 7 T  /  l f (s ,u(s))ds,
Г Ы  Jo

where £ G (£fc» f̂c+i]» ^  — li 2»
T : P C ( J. R) P C ( J, R) given by Tu = F u  +  Gu.
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Thus, the existence of a solution for the impulsive problem (1.1) is equivalent to 
the existence of a fixed point for operator T.

Lemma 3.2. The operator F  : PC (J, R) —>• PC(J, IR) is Lipschitz with constant pj. 
Consequently F is G' Lipschitz with the same constant pj. Moreover, F satisfies the 
following growth condition: for every и e P C (J , R)

(3.4) \\F u \\p c  < m (C j\ \u \ \ 'p C +  M r).

Proof. For t e  (tx,էշ], using (H4), we get

\(Fu)(t) -  (Fv)(t)\ = \(Flu)(t) -  (F lv)(t)I

< p)\\u֊v\\pC,

for every u, v e PC{J, R). In general, for t e (t*, է*+ւ], A; = 2,3,..., m., using (H4) step 
by step, we conclude that F l is a —Lipschitz with constant p\. Next, using Proposition

LLAM STABILITY OF FRACTIONAL IMPULSIVE DIFFERENTIAL

m
2.2, it is easy to see that F  is a —Lipschitz with constant As for the relation

i= 1
(3.4), it is a simple consequence of (H5). Lemma 3.2 is proved.

L em m a 3.3. The operator G : PC(.7, R) —► PC(J, R) is* continuous and satisfies the 
following growth condition:

< «>  V M r c < ( r ^  +  f T ! ) № T o - ^ l  +  F I 7 T T ) 1 <C' M f c  +

/o r every и  € PC(J, R).

Proof. We check the continuity of the operator G on С((£ь tfc+i], R), к = 2,3,..., m, 
step by step. To this end, let { uw} be a sequence on a bounded set 9 3 : =  {IMIc((o,ti],R) 
Ki : и e  C((0,ti],R)} С C((0, ti]?R) such that un -> и in 03к, •

We have to show that \\Gun ~ Gu||c((o,ti],R) -* 0- First> is easY t0 show that 
Л/ =  max I f ( s ,  u n(s)) -  f(s ,u(s))\  ֊> 0 as n ֊> oc due to the continuity of / .  Then

s€J
for all t e [(Mi], we have

|(Gu„)(<) ֊  (Gu)(t)\ <
|/3|Г(р +  1)< Г(р +  < ? ) |Г (р + 1 )֊ ,^Р | f  (v -  s)p+q !1/(տ> u«(*)) -  f ( s> u(s))\ds

Jo

+  F T T  [  s )4~ l \ f ( s ՝ u n ( s ))  -  f ( s , u ( s ) ) \ d s
F(q) Jo

\ m i > + Ѵѵр+ч , тч
-  Г(р + 9 +  1 ) | Г ( р + 1 ) - ^ |  Г(9 + 1 )  ՚
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Therefore, ||G?/n — ^ wIIC7((o,tx],R) —> 0 as n —> oo, implying that G is continuous on 
[CUi]. Repeating the above process step by step, one can show that the operator G 
is continuous on (£/p,£fc+i] for к =  2,3,..., то. Finally, the relation (3.5) is a simple 
consequence of (H2). Lemma 3.3 is proved.

L e m m a  3.4. The operator G : P C (J , R) —> PC(J, R) is compact. Consequently, G
is a —Lipschitz with zero constant.

P ro o f .  In order to prove the compactness of G, we consider a bounded set D С

® k , Q C((tk, tfc+i], К), к — 1 , 2 and use Arzela-Ascoli theorem to show that 
G(£>) is relatively compact in C((<fc, t fc+1],R) for к =  2,3, ...,то.

For t € [0,*i], let {un } be a sequence on ® с  Ъ к ։ С C ((0 ,ti] ,R ). By (3.5), for 
every u„ 6 X>, we have

l|G«llc((o,t,],R) < ( Г (р + 9 + 1)|Г (р + 1 ) _ /9г?Р| + г ( 9 + i ) )  (£7̂ і|м||С«о,і11Д) + Mf )>
implying tha t G(D) is bounded in C((0,2i],R).

Now we prove that {Gun} is equicontinuous. For 0 <  t i  <  7-շ < էլ we can write

|(G u„)(ri)  -  (Gu„)(t2) I <  f j '  ( ( ո  -  s ) 9՜ 1 -  (r2 -  s ) 9՜ ' )  | / ( s , u n ( s ) ) |d s

+ Ш  Ը t o  -  s)q- ' \ f ( s ,un(s))\ds 

Հ m  fo' ((ri -  e), ֊1  -  t o  -  s)4՜ 1) (C/M®)!" + Mf)ds 
+ Ш  f r ' t o  -  s)"-l (Cf\un(S)\*' + Mf )ds

S  t c , & 1 « - ^ + - ' ■ ) ' )  s

As T2 —> T{, the right-hand side of the above inequality tends to zero, implying that 
{Gun} is equicontinuous, and G(£>) С G((0,£i],R) satisfies the hypothesis of Arzela- 
Ascoli theorem. Therefore, G(D) is relatively compact in C((0,Zi],R).

For each (tk,tk+1], k =  2 ,3 ,...,m , repeating the above process, we can obtain 

the compactness of the operator G on C((tk, £fc+i], R) for k = 2 , 3 Finally,  by 
Proposition 2.3, G is a —Lipschitz with zero constant. Lemma 3.4 is proved.

Now we are in position to prove the main result of this section.

T heorem  3.1. Assume that hypotheses (H1)-(H5) hold, then the impulsive problem

(1.1) has at least one solution и € PC(J,  R) and the set of solutions of that problem

is bounded in PC (J,  R).

МОНА МЕГ) I. ABBAS
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P roo f. Let F, (7,T : PC(J, R) —► PC(J, R) be the operators defined at the
beginning of this section. Recall that they are continuous and bounded. Moreover, F
is a —Lipschitz with constant pi € [0,1) and G is ft—Lipschitz with zero constant (see
Lemmas 3.2 - 3.4). Also, by Proposition 2.2, the operator T is a strict ct-contraction 
with constant pj. We set

S  =  {u G PC(J, R) : 3 A € [0,1] such that и =  ATa},

and show that S  is bounded in PC (J,R ). Consider и e S  and A € [0,1] such that 
и =  ATu. It follows from (3.4) and (3.5) that

ULAM STABILITY OF FRACTIONAL IMPULSIVE DIFFERENTIAL ...

(3.6) +

u\\PC < Щ Р и \\р с  +  \\Gu\\p c ) < А(т(С/||?х||рС +  Mr) +
(  | f l r ( p + l ) i f + «  T< \
\T ( p  + q + 1)\Г{p + 1) -  Bif\ r ( 9 + l ) J  ( /l|u |lpc

This inequality, together w'ith qi < 1 and q2 < 1, show's us that S  is bounded in 
PC(J, R). If not. we suppose by contradiction that fi := ||u ||pc —► oo. Then dividing 
both sides of (3.6) by and passing to the limit as /і —> oo, we get
(3.7)

1 ^  1- т (СіѴ42 + Mr) + +  г(ч+1) ) + AIf )
1 < lim ---------------------------------------------- ---------------= 0.I*—too //

This is a contradiction. Consequently, by Theorem 2.1 we conclude that T has at least 
one fixed point and the set of the fixed points of T is bounded in PC( J, R). Theorem 
3.1 is proved.

Finally, we prove a uniqueness result that follows. In order to obtain the uniqueness 
of solutions, instead of (#3) we impose the following assumption:

(H 3#) There exists a constant L f  > 0 such that

|/(£, u) — f { t , v ) I < Lf\u  — v\, fo r  each t € ./ and u ,v  6 R.
m

T h eo rem  3.2. Assume that (HI), (H2), (Н З) ,  (Щ) and (H5) hold, then the problem

(1.1) has a uniqrie solution и  € PC(J, R).

P roof. By Theorem 3.1 the problem (1.1) has a solution u(-) in PC(J, R). Let
v(-) be another solution of problem (1.1). In view of (H3 ) and (HA), we can apply
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Lemma 3.1 to obtain

“ ( ' ) "  ” (<)՛ 5  g -11-  -  +  r (p  / ^ + 1 ) -  m  Г  to ֊  » Г ’ - И ° )  - «<
L 

+  J  ( t - s ) 4~1\u(s ) -v ( s ) \ds ,

which implies that 

(1 -  pi)\u{t) -  f ( i) | <  (1 ֊  pi)\\u -  «I!pc

< d T ( p + l ) L f
Г(р +  ? ) |Г (р +  1) -  խք>I s )v+<? 1|и(з) — u(s)|ds

+  I (t - s ) q l \u( s ) -v ( s ) \ds .

Thus

" (1 , ՜ ” (է)| S  (1 ֊  р , ) г Г + Р, Щ р ^  1) -  /3,-1 O ’1 -  -  - -м и *

+ ( і - л ) Г ( « )  I  “  ՜ *Г ‘ '" W  ՜  " ‘՞ ’1* '
which, in view of Lemma 2.5, implies the uniqueness of u. Theorem 3.2 is proved.

4. U lam STABILITY RESULTS

In this section, we consider the Ulam stability of impulsive fractional differential 
equation (1.1). Let e be a positive real number and let tp : .7 —> R+ be a continuous 
function. We consider the following inequalities

(4.1)

(4.2)

(4.3)

Dty(t) < €, t € J՛

|Ai/(tfc) -  h W i ))| ^  e> k =  1.2.

-/(< .?/(<)) I < Y>(*)> * € . / '

|A?y(*fc) -  4(շ/(*է))| < <?(*)> =  1 ,2 ,- , ՞» »

D'ly(t) -  f  (t, y(f))| <  etp(t), t e ./'

IAy(tjfc) -  Ik(y(tb ))| <  к =  1 , 2 , m,

D efin itio n  4.1. Equation (1.1) is said to be Ularti-Hyers stable if  there exists a real 
number C fyTn > 0 such that for each e > 0 and for each solution у 6 P C (J .R )  of the 
inequality (Հ.1), there exists a solution x  € P C (J ,R )  of equation (1.1) satisfying

ш

|j/(<) -  x(<)| < C/,m£, t e  J.
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D efin ition  4.2. Equation (1.1) is said to be generalized Ulam-Hyers stable if there 
exists #/,m E PC(,J, R+) with 0/,m(O) =  0 such that for each solution у E PC(J, R) of 
the inequality (Հ.1), there exists a solution x E PC(J, R) of equation (1.1) satisfying

\y ( t ) ֊ x ( t ) \  < 0/,т (б), t E J.

Definition 4.3. Equation (1.1) is said to be blam-Hyers-Rassias stable with respect 
to <p if there exists Сf.m,v > 0 such that for each e > 0 and for each solution у E 
PC(J, R) of the inequality (Հ.Յ), there exists a solution x  E PC (J, R) of equation
(1.1) satisfying

IУ if) ~ я(01 — /̂.тп,</?б</?(£), t E J.

Definition 4.4. Equation (1.1) is said to be generalized Ulam-Hyers-Rassias stable 
with respect to if there exists C f}Tn̂  > 0 such that for each solution у E PC( J, R) of 
the inequality (Հ.2), there exists a solution x E PC(J. R) of equation (1.1) satisfying

Iy(t) -  z(£)| < C/,m^^(£), t E J.

Remark 4.1. It is clear that: (г) Definition Հ.1 => Definition Հ.2; (гг) Definition 
4.3 => Definition 4-4> (wi) Definition 4-3 for p(t) = 1 => Definition 4՝l՝

Remark 4.2. A function у E PC(J, R) is a solution of the inequality (4-0 if &nd 
only if there exist a function g E PC(J, R) and a sequence к =  1,2, ...,m (which 

depends on y) such that

(i) |^(0I ^  e> ^  J  and \0k\ < б, к ~  li2,
(ii) c £>?y(<) =  / (t,» (0 ) +  g(t), t e f ,

(iii) Aiy(tfc) =  )) “Ь Uki /с =  1,2,..., то.

One can make similar remarks for inequalities (4.2) and (4.3).
So, the Ulam stabilities of the impulsive fractional differential equations are some 
special types of data dependence of the solutions of impulsive fractional differential

equations.

R e m a rk  4.3. Let 0 < q < 1. If у € PC( J. R) is a solution of the inequality (Հ.1), 

then у is a solution of the following integral inequality

y(t) -  ա օ )  ֊ ք ե ի - Հ 4 1
Щ р + 1 )

r ( p  +  q ) ( T ( p + l ) - 0 r,P)
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< f m + _ i ! _  + ______ Ո Ն  + դ ը շ
Г(д-т і )  Г(р -f q +  1)(Г(р +  1) —  fir}*) c.

Indeed, by Remark 4.2 we have

CD'{y(t.) =  f ( t , y ( t ) ) + g ( t ) ,  t £ j '  

Ay(tk)  =  h ( y ( t k ) )  + <7fci k = 1 ,2 ,...,m

. y(0) =  /3Ipy(rj).

Then, we have
к к

y(t) = £ > ( у ( * Г ) )  +  5 >
t = l  i=  1

+

+

h ) L ^ ~ s 4̂ l f { s , y { s ) ) d s + W ) l  { t ~ s ) 4  lg^ ds

[  { v -  s)1’*4՜ 1/ ( s ,  y(s))ds  
Jo

(Щ р  + 1)
Г (Р +  <7)(Г(^+ 1) - / З 77Р)

+ £Г(р  +  1)
Г(р +  д)(Г(р +  I ) -  /Зг/Р) f  ( v - s ) p ՝t q  

*/0

Hence we can write
к

y(t) - ^ 2 Ti(y{ti )) -  f  (t - s ) 4 l f ( s , y ( s ) ) d s

■ Щ р + і )
Г(р +  д)(Г(р +  1) — f ir f) f  (V -  s)p+4 l f ( s , y ( s ) ) d s  

J 0

< p + q - l |.v(.s)|rf.s

г (<7 +  1) Г(р +  д +  1)(Г(р+ 1) - P r f )
❁

Similar remarks can be made for the solutions of inequalities (4.2) and (4.3).
Now wre are going to prove the main result of this section, stating that equation (1.1)
is generalized Ulam-Hyers-Rassias stable.

T h e o re m  4.1. Let the assumptions (#1 ), (# 2 ), (# 3  ), (# 4 )  and (# 5 )  be fulfilled.

Suppose there eocist ճգ,,1գ> > 0 such that for all t £ J

г  (q)
0 Г ( р + 1 )  Ր ,

■}— f  {t -  s)q 14>(s)ds < Xv ip(t),
ія) J0

r(j? +  <7)(Г(р +  1) -  / V )

f  (r/ -  s)p+q V (s)ds  < 7\p<p(t),
Jo
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where գ> € C{J, R+) is nondecreasing. Then equation (1.1) is generalized Ulam-Hyers- 
Rassias stable.

L LAM STABILITY OF FRACTIONAL IMPULSIVE DIFFERENTIAL

_ _ _  %

Proof. Let у € PC(J, R) be a solution of the inequality (4.2). By Theorem 3.2 there 
is a unique solution of the impulsive Cauchy problem

(4.4)

' c D4t x(t) = f ( t , x ( t ) ) ,  t € /

Ax(tfc) /fc(x(tj. )) +  git , k. ~  1,2,..., tn 

x(0) =  jSI”y(v ).

Then we have

Պ (ч-*)_ и\р+ч-і
f  (s,x(s))ds  +  / Q'(t -  s)'1 ]/  (s,x(s))<ts,for t 6 (0, <i]

z(t) = <

հ { Վ հ  )) +  7 Jo ^ x(3) ) d s + Щ} So(( -  SY‘ Ч (* ,Ф ))< к ,
for t 6 ( t i , էշ]

/ l (x ( t f  )) +  h ( x { q )) +  7  So ^Vip+q) f  (Տ՚ -T(s) ) ds+
ե  /«(* -  •s) " ՜1 /  is>x (s)) ds> for t e  («շ, t3]Г (ч)

£  h  (x(tk )) + 7  / 0Ч & 
fe=l
fort € (tm,T]

t w ֊/(s ,x (s))cfs  + r fe  J o V - s ) ’ 1 f  (s, x{s)) ds,

where

7
, % + ! )  

Г(р -f 1) -  рт]р

By differentiating inequality (4.2) for each t € (tk,tk+1]; we obtain

y ( t ) ) ) ~ Щ ) Լ х/ ( « . » ( « ) ) *

+
0Г(р + 1)»7р+іг

Г(р +  9 +  1)(Г(Р +  1) ֊  0Т,Р) [ \ ѵ
Jo

в ) * * ՜ 1/ ( « , » ( « ) )  л

m
< £ > ( * * > +

/с=1
Щ  յ ք  <՛ -  *r V ( > M s  + Г 5

/9Г(р + l)r,p+«
+ « +  i)( r (p  + 1 )  - P v p)

f  (j; -  s)',+<? 1ip(a)ds < (m + A*, + 7^) <p(t),
Jo
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Hence for each t € (tk,tk+1], we can write

+

<

+

+

+

+

<

+

+

-  1 rL
y(t) -  2 2  W i  )) -  Щ  j  (t -  s у - 1 f  (s, x(s)) ds

1-1
p r  (p + 1)

Г(р +  (]) (Г(p +  1) -  01/P)

ս ( է ) - ք շ ա զ ) ) 1

t=l r(Q)

t.

0
/ЗГ(р +  1)

Г(р +  д)(Г(/; +  1) ֊  /Згу*) 
к

£ |Л ( у ( < ~ ) )  - / < № ) ) !

(г/ -  s)p+</-1/  (s ,y (s))ds
и

7=1

т о  А -
«Г 11/ (s, 2/(s)) -  /  (*', z(s)) Ms

Г(р +  q) |Г(р + 1 )  -  0Vv\
rn

[ \ v s)p+,/ 11/  (я, 2/(л)) -  f ( s , x ( s ) )  \ds

(m +  A„ + 7„) y>(t) +  £ p f t ( y ( t fc )) -  (x (fk ))l

L
Г(д)

Г*

ծ Ի

k=l

s)4 ‘|շ/(տ) -  x(s)|<is

1/*|Г(р +  1 )Lf
Г(p +  </) |Г(р+ 1) -  /̂?P| [  ( r ) - s ) p+4 x|j/(«) -  x(a)|ds. 

Jo
By Lemma 2.4, there exists a constant A/Jm > 0 independent of (Av + 7^) ^(/) such
that

|j /(s) -  x(s)| <  Mf m(m +  + ~fo) <p(t), t e  J.

Thus, equation (1.1) is generalized Ulam-Hyers-Rassias stable. Theorem 4.1 is proved.
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HARDY-TYPE INEQUALITIES FOR FUNCTIONS WHOSE
FOURIER TRANSFORMS HAVE GAPS
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Abstract. The original proof of the Littlewood conjecture was a special case of a more 
general inequality of functions whose Fourier coefficients have gaps. In this article, we 
prove similar inequalities, but treating the Fourier transform of a function integrable 

on the real line, rather than on the unit circle.

M S C 2010  n u m b e rs :  42A05, 42A99.
K ey w o rd s: Hardy’s inequality; Littlewood conjecture; Fourier transform inequalities.

1. I n t r o d u c t i o n

The problem of finding a lower bound of the L1—norm of exponential sums, known 
as a Littlewood conjecture, was posed by Littlewood [2], stating that a constant К  
exists such that for any set {ու < ո շ  < ... < n ^ }  С Z,

(1.1)
N

, Ankt

k= 1
> к  log N,

1
where the L 1 — norm is taken on T, that is, over unit circle. In [5], the Littlewood 

conjecture was proved as a special case of the following general result.

T h e o re m  1.1. (McGehee, Pigno and Smith) There is an absolute constant с > 0 

such that for any function f  € L l (T) whose spectrum is contained in the set {ու <

ո շ  <  ...}  С  Z we have
OO

(1.2) k k=1
< С / b

A

In this context, the spectrum of /  is the support of / .  Since then, many attempts 
have been done to generalize the original Hardy’s inequality, which is given by (1.2)

with rik =  k.
52

#

mailto:sababheh@psut.edu.jo
mailto:msababh.eh@sharjah.ac.ae


In this paper we prove the corresponding inequality of (1 .2 ) for functions /  € L l (R)
and their Fourier transforms ք(Հ) = JKf(x )e ֊ ix(dx. To this end, we will prove first 
a continuous version of the inequality

( ° )  Е ( 4֊і E  І/Ы І2) < СЦ/ІІ1,
j - 1 у 47-1 <k<4i

foi all /  £ L !(T) whose spectrum lies in {ու, Ոշ, • • • } С Z. This inequality was proved 
in |9| as a gapped version of the following inequality of [3 ]:

Щ

/  Л.І I \  1/յչ /  i \ 1/20 0 / 4J ֊1 \ oo /  4j - l

HARDY-TYPE INEQUALITIES FOR FUNCTIONS ...

(1.4) E  4~J E  i^n)i2 < сц/iii+<^E E
І= ] \  n = )  j = 1 \  ri=4i֊i

for all functions /  £ L ! (T).

We emphasize here that although inequalities (1.3) and (1.4) look very similar, 
the authors in [3] and [9] used completely different constructions to prove these 
inequalities. In [9] the author used the construction applied in [5] to prove the 
Littlewood conjecture, while [3] used what we call the algebraic construction. In 
this paper we use the algebraic construction to prove some gapped versions of such 
inequalities. Hence, the importance of this paper is two folded: the results themselves 
and the treatment of the algebraic construction with gaps.

We refer the reader to [1] where these two, and two other constructions were 
reported as alternatives to prove the Littlewood conjecture.

It is worth to note that the recent proofs of inequalities of type (1.3) and (1.4) 
used a duality idea, where a bounded function with certain decay properties must be 
constructed, a powerful idea that has been used extensively on the circle.

In our recent works we have focused on how to deal with such inequalities on the 
real-line, that is, when having a function /  £ L l (R) rather than L^T). We refer the 
reader to [6 ] -  [8 ] for the study of the real-line versions of Hardy’s inequality.

In particular, in [8 ] we have proved the continuous version of (1.4), stating that a

constant С > 0  exists such that for all /  G Ь 1Щ),

!/2 oo /  л4* \ 1/2

(1.5) E  ( 4_iԼ  , + c E  [ * ՜ յ Լ _ Հ

Now we propose the following question: What are the real-line (continuous) versions 

of the inequalities (1 .1) - (1.3)?
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Observe tha t an analogue of the Little wood original conjecture (1.1) would be

E
>  Kl og( A) ,

where E  is a subset of R with a finite positive Lebesgue measure A , and К  is an 
absolute constant. However, this inequality is trivially true by virtue of the following
proposition.

P ro p o s i t io n  1.1. Let E  С M be a set of finite positive Lebesgue measure m(E). 
Then,

L E
=  00

1

L
We claim tha t | | / | | i  =  oo. Otherwise we would have /  € L l {R) and /  is

continuous. But / ,  being a characteristic function, is continuous if and only if E  =  R,
contradicting the fact that m (E ) < oo. □

This concludes the study of the continuous version of (1.1). The purpose of this 

paper is to present the continuous versions of inequalities (1.2) and (1.3). The corresponding 
results are stated in Section 3 (see (3.1) and (3.2) below).

To state the aimed results, we first introduce some notation.
For /  £ L ](J&), we set supp(/) =  {( G M : /(£ ) փ 0} and suppose that /(£) =  0

for all £ < £o with some £o-
We then define a new sequence j  > 1} by setting

bj =  inf lb  : m (^(bj-i,b) Ո supp(/)^ > 3 x 4J ֊1 | , j  > 1,

where bo = £o and m(-) is the Lebesgue measure.
Next, we define a new sequence {Ij}  of disjoint sets by

Ij =  (b j - i , b j )  Ո supp(/), j  =  1,2,3, • • • .

We remark tha t at each step j  of the construction, if
❁

m  Ո supp ( / ) )  <  3 X ^ ՜ 1
A

for all b > b j - 1 , then we set bj = sup supp( /)  and we stop the process to get finitely 

many I j ' s.
Thus, for /  6 L ^ R ) satisfying /(£) =  0 for all Հ < with some £o, we have

constructed the sets {/^}, possibly finitely many, with the following properties:

i) su p p (/)  =  IJj h -
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ii) If X € Ij and у £ /j+i> then x < y.

Hi) rri (Կ ) =  ^ ^  ? except possibly for the last one / n, if there are finitely

HARDY-TYPE INEQUALITIES FOR FUNCTIONS ...

many of them, where we would have m (/n) < 3 x 4 n — 1

iv) If theie are finitely many of the /j, say {I\,  • • • , / n}, then by convention let 
Лі+1 = /ո+շ =  • • • =  ф.

If /  € L l (M) satisfies the properties i)-iv), then we refer to it as a gapped function 
with partition {Ij}.

Keeping these notation in inind, we prove the continuous version of (1.3). That 
is, for functions /  possessing the above properties, we prove existence of a constant
С  > 0 such that

oo /  . \  1/2
(1-6) £  1  l/(O I2^ j  < C | | / | | i

In this context, С is an absolute constant that does not depend on /  nor on the 
partition {/,}. It is worth to mention the advantage of (1.6) over (1.5). If, for example,
/ ( s) =  0 for all £ < 4 , then in (1.5) the first nonzero integral will be multiplied by
4 ՜ " ,  while in the new form, this integral will be multiplied by 4 ՜ 1. Although we can 
shift the first block to be multiplied by 4 ՜ 1 in (1.5), there is no way then we shift all

A

other blocks. However, inequality (1.6) shifts and merges the support of /  to behave 
like a function whose support is continuously extended over the real line. We remark 
that the ideas of the forthcoming proofs are similar to those of |8|.

2. P r e l i m i n a r i e s

Let /  6 L l be a gapped function with partition {/j}, and assume that /  is of 
compact support. For j  > 1 we define the following sequence of functions:

(2.1) /,(*) = ( /  1 / (0 1 4

Since supp(/) is assumed to be compact, for large j  we have f j  = 0 and Ij =  ф. The 
following lemma gives the basic properties of the sequence {/j}- The proof of this 
lemma is similar to the proof given in [8], and so is omitted.

L em m a 2.1. Let f j  be as above. Then \\քյ\\՝շ =  4 ՜ ' / 2, unless f j  = 0, ||/>Hoc ^  1,

and

(2.2) Ահ) = ^ 4 - ’/ 2 1 I 1/(014 I 9j{0,
֊ 1/2
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where

(2.3) <7 (£) =  /  Հ 6
* 0, otherwise.

Now we construct a new sequence of functions {F} , j  > 0} as follows. Put F0 =  0
and for j  > 0 define

(2.4) Fj+1 =  - / j+1 +  (1 -  e2\fj+i\2)Fj -  ֊ f j+lF 2,

where 0 < б < 1 is a number to be specified later.
A

Since /  is of compact support, we have f j  =  O'for large j .  Therefore, there exists 
an index к such that F* =  Ffc+i =  Ffc+շ =  • • •. Let F  =

Some properties of the sequence {Fj, j  > 0} are given in the following sequence 
of lemmas. Again, the proofs of these results are similar, and some times identical to 
those in [8]. Hence, we omit the proofs, unless it is necessary.

\
L e m m a  2.2. For each j  >  0, we have Ц/̂ -Цоо < 1-

L e m m a  2.3. For each j  > 0, we have spec (Fj) С (Aj ,bj )  for some Aj G R. Here 
spec (F) =  supp (F).

P ro o f . We proceed by induction on j .  The result is true for Fq because spec(Fo) =  
ф. Suppose tha t spcc(Fj) С (Aj ,bj)  for some Aj  £ R. Observe that f j  is a scalar 
multiple of the Fourier transform of gj, where gj is given in (2.3). Therefore, spcc(fj) = 
Ij  с  (bj֊ \ ,bj ) ,  and using the fact bj < 6j+i, we can write

spec(/j+ i) С (bj,bj+1); spec(Fj) С (Aj%bj) 

sp ec ( |/ j+ i |2F ,) C spec(/J+i) +spec(7J+x) +  spec(F,)

С (bj,bj+1) +  (—bj+i, - b j )  +  (Aj .bj)  С {bj -  bj+ 1 +  Aj , b j +i) 

s p e c ( J j+ iF j)  С —s p e c ( / j + i )  +  2 s p e c ( F , )  с  ( - b j+i , - b j )  +  (2Aj,2bj)

С (—b j + i  +  2 A j , b j )  с  (—b j + i  + 2 A j ,  b j + i ) .
❁

Therefore spec(Fj+i) С (Aj+i, fcj+i),
where A ,+i =  min{bj ,Aj ,bj  ֊  bj+i +  Aj, - b j + 1 +  2Aj}.  This completes the proof. □

L e m m a  2.4. For any к > j  > 1 we have
\  1/2

(2.5) /  | A ( 0 I 4  < 1 6 e V ^ 4 - j /2 .
Հ>ևյ-ւ J
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L em m a 2.5. Let j  > 1 and к > j. Then

( 2 -6 ) ( \ m )  ֊  | Л ( 0 | 2 ^  < 1 8 f 2 4 ֊ ^ 2 .

Now, recall that F = ^Fk for some к > 1.

L em m a 2.6. Le£ F = 2Fk, к > 1, and let t  := ՜7'շ]քշ՜ • The following inequalities 
hold:

(2*7) | |F |U  < c, where с =  144\/27r,

(2-8) И 0 ֊ Л ( 0 1 < ^ 4 - > / 0 г ^ 6 ^ .

The following basic result will be needed in our proofs in Section 3.

L em m a 2.7. If f , g  e L 2, then

f(x)g(x)dx  =  —

Л ^  a

Observe that if /  € L 1 is such that /  is compactly supported, then /  € ZA Then 
Plancherel theorem guarantees that /  € L 2.

Now, if F  is as above, then F  € L2, and hence by lemma 2.7

(2.9) f  f (x)F(x)dx =

3. T h e  m a i n  r e s u l t s

Now we are ready to prove our first main result, which is the continuous version of 
(1.3). Notice that although the proof is identical to that of (1.5), we present it here
for completeness.

T h eo rem  3.1. There exists an absolute constant С > 0, such that for all gapped 

f  € Z/] (1R) with partition {Ij},

(3 .1) - C | l / I l l ‘

A

P roof. We first prove the result for /  € L l whose Fourier transform /  is of compact
support. Let f j  and F  be as above. Recall (2.7) and observe that (2.9) holds because
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A

/  is of compact support. Therefore,

4  5 1 > f  f ( x ) F ( x ) d x
J R

1

2тг / ( ( ) «
Ս/յ

> - Լ »2тг №F{ Հ)ԺՀ 1

27Г £  *  ( /  ք{Հ)^ )(1Հ

But. iu view of (2.8), for f  € /j  we have

m  -  m o

and hence
1

implying that

Consequently, for Հ £ / J; we have

« (^(0/(0) > я (Л О І))  -  ֊4-յ'|/(01

\/27г4 ՜7̂ 2 [  \f(r)\ 
յ կ

֊ 1/2

r/т ілоі2 ֊ ֊4-յ՝ւ/(օւ.

where we have used (2.2) to obtain the last line.

Integrate both sides and then use Cauchy-Schwartz inequality to get

> \/27r4-j/2
1/2

4
2 ֊  [  l /K M

Jij

> \/2ո4~ յ/2 / 1/(01
1/2

\/27Г v/3

4~J 
2

\  X/2

/  1/(014 )
1/2

4
4 1/(014j  > И ՜ ^  1/(014j

\  !/2

This proves (3.1) with С  =  27гс. This completes the proof of the theorem in the case
A

where /  is compactly supported.
For the general case, let /  € L 1, then apply the above arguments to /  * K \ ,  where 

K \  is the Fejer kernel of order A. □
To proceed to the next result, we recall Hardy’s inequality and its gapped version

(1.2), and (1.5) and its gapped version (3.1).
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It is natural to propose a gapped version of the real-line Hardy inequality that
states

OO
1/(01(3.2) / 1 ^ 2 1 #  < с

./о q

for /  € L 1 (R) satisfying /(£) = 0 for all Հ < 0. See [8 ] for a proof, deduced from
(1.5). To state and prove a gapped version of this inequality, we look at the gapped
generalization of the discrete inequality in the following way: the inequality (1 .2 ) can 
be thought of as

ОС
І / Ы [  < C-M/lli,

t !  v W
where g is the mapping g(nk) =  A;, which maps the supporting integers into the 
original set of integers.

To realize this idea in the real-line case, we need the following setup.
Observe first that Ij is open, being the intersection of two open sets. Hence, we 

can write
Ոհ

ij  — լ յ  (^ j Лч ) >
k= 1

for some (ճյ^, ft j,к £ R such that Y^kLiWj^k -  < 3 x 4J *. Consequently, we canfor some a  j , к , 0jik £ R such that 
find {7 j'k} and {rjj'k} to satisfy

ЛІ-І <̂ 7 jtk < Vj,k < 4J and rjj}k -  yjtk = 0jtk ՜  a^k- 

For each j  and к =  l,...,r ij, let gJ}k • (<Xj,ki0j,k) — > (Тг.ь^лО be defined by

V j A O  =  Հ -  (ճյՀ  4-  7 j,Ac*

Then we set

0j = and 9 =
л=і j

where \ j ,k  is the characteristic function of (ctj,k, Pj,k)-
Now we are in position to state our result that gives a gapped version of the

continuous Hardy inequality (3.2).

T h eo rem  3.2. Let f  be a gapped function with puiiition {Ij},  and let q be as above. 

Then for some absolute constant C', we have

(3,3) [  <  C 'll/ 1
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P ro o f .  Since su p p (/)  с U, Ij, we have

Ա і л о р - е )

\  1/2 /  . ч 1/2

- ^ Ё С ^ П / ^ Г
Making the substitution gj,k{Հ) =  т in the first integral, we can write

i :  ( г  "  ( / 1/ ( 0 1 4 ՝ 1/2

/  1 "•> \ 1/2 /  /• \ 1/2 
s £ ! > . * - 7 m ) J \  ( I  i / ( o i 2d e l  ՝

i—i \  1/2 /  , \  J/ 2 /  \  1/2Հ / J Л 4*< iZ  ( ^ Й ՜ )  Ц  l/ (0 l4 j < jf  |/(0|2dfj < C'||/|

where С" =  v/l2C\ and (3.3) follows. □
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А н н о т а ц и я . В настоящей заметке исследуется начально-краевая задача на 
положительной полупрямой для нелинейного интегро-дифференциального 
уравнения второго порядка с некомпактным оператором Гаммерштейна. Ука
занная задача имеет непосредственное применение в нелокальных задачах 
физической кинетики. Доказывается существование неотрицательного (тож
дественно ненулевого) решения этого уравнения в пространстве 1У2(1Я՜*՜).
В конце работы приведены соответствующие частные примеры указанных 
уравнений, имеющих самостоятельный теоретический и прикладной инте
рес.

MSC2010 num bers: 45GXX, 45G05.
Ключевые слова: нелинейное уравнение; нелинейный оператор; пространство 
Соболева; сходимость; монотонность.

1. В в е д е н и е

Нелинейными интегро-дифференциальными уравнениями вида
ОС

(1.1) - у "  +ЦУ =
о

относительно искомой функции у(х), описывается ряд задач современного есте
ствознания. В частности, такие уравнения возникают в задачах теории нелокаль
ного взаимодействия, в кинетической теории газов (задача о скин-эффекте), в
квантовой механике и т.д. (см. [1-5]).

В частном линейном случае, когда H(t,u) = u, £ € IR+ уравнение (1.1) при 
различных ограничениях на /і и К исследовалось в работах [3-5].

J  К(х  — t)H{t,y(t))dt, X е 1R + ,

1 Работа выполнена при финансовой поддержке ГКН МОН РА в рамках научного проекта
SOS 13YR-1A0003.
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•

В случае, когда H(t ,u)  =  (7(u), где функция G(u) на некотором отрезке [0 , 7/] 
удовлетворяет следующим условиям:

(1 շ) G{ 0 ) = 0 , G(ri) = г/,
G(u) > и , а € [0 ,т/], G 6 С[0 ,г/], G է на [0 , г/],

/ і -  числовой параметр, ядро К — непрерывная функция на 1R, удовлетворяющая
условиям:

+ ОО

(1.3) 0 < К  е Li(R)  Ո Loc(IR), К{т)в.т = fi>  0,
— oo

(1-4) K ( - t ) > K ( t ), t  €  H + ,

+ 00

(1.5) /  IrP'/CfrJr/r < Ч-oo, j  =  1,2
— OO

уравнение (1.1) было изучено в недавней работе одного из авторов в пространстве 
Соболева W ^ JR ՜1") (см. [6]). В указанной работе доказано, что уравнение (1.1) с
краевыми условиями

2/(0) =  0 , у € W^,(IR+)

имеет неотрицательное (тождественно ненулевое) монотонно возрастающее ре
шение у(х) с пределом т/ на бесконечности.
В настоящей работе исследуется следующая краевая задача для уравнения (1.1):
(1.6)

ОС
- у "  + liy = J  К(х  -  t)II(t,y(t))dt,  X £ Н +,

2/(0) =  о, y ° e w } (R + ) t

и доказывается, что при некоторых ограничениях на H(t ,u)  уравнение (1.1) с 
начальным условием у(0 ) =  0 имеет неотрицательное (тождественно ненулевое) 
решение из пространства ІУ{*(Ж+ ).

В конце работы для иллюстрации полученного результата будут приведены
нкдии

пой теоремы

2. О б о з н а ч е н и я  и в с п о м о г а т е л ь н ы е  ф а к т ы

ядро2 .1. О преобразованиях Лапласа ядерных функций. Пусть 
влетворяет условиям (1.3)-(1.5). Введем следующую функцию Я, определенную

G2
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на множестве R :
оо оо

(2-1) Я(х) = J  еГХг J  е~ХтК(х  - г  + r)drdz, х  € R,
о • о

где Л =  y/Ji. Заметим, что
+ о о

(2.2) R е  Li(R) Ո Loo (К), R{x)>  о, I G R ,  I R(r)dr = А2 = /а,
— ОО

+ rx> + 00

(2.3) У |трЛ(т)(іт <+00. j  ==-1,2; v(R) = J  TR(r)dT = ֊ p - .
— ОС — ОО

Действительно, последние факты легко следуют из (2.1).(1.3)-(1.5) с учетом тео
ремы Фубини (см.[7]).

Обозначим через Ф(р) преобразование Лапласа функции R(t) на (—оо,0) :
о

+(2.4) Ф(р) = у  R(t)eptdt., р £ IR
-оо

Из (2.4) следует, что

Ф(р) I  на [0,-1-ос), Ф € С[0,+оо) и Ф(+оо) = 0.

Ниже докажем, что
о

(2.5) Ф(0) > > 0, где о֊ = | |К | |_ = У  K(t)dt
— ОО

Действительно,
О 0 оо оо

-  Az I — АгR(x)dx = / / е е К (х -  z + T)dzdrdx
— ОО

ОО

—оо О О

оо О

-А* / е-Лг j K ( . - z  +  т ) , Ш Ы ,

О О - о о
■

ОС о о  T  — Z  о о  ОС T ~ z

e~Xz сГХт У  K(t)dtdrdz > У  с X z  J  с  Ат У  K(t)dtdrdz>
о О - О О  о z  - о с

О оо оо
f t— Л Z I * — ѵЛТ 7 I _е> У  K(t)dt, ~Хг 1 e~Xrdrdz = - ^  > 0 .2А2

—оо 0 г
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Следовательно, по теореме Коши можем утверждать, что для всякого е € (0,1) 
существует число р€ (причем единственное) такое, что

(2.6) ф(ре) =  ае
2А2'

Зафиксируем число е  ( следовательно, и рЕ) для дальнейшего изложения.

2.2. О некоторых неоднородных интегральных уравнениях Винера-Хопфа
Пусть /3 ( 0 ՜ определенная на Ш"1" функция, удовлетворяющая следующим усло
виям:

ОО

( 2 . 7 )  а  е  L i ( I R + ) Ո  Loo(IR+), т т ( Р )  =  f  x p ( x ) d x < +00,
О

շ \2
( 2 - 8 )  р ( х )  >  -------Р е { х ) ,  X  6  m 4՜ .

Օւ£

где

( 2 . 9 )  р Л х ) =  і е - х ( х - т ) е - р ‘ т(1т
А - р £О

Рассмотрим следующее неоднородное уравнение Винера-Хопфа:
ОО

(2 .10) /(.т) =  д(х) +  J  R(x  — t.)f(t)dt, х  6  IR՜1՜
о

относительно вещественной измеримой функции f (x )  со свободным членом
ОО

(2 .11) д(х) = J  Т ( х -֊ t)fi(t)dt, і б И + ,
о

и ядром
ОО ОО

(2 .12) Т(т) = J  e~XzK(T + z)dz = J  K{u)e -Hu- T)du, т € R.
О

В силу свойств (1.3)-(1.5) ядра К  и (2.7)-(2.8) функции 0(х) можно убедиться,
что

(2.13) <7 € L i ( 1R+ ), mi(g) < +оо, ѵ{Т) < 0.

Так как ядро R  уравнения (2.10) обладает свойствами (2.2)-(2.3), то из резуль
татов работы [8] (стр.193, лемма 3.6) следует, что уравнение (2.10) имеет неот
рицательное суммируемое и существенно ограниченное решение /(я ) , причем 
lim f ( x )  =  0. Ниже докажем, что это решение снизу оценивается функцией

X—►ОО
е ~ р е Х , X  € IR+.
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Действительно, в силу (2.6),(2 .8),(2.12) из (2 .10) будем иметь:
00 оо է

f (x)  > д(х) =  J  Т { х -  t)0(t,)dt > ~  J  Т(х  — <) J  сГх{*-т)сГр‘тdrdt
0 0 0

о \ 2 °Г °? ОО ОО
2 Л  [  ֊ „ . т  [  . . 2Л2

О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОГО КЛАССА НЕЛИНЕЙНЫХ ...

ае 
о
I е  ѴСТ I  Т( 'Х ~  ^  Х(І~ т)(ІЫт =  ֊  j  e~VcT J  Т { х - Т -  z)e~Xzdzd.r

2Ճ2

о о
оо оо сю

I С Р е Т  1 6  XZ J  ~  т  ~~ z  ՜*է՜ у е̂ Лւdvdzdrае
о о о ՜  ~ '

«  0 0  X
2Л2 /■ _____  _  2Л2
ае J е РсТЩх -  r )dr = J  R{z)e Pc(<x Ẑ dz >

0 — oc
0

2Л С 2Л2
>  ----- e~p’x /  R(z)cp' 4 z  =  ----- с - р'хФ(р£) =

ae J ae ՛
o-V'X

— o o

Итак,

(2.14) f ( x ) > g ( x ) > e . - ^ x.

Двусторонняя оценка (2.14) существенным образом будет использована в даль
нейших рассуждениях.

2.3. О факторизации некоторых интегральных операторов Винера-Хопфа.
Пусть Е — одно из следующих банаховых пространств: LP(JR+), 1 <  р < + о о ,

С^Щ."1"), (^(IR ՜1"). Рассмотрим следующий интегральный оператор Винера-Хопфа:
ОО

+(2.15) (Rf)(x)  =  /  R(x — t.)f(t)dt, /  € £ , x € IR
о

с ядром R(x) — обладающим свойствами (2.2)-(2.3). Тогда, как известно (см. [8]), 
R действует в каждом из пространств Е , причем оператор 3 — Я (где J— единич
ный оператор) допускает следующую факторизацию:

(2.16) 3 - ^ = p ֊ V . ) ( J - V +),

где Ѵ±— соотвегственно верхние и нижние операторы Вольтерра следующей 

структуры:
ЭО

(V+f)(x)  =  J v + ( x - t ) f ( t ) d t ,  ( V. f ) ( x)  =  J v - ( t - x ) f ( t ) d t .
0
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Здесь ядра ѵ± — неотрицательные суммируемые существенно ограниченные функ
ции на ІЯ+ и определяются из следующей системы нелинейных уравнений фак
торизации:
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оо

(2-17) и±(зО =  R(±x)  +  J  v±(t)v^(x  +  t)dt , X  € IR+ ,
о

причем
ОО оо

7 -  =  J  ѵ ֊ ( т ) < і т  =  1, 7+ =  J  ѵ + ( т ) / і т  6 (0,1).

2.4. Об однородных уравнениях Винера-Хопфа. Рассмотрим следующую 
начальную задачу для однородного уравнения Винера-Хопфа:

оо

(2-18) S(x)  =  / R(x  — t,)S(t)dt, X G IR4՜,

\
(2.19) 5(0) = 1,

где R — задается согласно формуле (2.1).
Так как ядерная функция R обладает свойствами (2.2)-(2.3), то согласно тео-

•к

реме Линдли (см. [9]), начальная задача (2.18)-(2.19) имеет положительное мо
нотонно возрастающее и существенно ограниченное на IR"1" решение, причем

(2 .20) S(x)  —> — -— , когда х  —> +оо.
1 -  7+

Из леммы 2 работы [10] следует также, что
Ф

(2 .21) —--------5 e L i( ] R +).
1 -  7+

3. Основной РЕЗУЛЬТАТ

3.1. Условия на функцию Обозначим через т]о следующее число:

sup f{x)
х>03.1 щ =

A(1 ֊ 7 + )
Пусть h — определенная на R вещественная и измеримая функция, удовлетвори-

Ф

ющая следующим условиям: существует число rj > rjo такое, что

1) h e C [ 0, г/], հ է на [0,т/],
' 2) հ(0) =  0, h(rj) =  T), h ( u ) < u ,  u  € [0, rj\.

Ниже убедимся, что 77 > pe(t), է € IR+, где pe задается посредством (2.9).
GG
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Действительно, с учетом (2.10), (2.14) из (3.1) имеем:
է

Ре {է) J  е - А(‘- т > е - " 'т <іт < ѴХ J  e - A<‘- T>dT =  v  ֊  m ~ Xl <  ij,

так как
О о

sup f (x)
Tj \  > ֊ : -------  > f(x)  > g(x) > e~PeX.

I -  7+

Относительно функции H(t. u) в дальнейшем будем предполагать выполнение 
следующих условий:
a) при каждом фиксированном է 6 IR+ функция H(t,u)  է по и на 77],
b) функция H(t,u)  удовлетворяв'! условию Каратеодори но аргументу и на мно
жестве IR+ X [0,г/], т.е. при каждом фиксированном и е [0 , 7/] функция H(t,u) 
измерима по է на IR՜1" и почти при всех է 6 IR"*՜ эта функция непрерывна но и на

c) существует число е (Е (0,1) такое, что выполняются следующие неравенства:

H{t,pe(t)) > Cepeit), 11(է,ս)<հ(ււ)+0(է),  t e J R +, и €

где

(3.3) 2А2
ае

В следующем пункте будет доказано, что если функция H(t,u)  удовлетворяет 
условиям а)—с), то задача (1.6) имеет неотрицательное (нетривиальное) решение.

3.2. Формулировка и доказательство основного результата. Справедлив 
следующий результат.

Теорема 3.1. Пусть ядро К  удовлетворяет условиям (1.3)-(1.5), а функция 
H(t, u )— условиям а) —с). Тогда задача (1.G) имеет неотрицательное ненулевое 
решение у(х), х G 1R4՜. Более того, если х > 0 , то у{х) > 0 .

Доказательство разобьем на следующие шаги:
I шаг. Сведение задачи (1.6) к нелинейному интегральному уравне

нию. Умножим обе части уравнения (1.1) на е~Лх, х > 0 и проинтегрируем по 
X от т  до + 00. Умножая обе части полученного равенства на е Лг, г  >  0 и имея 
ввиду, что у(+оо) = 7/(+°°) = 0 (что следует из у € H ^IR ^)) получим:

ОО оо

(3.4) у' + Ху = /  с. А(г т) /  K(x- t )H( t , y ( t ) )d tdx ,  х е IR+.
0
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Изменяя в правой части (3.4) порядок интегрирования, в силу (1.6) приходим к
следующей задаче:

ОО

(3.5) у' + \ у  = J  Т(х  -  t)H(t,y(t))dt,  X е IR+,
О

(3.6) 2/(0) =  0, у € W,2(IR+ ),

где Т(х)  задается согласно (2.12).
Обозначим через

է

(3-7) </?(х) =  у'(х) +  Ху{х).

Тогда, учитывая (3.6), относительно искомой функции <р € И^і(ПІ+) приходим к 
следующему нелинейному интегральному уравнению:

оо /  t
(3.8) <р(х) =  J  T(x  — t)H Ա ք  е~х^ ~ т̂ір(т)(іт j dt, x G IR + .

о \  о
II шаг. Построение положительного и ограниченного решения одно

го вспомогательного нелинейного интегрального уравнения. Рассмотрим
следующее нелинейное вспомогательное уравнение:

ос

(3.9) F(x)  =  j  Т(х -  է) h I j  e~A(t~T)(F(r) -  f {r))dr  j dt + Q(x), x  6 IR+ ,
о

где функция h порождается с помощью h следующим образом h =  т] — Іі(т] — и)
Ф

и обладает свойствами:

(3.10) /і(0 ) =  0 , h(v) =  г/,

h ( u ) > u ,  h € С[0 , rj\ h t  на [0,»?],
а

ос

(3.11) Q(x) =  f  R(x  -  t)f(t)dt,  X e IR+ ,
о

где /(x )  — решение неоднородного уравнения (2 .10). 
Введем следующие последовательные приближения:

(3.12)
эо /  է

Fn+l(x) = J Т(х -  t)h j  e - A(‘' T)(F„(r) -  f ( r ) )dr  j dt + Q(x), x  6 IR+
0 \o

Fo(x) =  f (x)  +  Лг/. ո ՜  0 ,1 ,2 , —
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Индукцией по п докажем, что

(3-13) Fn{x) I  по ո, я е К 1՜,  ո = 0 , 1, 2, . . . ,

(3.14) Fn(x) > Ат/(1 -  7+)ճ(ւ) = S{x), i  € 1R+, n =  0 , 1 ,2 .......

В случае, когда ո =  0 в силу (3.10),(2.10),(2.11) из (3.12) имеем:

7  -  (  г \  °°
Fi(x) =  j T (X ~ ^  /_1 /  е֊А(1-т)* ]  dt + Q(x) < f T (x ՜  Հ h(v)dt + Q(x) <

< Ат? + Q(x) < \r) + f (x)  = Fo(x).

С другой стороны, имеем Fu(x) = f (x)  + AT) > ճղ > S(x), .r 6 1R+ и
OO /  t

Fi (x) > J  T(x  -  t) h ( t - y{t- T)(s{T) -  f (r))dr  j dt + Q(x) >
0 \ 0

oo t
>  J  T ( x - t )  J e  A(' t ) { S ( t ) -  f ( r ) )drdt+Q(x)

о 0
oo

R{x -  t ) ( S ( t ) -  f{r))dr  + Q(x) = S(x).
о

Теперь предполагая, что Fn(x) < Fn_ i(x) и Fn(x) > S(x) при некотором ո £ N, 
учитывая монотонность функции h на отрезке [0 , 7;], из (3.12) получим:

оо /  է
F n + i (x )  <  J  Т(х -  t )  h j J  e ~ A(*"r ) (F n_ i ( r )  -  f { r ) )dr  j dt  4- Q(x) =  Fn(x)

0 \0
и

oo / t
Fn+i{x) > I T(x  -  t) h I I e H> T)(S(r)) -  f (r))dr  j dt + Q(x) >

0 \ 0
oo

> J  R(x -  t ) ( S ( t ) -  f { r ) ) d T  + Q(x) = S(x).
о

Итак, из (3.13), (3.14) следует, что последовательность функций {Fn(x)}^L0 име
ет поточечный предел, когда п -¥ оо : lim Fn(x) = F(x),  причем

п —>оо

+(3.15) S(x) < F(x) < Хт) + f{x), X € I R .

В силу того, что h  € С’[0,7/], из теоремы Б. Леви (см. [7]) следует, что функция 
F(x) удовлетворяет уравнению (3.9).
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Так как

Ат? -  S(x)  =  Ат?(1 -  7 +) Լ - -  S(x)  ) € L?(1R+ ) Ո Լ«>(1Ո+)

(см. формулу (2.21)) и /  € Լլ(1114 ) Ո Loc(lR4 ), то из следующего двустороннего
неравенства 0 < Ат/ +  /(х )  -  F{x) < Ат/ + f (x)  -  S{x), х  G IR+ следует, что

(3.16) А77 + /  — F  € Ьі(Ш+) Ո Ьоо(П1+ ),

где L?(1R+ ) =  { /  € L i(H + ) : lira f {x)  =  0 }.
т—>оо

III шаг. Итерационный процесс для нелинейного интегрального урав
нения (3.8). Введем следующие последовательные приближения для уравнения
(3.8):

ОС

(3.17)
О

і р п + l ( x )  =  J  T ( x - t ) H  у ,  J  e  Л (* r ) ( pn ( r ) d T j  d t } х € Н ь ,

Po(x) =  e РеХ, n =  0 . 1, 2 , ----

Индукцией по n  докажем:

(3.18) I) (pn(x) t  no ո, I I )  (pn(x) < Xrj + f (x)  — F(x)y x € IR+.

Сначала убедимся в достоверности фактов I) и I I )  в случае п  =  0 . Из условия
с) сформулированной теоремы следует:

0

оо оо է

<Рі(х) >  — -  [  Т(х  — t)p£(t)dt =  f  T(x  — t) [  e~x t̂~T')e~p' T drdt =
OLE J  a s  J  J

о o o
OC OO ^  OOo \2 r r շ \2 r

= -----  / e ~ PcT /  T ( x  — t — z ) c ~ Xzd z d r  =  -----  /  B ( x  — r ) c ~ PcTd r  >  c~PcX =  <^o(x)

0 0 0 
(см. доказательство двустороннего неравенства (2.14)). С другой стороны, в силу
(2.14) получаем <ро(х) < д(х) < Xrj -  F(x)  +  f (x) .  Действительно, имеем

оо /  է

AT)֊F(x)+f(x)  =  Ат)-[  T ( x —t) հ֊ I У e_A(t֊T)(F (r) -  f{r))d,T J dt -Q(x)+f (x )
0 \ 0

oo oo /  /  t

V T(r )dr+  /  T ( x - t )  I 77 -  /1 e Ml t)(F(t ) -  /(r))</r dt+g(x) > g(x),
X

поскольку
0 \  \ o

t

h \  e A(' t)(F(t ) -  f ( r ) )dr  < h(v) =  V.
0
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Но из (2.14) следует д(х) > e~PffT, следовательно іро{х) < д(х) < Xjj- F ( x) + f(x),  
X € IR+. Теперь предполагая, что </?n(x) > и y?n(x) < Xjj -  F(x) + f (x)
при некотором n G N, в силу монотонности функции H(t , и) с учетом условия с), 
будем иметь:

О ГАЗРЕШИМОСТИ ОДНОГО КЛАССА НЕЛИНЕЙНЫХ ...

оо /  /

¥>n+i(z) > J  Т(х — t)H I t ,  /  е A(l TV n - i( r )d r j  dt = <рп( х),
о \  о

ОО / է
<Рп+і(х) < J  Т(х - t ) H  I t , J  е -А(*-т)(Л г, ֊  F(t )  + /( r ) )d r

0 V o
dt

OO /  t

J  T(x -  t)H j t, г/ -  r/e x t  +  J e  A(* T)( / ( r )  -  F ( r ) )d r  j <
о \  и

OO /  /  t

< /  T(* ֊  t) ft U  ֊  /?е- А'՛ + /  e -A(‘- T»(/(r) -  F(r))rfr + ,3(t) dt
0 \  \  0

oo /  t

g(x) + J  T(x  - t )  ( r j -  k(r)e M + J  e A(t t)(F(t) -  f(T))dr) J dt <
о \  о

OO

0

< g(x) + Xt) -  J  T(x  - t )h i  J  e A(f r)(F(r) ֊  f{r))dr  j dt

=  </0*0 + A77 4- Q(x) -  F(x) = A/; -  F(x) + /(x).

С использованием условия ծ), индукцией по ո из (3.17), легко можно доказать, 
что каждая из функций <рп(х), (п = 0 ,1 ,2 ,.. .)— измерима на IR4՜. Следова
тельно, с учетом (3.18) заключаем, что последовательность измеримых функ
ций {^п(яО}п==о имеет поточечный предел, когда п -hoc : lim <рп(х) = <р(х),п—юс
причем ір(:х) также является измеримой функцией и удовлетворяет следующему 
двойному неравенству:

(3.19) е~р‘х < <р{х) < Xrj -  F(x) + f(x),  х е IR+

С учетом (3.19) из (3.16) получим ц> 6 L?(1R+) Ո L00(K + ).
Из предельной теоремы Б. Леви следует, что р(х) удовлетворяем уравнению (3.8).

IV шаг. Доказательство включения tp 6 Н'\2(IR "). Сначала заметим, что
ОО

(3 .20) Ц х )  = ^  = - К { х ) - а / К  (и)е-ճ('լ-*Կս, х € JR.
X
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Так как функция А непрерывна на К, то из (3.20) следует, что функция L также 
непрерывна и суммируема на R.

С другой стороны,в силу (3.19) и свойства с) для функции H(t, u) следующий
интеграл

ОС

f  \L{x -  t)\ ■ Н  и ,  j  e - * l - r \ { T ) d dt
о \  о

+равномерно сходится на Ш . Следовательно, по известной теореме о дифферен
цировании под знаком интеграла можем утверждать

ОС

О

(3.21) <р'(х) = J  Ь ( х ֊ і ) Н І і , [ е  ճ(լ r^<p(r)dr J dty x  € IR+

С учетом (3.20) и условия с), из (3.21), имеем:
ОС ОО

<р'(я) |< J [ K ( x —t)+XT(x—t)]h /е  r ) 4> { r ) d T  j d t + J  K(x֊t)fj(t)dt+Xg(x) <

oo

0 \ 0 /  0

t oo

< j [ K { x  — t) + XT(x — t)] J  с  T^(p(T)drdt + j  K ( x  — t)f}{t)dt +  Xg(x)
0 0 0

oo oo oo

J  T{x — r){p{r)dT -f A J  R(x  — T)(p(r)dr 4- J  K ( x  — t)(3(t)dt +  Лg(x)  <

о o o

< co(y/ji + 1 + /xci),

где

Co =  sup (p(x),c\ — sup 0[x), и
ж€ГО + x€lR +

ОС

(3.22) т(х) = I K{x -  z)e~X։dz, x  £ И.
0

Отсюда следует, что <p՝ € Loo(IR+).
Но с другой стороны так как Т  *€ £i(R), R  G Li(R), v? € £ і ( й +), 0 £

Li(IR + ), g € Li(IR f ), то из неравенства
оо оо оо

^ ( я )  |<  J  Т{х — r)ip(r)dT + Л J  R(x  — r)<^(r)rir +  J  K{x  — t)0{t)dt + Xg(x).
о o o

окончательно получим, что <£>' € І/і(ІГі+). Таким образом, ip € И ^ й ՜* ՜) .  Из (3.7)
следует, что т/ Е U/ 2(IR+). Теорема 3.1 доказана.
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В конце работы приведем несколько примеров H(t,u)  для иллюстрации noj
л

ченного результата.
Пример 3.1.

Н М =  ֊ ^ т +  -■ 1  ; , ՝ ■ где զ > \ ,Г}4 1 u + p£(t)
а в качестве 0 можно выбрать следующую функцию: 0(t) = 2c£pe(t).

О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОГО КЛАССА НЕЛИНЕЙНЫХ ...

Пример 3.2.

H(t, и) = и -  Л -sin2—  + 4 cefte(t) “
пк г] ' (u + pe(t))

где в качестве թ можно выбрать /3(է} = 4cepe(t). Здесь число с5 задается по 
формуле (3.3).

Abstract. In this paper we study an initial-boundary value problem for a second 
order nonlinear integro-difFerential equation with Hainmerstein type noncompact 
operator on the positive semi-axis. This problem has a direct application in the 
nonlocal problems of physical kinetics. We prove the existence of a nonnegative 
(nontrivial) solution of this equation in the space W ^IR4՜). Some special examples 
of these equations are also discussed, which represent independent theoretical and 
applied interest.
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A BONUS-MALUS SYSTEM WITH AGGREGATE CLAIM 
AMOUNT COMPONENT

R. N. CHITCHYAN AND A. G. CULYAN

Yerevan State University 
E-mails: rchitchyan@gmail.com; anahit.gidyan@ysu.am

Abstract. The paper introduces development of a bonus-malus system, where, as opposed 
on to the current system, the class of a policyholder in a given year is determined not only 

the basis of the class of the previous year and on the number of claims reported in that year, 
but also on the aggregate claim severity of a policyholder in that year. The movement between 
classes is modeled as a discrete time Markov chain, which is dependent on the claims number 

and aggregate claim severity processes which are also assumed to be Markovian. The transition 
matrices of the claims number and aggregate claim severity processes are assumed time-depen

dent and random. In this paper, the recursive filters are proposed for related transition mat- 
rices. Also, claims number and claim severity joint probability distribution is provided.

M S C 2010  n u m b ers : G0G35, 60J10, 62P05, G5C10, 91B30, 91B70.
K eyw ords: insurance; policyholder; Markov chain, change of measure; hidden Markov 
model; Bonus-Malus system.

1. M o d e l  d e s c r i p t i o n

- In this paper an example of construction of a new Bonus-Malus System (BMS) is 
considered, where the movement between classes depends on the current class of the 
policyholder, the number of claims and the reported aggregate claim of a policyholder 
in the previous year.

Consider a set of L policyholders. Each policyholder belongs to one of a finite 
number С  of classes (tariff groups) sorted by order; class 1 being the one with lowest 
premiums etc. That is, each premium depends on the class to which a policyholder 
belongs. Each year the class of a policyholder is determined on the basis of the 
class of the previous year, on the number of claims and 011 the aggregate claim loss 
reported during that year. If 110 claim has been reported, then the policyholder gets 
a bonus expressed in the lowering to a class with a lower piemium or stay at the 
lowest premium class. Otherwise the policyholder may stay in the same class or gets 
maluses (penalized) by being shifted to a higher class with possibly higher premium.

New policyholders are assigned to a certain class.
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Let x xn be the number of policyholders in class i at time n, where i =  1 ,2 ,. . . ,  C.
Then X n =  (X*, . . . ,  x%) is the distribution of policyholders among classes at time n. 
It is obvious that the state space Sx — {^n} of X n process is finite.

We split the positive half of the real line into a convenient set of disjoint intervals 
11 , / շ , . . .  ,7/c and discuss the aggregate claim of each policyholder on that intervals. 
We denote by Ւ1Լ the number of policyholders whose aggregate claim in the n-th 
year falls in interval Լ, i = 1,2 . . . ,  K.  So, row vector IIn = ( I I*,. . . ,  11Հ) shows the 
distribution of policyholders among the reported aggregate claim intervals.

Consider the number of reported claims. Its state space will be the space of natural 
numbers {0, 1, 2 . . .} .  Without any distortion we can suppose that it is limited by 
some number N.  We denote by the number of policyholders who have reported i 
(i =  0 ,1 , . . . ,  N)  claims during the n-th year. Then row vector N n = (N%}. . . ,  N„)  
is the distribution of policyholders among the reported claim numbers.

A BONUS-MALUS SYSTEM WITH AGGREGATE CLAIM ...

A ssum ptions underly ing  th e  model,

(1) The processes X n. Hn and Nn are Markov chains which, for technical reasons
(that becomes apparent later) and without loss of generality, accordingly live 

on the standard basis {eb . . . , C|5X|}, { / i , . . . ,  f \ sH\} and { • • •»h\sN\}
in R |6*l, IRl6"! and respectively where the г-էհ component of each
vector ei, /,• and hi is 1 and others are 0 (see [1]. page 5). \Sx\, |^ я | and \Տիյ\ 
are the sizes of S x , S h and Տա sets accordingly.

(2) It is assumed that the movement between classes is based on the current 
class of the policyholder, on the number of claims and on the aggregate 
claim reported in the year. So the movement of process X n between its states 
depends on levels of Xn_i, Hn. \ and 7Vn_i and the transition matrix is not

time-dependent.
(3) The next assumption refers to aggregate claim process. It is assumed that the 

aggregate claims are not independent, so the aggregate claim of a policyholder 
in any year depends on the aggregate claim and reported claims number of 
the previous year. We can conclude that the movement between states of 
process # n is based on the values of # n_i and N n֊ \  as well. The transition 
matrix is time-dependent and is not known in advance.

(4) The yearly reported claims numbers for a policyholder are also suggested
dependent. It is assumed that reported claims number of a policyholder
depends on the claims number reported last year and on the policyholder’s
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current class of BMS. In other words, the movement from one state for process 
N n to another is founded on N n- 1  and on X n֊i-  For this process also the 
transition matrix is assumed a stochastic one.

The time-dependence of transition matrices can be explained by change of policyholders’ 
behavior year by year. They can make conclusions based 011 their insurance history 
and be more professional. As ал example in motor insurance, the driver can be more 
careful and make fewer claims if he has many claims in the previous year. On the

himself
bonus class.

Let Jn =  cr{Xk , Hic-i, N k֊ i ,  к < n} be the complete Alteration generated by 
processes X, H  and N  up to the n-th year. The use of Markov property for process X  
givesi P (X n ~  Cj I Jn_i, # n_i, 7Vn_i) =  P ( X n =  ej \ X n—ii Hn—\\ N n—i)» Conditio-

\

nal on the event (Xn_i =  е*, # n- i  =  Д , N n- i  =  ftm), the above mentioned expression 
may be rewritten as:

P  ( X n  — 6 j  I X n —l  — 1 — ք կ j N n — i  — h m )  — P j , i k m

T ռ  I \  , . . . f  .Let В  =  (p u k m ) . . , , be stochastic matrix of tensor mappingj , i  = I k = \ m = l
k |.9x ||Sh ||.Sn I int о Rl5xl and has the form

Pi,111 ••• Pl,\Sx ||Sh ns.v I)
в

P\SX\AU P\Sx I\Sx \\Sh \\Sn

where the sum of elements of each column is 1:
\Sx\

(1.1) Pj}ikm =  1
J=1

Recall that a process Yu is an 3n martingale increment, if E ( Y n | !Jn֊ i )  =  0.

L em m a 1.1. The process X n has the follouring semimartingale representation (or 
Doob decomposition) X n =  B X n֊ \  <8> / / n- 1 N n- 1 -I- Vn , whei'e the |Sx I x l  column 
vector V„ is an !In martingale increment and <%> denotes the tensor product.

The proof can be done similarly as the proof of Lemma 1 in [2).
For the transition matrix of process Hn we introduce

qs,rl(n) ± P ( H n = f 8 \ Hn—\ =  f T} N n- 1 =  h i),

where index n  indicates the time-dependence of H n transition matrix.
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The same analysis as for Markov chain X n shows that the Markov chain Hn has 
lepresentation Hn =  QnHn- 1 ® Nn֊ \  + Wn, where transition matrix

Qn =  (q,,„(n)) І5я| |5w| 1 ‘9,V 1 has the form:s =  1 ?• =  ! / =  1

A BONUS-MALUS SYSTEM WITH AGGREGATE CLAIM ...

Qn
Գւ,ո(ո) <?ւ,ւշ(ո) ■■■ 9i,|SH||s,v|(n )

4\SH\,u(n ) <2|5„|,1շ(ո.) ••• <7|Sh|,|Sh ||Sa,|(71)

( լ 2 ) ^ 2  9»,r/(n) =  1
.4=1

and Wn is a \Sh \ x l  column vector, which is an Jn martingale increment. 
For the process N n we denote

a u,vu»(70 = P {Nn — hu I Nn- i  = /iv, X n- i  =  t w)

Similarly, for the process Nn Doob decomposition has the form

An = AnNn֊ i  & ճ ո—ւ "Ь Լ Ո)
I О I 1C I I О I

where matrix Au =  (an vw(n)) N л N 1 matrix has the formи =  1 t ; = l  w = 1

a i , n ( r c )  <*i Д 2 ( п )  • • •  а і , | 5 іѴ| | 5 л | ( п )

A n

« | S . v | , l l ( r0  0 |5 л г |Д 2 (п ) а |5 .ѵ | , |5 л Ч |5 х | ( п )

and
\sN

u= 1
L n is a \Sn \ x l  column vector and is a martingale increment.

To eliminate the time-depeiidencc of transition matrices Qn and A n . we developed 
matrix-processes, for which transition matrices are not time-dependent.

Consider the simplices U and V with nonnegative column vectors
T T

U = { (u i, . . .  u\sH\) } an(* respectively V = {(v i,. . .  v\Sn \) }, where щ > 0, Vj > 0

and E l= " ' ui =  1- Е й '  vi  =  !•
By definition, each column of Qn and An is a point in U and respectively in V.

We have the following partitions of sets U and V
и  =  U fc L i^ b  (respectively V = U t= i  V*) where U, 0 ,^ .  Uj = 0 (Vt V3 =
0). Let Ѳ = (Սա  Ս շ , [/д)|5,,||5л 1 and Д =  (Vi, V2, . . . ,  Va),SxI,5wI. That is Ѳ
(accordingly Д) is the Cartesian product of \Sh \ I t̂vI {\Sx \ |*5/v|) copies of the ordered
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set ((/լ, U2 , . . . ,  Uq) (accordingly (Vi, 1Հ2, . . . ,  Ѵд)). In otlier words, it represents the 
set of \SH\ X \Sh\ |*S’n | (IS  N I X 1*^x1\Sn\) sized matrices generated by partition U\, 
Սշ, • • •, Uq(Vi, . . . ,  Ѵд) of the set U(V).

We define the following Markov chain Qn (respectively Д„) on the set Ѳ (Д) as 
follows: if the first column of Q n (An) is a point in Uix (accordingly in VM ), the second 
column in l>i2 (accordingly in Ц2), . . . ,  the last, column in ^ і |Ч//цЧл | (correspondingly

111 then =  (Uil' " ' ' Ui\s„\\sN\) =  ( K i , . . ^ : | , x „ , v()), that is Qn
(An) keeps track only of the location of the columns of Qn (An ) ill (£ / յ ,  է/շ, . . . , U q )

(accordingly in (Vi,V2, . . .  ,VA)). So, with the help of Qn(An) the matrix Q„ (An)
%

can be defined uniquely.

We identify the ordered set Ѳ = {Oi....... 0Q|SW||SW|} (correspondingly Л =  {<5l t . . . ,

^ | s x ||Sa,|}) with the standard basis {ծ ,,. . .  ,bQ|.vH||6V|} ({m b - - -* m Q|S*||s*|}) of 
]ц<ЛА'нЦА’іѵ| (K^iSxIISwl). So, for matrices Qn and A n we develop processes Qn and

accordingly A n (for more detail see [2]), for which transition matrices are not time- 
dependent and have the following form:

Q n = D Q n- \  +  Rn, where D = (dqp) f ^ SN] with dqp = P  (Qn = bq | Qn_ x =  bp)
and {#„} is a sequence of martingale increments on a-field a {Q o,O b • • •»Qn}- 

Similarly, A n = К А п֊ х + Т п, where К  = ( կ բ Հ ^ 1Տի>1 with
д  у  V  V  »

kqp = P [An =  m q A n— 1 =  rap) and {Tn} is a sequence of martingale increments 
on օ՜-field а {Лсь • • •; A rl).

So, we have the following generalized BMS model:

(1 .4)

X u — B X n- 1 <8> Hn-\  <8> TVn-i + Vn 
H n =  QnHn- 1 <8> N n- \  +  Wn 
Nn — A. n ̂ n —l $$ X n-\ + Ljx
Qn — D Q u֊\  +  R n
An — KAn֊x + Tn

It must be noted that the constructed model is a revised and an extended one 
described in [2|. It has the following peculiarities:
(a) The model, developed in this paper, is “policyholder-oriented”, that is the considered 
group of policyholders is divided into subgroups from 3 different points of view:

(1) partition by levels of BMS;
(2) partition by groups of aggregate claim amounts;
(3) partition by number of reported claims.
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(b) In [2], the partition is applied to two different events: first of all the group of 
policyholders is divided on subgroups by BMS levels and the other partition applied 
to the set of reported claims, which are sub grouped by claim amount.
(c) In [2] process Zn is the distribution of claim numbers by claim amount intervals, 
so ճ յ յ ֊  1 2Լ represents the total number of claims and it means that a policyholder,

%

which makes more than one claim during the entire year, can appear in different 
groups of claim amounts simultaneously. In the model presented in this paper, Hn is 
the distribution of policyholders among aggregate claim amount groups, so Hn 
represents the number of policyholders and it means that policyholder’s location 
within the aggregate amount intervals can be identified uniquely.
(d) In comparison with [2], where the transition between BMS levels depends on the 
reported claims number, in the model, presented in this paper, the above-mentioned 
transition depends on the aggregate claim amount, reported by policyholder as well.

2. H i d d e n  M a r k o v  m o d e l s . C h a n g e  o f  m e a s u r e

Hidden Markov model is a general tool for representing probability distributions 
over sequences of observations. The hidden Markov model gets its name from two 
defining properties. Let us denote the observation at time n by random variable 
Yn. First, it assumes that the observation at time n was generated by some process 
Fn, whose state is hidden from the observer. Second, it assumes that the state of 
this hidden process satisfies the Markov property. The outputs Yn have the same 
property. For more details about hidden Markov models see [1] and [3]. The processes

_____

Qn and A n, mentioned above, are hidden Markov models. To estimate their states 
recursively, we define a measure P, on the measurable space (12, T), under which 
processes X, H  and N  are sequences of statistically independent and identically 
distributed random variables. The existence of measure P  is provided by Radon- 
Nicodym theorem. The probability measure P  is referred to as the “real world"
measure, under which we have the relations (1.4).

Suppose that under the measure P  the processes X, H  and N  are i.i.d sequences

with the following distributions:

A BONUS-MALUS SYSTEM WITH AGGREGATE CLAIM ...

P  (Xn — e.j I X n- \  — Сі^Нп-І — fki 1 — hm) — Pj,ikin

P { H n  =  f s  I H n - l  =  f r y  N n ~  1 =  Խ )  =  q 9tr i ( n )

P (Nn — քկլ Лп-1 — X n—l — &w) —
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I S. I^h I \Sn \
1 m  =  1

where the corresponding matrices are В  =  (p7 ibn ) '
j , г =  1 к.

л  _ / ~ / \\ І^яІ |6 я | \Sk \ ~ IS'tvI \Տյտյ\ liSx I
Q ” — ( 1я,гі(п )) _- _  *_ and Лп =  (<2п,ѵ,і«(и))

*  ~  i  і — і l — l и  =  լ  V =  [ w

Under the measure P  the dynamics of Qu and A n remain unchanged. Define
Ո

(2.1) An — A(
t - 1

where

| 5 x |  \Si , \  \ S n \ ,  \ ( X * , e j ) ( X t - 1,ei ) ( H t ֊ i J k ) ( N t - 1,hrn)

* ' = П П П  ՛*'■ '11  1 1  11 I 7 —
i , j  =  1 fc=l m=l

(2.2)
!£"! I£*J / -  , / _ 4\ (W t ,/.)<H.-i,/r>(W«_,,/n)П П f Qs,rl\n) \
r.s= 1 /=1
|Ь’уѵ| |6'л I

,r ( (n )  /
X

ГтИ \  ’Cv)u v , v w \ fLJ \

1

u,v = lu - l  V«u,«ti-(n)

where ( , ) denotes the usual scalar product and Ao =  1.

Let Sn be the complete filtration generated by # / t_ i , Arfc_i, Qfc, -Дь к <  n j .

The sequence of random variables {An}n>0 7S a | S u , P j  martingaleL em m a 2.1.

expectation E  (An) =  1.

P ro o f . We have to show that £  (An | Sn-i) =  An_j. From (2.1) we have
m

A7| =  An_iAn . As An_i is Sn-i measurable; it is sufficient to show that E ( \ n | Sn-i) 
Using (2.2) and properties of conditional expectation, we get

E  (An I S n -i)  =  E  yE  (An I Տո- ь  X n - 1 =  е*, # n- i  =  Д . 7Vn_i hm) 9 n - l )

£  E P j . t k m

P j , i k m

(Xniej )
<la,rl(n )
q9.ri(n)

( iw . )
Ոu,vu՛ (^0

(n)

( Nnt hu)

аu}vw
9n— X n—1 —

H n- i  — Д , A^n-i =  |S n - l)

Under the measure P  all processes are independent, so the expectation of the product 
can be written as the product of expectations. The calculation is given only for the

process X  and for the others it is similar.
. * /  Пл  \E  I E  ( )

\  Pj, ikm J S n - 1, V i  — e , , Hfi—i — fk^Nn—i hm

Ё  ( E g * 1 ( g ^ )  P (* „  =  ejlXn- լ  = €i,Hn- l  =  f k , N n֊i  =  /I

S n - 1

rn ) S » - l)

=  1. □
8 0



According to Radon-Nicodym’s theorem and Kolmogorov’s extension theorem (see
[1), pages 2G, 317). with the help of measure P  we can define the “real world”
P  as follows:

w

(2-3) ֊  4  л п
dP

A BONUS-MALUS SYSTEM WITH AGGREGATE CLAIM ...

measure

Sn

T h eo rem  2.1. Under probability measure P, as defined from P via (2.3) the dynamics 
(1.4) hold.

P roof. The proof is given only for process N. Using Lemma 2.1, the generalized
0

version of Bayes theorem (see [4j, page 132) for the process Nn gives:

P (Nn =  hu19n-1ч X n—1 = et;, Hn- 1  = fk, Nn- 1 =  hm) —

/ շ  _  Ё  ((^П1 h\i) Ап | 9 п - Ь  ^֊n-1 =  і̂ч Hn- 1 ~  fk) N n- 1 =  hm) ^
Ё  ( A n |S n - i ,X n_i = ei.Hn- 1 = Д ,  N n- \  =  hm)

= Ё  ((Â n, /iu) Лп|9п-ь ^ո_ւ = fj, Hn—\ — /&, yVn_i = /im)
Note that under the condition (Տո- і Д п - і  = et , # n_i =  f k ,N n- i = Лт ) and (Nn,hu), 
formula (2.2) takes the form:

д  _  ^ Pj.tfcm \  <Xn,e^  / q S։k m ( n ) \  / а и<ті ( п )

Pj,ikm /  \Язуктп{̂  0 /  \  ,mt (n)
so, (2.4) gives:

E ({ N n)h tL) Лп|9 п - ь ^ п - і  = H71—1 = fk՝)Nrti—[ = hrn)
|S*| 1*5//1 / X /  / \ \  /

P j , i k m  \  \  /  Qj iL)r n i \ P ' )

. . \ P j , i k m  /  \ ( is ,km { l l)  )  \ ^ u , m i ( 70J  — l  5=1

• £* ((Xn, 6j) (Hni f s) (Nn, hu) I Sn-l: * n - l  =  Cj, Hn—I =  У/с, А̂м — 1 = ^m)
l-Ь’х I \ S h \

=  ^   ̂ ^   ̂P j , ik rnQs}km{n)U'U,Tni{ll') =  ^u ,mt(^0> 
j = l  «=1

where the distributions of processes X n, t fn, ATn under the measure P  and properties

(1.1) and (1.2) have been used. □

T h eo rem  2.2. Joint distribution of processes II n and Nn expressed via their marginal 

disUibutioris is as follows:

P  (Hn ~  f s, N n — hu\9 n - i ,X n- i  — Hn—l = fki N n—i hrT,)

=  Q s y k m  ( 7 0 *

T/iis mean*՝ </ia< under the measure P  processes Hn and Nn are statistically independent.
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P ro o f . Using again the generalized Bayes1 theorem, for the joint distribution, we can
write:

P  ( H n  f s )  N n — h u \ S n — і Д п - і  — e i . H n - i  — A ,  A rn _ !  — h m )

2̂ Ё  ((Яя> f s) (Nn , hu) An |S n -b  ^ n —i = Ип—і — f k 1 N n֊  1 — /iw) _
(-^֊n|Sn— 1 j -Xfi— 1 H n— լ — TVл — i — h m)

=  Ё  ( ( H n , f s) (Nn, hn) An |S n - i j  X n - i  =  e,, H n ֊ \  =  А» N n_ i  =  h in)

In this case for (2.2) we have: An =  ( b ^ g j )  so (2.5)
takes the form:

Ё  {(Hn,  A )  (A^n, Ли) An |Sn-l»  ^ n - 1  =  Сг, # n- l  =  A ,  Nn_i =  /lm)
V л I I /  Pj , ihin  \  (  Пл9кт  (tQ \  /  a u,mi (^ ) \

J   ̂ \Pj,ifcm /  /  у у

• Ё  ( (X n , е^) (Я п, A) (Wn< Лп) I gn_ i ,X n- i  =  ti, H n- 1 =  A> А̂п _1 =  Лт ) =
I I

=  X^j=l Pj,ik7nQs,km{ri')Q'u,mi('l1') ~  Я8,ктп(ті)0'и,ті('Ігі)‘ D
Define the measure valued process gn (u,rt) ,  which is unnormalized conditional 

probability under measure P

(2-6) gn (w, ru) = Ё (  Л„ (<$„, />ы) (Л„, mCT)| Jn)

Using the generalized Bayes’ theorem, the normalized conditional probability takes
the form:

Ր ( Ո  ֊  I Հ -  rn Ղ 4 _ ^  (Q rt, ծ ,̂) ( 77».от) I _
P  (Qn — Ьш. A n — rnw J „ j -  Ё (Лп|ап) "

gn (w, w)

E ?1 SihI|SnI E ^ = iX"SnI !7n (v, w)

T h e o re m  2.3. The unnonnalized, probability gn(u>,tv) satisfies the recursion:

в \ |ShI
gn (u ,m )  =  ( -£-Xn- i  ® # n- i  ® N n- \ , X n ) x ^  (ОшНп֊ і  ® ATn_ j , / . , )x

B  ՛  3=1
|S „ | Q\Sh IISn I A|Sx ||.Ѵл՛ I •

X ( A w N „ - i  ®  X n _ i , f t u )  X E  £  d u v  k-cj{)9 n —i  ( ^ » ^ ) >

11=1 t ; = l  іУ=1

where go(uj,rzi) is the initial joint probability of Qn and A n .

P ro o f . In view of (2.1) and (2.2) and using the distributions of Hn and N n under 

measure P  for (2.6) we can write:
|5//||5n |

gn (и. w) = Ё  ( A n ( Qn ,  Ьш) (A n, m w )\ Jn) — ^  ^  ( л п_ і  ( Qn . Ьш) (A n, m w) x
8 = 1 u = l
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x  j ]  J J  T T  ( Р і Л к т  y X "*e^ <X» - , -e<><W— ь Л > < №« ֊ 1 . * т )

i , j ~ l  k = 1 m = l  \ P j , i k m J
1

(2 .7 )  X TT П  (  W i M 4 'л'>
.  r i i i i i V f c r t H

V TT TT /'au,«tiJ(ro)՝\<N"-,,fc”><',c"-, ’c“> 4
* Я ( Л .

Now recall the dynamics (1.4) for the processes Qn and An, that is (Qn.b^) 
d w  and (Ап,іПъ) — kw# (Лп_і,7п^), for (2.7) we get

#

|S H | | S W| |5.v| | S „ |  |S „ |

A BONUS-MALUS SYSTEM WITH AGGREGATE CLAIM ...

»" (".»)= Е Е (П  П П fr^ l
5=1 u = l  i , j = l  fc=l m = l

l * « 1 1ձ'« I |Swl |i՝xi* П П 4,M(Hn-"Ir){N“-"hi) X п Пr,s=l /=1 u,t»= 1 nj = 1
* (An — ld>jjV (Qn— 1) &ъ») &ші9 (v4n_x, |Յո_լ) =

|5x |  |Sh| |S*| , ճ <X„,ei)(Xn. I ,e4) (H „ . l ,/*)<JV„.,,fcm)

- П П П (f~)
i , j = l  fc=l m = l

I£hI \S h I |S N | |S * I  /  | S „ |  |S.vI

xE П П q,A»){Hn-"I’-){Nn-"ht) E  П ГК -
s = l  r ,$ = l  /=1  11=1 \  ti,w=l и ՛ —  1

Q |S w | |S n M | S x | |S n |X E E duvkxzfiE (An—1 (Qn—ii ̂t») (̂ п-і? ттц?) Pn—і)v=l i?=l
It must be noted that the last equation holds due to distributions of Qn and Au under 
the measure P. In view of (2.0) for n — 1, we get the proof of the theorem. □

3. P r e d i c t i o n s  f o r  C l a im s  n u m b e r  a n d  a g g r e g a t e  c l a i m  a m o u n t s

It is important for insurance companies to predict the possible number and amount 
of future claims m  years into the future.

As a result of generalized Bayes’ theorem, the joint probability distribution of the 
claims number and aggregate claim amount reported by a policyholder has the form:

t M  . I<M EUHn, f , ) (Nn,hm) An |J„)
P (Hn = Js, Nn =  Пт I J„) = ---------

£ ( A n|3 n)

where the denominator is constant.
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Having the information up to time n, the above-mentioned distribution’s behavior 
at the end of current year is presented by the following Lemma

L em m a 3.1. The unnormalized joint conditional probability distribution of reported
4

claims number and aggregate claim amount has the form:

E  ( H nN nAn 10n) = ( | x n_j ® Hu_i ® N n- U X n ) x

.9h | | 5 n |Q|.<?„||5^|A|.9x | |5 a4

fs (Qu>Hn— 1 (8> N n—\ , f s  ̂Jiu (AixNn—լ <8) X n„ լ, hu  ̂gn (cj, ա)
s = l  t / = l  ы =1 ա = 1

P ro o f . Using (2.1) and (2.2) and the distributions of H n and N n under measure P,
w e  g e t

I^ h  I IS h  I |5 л/ 1

E ( H nN nAu |an) =  5 3  f„NnAnP ( H n = / .  I j „ x =  T  T  М „ £ ( ( Я п, / я> (N n,hm) An|:
8 — 1 s = l  u = l

s „ \  l-Sjvl Q \ S h \ \ S n  I 11-5/v I \&h  I |S/v

E/.E*. E  E  E E  (tfn, J ^u) (O ru (^П) ^ ш )  ^ п —1 *
S= 1  U=1 W= 1 G7=l 5=1 1i =  l

|5x| |5я| |Տ*| / ч (Xn.CjXXn.bcXHn-b/fcX^-b/u)
ГТ TT TT / \*П n n ( ^ f )

1J =  1 fc=l m = l

1 D  ( «

|S*I |SX | ,  , s \ ( N n - i , h v ) { X n - ։ ,ew)

1 P ( H n  =  f s ^ n  =  h m  I :in )
« ,«=1տ =1

|SX | |S/,| |S„| . . (X„,«j)(Xn - , , e l)<H0_ , , / fc)( 'V»-i>m) •

П П П (g£)
i , .7=1 fc=l m = l  x J

|Sh I ISatI Q|S„||.S'a,| ISh I |5n |

E/-Eft« E  п ПмИІ"-"н,'-"‘,І<
5 =  1 U= 1 U»=l r , 5 = l  /=1

4|Sx||S/v| |Տ*| |S*|£ П П au,vw(v){Nn-"h"HXn'"Kw) X
ա = 1  t i , v = l  u ;= l

|S«| |5jv| _

Ё  ((//„ , /*) (7V„, /lu) (OnI (^m  A„_1 3n)
«=1 u= 1
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We assume that the processes under consideration are sequences of independent 
random variables under measure Ր, so instead of condition Jn we can write Jn-i- 
Then we get the following result:

I

E  ( HnNnAu\ 3„) =  ( -^X n—\ ® Hn—\ ® Nn- u  Xn ) x

A BONUS-MALUS SYSTEM WITH AGGREGATE CLAIM ...

|S h |  |5 iy| ց |ձ ’„ | | Տ „ |  |S „ |  |S „ |

5 = 1 U— 1 Ld=l r,5= 1 /=1

> t |S x | |S N | |S N | 1.4x 1

Тл7=1 u t v = l  u;=l

ISh I IS a,! г£  ((Hn, /*) (Nn, hu) (On, О  (An, m.„) Л„ I j„ ֊ i )

5=1 Tl = l E  ( А ո  I Ն ֊ l )

Using the proof of Lemma 2.1 and now changing Jn- i  by Jn in the condition, we get
the statement of the Lemma 3.1. □

To get a formula for the m  step prediction of the joint distribution function of 
claims number and aggregate claim amounts given the history up to time n, first, we 
will find out it for 2 step prediction and then extend it to m  steps.

Consider the unnormalized conditional joint distribution of (Hn, / S(l) ,(# n+i, / Sl) >

(An,/ ̂Uo ) ( An-f- 1 j h'Xil ) •

Ё  ( (Яп, fs0) (Яп+ь f 9l) (An, Ziuu) (An+i, hUl) An+i| 0t)) —
Q|Sh||5/vM|5x||5n| \Sx \

^  ̂ Ё ( (Яп, /s0) (Яп+1, /«1) (An? ûo) (Â n+1) ^U|) (Xn+1, Cjj )
t*>o,u>i =  l Ш(),ші =  1 j i = l

• ( Q n , b w 0 )  (Չո+ւ,եաւ) \ A n i m Wo)  (Ап+ііТПъз^ ЛпАп+і |  Յո) =

Q|5w| |5 n H |5 x | |5 n |  |5л| |5xl ,  ч <*„,*<> ք ր  л . \ \  l£*J / fl (w . \ \ <Xn,e- >_  y ՝ ՝  V  TT I P j i ՝ i a r ) U 0  1 ( \ t t  / \
"  \Pjx,i80U0)  \Я8і,зоио(и і) J w- i  V^ui.iiowC^l)/a>u,u/i=l С7и,ші —1 ji— 1

• ( (Яп, /s0) (Яп+іі Л і) (An,/iUo) (ATn+i, hui) (Xn+i, ejv)

• ( Q n ,  bu o )  ( D Q n , b Ы,) ( A n , m w 0 ) ( K A n , m W l )  A n | 3n )

Using the Markov property of Qn and properties of conditional expectation, we obtain

ЗІЯяЦЗлг
^ ( ( O n + l ,^ » ) ! 5") =  £  (0п+ьЬы ,)Р(0п+1 -  bu,, I Qn ֊  ЬШо) -  dU >  1  Ш { )

u>i = 1
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A similar relationship is valid for the process An. Note tha t Я„, Я п+1, N n , Nn+l and 
Xti+i are not included in 3„. Using their distributions under P, we get:

(3.1)
Ё  ( (Hn> f ao) (IIn+i, f Sl) (Nn , hUo) (Nn+1, hUl) An+1| Dn) =

Q I S h I I S j v I  -4 | S x | | S * |  | S x |  |.<?x |

/  у  /̂«1 iSa«a (^1 ) ^  ̂ ^ '  j  I {Pji ,uot(^i))
w o , w i = l  էԾօ>Հ^ւ=1 j i = l  i =  1

■E( ( H tl 1 fso ) ( N n , h Uo) I Jn) Qn  (wo, ^7o)
%

Now applying the concept of mathematical induction to formula (3.1), for m  steps 
we come to the following statement.

T h e o re m  3.1. The m  step prediction for joint probability distribution of the processes 
H n and N n given the information 3n has the foiin

m

Ё  j An+rn П  (tfn-fti f s t ) (Nn+t> hUt)
t= о

Q|S« ||5/v

•••OJrn —1

IS x l  l i ’x l

(Pjl'iSQUQ • Q'Ui,ii0i(ri7l))^ ՛**

m

ГІРі«+і ■ 9«t+i,e.u.(wt+i) • aWt+ 1 ,tit (“E^+l 1 է̂ԾէէԾէ-1
f.=l

^  ( (tfn? /«о) ( ^ п )  hu{)) I ^n) <7n (^0) G70)

4. A n APPLICATION OF THE MODEL

In this section a practical example of the model described above is presented.
4

Let take a В MS with “C” levels of premium where the first level presents the lowest 
premium and the last level corresponds to the highest possible premium. Let take 7i = 
[0 , a ) , /շ  =  [a, b) and /3  =  [6, + 00) intervals for possible aggregate claim amounts, 
where 0 < a < b < -foe. We also assume that a policyholder can make 0, 1 or 2 
claims per year (claims number greater than 2 is considered as 2, so we write “2+”, 
that is two or more claims). The transition of a policyholder between the premium

levels can be given by the following table:
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Number of Aggregate Level (+/*)
claims Claim Interval

0 -1
1 h + 1
1 h +3
1 h +5
2+ h +2
2+ h +4
2-Ւ h +6

Table 1
As an example we explain the 6-tli row of the table as follows: if the policyholder 

makes two or more claims during the year and the total loss of the company from that 
claims belongs to the second interval (that is to interval [a, 6)), then the policyholder 
is penalized by 4 levels from his/her current level for the next year. It is obvious that 
in case of no claim the probability of having 0 amount of loss is 1.

If the policyholder is on the first level and makes no claim in the current year, 
then he/she stays at the same level on the next year. On the other side, if there is not 
sufficient number of levels to go up (for example if the policyholder is on the С-Г 
level and makes “2-f” claims, then he/she must be shifted by at least 2 levels up, but 
only 1 level remains to reach the maximum premium), then the policyholder moves

to the highest level.

/
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Po Po 0

Р 1Я1 0 Po
P2Q\ P \( l \ 0

P\<12 P2Q\ P^ <l\
P 2Q2 P\<12 P2QI
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••t

0
•
•
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•••

••
•
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0

•
•
•

0
0 0 0
0 0 0

0
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0
0
0
0
0
0

Po
0

1 -  po

0
и
0
0
0
0
0
0
0

\

0
Po 

1 -  po J
Prom Table 1 we can conclude that the number of DMS levels must be about 01 

even more than 20. Otherwise, soon after the start (in few years) the majority of



policyholders will be concentrated about the highest level of premium. Considering 
for example 20 levels of BMS and 50 policyholders, we get the cardinality \Sx\ = 
20°° «  1.13 * 1065. It is obvious that it would be too hard to work with a vector of 
that size in practice. When a policyholder changes his/her level of BMS, the process 
X n changes its state, so instead of transition matrix of X n it is enough to analyze the 
one step transition matrix of a policyholder between BMS levels which in the case of 
Table 1 is а С X С matrix like В  presented above.

Note that the г-էհ column represents the probabilities of movements from the 
current level г to the level which corresponds to the* number of row of the matrix. 
Here p /с, (к =  0,1,2) is the probability of having к claims (in case of к =  2 it is the 
probability of having 2 or more claims) and qm, m  =  1.2,3 is the probability that 
the aggregate claim amount of a policyholder who made к claims belongs to the I rn 
interval.

In case of insurance event during the next year the policyholder decides: “to claim” 
or “not to claim" and this will the “Hidden Process”.

To get a more flexible BMS the decision-makers have to think about the values of
/с, m  and C.

5. C onclusion

The BMS model (1.4) presented in this paper, can be a tool for constructing more 
flexible systems to eliminate some of the disadvantages of the current ones. The model 
development is based on the Markov property of discussed processes. With the help 
of measure change techniques and hidden Markov models, the recursive formulas for 
transition matrices and m  step predictions for claim numbers and aggregate claim 

amounts are derived.
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