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А ннотация. В статье доказывается, что для любого 0 <  ճ <  1 существуют 
измеримое множество Е  С [0,1] с мерой | Е  |>  1 — е и весовая фунхцня 

/j(z) =  1 пв Е  такие, что для любого р е  [1,2] и для каждой функции 
/  е  L\1(0,1) можно найти функцию /  G L l (0 ,1) совпадающую с /  на Е  и 
такую, что как ее жадный алгоритм, так и ряд Фурье по тригонометрической 
системе сходятся к пей по нормам Л1 [0,1) и £,£(0.1].

M S C 2010  num bers: 42С10, 42В05.
К л ю чевы е слова: жадный алгоритм; сходимость в L£[0,1]; тригонометриче­
ская система.

1. В в е д е н и е

Работа продолжает исследования автора о сходимости жадных алгоритмов 

с точки зрения широко известных классических теорем Н. Н. Лузина и Д . Е. 

Меньшова “об исправлении функций” (с.м. [1], [2]).

Для функции/ 6  Լ 1 [0,1], ( f { x  ±  1) =  f ( x ) , x  6  [0,1)) коэффициенты Фурье 

и частичная сумма ряда Фурье по тригонометрической системе {е2’гііх} ^ :_00 

задаются формулами

(1.1) cfc( / ) =  [  f [ t ) e ~ 2lrik։dt, fc =  0 ,± l ,± 2 , . . . ,  c - k =  ck,
Jo

И

(1.2) 5 m(x, / )  «  J 2  <*(/) e2"ikx% m  =  0 ,1 ,2 ............
|k|<m

Пусть ԼՀ[0 ,1]— весовое пространство:

(1.3) L £ [ 0 , l ]= { / ( x ) : [  \f (x)\pn(x)d x  <  oo ,} , 1 <  p <  oo.
Jo
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Перестановку неотрицательных целых чисел а  {^(^)}*.—ո Մ( ^) er(Ar) на­

зовем убывающей, если

(1.4)

Множество таких перестановок обозначим через D (f ) .  В случае строгих нераг 

венств (1.4), множество D (f )  содержит только одну убывающую перестановку.

Для каждой функции /  € L l \0, 1] и для любого элемента а  6  D ( f )  определим 

последовательность нелинейных операторов {Gm(/>ff)}m=i> следующим образом

Заметим, что оператор Gm(x, f )  зависит от гг и реализует наилучшее тп-членное

Метод приближепия функции /  последовательностью нелинейных операторов 

{ (? „ (/, называется жадным (гриди) алгоритмом функции /  по тригоно­

метрической системе{еі ’г’к* }£ і_ 00.
Говорят, что жадный алгоритм функции /  по тригонометрической системе 

сходится в весовом пространстве LJ[0,1], если ири некотором а  6  D ( f )  имеем

Жадные алгоритмы для банаховых пространств, относительно нормированных

Т. В. Корнер ответив на вопрос поставленный Карлесоном и Койфмапом, по­

строил в [4] пример непрерывной функции, жадный алгоритм которой но три­

гонометрической системе расходится почти всюду. В работе [5] В. Н. Темляков 

доказал существование функции /о(х) 6  Ու<յյ<շ ^[0,2тг] жадный алгоритм кото­

рой по тригонометрической системе расходится по мере. В работе [6] доказано, 

что для каждого р >  1, р /  2, существует функция / ( х )  6  1^(0,1), жадный 

алгоритм которой по системе Уолша расходится в 1^(0,1) (см. также [20]). Есте­
ственен следующий

В оп р ос 1.1. Существует ли измеримое множество е сколь угодно малой меры 

такое.что после изменения значений любой функции класса Lp(0 ,1),р  >  1 на е, 

жадный алгоритм по системе Уолша и по тригонометрической системе изменен­

ной функции сходился бы к пей ( почти всюду по норме Lp(0 ,1 ), равномерно)?

(1.5) Gm( x J )  =  Gm( x J , a ) =  c° m U)<
|c2irur(fc)j:

|*|<m

приближение по тригонометрической системе в пространстве L2[0,1].

базисов изучены в работах [3] [15] и [17] [21].
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Важно отметить, что в работе [7] показано существование полной в Լ 2(0 ,1) ор- 

тонормированной системы, для которой поставленный вопрос при р >  2 имеет от­

рицательный ответ, точнее ностіюена ортонормированная система tp.= {фь (x )}kLi 

ограниченных функций и непрерывная функция д(х)  такие, что если для неко­

торой функции /  е  /^ (0 .1 ) , р >  2; | {х  €  [0,1];/ ( х )  =  ^ (і)}  |>  0, то ее жадный 

алгоритм { G m{x, i>, f ) }  по системе ір расходится в Lr’(0 ,1).

Мы рассмотрим вопрос 1.1 в двух постановках:

1. Когда значения функции f (x )  изменяются на зависящем от функции мно­

жестве сколь угодно малой меры.

2. Когда исключительное множество е, иа котором происходит изменспис ис 

зависит от исправляемой функции / ( х),  т.е. оно универсально, обслуживает це­

лый функциональный класс.

В соответствии с этими постановками в работах [8] [11] автора для системы

Уолша доказаны следующие теоремы:

Т еорем а 1 .1 . Д ля  любого 0 <  е <  1 и для каясдой функции /  €  L1 (0,1) можно 

найти функцию /  е  V  (0 ,1), |{х  6  [0,1]; /  /  / } |  <  е, жадный алгоритм которой 

по системе Уолша сходится к ней почти всюду на [0, 1].

Т еорем а 1 .2 . Д ля любых 0 < е < 1 , 2 < р < о о и  для каждой функции ] {х )  6 

Lp(0 ,1) можно найти функцию /  €  Lp(0 ,1), |{х  6 [0,1]; /  փ / } |  <  е такую, что 

его жадный алгоритм по системе Уолша сходится к ней в 1^10,1] «  все ненуле­

вые члены в последовательности { |с п (/) |}  расположены в убывающем порядке.

Т еор ем а 1 .3 . Д ля  любого 0 <  е <  1 существуют измеримое множ ество Е  С 

[0,1] с мерой I Е  |>  1 — е и весовая функция ц(х) ,ц(х)  =  1 на Е  такие, что для 

любого р  €  [1, оо) и для каждой функции /  6 L |i(0 ,1) мож но найти функцию /  €  

L! (0 .1), совпадающую с ք  на Е  ѵшкую, что ее жадный алгоритм по системе 

Уолша сходится к ней по нормам LJJ(0,1) и Lx(0 , 1).

Сразу же отметим, что остается открытым следующий 

В о п р о с  1.2. Верны ли теоремы 1.1 -  1.3 при р >  2 для тригонометрической 

системы?

Отметим также, что в случае р  6  [1,2] для тригонометрической системы в 

работе [12] автором доказано, что

НЕЛИНЕЙНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ПО ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ ...
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Д ля любого 0 <  е <  1 с у щ е с т в у ю т  измеримое множ ество Е  С [0,1] с мерой 

\ Е \ >  1 - е  такое, что для каждой фѴ"*»** /<«> е
функцию /  6  L '[0 .1], совпадающую с ք на Е  такую, что ее жадный алгоритм

по тригонометрической системе сходится к ней по норме Ѵ ( Е ) ,  т.е.
ч 1 /Р

lim ( [  \Gm{ x , f ) -  f a W d x )  = 0 .  
т -*оо \7 £ ;  7

В настоящей работе доказывается теорема 1.4, которая является усилением выше 

сформулированного результата

Т еорем а 1.4. Д ля любого 0 <  е <  1 существуют измеримое множество Е  С 

[0,1] с мерой |£ | >  1 ֊  е и весовая функция /і(х); 0 <  ц(х)  <  1; р(х)  =  1 на Е  

такие, что для любого р  £  [1,2) «  для каждой функции } {х )  е  L g[0,1] можно 

найти функцию д(х)  6  ^*[0,1] Ո Լ£[0, 1] совпадающую с / ( * )  на Е , жадный 

алгоритм которой по тригонометрической системе сходится к  ней по нормам 

L’[0,1] t»Lj;[0,l].

Отметим, что в связи с изучением сходимости жадного алгоритма вновь по­

лученной, исправленной, функции / ( х )  возник следующий вопрос, который на 

мой взгляд представляет самостоятельный интерес.

В оп р ос 1.3. Можпо ли изменить значения любой функции f {x )  класса £'՛[(), 1]. р >  

1 па множестве малой мерил так, чтобы все ненулевые члены в последователь­

ности коэффициентов Фурье вновь полученной функции по классическим си­

стемам (в частности по системе Уолша и по тригонометрической системе), по 

модулю были бы расположены в убывающем порядке?

В работе [10] доказано, что вопрос 3 для системы Уолша имеет положительный 

ответ (см. также |11| -  [15]), а для тригонометрической системы этот вопрос 

остается открытым.

Теорема 1.4 следует из более общей Теоремы 1.5.

Т еорем а 1.5. Д ля любой непрерывной неотрицательной возрастающей функ­

ции ևւ(է), է 6  (0, оо) с w (+ 0)=  0 и для любого 0 <  е <  1 существуют измери­

мое множество Е  С [0,1] с мерой |£ | >  1 -  е и весовая функция 0 <  

К х) <  1, Аі(я) =  1 на Е  такие, что для любого р  6  [1,2] и для каждой функции 

/ ( * )  6 ££[0,1] можно найти функцию д(х) 6  L1 [0,1] Ո L £[0,1] совпадающую
6
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с /(.г ) tut Е  и перестановку {а [ к ) } , ( а ( —к) =  — сг(А-)) целых чисел 0, ± 1 ,± 2 , ... 

такие, что

1) как жадный илгоринш, так и ряд Фурье функции у(х) по тригонометри­

ческой системе {e2’r,fcr}jt:f l 00 сходятся к ней по нормам Լ ձ[0 ,1]и ££[0,1]:

2 )  52 М . 9 ) і М Ы . ? ) І )  < оо, f  | / ( z )  -  g(x)\dx < с; 
n^o

3) D( f )  содержит только օՖպ убывающую пкрестановкуо =  {сг(А:)}^1ь  (см. (1.Հ)).

В связи со вторым утверждением теоремы 1.5 заметим,что если функция 

/  6  Z,1(0 ,1) и f [x )  Հ. L2(E),  то для каждой фунюціи g{х) 6  Լ 1!0! 1) совиа- 

дающая с /  на Е,  последовательность {с„(<7)} փ կ .  Отметим, что из пункта 2 

теоремы 1.5 вытекает, что последовательность коэффициентов Фурье исправ­

ленной функции д{х)  но тригонометрической системе лежит во всех ln,q  >  2, 

т е - <  °° ՝  ■для л1060145 Գ >  2)- В теореме 1.5 исключитель­
ное множество е, иа котором происходит пзмепепие, не зависит от исправля­

емой функции /(аг), оно универсально. Отметим также, что в случае, когда 

это множество е зависит от функции в [16] А. М. Олевский доказал, что су­

ществует функция д(х)  6  С[0,2тг] такая, что для любой функции f (x )  с ме­

рой |{х  €  [0,27г] ; f (x )  =  fl(.r)}| >  0 , последовательность коэффициентов Фу­

рье функцші f { x )  но тригонометрической системе { а „ ( /) ,  Ьп ( / ) }  փ Ір при всех

р е  (0,2).

2. Д о к а з а т е л ь с т в о  о с н о в н ы х  л е м м

Повторяя рассуждения приведенные при доказательстве леммы 2 работы ав­

тора [12], получим следующее утверждение.

Л ем м а  2 .1 . Пусть ա(է), է е  (0,оо), непрерывная неотрицательная возрастаю­

щая функция с w (+0) =  0. Тогда для любых чисел, & 6  (0 .1), е €  (0 ,1), N  >  1 и 

для каждой функции f {x )  6  Z^[0,1] ( | | / | |  >  0) существуют измеримое множ е­

ство Е  С [0,1], функция д(х), полином Q(x) вида

м

Q ( x ) =  Y ,
\k\=N

НЕЛИНЕЙНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ПО ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ ...
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U перестановка { * (* )} £ *  '*««« N ......М , ( Հ - k )  =  ֊ Հ հ ) ) ,  ст ары е удовлетво­

ряют условиям:

І)

М. Г. ГРИГОРЯН

g { x )  =  / ( s c ) ,  і б Д  | S |  >  1  ֊  £ .

2)

3)

4)

5)

6)

J ‘ \g(x)\dx <  2 J *  \f(x)\dx, Լ  |Q (i)  -  5 ( i ) |2d i < 5 ,

M
£  |a*|aw ( M )  <  8,

\k\=N

6 >  |a„(jt)I >  la^fc+ol >  0, для любого к 6  [N, M ),

Г1max /
N<rn<M J0

րmax / 
N<m<M J  о

£  a*e 
|fc|=JV

iirikx

\k\=N

dx <  3 [  \f(x)\dx,
Jo

dx <  3 f  |/(x ) |d s .  
Jo

Для каждого p  G [[1; 2] и для любого измеримого подмножества е С Е

т Р
7) max [  £  лкс?*ік* dx <  2 [  \f{x)\*dr. +  <5

N<m<M JK |J[|=Af Je

8) max
N<m<M*  /  < W e £  a<r(fc)e2,riff(fc)z

|fc|=N
dx < 2  J  | / ( х ) |ргіт: +  S.

Основным средством для доказательства теоремы 1.5 является следующая лем- 

ма.

Л ем м а 2 .2 . Пусть u[t)  , t G (0,оо)— непрерывная неотрицательная возраста­

ющая функция с ш (+0)= 0. Тогда для любого 0 <  е <  1 существует измеримая 

функция ц(х) с I /х€  [0.1],ц{х)  =  1} |>  1 — е такая, что для любых 6 S (0.1), 

е €  (0,1) и N  >  1 и для каждой функции f (x )  е  L2[0,1] ( | | / | |  >  0) существуют  

измеримое множество Е  С [0,1], функция д(х),  полином Q(x)  вида

Q(x)  =  £  akeMkx  =  £  aaW e2lriaW x, a_ fc =  ak ,
\ц=н \k\=N 
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НЕЛИНЕЙНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ПО ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ ...

(здесь (т(—к) =  —<т(к) -некоторая перестановка натуральных писел

Л’, .... М ) которые удовлетворяют условиям:

1)

2)

д(х ) =  / ( х), X 6  Е, |£ | >  1 -  е,

[  \9( x ) \ d x < 2 f  \f(x)\dx, [  |( 3 ( ж ) -5 ( і ) |2оЬт1 < 6 ,
Jo Jo LVo

3) [  \g(x)\p ̂ (x) dx <  2 [  \ f(x)\pn(x)dx +  6, для любого р е  [1,2],
Jo Jo

u
4)

5)

6)

7)

8)

] T  |ofc|2a;(|oA..|) <  S,
\k\=N

6 >  >  l<Mk+l)l >  0, для любого k e [ N , M ) ,

max
N<m<Mi: £  * * * * * *  

1*1=N

max
N<m<Mi: £  a , W c2^ x

\k\=N

d x < 3  [  \f(x)\dx,
Jo

dx <  3 [  |/(x)|cfcr, 
Jo

max /
f<m <M JoN<m<M_

9)

£  akc7wikx 
\k\=N

»

/л(х) dx < 2  \ / (х) \рц(х) dx+S, для любого p  6  [1,2],
Jo

f 1 max / 
N<m<M J0 £ а„{к)г ? ^ х

\k\=N

)

ц{х) dx < 2  \ f(x)\p/i(x) dx+S , для любого p  6  [1,2].
Jo

Доказательство. Пусть 0 <  e <  1. Если обозначим через

(2-1) Ш * ) } £  1

последовательность полиномов но тригонометрической системе с рациоиалыіы- 

ми коэффициентами и последовательно применим Лемму 2.1, то можем найти 

последовательности функций (ffn(x)}, множеств {Я*} и полиномов
Т71п—1 ТП а —1

(2.2) Q n(x) =  £  =  £  4 п)еа̂ ,  а ^ = 4 п),

9
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где { « » ( * ) } £ £ !  (« « (-* )  =  - ° п(к) ) ,то  =  1; для каждого фиксированного п,

некоторая перестановка натуральных чисел 7пп- \ , і п п- і  +  l | —i n*n ~  1- которые 

удовлетворяют условиям:

(2.3) ,0л (*) = / п ( х ) ,  * 6 £ ռ ,

с2А) \Еп\ >  1 -  4 - в<п+а),

(2.5) J  \gn{x)\dx <  3 Լ  |/„(a:)|dx,

/  ,  1 \  1/2
Ա  \ Q n ( x ) - g n(x)\3 ± r j  <  4 - 8 (ո + շ ) ւ

І  >  |aj.n)| >  >  | օ ^ յ |̂ >  0, для любого А: €  [ш л -ь т ,,  -  1), ո >  1,

(2.8) х ; '  | 4 n)|2w ( |4 n)|) <  4 - в<,,+а>,

(2.6)

(2.7)

(2.9) піахm„_i <N<m„ I N
_(») 2xi<r„(k)x 
“»»(*) в

шах f
JO

AT
(2.10) fiu_i4ivcm_ /л

|«г|=ПЬ.-!

для каждого р 6 [1; 2] и для любого измеримого подмножества е С Е„

<  3 [  \f„{x)\dx,  
JO

<  3 f 1 \ fn ( x ) \d x ,
Jo

max

(2.11)
\  1/p

P \  i / p  

dx  I

< 3 ( ^ | / „ ( i ) | pd x ) P +  4 - e("+Jl

max
Г AT

P \
/ £

0(n)e2«fcx: dx
/е |fc|=mn_i J

(2.12) <  3 Q f  |/„(a:)|pd r ) 1/P +  4-«("+շ)

10



НЕЛИНЕЙНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ПО ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ

Положим

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Г2„ =  Ո # , ,  п =  1 ,2 ,... ,
в=п

G =  Г2„ц, по =  [logj е] +  1,

оо
в =  լ յ  զ ո.

Очевидно, что (см. (2.4). (2.13) (2-15)) |В | =  1, |С| >  1 — f.

Определим функцию ц(х)  следующим образом:

(2-16)

где

Г 1, * е С и ( [ 0 , 1 ] \ В ) ,
է /In» 2- £  \  Ծ>ո֊ 1» ТІ ^  TLq +  1 |

ո 1 ՜ 1

շ2" П  հ >

hk =  sup (1 +  [  |.0*(зО|р<£с +  max [  
l<p<2 Jo  mfc_ ,< m < m k J Q

(2.17) +  max 
ո կ - ւ « ո < ա »  Joi:

P

„(к) 2тгіак {в)х (lx+

£ a[k)c2™x

Гіз (2.1G), (2.17) дли всех >  1 и p €  [1,2] получим

dx).

(2.18)

/  Ы ^ Ж М * ) ^  =  £  ( [  M * ) l pM»d*J <
Ao,i]\nk nr f +1 J

<  £  շ ՜ 2" ( _ £  1Ы*)1р< ь ) ^  <  ֊ շ - շէ.

Аналогично для всех к >  щ  и р 6  [1,2] буделі иметь

E

J

|я|=тѵ_і

Из соотношений (2.3), (2.16) - (2.18) вытекает

(2.] 9) max
լ / о , і

(*') е2ігіегі,(<)* /t(x)rfi <  ֊ 2 - շէ.

(2 .20)

[  \gk(x)\vn ( x ) d x =  [  \fk(x)\pfji(x)dx+ [  \gk(x)\pti(x)cLv <  
Jo Jsh. ./[n,i]\n*

<  С  \fk( x ) \ y { x ) d x  +  2 - afc Vp 6  [1,2].
Jo

11
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Учитывая соотношения (2.11), (2.16)-(2.19), для всех т  € [mfc_ a,m fc), к >  гц, и

і :
V mm

E (fc) 2w«ffk(«)i
M . ) e

( i ( x )d x  =
j  fl); E (*) 2жіак{»)х

а * ь п е
|«|=m*_ Հ

ц(х)Лх+

■IJ[ о,i]VU 

к

(fc) _2wiak (.t)x n (x)dx <

<  ֊ շ ՜ 2*-՜ +  E  Mn /
3 „ Ճ ճ ւ  ■'OAO.-iՈ=Ոօ + 1 

к
<  ^ • շ ՜ 2* +  £  ^*

n=no+l

< b ~ 2k+  E  2*
3 n=no+l

E _(fc) p2x‘°k(*)*
a* M e

-8(fc+i) + 3  / ՜ f  \fk(.x)Vdx\

+  [  \fk(x)\p ■ Iiv dx
Jn„\n„_,

cb: =

) •

in

П  P

22p(fc+l) 

к
<  1շ-3 *  +  շ ? . 2֊2р(М-1). V  /tn +  2? . Г  |Д ( і ) |Р  . /i(x)dx <

3 п=«л4-1Ո=ՈՕ + 1

(2 .2 1 ) <  V  ( շ ՜ 2* +  Լ  \fk{x)\p ■ l i (x)dx j  .

Аналогично (см. (2.12), (2.16), (2.18)) для всe x m  е  [ т * _ і ,т * ) ,  fc >  по и р  6  [1,2] 

будем иметь

Р 1 
£  a'k)ew “  M(x)dz <  V  U ~ 2k +  /  |A (*)P /* (* )d *) .

|«|=ггц_і 4 0

Возьмем функцию /*է( ւ ) ( ա կ ,_ լ - 1 >  TV) из последовательности (2.1) такую, что

(2.22) f  
Jo

(2.23) ^ 1 | / ( x ) ֊ / t4l(x)|2 d x < m i n { ^ ) 2 1 £  ! ^  1 ^

Положим

(2.24)
"“ о-»-1 »П|,0-1 д/

<?(x) := Е  2 - 2n^ - ke2rikx +  £  a ^ e 2*"51 =  £  «*
lfcl=W |fc|=m»0 1 |fc|=7V

E  =  S ta , fl(x) =  / ( x )  +  flfco (x) -  Д ,  (x)
12

},fco >  [log^ £] +  nn .

аье2жікх, a - k =  ak



Отсюда и из (2.3) ֊  (2.6), (2.16), (2,20) и (2.23) вытекает, что функции д(х), (і{х), 

множество Е  и полином Q(x)  удовлетворяют требованиям 1) - 3) леммы 2.

Учитывая соотношения (2.7)-(2.10), и (2.20) ֊  (2.24) иолучим, что функции 

д(х),  /і(х) и полином Q(x)  удовлетвори юг требованиям 4)-9) леммы 2.2. □

3. Д о к а за т е л ьс т в о  Т ео рем ы  1.5 

Пусть 0 <  е <  1. Если обозначим через

(3.1) { /* (* )}£ ,. 1

последовательность полиномов но тригонометрической системе с рациональны­

ми коэффициентами и последовательно применим Лемму 2.2, то можем найти 

весовую функцию ц{х)  с

(3.2) I {х  е  [0,1], ц(х)  =  1} |>  1 -  е/2 ,

я последовательности функций {§n(aO}S!Li> множеств {£ „ }  и полиномов

(3.3) Q n(x) =  m£  =  £ ՝  4 а)*2яікх,

где {<Гл(&)}ь?т*_,« (o-n(-fc) =  - a n(k)),  mu =  1 , для каждого фиксированного 

», пекоторая перестановка натуральных чисел ш „_і, »п„-і + 1 ,. .. ,  m,, — 1, которые 

для всех п  >  1 удовлетворяют условиям:

(3.4) у п(х) =  / „ ( і ) ,  X  €  Е„,

(3.5) |Я„| >  1 -  4 ՜ 8(ո+2),

(3.6) [  \g„{x)\dx <  3 [  \f„(x)\dx,
J о Jn

(3.7) Ր  \g„(x)\pn(x)dx  <  2 Ր \fn{x) \»^x)dx  +  4 ֊ 8<"+շ),
Jo Jo

a
 I ,  Հ 1/2

|Qn( * ) - f f n(x)| d x j  <  4 -8(n+2))

(3.9)

— >  l«L„V-)l >  laff„\fc+i)l >  lal„|JL )l >  Vn -  Vk 6  [mn_ i , m„ -  1) Vn >  1,

(3.10) յ շ  |Հ ո>|2« ( |Հ ո)| ) < 4 - 8(ո+2),
|ь|=пц.-і

НЕЛИНЕЙНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ПО ТГШ'ОНОМЕТГИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ ...
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(3.11)

(3.12)

шах
ТЛ,|-1 <АГ<т„ i :

N

լ  հ:(ո) 2*><7„ (k)x
(fc)c <  3 f  \f„(x)\dx,  

Jo

max
m n - i  <N  <T7i|

max

fJo

N /■
<з/

Jo
| f c |= m n _ i

(  г 1 N

ц p ( x ) d x  1

W 0 Ц . |= т п „ _ і /

l/p

l/p
(3.13)

и

a
l \  J.

lA M I W * * * )  +  4 - 8(n+2), Vp €  [1,2)

Up

m axmn-\<N<mn (jf
N

£  a [ n ) c 2 ,r< b : ц (х ) (1 х
W a J

I r l \  Up
(3.14) < Յ Ա  |/„ (xO |M * )^ J  + 4 - 8<n+2\V p € [ l ,2 ) .

Положим
oo

(3.15) £  =  ( Ո  £ п ) П { ;ЕМ 0>1]> ^ ж) =  1} -п° =  і 1о‘Ч еі +  1-
Ո=Ոօ

Очевидно, что (см. (3.2).(3.5),(3.15)) \Е\ >  1 — е.

Пусть р € [1,2] и І(х)  £  Lp[0,1]. (см. (1.3)) Положим

7 ( х ) ,  і б В ;
(3.1G) / “(*) =  '

О, X <£ Е.

Нетрудно видеть, что можно выбрать подпоследовательность {fk„(x)}^L1 пз по­

следовательности (3.1) такую, что

(3.17)

(3.18) 

где

N

п=і

р \ Up 
dx  ] = 0 ,Սա ( ք1 

N-* oo y j о

Ա  і л „ ( * ) г ^ )  <  4 ՜է ,(ո+շ)) п > 2|

ա*, —1
(3.19) fie, (х) ֊  £  а^е2̂ 1 -  £  ащк)е2ж'кт(-к'>х, |«տ̂քյլ.-) | >  |а<7(і+і)І >  О, 

І*І=о |ь|=о
14



НЕЛИНЕЙНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ПО ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ ...

и <7(|&|)-нскоторая перестановка натуральных чисел 1,2, -  1 , а  ( ֊ к )

- а ( к ) . (  а - к =  Sfc, V|fc| €  [0 ,m „ ,) ) .

Очевидно, что (см. (3.1G)-(3.17))

(3.20) 

Положим

(3.21)

(3.22)

Пусть

\ 1/" с
( Հ  !/(*)֊■  Л .  ( * )Г « ь )  < ֊

<*к =

о(к) =

&кі к G [0, Ш|/,),

. 4 П), к 6  [ т „ . | ,  т„),  « > 1/! +  ], 

а(к),  fcgfO .m ,,,),

к 6  [т „ _ і , т „ ) ,  Ѵп >  щ +  1.

(3.23) <7i(x) =  Q ,(x ) =  Д ,(.т), /(1) =  Ш ц, Ь/(і) = т і п { 4 “ за; І |а г (т ֊ і_ , ) |}.

П редиолож ті, что уже определены числа ѵі < ... < 1(1) < ... <  l(q

!)> M V J u  Функтцш g„(x), f„„(x),  1 <  ո <  q -  1, п полинонгы

Qn(x)  =  £  aa(k)e2ni<7̂ T =  £  (ike2*ikx, M n =  m Un- u
|fc|=A/„ |fc|=.V/„

il/j, =  Т71|/я 1, Л/շ  >  171|/յ — Л/ լ  ,

удовлетворяющие условиям:

<7ո(*) =  Л л(х), x e E Vn, 1 <  ո  <  q — 1,

[  |ffn(i)|fte  <  4 ՜ 3", 1 <  n  <  g — 1,
J и

я \  i/ j> 
ri-c J <  4 ՜ 8(ո+1\(Յ.շ4) ( j f  Е  [ f a - M +  ьт*™{к)х) ֊  f t ( * ) ]

l{n) =  ш т {к  6  N :  k i  U ^ j j  [Ai j .Mj] j  U { /(s )} ”̂ 1}} ,

max 
M n <N <J7t i :

N

£  ч ч ^ (‘ )х
|k|=Af„

15
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ш ах  
M„<N< л7, /  

I J О

N

Y ,  акв
\к\=Мп

2-кікх

max
M„<N<Ti„

m ax_

/  r i N \
/ Ճ ,  °<r(fc)e / i ( i ) d x

W o |* |= jw„ /

d x  <  4 ՜ 3" ,  1 <  n  <  q  -  1, 

i/p

l i ( x ) d x  I <  4 ՜ 3” , 1 <  Ո <  q  -  1 ,

/  #«1 N \
/ £  flfcc<2,rfcr

w o |k|=M„ /

i/p

H(x)dx I <  4 ՜ 3" ,  1 <  n  <  q -  1 ,

la, (wn)l > -  > la*(k) I > -  > la<r(A7„)l > 6‘(") > 0 , VA: 6 (Mn, M . )  . 1 < n < q -  1 
Возьмем функцию fi/q(x) из последовательности (3.1) такую, что

<7-1

(3.25)

л . ( * ) ֊ Е [ И + ^ | , №

<  4֊Я(<7+2)>

п= 2

l/p

(3-26) 1®<т(т„,_,)| <  Ьцд-1), ѵч >  ѵч- ,  ■

Согласно (3.17) и (3.23) имеем

<7-1
а

і <7-і Р \  1̂ Ѵ
f k , { x )  -  £  [(<3n(*) +  Ь/(п)е2,г,' ( ,,) і )  ֊  <7„(®)] d i j  <  4 ՜  8 ,~ 1.

Отсюда и из (3.24) вытекает

(3.27) 

Положим

(3.28) 

где

(3.29)

(3 .30)

(3.31)

Mq А/ զ

< W * ) =  « „ , ( * )  =  £  а а{к)е2™ Ю *  =  £  a k e 2 rikx , 
fc=A/, А=А/,

м ,  =  m Vf -  1, Мч =  m „,_ 1 , (. (3.3))

»»(*) =  / * ( * )  +  [& ,> )  ֊  Aw(x)J , (. (3.17) , (3.25)),

I l(q ) =  min{ к  І  |0 ,m 4 )U  и  { / ( я ) } ^ 1}} ,

[ ь , (ч) = m i n ( 4 - 8(«+3>; i | e a(7i7f)| ) .

16



НЕЛИНЕЙНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ПО ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ ... 

Учитывая соотношения (3.4), (3.6), (3.24),(3.25),(3.27) и (3.30) получим 

(3.32) Яч(х) =  /*,(*)» ® ^

f Q |* ( x ) |f e  <  Լ 1 /„ .(* )  ֊  ^ л , ( х )  ֊  g  [(<?,(*) +  Ъіи )е ™ ™ * ) -  9 j(x)

(3-33) +  Լ  № * ,(? )№  + Լ  ^ [ ( Q j W  +  ^ ^ - j j t i ) ]

Аналогично для всех q >  1 и р  6  [1,2] получим

(3.34) ( J  І5»(Ж)ІPK x ) f b j  < 4 ՜ 3«.

В силу (3.8), (3.25), (3.31) имеем
р \  1/р 

dx  I <

dx +

dx  <  4~3®.

լ յ ք  Е  [ ( « Л ^  +  Ьаде2^ 5* )  - g j(x)]

(/՝ /*»- ^ w - E [ ( w + ^ ,,)-»w]j
P \  1/p

dx  I +

(3.35) +&!(,) +  ( Լ  IO,/,(*) - g u , ( x ) \ 2dx^ <  4  8 («+Վ

Из соотношений (3.9), (3.11) -(3.14), (3.26) и (3.27), (3.29) вытекает

max /  Е  f c  Հ  3 [  |/„ ,(x )|d x  <  4 ՜ 3 ,ւ
Afq^N<M4 JO | յ է | - 0

Г1 N г 1
max /  E  a k e 2 m k x d x < 3  \ f u { x ) \d x  <  4 ՜ 317, 

m4<n<JT.,J о ..Г-Г. Jo

(3.36)

(3.37)

max / 
U o

E  2»<<r(*)x
<44

|*|=Л/,

l /P

(3.38)

(3.39)

n(x)dx  J <  

< 3  / % 4 ֊ 3’ ,

max / 
M,<N<a7, I/O

Л'

E a*e
l*l=M

2-nikx
> \  l/p  

n(x)dx  J <  4 ՜ 34,

17



(3.40) Ь,(,_ 1 , >  К (Д /,)| >  -  >  la<r(fc)l >  -  >  К(А7,)І >  ьЧя) ѵ<? ^  2-

Ясно, что по иічіукпііи определяются последовательности функций {уч(х)}?=] , 

множеств {G ,} ,= i, чисел {/(<?)}~і, {ծ,(, ) } ” ւ и полиномов Ш * ) } , = і ,  удовле­

творяющих условиям (3.31) (3.40) для всех q >  1.
Учитывая выбор {<r(A))2^.x, {[М?, М 9]}“ ] и {^(?)}^-х (см. (3.2С), (3.29), (3.31)) 

получим, что последовательность натуральных чисел

(3.41) а{ 1),...,ег(пъ։ -  1), і ( 1 ) ,...,а (М п),... ,а (* ) , .. .,а (Ж „ ), /(ո ) ,... ,

есть некоторая перестановка иослсдоватсльпостп 0,1.2, ...,п , .... 

Последовательность (3.41) запишем в виде

<7/(1), а / ( 2 а / ( к ) ........
ОО

Определим функцию д(х) и ряд 5 2  da(k)e?*'a ,^ x следующим образом
к=—оо

(3-42) д(х)  =  £ )fffc(s).

М. Г. ГРИГОРЯН

к= 1
где

(3.43) g d x )  =  Q d x ) =  f k^ x ) =  Y ,  Ы ю е 2™ (к)Х>
l*l=i

ОО —1

£  a a W e 2™ M * +
fc=-oc |fc|=l

n = 2

где

К ,(* )} Г =0 -  {e ff(l)> &|(1).а<т(Ма). а ,т(л7а,)і ծ((2).

(3.45) ..., Ь,(п_і), off(Ain)l..., aff(157n)) 6,(ո), o<T(A,n+l), ...}, ( d - k  =  3*. V* >  0).

Отсюда и из соотношений (3.9), (3.10), (3.21)- (3.23), (3.19), (3.20) вытекает
ОО

К /(* )І  >  К т/(*+ 1) |, Для любого А: >  0, 5 2  Mfc|2w (|d*|) <  оо,
к=1

В силу (3.15)- (3.20), (3.33), (3.34) будем иметь

д(х) е  І^О, 1]ՈԼ£[0, 1], j g ( x )  -  f (x )\  <  с, g(x)  =  / ( շ ) ,  x  e  E.

18
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Пусть т >  АІі, тогда существует’ натуральное число զ такое, что

(3.46) N q < m <  Nq+ ь

где N q =  АЛ +  1 +  H £ =2[A7jк ֊  Mk +  2\ для любого զ >  2.

Г
В силу (1.4), (1.5), (3.31), (3.33),(3.37) и (3.41)- (3.46) имеем

7-1

1*1-1

+

<ե- <  Լ 1 £  [ ( <?յ ( «) + ֊ « ( » ) ] <£?:+

У '  [  \ge(.x)\dx +  шах [
Հ Հ  Jo ՚ m ,<v<M ,Jo

a k e 2nia(.k)x

1*1=1
dx  +  bi(v) < 2  q.

Следовательно, dk =  f 0 g[x)e 2lnkxdx- — ck (g) для любого к >  0 (см .(І.І)). 

Аналогичным образом убеждаемся в справедливости неравенства

(Г \Gm{ x ,g ) - g { x ) \vi^ x )d x

і/р

n{x)dx < շ ՜ ' !
|fc|=0

Учитывая выбор чисел Հ(1),/(2 ) ,.....1{к),... получим, что 0(А:)}£І! есть некоторая

перестановка натуральных чисел{£ 6 U ilL i\М п + 1 , Л/„+і]} п, следовательно (см.

(3.3). (3.21) (3.23), (3.28), (3.29), (3.31) и (3.45)), для каждого натурального q

существуют натуральные числа пч и Jq такие ,что
Ո, г»,

{Ьцк))1—і С {dk,k  е  M ")[J  [M „+ l,M n+i]} =  {bk,k  6 M ~l[J ГМп+1,Л^п+і]}с{Ь /(к )}^і
rv=l ո=1

Отсюда и из соотпошений (1.2), (3.31), (3.34). (3.35), (3.39), (3.41) -  (3.45), для 

каждого q >  2 и для всех т  >  M jt будем иметь

Ա1 \  1/Р
Is m ( x ,g )  ֊  g ( x ) \ r n ( x ) d x  ) = £ r f fce2^  - д { х )  

l*l=o

i/p

/і(я)гіа: I <

<  Ա  £ [ ( « ; ( * ) - ( &( * ) ]

°° /  Г1 ч l/p ՕՕ /  -1
YL (  /  +  £  m a *  /П J  M.<n<Tl, \ J 0

H { x ) d x )

ч i /я

a k e2iria{k)x )
i/p

+  £  ծ<(«) <  2 ղ- 
r=q+ 1
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Аналогично для каждого д >  2 и для всех т  >  M j ,  доказывается, что

ТЬорсми 1.5 доказана.

A b stract. In this paper we prove that for any 0 <  e <  1 there exist a measurable 

set E  С [0,1] with measure |£ | >  1 -  « and a weight function ц{х)\  0 <  ц(х) <  

1; ц{х)  =  1 on E,  such that for any number p €  [1,2] and each function /  €  L£(0,1) 

there is a function g(x) 6  L1 [0,1] Ո՝Լ£[0,1], coinciduig with f ( x)  on E,  whose greedy 

algorithm and Fourier series by trigonometric system converge to g(x)  in norms Z>[0 J| 

and L £ [0 ,1].
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A hstract.In  this paper, we study Finsler E-spnccs. We first prove that any 
E-space Is a homogeneous Finaler space. Thon wo study some geometric 
properties of Berwald E-epacas and prove that any generalized symmetric 
Bcrwald space ів a Borwaid E-space where E is cyclic. Then we show that if 
each S" is parallel with respect to Berwald connection of a Borwaid E-space 

then the space is locally symmetric. Finally we study some existence theorems.
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1. I n t r o d u c t io n

In recent years, a rapid development took place in Finsler geometry. Recall that a 
Finsler mctric on a manifold is a family of Minkowski norms on tangent spaces. One 
of the basic motivations to study Finsler geometry is its important applications in 
physics and biology (see, e.g., [1]).

While many works have been done on the general geometric properties of Finsler 
geometry, such as connection, geodesics and curvature, only very little attention has 
been paid to the group aspects of this interesting field.

The study of homogeneous spaces equipped with some additional invariant geometric 
structures yields some important models for applications. E. Cartan began the exploration 
of symmetric spaces in the thirtieth of 20 th century, probably bearing in mind some far 

going generalization of Riemannian spaccs of constant curvature. Symmetric spaces 

have appeared to be very rich in content, stimulating the research in Lie groups, 

geometry, mechanics, physics, gravity, etc. E. Cartan explored Riemannian symmetric 

spaces and presented their complete classification in terms of Lie groups and Lie 
algebras (see, e.g., [10].

A remarkable breakthrough in the theory of symmetric spaces was achieved by 
0 . Loos, [18]. He tried to describe symmetric spaces by means of binary operation
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x-y = sx(y) and by its algebraic properties. To this end, In [18] was given the following 

definition.

D efin ition . 1.1. A smooth manifold M  endowed by a smooth operation (ЛЛ •) is 
said to be a symmetric space i f  the following conditions are fidfilled:

( 1 ) :  X  X  =  X,

(2): x - { x - y ) = y ,
(3): x - ( y z )  = ( x - y ) - ( x - z )

(4): In  an appropriate neighborhood U of x  € M , i f  x  • у  = x  for some у 6 U, 
then у = X .

The next essential step was done by A. Ledger in [14], who introduced the notion of 
generalized symmetry on a manifold M , sx, as a diffeomorphism satisfying sxx  =  x, 

and there exists a neighborhood U of x  such that if sxy = у  for some у  € U, then 

у  =  X.  Being influenced by the works of 0 . Loos and A. Ledger, O. Kowalski [12] and 

A. Fedenko [8] introduced the notion of regular s-manifolds, combining the ideas of 

0 . Loos and A. Ledger. Namely, the following definition was introduced.

D efin ition  1.2. A smooth manifold M  with a system of diffeomorphisms {s*}igAf 

is said to be a regular s—manifold i f  the following conditions are fulfilled:

(1): &xX ~~~ Xf

(2): sx о Sy =  sSmу о Sx,

(3): — Idx is invertible.

The E —spaces and the reduced £ —spaces were first introduced by O. Loos as 

generalizations of reflection spaces and symmetric spaces, respectively (see [19]). Then 

he proved tha t any E-space with compact E is a fibre bundle over a reduced E-space. 

The basic properties of a r«*Huced E-space M , affine and Riemannian E —space were 

given in [1C] and [17].

Let (M, F ) be a Finsler space, where F  is positively homogeneous of degree one. 

As in the Riemannian case, we have two types of definitions of isometry on (M, F), 

in terms of Finsler function in the tangent space and the induced non-reversible 

distance functional!the  base manifold M . It is well known th a t the two definitions 

are equivalent if the metric F  is Riemannian. The equivalence of these two definitions 

in the general Finsler case was proved by S. Deng and Z. Hou [5]. Using this result,
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S. Deng and Z. Hou [5] also proved that the group of isometries I (M,  F)  of a Finsler 
space (M , F ) is a  Lie transformation group of M , and for any point x  € M,  the 
isotropic subgroup IX(M,F)  is a compact subgroup of I ( M , F ) .  These results are 

important in the study of homogenous Finsler spaccs.
Notice that the definition of symmetric Finsler space is a natural generalization 

of E. Cartan’s definition of Riemmauian symmetric spaces. Recall tha t a Finsler 

space (Л/, F)  is called symmetric Finsler space if for any point p  £ M  there exists 
an involutive isometry sp of (M, F)  such that p  is an isolated fixed point of sp (see 

[6, 13]).
Observe that if we drop the involution property in the definitiou of symmetric 

Finsler space, keeping the property 8X ° av =  8Z о ex , z  = sx (y), then we get a larger 
class of Finsler manifolds than the symmetric Finsler space.

The study of invariant structure on a—spaces and E —spaces is an important 
problem in differential geometry (see, e.g., [2, 3, 9]). The purpose of this paper is 
to study the Finsler E —spaces.

2. F in sl e r  S pa ces

In this section, we give a brief description of the basic quantities and fundamental 

formulas of Finsler geometry, for details the reader is referred to [1, 4].
Let M  be an n —dimensional smooth manifold without boundary, and let T M  

denote its tangent bundle. A Finsler structure on M  is a  map F  : T M  — ► [0, oo) 
that possesses the following properties (see [4]):

(1) F  is smooth on T M  := T M  — {0}.

(2) F(x,  Ay) =  AF(x, y) for any x  e  M , y  e  TXM  and A > 0.
(3) F 2 is strongly convex, that is,

1 d2F 7
g y ( l ,w ) := 2 ^ W (l,v )

is positive definite for all ( i ,  y) e  T M .

Let (M, F) be a Finsler n-m anifold with Finsler function F  : T M  — ► [0, oo), and let
(x ,y ) =  (x\y<) be the local coordinates on T M . The function F  is called reversible
if F(x,  y) = F(x,  - y )  for any у  6 TXM.

Notice that many Finsler quantities are functions on T M  rather than on M.  Some
24

П. LATTFI AND M. TOOMANIAN



ON FINSLER E-SPA CES

fundamental quantities and relations of Finsler geometry are:
1 d2F 3

gij(x.v) : ֊  -  Qyifryj (д . У) ( the fundamental tensor),

<?yk(*, У) := (the Cartan tensor),

s y k   ̂_fcm f  , & & i m  _ & £ i j  \
T y  * շ 8 V Oaf dxi dx™ ) ’

Պ  ֊= 4jkVk -  C jk ^ .v rv \  where Cjk =  gu Cljk.

According to [4], the pull-back bundle тг’Т М  admits a  unique linear connection, 

called Chern’s connection. Its connection forms are characterized by the structure 
equations:

•  Torsion freeness: doj* = up A wj.

•  Almost 0—compatibility: dg,j = giku!f + gkjWk +  2CyfcWn+fc, where ա' = dx{ and
w n+* _  Дук +

It is easy to see that torsion freeness is equivalent to the absence of dyk terms in 
uij, namely =  Гj kdxk, together with the symmetry

To define the flag curvature, we need some differential forms on T M  — {0}. Let

Sy1 = dyi + NjdjJ.

The curvature 2-form of the Chern’s connection are

f i ‘ =  duij — u}j A  w£.

Since Clj are 2-foruis on the manifold T M  — {0}, they can be expanded as

flj =  \ R ljkldxk A dxl +  P ՝kldxk A — ■ +  խ յ ֊  A ֊ ֊ •

Note tha t Q vanishes for the Chern’s connection. Let R.jiiu =  9імЩкі-

A  flag on M  a t x  6 M  is a pair (P,y),  where P  is a plane in the tangent space 

TTM  and у  is a non-zero vector in P.  The flag curvature of the flag (P, y) is defined 

to be
K ( P  -  ս Հ մ Rjikiyl)uk

Uv(y, у)УѵЫ, «) -  [gv{y, u )]2 ’ 
where и = u 'g fr is any nonzero vector in P  such tha t P  = span{j/,ii}. I t can be 

shown (see [4]), that the quantity K(P,y)  is independent of the choice of u.

D efin itio n  2.1. A Finsler metric F  on a manifold M  is called a Berwald metric if 

in any standard local coordinate system  (хг, у ') i n T M  — {0}, the Christoffel symbols
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Г*к =  Г ^ .(і) ОГВ function* of X е  М  only, in which case, G‘ =  5Г‘:jk(x)yi y k art 

quadratic in у  = и*яр\х -

3. R e d u c e d  E - spa c es

As it was mentioned above, the E-spaces and the reduced E -spaces were first 
introduced by O. Loos [19] as generalizations of reflection spaces and symmetric 
spaces, respectively. We firs I recall a  definition and some basic results concerning 

E—spaces.

D efin ition  3.1 (O. Loos, [19]). Let M  be a smooth connected manifold, E be a Lie

group, and ц  : M  x E x M  — > M  be a smooth map. Then the triple (М. E ,/i) is

called a E-space i f  it satisfies the following conditions:

(E i): /x(z, a, x) =  x,
(E2): fi{x, e, y) =  y,

(E3): Ф ,  а, ц(х,  г, у)) =  ц(х,  trr, y),
(E4): n(x,<r,fi(y,T,z)) = (і(ц(.х,<т,у),ата-1,ф ,ст ,г)) , 

where x , y , z  e  M , o, t  6 E and e is the identity element of E. The triple (M, E, ц) 
is usually just replaced by M .

For a fixed point x  6 M  we define a map ax '■ M  — >■ M  by <Jx (y) = ц[х,а,у)  
and a map cr* : M  — > M  by 0х {y) =  ay(x). Then in terms of these maps the above 
conditions can be written as follows:

(Ei): <тг(х) =  X,
(E2): ex = id\f,
(E3): ахтх = (<j t )x ,

(E4): ахтѵаx l = (ота~1)сгх (у).

E xam ple  3.1.

(i): Symmetric spaces are E -  spaces.

(ii): Let V ՝ , M y. M  — ► M  be a smooth map such that the maps sx , x  € M,  
given by sx(y) =  v(x, y) for all у  6 Л/ satisfy the following conditions:
(a) sx (x) =  X,

(b) each s* is a diffeomorphism of M,
(c) sx о sv =  a , о sx , where z  =  sx{y).
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We then call {в*}хел/ a regular e - 8tructure on M.  Let Z be the additive 
group of all integers. We define a map ц :  M  x Z x Л/ — ► M  by ц[х,  fc, y) =  
(sx)l (y) for all X , у £ M  and all A: G Z. Then we can check by easy computation 

that (M, Z, ц) is a E —spacc. Thus, a regular a—structure on M  is a  special 
ease of a E —structure.

For each x  <E M  by E , we denote the image of E under the map E — > EX1 

а  — ► (Tx. Tlion it follows from (E2) and (E3) that Ex is a subgroup of D i f f ( M )  and 
the map is a homomorphism.

Let M  and M ՛  be E-spaces. We say that a smooth map ф : M  — > M ՛  is a 

homomorphism if

Ф Ы х,а ,у ) )  = р(ф(х),а,ф(у)), Va-,y 6 M , o  e E,

or equivalently, if фосгх = Ѵф{х)оф. If ф has a smooth inverse, then it is an isomorphism, 

and if, in addition M  =  M  , then ф is an automorphism of M . We write Aut(M)  

for the group of automorphism of M.  When E is abelian, it follows from (E4) that 

for X  € M ,  ox is an automorpliism. Also, for any E -space  M  it can be seen that 
the шар ф = <tx o c r ՜1 Ls ail automorphism. The subgroup of Aut(M)  generated by 

crxu ~ x, X.  у  e M , а  e  E is denoted by G.

For each а  € E we define a (1,1) tensor field Տ ՞ on the E —spacc M  by

S " X x =  {ffx ) . X x V t € M, X x € TXM.

It is clear that S°  is smooth and the following hold:

(i) t x {S" X)  =  S t<tt~՝ ( txX )  for X  e  e  E ,J f  €  x W ) ,

(ii) S* is AuL(M)—invariant,

(Ш)(<7*)*ЛГХ = ( / ֊  a* ).X x = (7 -  Sa)Xx.

D efin ition  3.2. A  E —space M  is called a reduced E —space i f  for each x  € M  the 

following are fulfilled:

(1) TXM  is generated by the set of all ax {Xx), that is,

TXM  = gen{{I -  S a)Xx \Xx e TxM , a  € E}.

(2) I f X x 6 TXM  and 0х X x =  0 fo r a lia  £ E, then X T =  0, and thus no non-zeiv 

vector in TXM  is fixed by all S".

We remark that, for a E -space (И , E, ц) with a cyclic or compact Lie group E, 

the conditions (1) and (2) in Definition 3.2 are equivalent (see [15]).
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4. F in sl e r  E - spa c es

In this section we study the Finsler E-spaces. Notice that a Finsler E -space 
(Л/, E, F) is just a reduced E -space together with a Fiusler metric which is E-invariant, 
while a metrisable E —space is just a reduced E —space admitting a Finsler metric for 
which it is a Finsler E-space. More precisely, we have the following definition.

D efin ition  4.1. A Finsler E -space, denoted by (Af, E, F), is a rcduced E —space 
together with a Finsler metric F  which is invariant under Ep for p  G M .
A metrisable E-space is a reduced E —space whidi admits a Ep—invariant Finsler 

metric.

T heorem  4.1. Let M  be a Finsler E—space. Then M  is isomorphic to a homogeneous 
space jj , where К  is a trvnsitive closed Lie subgroup o f I ( M , F )  on which E acts as 
a Lie transformation group, and H  is its isotropic subgroup at p € M  satisfying

{Kz )0 С Я  С К* .

P roof. Let К  = (Aut(M)  Ո /(M , F ))0 and t be its Lie algebra. Observe th a t E  acts
as Lie transformation group on t  by (tr,X) — ► (crp) , X  for a  6 S , X  € t  and a fixed

point p e M.  Clearly the following diagram is commutative

(a ,X)  - k i p(X)
E x t .  — у t

(id, exp) 4- 4- exp

E x  i f  — ♦ К
[а,ч>) ֊+ OpOtpoa^1

Since К  is connected it follows that E acts on К  as a Lie transformation group. Next, 

since Aut(M)  Ո /(M , F)  is transitive on M ,  then К  is also transitive on M  and M  
is diffeoinorphic to j j , where H  is the isotropy subgroup of К  at p  (see [11]). Now if 
h 6 H,  then we have

<TP о h  о a ՜ 1 =  op о j o h  = h,

implying that Я  С К* .  If X  belongs to the Lie algebra of K z , then for all a  € E 
we have (a) . (X)  = X ,  and in particular, at p  we have {ap) , X p ֊  X p. On the other 

hand, since M  is reduced, we have X p =  0. Therefore the one parameter subgroup 
tft satisfies <pt(p) = p  and X  6 f), and hence ( K z )a С Я  С K z .
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Next, we define /» ': f x E x f  — > $  by (atf, a, bH) — ► օծ^ ՜ ^ Խ ՜ 1 H  (which 
is well defined). We can easily see that §  is a E —space. Now, defining ip : դյ — ► M  
by k H  — *• к(р), Гог о, b e  K,  a  G E we can write

ifiofi (aH , er, bH) = aopa~l bov(p) =  c7a(p) (Ь(р)) =  ц(а{р ), a , b(p)).

Then we have

ip о Ц =  f i  о (у» X id  X գ>).

This completcr the proof of Theorem 4.1.

Let (Af, F)  be a connected Finsler space and let I (M,  F)  be the group of all 
isometries on M .  An isomctry on (Л/, F)  with isolated fixed point x  is called a 
symmetry a t x, and is written as sx (see [9]).

D efin ition  4.2. A family {a*|a: € M} of symmetries on a connected Finsler space 
(M ,F )  is called an s-stn ic tu re  on (M ,F ). An s—structure {вх|ж 6 Л/} on (M ,F ) 
is called regular i f  for every pair of points x, у  6 M  we have

(4.1) 8-x ° Sy — 8г О Sxy & — S-xiy)

D efin ition  4.3. A generalized symmetric Finsler space is defined to be a connected 

Finsler manifold (M ,F ) admitting a regular s—structure.

P ro p o s itio n  4.1. Let (Л/, F) be a generalized symmetric Berwald space. Then M  is 
a Berwald E —space, where E is cyclic.

P ro o f. Let E be the group isomorphic to the cyclic group generated by sp for a fixed 

point p € M . We first show that E does not depend on the choice of p. Let q £ M, 

then there is an automorphism գ> such tha t y>{q) =  p, and

ip о sq =  sp о ip.

Hence if s j  =  id  for some k, then =  id.

Now define / t r W x E x M  — ► M  by ц(х ,8 ՝ , у)  =  ях(у), and observe tha t (Ei) 

and (E2) are trivial, while (E3) follows from (1). Abo, S  leaves no vector in TPM  

fixed, and hence (7 — S) is non-singular. Therefore M  is a reduced E —space. This 

completes the proof. □

T h eo rem  4.2. Let (M, E ,F )  be a Berwald E -space. I f  each S a is parallel with 

respect to the Berwald connection, then the space is locally symmetric.
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Proof. Let X ,Y ,  Z  e  x(M ). Taking into account that the curvature tensor R  is 

invariant with respect to the isometry ax for all x  e  M ,  we have 

S*(R(X,  Y, Z))  =  R( SaX,  S 'Y , S°Z) .

Differentiating covariantly in the direction of W  6 х(Л՛/) and using VS =  0, we get 

S aV w R{X, Y, Z)  =  V w W ' X ,  S"Y , S aZ).

Therefore S ° [(Ѵи/Л)(Х, Y, Z) + R [ V WX,  Y, Z)
+R(X,  Ѵ,ѵУ, Z) + R(X,  Y, Vw 2)] =  (V WR)(S^X,  S aY , S ° Z )
+ R ( V w S aX,  Y, Z)  +  R(X,  Vw S-'Y , Z ) +  R(X,  Y, V WS"Z) .
On the other hand, since R  and V R  are S a —invariant and

V w S aX  =  S a{Vw X )  V w S aY  = S a( V w Y )  V WS " Z  = S a{Vw Z),

we obtain
( y v - S' ) w R)(SaX , S aY , S aZ) =  0.

Finally, since S"'s  are non-singular and the E —space is reduced, it follows that ѴЛ =  

0. Theorem 4.2 is proved.

T heo rem  4.3. Let (M, E, F) be a reversible Berwald Т.—space. I f  each S a is parallel 

with respect to the Berwald connection and the flag curvature of (M , F ) is evciywheiv 
non-zero, then F  is Riemannian.

P roof. By Theorem 4.2 we have ѴЯ =  0. So the geodesic symmetry sp is an affine 
symmetry. Now let q 6 M . Join q to p by a curve 7 . Let r  denote the parallel 
transformation from p  to q along 7 . Then for any U, V  6 TqM  we have

gY {U, V) =  .9t (Y) (t (U) , t(V) )  = 9d<xp(r(y))(dsp( r ( U l  dsp(r(V)))).

Let r(Y) ,  t (U)x r(V ) be the results of the parallel displacements along 7  of Y, U, V,  

respectively. Observe that sp, being an affine symmetry, transforms vectors that 
are parallel along 7  to vcctors that are parallel along sp(7 ). Therefore dsp(r(Y),  
dsp(r(U)), dsp(r(V))  must be the results of parallel displacements along Տբէք) of 
^ ( Y ) ,  dsp(U), dsp(V),  respectively. Thus, we can write

$d,,(T(y))(<Mr (t0)><4(r(V ՜))) =  9d»,(Y)(dsp(U),dsp(V)), 

implying that gy(U, V) = gd,riY)(dsp(U), dip(V)). Therefore

F{ds„lY)) = yJgdsT(Y){dSpY,d8pY) =  s /gy{Y , Y)  = F(Y) .
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So the geodesic symmetry sp is a local isoinetry, implying that (M, F)  is a locally 
geodesic symmetric space. Therefore by Theorem 8.5 of [6] we conclude that F  is a 
Ricmtumtiiii metric. Theorem 4.3 is proved.

D efin ition  4.4. Let G be a connected Lie group, H  be a closed subgroup of G, and 
let E be a Lie group of automorphism ofG. Then (G, Я , E) is called a E -trip le  i f  the 
fallowing conditions hold:

(i): G arts effectively on § .

(ii): (GE)0 С H  С GE, where G2 is the closed subgivup of G defined by GE =  
{x 6 G\ff{x) =  л. Vcr 6 E}.

(iii): The subgroup o f Aut{g) generated by Ad(H) and E . has a compact elosure 

in Aui(g), where Е» is the image of E  under its differential representation of 
G.

T h eo rem  4.4. Let (G, H, E) be a E — triple. Then ^  is a reductive homogeneous 

apace.

P ro o f. Let (G, H, E) be a E —triple and let Ѳ be the closure of the group generated 

by Adc{H)  aud Ep iu GL(g). Then we have 0(f)) =  f). Now since Ѳ is compact, there 

exists a Ѳ—invariant positive definite quadratic form (,) on g. Let

m  =  gen{X  -  a , { X ) \ X  € g ,a  € E},

and let X  6 g. Y  e  կ and a  6 E. Then we have

( X  -  <7.p0. У) = {X, Y)  -  (X , a - 'O O )  =  0,

showing that f) and m are orthogonal subspaces of g. Also, if X  € g is orthogonal to 
f) and m, then for all Y  6 ց and a  6 E we have

( X  -  o . ( X ) ,  Y)  =  {X, Y)  -  ( X , o ; ' ( Y ) )  = ( X , Y -  * ; \ y )) =  0.

Thus X  — a , ( X )  =  0 for all о  6 E, and since X  is orthogonal to f)i we have X  =  0. 

This shows tha t g =  l)0 m  and Ѳ (т )  =  m.  In particular, we have Adc{H){m)  =  m, 

implying tha t §  is a reductive homogeneous space. Theorem 4.4 is proved.

T h e o re m  4.5. Let {М. E, F) be a Finsler E —space and p be a fixed point of M . Let. 

G be a Lie group satisfying the following conditions:

(i): G is a connected transitive Lie transformation group of M .
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(ii): G is stable under the action of 12 in D i f f ( M )  by (a,g) — * ap o a ~ l .
( iii) : G С Aut(M )n C( M ,  F), where С Щ , F) is the givup generated by [op\p G 

M .ffG E }.

Let H be the isotropy subgroup of G at p. Then E acts on G by automorphism 

satisfying ж о a  =  Op о n, and (G, H, E) is а Е — triple.

P roof. It is clear that G  ie a topological Lie subgroup of /(Л /, F). On the other hand, 
E 3* Ep acts on M  in the obvious way as a  Lie transformation group. Hence Ep is a 
Lie subgroup of 7(M, F). It follows that E acts on I (M,  F)  by automorphisms of the 

form

E X I (M,  F) — v I{M, F),  (<r, x)  — ► av о x  о a ՜1 .

Next, since the restriction E x G  — ► I (M,  F)  is smooth and G  is stable under the 
actiou of E, then M  x G — > G is well defined. Now, since G  is connected, it is 
contained in the identity component of I (M,  F)  which has a countable basis for its 
topology. Then, since G is a Lie subgroup of I (M,  F),  it is the integral.manifold of a 
left invariant integral distribution. Hence the map E x G  — f G is also smooth. Thus 
E acts on G by automorphism and if «r G E, a: € G we have

(<7P о ir)(x) = av о x(p) = (ap o x o o ~ x)(p) =  (я-о a)(x),

implying that crp о n = ir о a.

We now prove that (G, H,  E) is a E -trip le . To this end, observe first that G acts 
effectively on §  because G С I{M, F). Now let у  G H,  then y(p) =  p, and since 
у G Aut(M),  we have for all ծ G E

cr(y) = crp o y o a - 1 =  <7P о o y  = y.

Thus, j / g G e  and hence H  С GE.

On the other hand, if X  belongs to the Lie algebra of GE, then for all a  G E with 
cr(X) =  X ,  we have

1 Г ( Х )  =  (7Г O * ) ( * )  =  (<7p О П ) ( Х )  m  f f p ( T T p f ) ) ,

and since Л/ is reduced E -space it follows that -k(X) =  0, implying tha t X  G ker я\ 
Hence (GE)0 С H.

Now define the Lie group G* as the Lie subgroup of I (M,  F)  defined on the closure 
of the group generated by G and Ep. Obviously G c G ՜ ,  and since G and G՛  both are
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[•

Lie subgroups of I [M,  F)  it follows that the inclusion map i : G — > G՛  is continuous 
and hence is smooth. Then G is a Lie subgroup of G ՛ .

Next, denote the adjoint representations of G and G՛  by Ado  and Ad,  respectively, 
and observe that for g e  G  we have Adc(g)  =  Л (% )|в, implying that Ad{g) preserves 
0. By (ii), for <r S E, Ad(ap) also preserves g. Hence, since Ad : Ժ  — ► Gf(g') 

is smooth, it follows that Ad(g ) for g 6 (~f also preserves g. Therefore the map 
Ad\a : G" — ► Gl{g), g — ► Ad(g )|„ is smooth. Now let К  be the isotropy subgroup 
of G՛ a t p. This is a compact Lie subgroup of G \  and hence k, the restriction of Ad\t 
to K , is smooth and so k{K)  is compact.

Finally, we show tha t Ѳ, the closure of the group generated by Adc(H )  and Ep 

in GL(g) is contained in the compact group k(K) .  Indeed, let h  6 Я , then since 
Я  С К  C. (j , we have

Adc(h) =  Ada(h)\a = Ad\0(h) =  k(h),

implying tliat Ad c(H )  С k(K) .  Also, tf op 6 Ep, then <тр 6  К , and hence Ad(ap)\9 e  

k(K) .  Now since k(K)  is compact, and hence, is closed in GL(g) and contains Adc{H)  

and S P, then Ѳ is compact. Thus, (G, Я , E) is a  E —triple. Theorem 4.5 is proved.

T h eo rem  4.6. Let (G,H,Y.I) be a E — triple, and let it : G  — > յէ  be a natural 

projection and p  =  ir(H). Then M  = admits a Finsler E —space structure such 

that

(a): orp о я- =  я՜ о <r,

(b): G С Atxt(M)

P ro o f. Let (G, Я , E) be a E —triple, and let g and fj be the Lie algebras of G and Я , 

respectively. Then we have 0 (է )  =  կ. Since Ѳ is compact, there exist a direct sum 
decomposition g = l ) f f i m  with Ѳ (т )  =  m  and a Ѳ—invariant Minkowski norm F  on 

m.
Next, let M  = $ , p  = я (Я ) and let Fp be the Minkowski norm on TPM  corresponding 

to F  induced by n. Then, since F  is Агі(Я)—invariant, Fp can be extended to a 

G -invariant Finsler metric on M  (see [7]). I t is easy to see tha t M  =  ^  is a E -space 

with the smooth map

ON FINSLER E —SPACES

H : M  X E  X M  — ► M  (аЯ , a, bH) — у ao(a  1Ь)Я.
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Now we show that M  is a reduced E-space. Indeed, let X  G TPM ,  p  =  тг(Я) and 

<гр{Х) = X  for aU <r 6 E. Then X  = * ( X )  for X  G m, and hencc wc have

l t(X)  =  <Tp(X) =  {Op О 1Г)(Х) =  7Г O ff(X),

implying that r ( Z - c r ( X ) )  =  0. Hence X  -  a(X)  G f), but since X ,  crX G m, we have 
X  =  for all a- € E. Therefore X  G f), and hence X  =  0, implying tha t X  =  0.

Now let Ё  be the closure of E in Aut(g). Then, since Ѳ is compact and closed, it 
follows tha t Ё  is closed in Ѳ and hence is compact. Now by using the Haar measure 
on E it can be shown that every X  G m  =  TPM  is generated by the vectors of the 
form X  -  а(Х),  X  G m, a  G Ё. Let V  be the vector space generated by

{ X  -o (X) \c r  e Z , X  e m } .

Then, since every a  G Ё  is the limit of a sequence in E, say ern, it follows that

X  -  a( X )  =  X  -  lim(7„(X) = lim pf -  tr„(X)) G V.
Ո

Therefore M  is a reduced E—space. Now the assertion (a) of the theorem follows from 

equality op(gH) =  <r(g)H, while the assertion (b) follows from адц  =  tg о ap о t ՜ 1, 

where tg(kH)  =  gkH.  Theorem 4.6 is proved.

D. I/ATIFI AND M. TOOMAN1AN
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О ЗА Д А Ч Е  КО Ш И  В М У Л ЬТИ А Н И ЗО ТРО П Н Ы Х  К Л А С С А Х  
Ж Е В Р Е  Д Л Я  ГИ П ЕРБО Л И Ч ЕС К И Х  С ВЕСО М  У РА ВН ЕН И Й

В. Н. МАРГАРЯН, Г. Г. КАЗАРЯН

Российско-Армянский (Славянский) Универсіггет 
Ереванский Государственный Университет 

Е-шаіІв: vacliagan.maigaryanQyaJwo.com; haikghazaryan@mail.ru

А н н о т а ц и я .  Доказывается существование единственного решения задачи 
Коши в мультиаииэотропиых пространствах Ж евре для одного класса ги­
перболических с весом уравнений с достаточно общим весом.

M SC2010 numbers: 12Е10.
Ключевые слова: Задача Коши; гиперболический с весом оператор (много­
член); мультианизотропное пространство Жевре.

В в е д е н и е

Работа посвящена нахождению достаточных условий для однозначной раз­
решимости Задачи Коши в определенных мультианизотрошіых классах Жевре 
для гииерболических с весом уравнений. Распространяются результаты Л. Гор­
ди нга [3], Ларсона [11], Л. Каттабрига [12] н обобщаются результаты Л. Родино 

[4], Д. Калво [6] и других об однозначной разрешимости задачи Коши на общие 
гиперболические (относительно (п — 1)—мерных гиперплоскостей) уравнения. В 
частности, 1) при рассмотрении задачи Коши для уравнений с младшими чле­
нами в отличие от работы [б], где условия ставятся на каждый моном младшей 

части, мы ставим условия на младшие однородные многочлены, 2) однозначная 

разрешимость задачи Коши доказывается в более общих пространствах Жевре. 
Настоящая статья является продолжением работы [7], где получены необходимые 

условия для однозначной разрешимости задачи Коши, где установлены некото­
рые свойства гиперболических с весом многочленов и где достаточно подробно 

изложена история вопроса. Поэтому мы отсылаем читателя к этой работе для 
ознакомления с необходимыми понятиями, результатами и литературой, а здесь 

мы приводим лишь те обозначения, определения и ссылки на литературу без 
которых прочтение этой работы стало бы затруднительным.
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О ЗАДАЧЕ КОШ И В МУЛЬТИАНИЗОТІЮИНЫХ КЛАССАХ Ж Е В РЕ  ..

1. В с п о м о г а т е л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы

Пусть Е" и R n ո-мерные вещественные пространства точек соответственно 
X =  ( ц , . и  £ =  С п =  R n X гЯ", Я"՛0 =  {{ € R " ,(j >  0, (j =
1 ,...,п )}, ІѴ-множсство натуральных ч і і с с л , N0 =  N  U {0}, N £  =  N0 x ... x N0- 
множество ո-мерных мулътипндексов. Для Հ е  Я", .г 6 Е п и а  6 Щ  положим

І£І =  ^ Й  +  -+ € Й . М  =  «1 +  ••• +  « » .Г* =  =  D ?...D Z", где
D j =  3/Ց£յ либо Ц,- =  i .d /d x j  (j =  1, ...,n).

Для набора точек N =  {a1, ...,aM}, a* € Я ՞ ՛0 (fc =  1 ,...,M ) наименьший вы­
пуклый многогранник K(N) в Rn՛ °, содержащий все точки набора К называется 
многогранником Н ьютона набора К (см [1] или [2]).
Міюгограшшк Я с вершинами из R n՝ 0 называется полным, если й  имеет вер­
шину в начале координат и вершину на каждой оси координат Rn՝ п. Полный 

многогранник Я называется вполне правильным, если внешние нормали (нор­
мированные так, что ^min Aj =  1) всех (ո — 1)—мерных некоординатных граней 

К (множество которых обозначим через Л"֊1 (8?))имеют положительные коорди­
наты. Для вполне правильного многогранника R с вершинами из R n՝ 0 и вектора 

А 6 Л " ՜1 (91) обозначим через 3?° множество его вершин и положим

м й  =  £  к г  =  £  К іГ - К п Г ,
1 і/еи°

(1.1) 0(A,!R) =  max(A,i/); do(3?) =   ̂ max^0(A,S?).

Через Вп обозначим мпожество п—мерных вполне правильных мпогограшшков 

К 6 Я"՛0, для которых с/о(Я) <  1.
Всюду далее, где это не вызывает недоразумения, будем считать, что много­

гранник й  € В п, порождающий вес Л«, фиксирован и опустим в обозначениях 

/ік, <*о(Я), Ѳ(А, R) и т.д символ Я.
Рассмотрим многочлен от (n + 1) переменных (Հօ,Հ) =  (Հօ,Հւ,->Հո) 6 Яп+1

Р « 0 ,0 =  £  7(оо,а) £о“° Г ,
(а0. а)€N;+1

где сумма распространяется по конечному набору мультииндексов

(Р) =  {(а0, а) е  Nq+1, 7(ао,а) Հ  0}.
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Представим многочлен Р  в виде суммы однородных многочленов
m

(1.2) Բ(Հօ<Հ) =  У > , ( Ь .О ,
յ=0

где тп =  шах («о +  М ) -  порядок многочлена Р, a Pj однородный мпогочлеп 
(ст0,«)е(Я) 

порядка у, ( j  =  0 , 1 , т).

О пределение 1.1. (см. [8]) Многочлен Բ{Հօ,Հ) называется гиперболическим
относительно Հ0, если Рт (1,0..... 0) / 0 «  существует число с > 0 такое, что

|/тп£о| <  с для точек (Հ0,Հ) е С  х FT, для копюрых Բ(Հօ,Հ) =  0.

О пределение 1.2. (см. [4]) Многочлен Բ(Հօ,Հ) называется h— гиперболиче­

ским относительно £оі если Рт{\, 0 , 0 )  փ 0 и существует число с >  0 такое, 

что |7աՀօ| <  с հ(Հ) для точек (£0, 0  € С  х ВТ. для которых Р(£0, Հ) =  0.

Для точки ք е  Я", многочлена R  и числа է >  0 введём следующие функции J1. 

Хёрмандера (см. [5], формулы (10.1.7) и (10.4.2) )

то,0 , 0  =  /  Е  | я ^ в > ( & , й 1 2 * * < а » + | в | > ;  Д ( & , 0  =  й ( & , * , 1 ) .

V ( а о . о ) € К + |

Для f > 0  обозначим Ah(t) =  {(£о:£іт) G Яп+2, |т| > t  Л(£)} и Ah =  A/,(l).

О пределение 1.3. Скажем, что многочлен Р  հ ֊ сильнее многочлена Q (Q 

h—слабее Р ) и запишем Q -<** Р, если с некоторой постоянной С  > 0

<$((&,Оі*-) < С Р (((о ,()'Т ) при (£о,£,г) е  А/,.

Отмети»!, что JI. Хёрмандером введено понятие сравнения многочленов (диффе­
ренциальных операторов ), когда множество А \  заменяется множеством Дп+а, 
при этом JI. ГЬрдингом и С. Свенссоном (см. [8], или [5], Теорема 12.4.6) доказано, 
что если главная однородная часть Рт оператора Р  =  Рт +  Q  гиперболич­
на (по Гордингу), то оператор Р  гиперболичен тогда и только тогда, когда Q 
слабее Рт. В работе [9] найдены алгебраические условия такого сравнения.

Л емма 1.1. Если однородный многочлен Բու(Հօ,Հ) порядка т  гиперболичен от­
носительно Հը, то с некоторой постоянной с > 0

Цт(£о + * Т ,0 | >  сР т((& іО .Т) При ( ( 6 . 0 . Т) 6 Дп+3.
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Доказательство. Тмс как при т =  0 доказуемое неравенство превращается в 
равенство с с =  1, то можем далее считать, что г  փ 0. Так как (см. [5], оценка
(12.4.3)) с некоторой постоянной С\ > 0

|Рт(€о +  *іОІ >  С іPm((fo,О і!)і при всех (£о,0 е  Rn+1, 

то для любого т փ 0

l * w - + < .֊ ) ! >  с ,Р т ( ^ г —.1). при « 0,О б Д П+1.

Так как в силу однородности многочлена Рт имеем что о 0 +  И  =  т  для всех 
(«о, о) е  (Р), ւ՚օ отсюда вытекает, что

И ՜"* Р,„(«0,О,т) =  М—  I £  1^т°'П)«0,О |2|г|2("<>+1“1) =
V (a..,a)6W0n+1

=  \

О ЗАДАЧЕ КОШ И В МУЛЬТИАНИЗОТІЮПНЫХ КЛАССАХ Ж Е В Р Е  ...

£  |Р ^ " а)(^— )Р =  Р т ( ^ ^ ,  1) <
(an.a)6N0n+1

<  ֊  IԲ ո ձ ֊ + հ  £ )| при (^о.О е  л п+1, Г փ 0.

Умножая полученное неравенство на тт и учитывая однородность многочлена 
Р , „ ,  отсюда получим

Pm ((£o.0-T) ^  \р т(£о +  іт ,01 при всех (& ,0  6 R U+1,T փ 0.

Лемма 1.1 доказана. □

Л ем ма 1.2. Пусть Рт{£0іО  и Չ*(£0іО однородные многочлены порядков со­

ответственно т и к ,  при этом Qk Рт- Тогда

1) если Рт гиперболичен относительно £о. то с некоторой постоянной 

С >  0 и

(1.3) Qfc((fo +  і т , £ ) , т )  <  С  |P m (£ o  +  tr, ОІі при всех (С о ,т )  € Ah.

(1.4) 2) Ііш sup _  0
(«0.€),т)6/Ц(£) Рт ((£о, О. г)

Доказательство пункта 1). Пусть Qk -<к Рт- Применяя формулу Тейлора 

получим с некоторыми постоянными С, > 0 ( 7  =  1,2,3) и для всех (£о,£, г) 6 Ah

QkdCo + ІТ, о. г) = / £  IQi°0,a)«o + *т, ор |т|**+М> <
V (o0,a)€Af0“+1
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£ С ’ /
£  £  l0H“0+s°'Q)( 6 ,0 l a И 2*- |т|»е»+м) <

(ао,a )€N S+l P”eN «

< С 2 Г
Ч Ы,

£  | 0 ^ ւ7)(Հօ,ք)|2 |r |«»+W ) =
т)6 лг„"+1

= Օշ &((&,*), т) < Сз Pm((fo,0,r).

Отсюда и из леммы 1.1 следует утверждение пункта 1).
Доказательство пункта 2). Так как Qk -<h Рт, т.е. с некоторой постоянной 

СА > 0

Q k(((o ,(),r) <  СаРтп((£0, 0 , т ) при всех (£о,£,г) G Ah, 

то для произвольных р փ 0, (&>,£) е  Я”+1 и |т| >  Л (|) имеем

Я к { ^ - , т ) < С 4Рт( ^ і й ,т ) .
Р Р

Отсюда в силу однородности многочленов Рт и Qk имеем

|т Г ‘$*(«Ь, £),рт) <Ci  | r | - mPm((e0,0 ,Р Г) Ѵ(£о, О  6 Д"+1, р > h(t/r).

Пусть е > 0  и число то =  7ъ(е) выбрано так, что Сч |Tb|֊m+fc =  с (напомним, 
что т >  к). Так как с некоторой постоянной t i  =  п (е ) 7̂  Л(£/тъ) <  т\ հ(Հ) для 
всех £ 6 Л", то отсюда получаем ;

sup & ((6 > .0 ,т )
(«о,«),т)б-4*(гі) PmUfo.O.I՜)

Так как Л/,(/»і) с  Аь(рз) при р і >  թշ, то отсюда имеем для всех р > тх

8Up g * ( ( f t .0 .r )  < £i
(tto,O.T)6AkO>) Р т(К о.О .т)

следовательно, получаем

liin sup 9*ССе°’0 ’т) <  £
1֊>“ ((€о,€),т)еАк(«) Рт((£о,0,т)

Так как число е >  0 произвольно, то это доказывает второй пункт леммы.
Лемма 1.2 доказала.

Из доказанной леммы непосредственно следует

Следствие 1.1. При условиях леммы 1.1 существует число С  >  0 такое, что

Qk((fo +  t 'r ,0 .1 ) < C |P m(£0 +*r,£)| при всех ( ( о , ( , г ) б 4  И  >  1.
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Л ем ма 1.3. Пусть однородный многочлен -Рт (£о>0 порядка т  гиперболичен 
относительно Հօ , а однородные многочлены Qy (Հօ, Հ) порядка j ,  j  =  0 ,1 , . . . ,т  —
1 h—слабы Рт. Тогда многочлен Pm +  Qo +  — +  Q m -i հ - гиперболичен отно­
сительно Հօ-

Доказательство. Применив формулу Тейлора, получим с некоторой постоянной 
С\ >  0 и для всех (£о.£.т) 6 Л”+2

ІСЖо + » т ,{ ) | <  Сі ՉյԱՀo ,O it )i 3 =  0 ,1 ,..., т о -  1.

С другой стороны в силу леммы 1.1 с некоторой постоянной Շշ >  0

\Բո (Հօ +  ІТ,01 > с2  Pm((fo,0,т) при (&, Հ, Т) е R n+2.

Поэтому в силу пункта 2) леммы 1.2 существует число to >  0 для которого
m —1 I

Y : m t o  +  i T , V \ < J P m( b  +  i T , a  при всех (£о,С,т) eAhfo),
3 = 0

откуда следует, что
. тп—1
di*m(Ce +  <T,OI ^ |-P,n(6» +  ir ,0  +  Е  Qi(^0 +  *T,OI ^

յ= 0
з

< շ|^ ա (ս  + »г,01 , при всех (£о,£,т) е  ձ հ{կ).

Так как многочлен Р т (£ о ,0  гиперболичен относительно Հօ, то из леммы 1.1 

следует, что Рт (£о + іт, Հ) ф 0 для всех (Հօ,Հ,^ е Лп+3, т Ф 0, откуда, в свою 
очередь следует, что

m —1

Рт(£о +  « т ,0 +  J 2  Q jfa  +  i r .O  ф 0, при всех (£о,£,т) €  Дп+2, |г| >  է0 հ(Հ), 
j = О

т.е. многочлен Pm +  Qo +  ••• +  Qm-i Л - гиперболчен относительно □

2. Н е к о т о р ы е  с в о й с т в а  м н о г о г р а н н и к о в  Н ь ю т о н а  и  

м у д ь т и а н и з о т р о п н ы х  п р о с т р а н с т в  Ж е в р е

Для 3? е  В„ через SSR обозначим множество точек ѵ б й ,  для которых суще­

ствует вектор Л € Л " ՜1 (Я) такой, что (А, ѵ) =  6(A).
Пусть [а]— делая часть а п а  6 Nq . Обозначим к(п) =  к(а, й) =  in f  {է >  

О : է а  € R} и положим к'(а) =  fc'(o,R) =  к(а), если число *:(«)- целое и 

к' (а) ֊  [fc(a)] + 1 ,  если к ( а ) -  нецелое.

О ЗАДАЧЕ КОШ И В МУЛЬТИАНИЗОТГОПНЫХ КЛАССАХ Ж Е В ГЕ  ...
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В этом пункте мы докажем несколько предложений, которыми будем пользо­
ваться при доказательстве основного результата. Следующее предложение непо­
средственно следует из определения множества 5Й и числа fc(o).

Лемма 2.1. Пусть Я € Вп и а  € Nfi. Тогда
1) а /к (а )  6 33R, при эѵюм, если a / t  6 ЭЯ, то к(а) =  է

2)«eJfc'(a) Я \  [*'(“) -  1] S.

Для Ше Вп и цо £ (0, do] через Щно) =  Я(Я, Но) обозначим следующий (вполне 
правильный) многогранник в R n+1՝ 0 (  обозначения do =  сіо(Я) и 0(A) см. в (1.1))

Щно) =  {(Иі.»') € Л"+1,° : —  +  < 1, при всех А 6 ЛП֊1(Я)}.
Но 0(A)

Лемма 2.2. Пусть Ж 6 В„, А 6 Л"֊1(Я), /іо 6 (0,£Іо(Я)] и (во,ո) 6 ATq+1. 

Тогда fc((oo, or), Я) =  Л:(а, Я) +  ato/но-

Доказательство. В силу леммы 2.1 достаточно доказать, что (ao,a)/[fc(o,) +

«о/#ю] G а«(ло). как Л"(Я) =  { ( ^ , А )  : А 6  Л " ֊^ »)}, то в силу опреде­
ления к(а, Я) для любого А 6 Л”(Я)

- 1»” Գ + Л “Я /і* (» .* )+ « ■ /« )  -

_  ар 6(A) цо к:(а,Я) а
Но к (а ,Ж) +  «о /to fc(a, Я) 4-ао £(«, Я) ’

,դ , \  ^  “о 0(A) +  но к(а, Я) 0(A) л /, ч
(2Л) ֊  п Ц а Ю  + ао------=  ®(А)- .

С другой сторопы, так как а /к(п , Я) е  0Я (см. лемму 2 1 ) . ™ ( ^ . А ° )  =  в(А0) 
для некоторого вектора А0 € Л”՜ 1 (Я). Следовательно, имеем

((оо, о, ( ^ ,  А°))/(*(ог, Ю +  ֊)  =
Но Но

(2.2) =  . ^ Л°)___+  Ло*(«,Я) а  0 =
Но к(а, Я) +  оо Hok(a,SH) +  ao k(a,3ft)՛ ՝  ՝ ՜

Из (2.1), ( 2.2 ) и определения Я следует, что (ощ, а )/(к (а , Я) +  2а) g <ЭЯ, поэтому 

в силу леммы 2.1 fc((ou, а), Я) =  (к(а. Я) +  ^ ) ,  что доказывает лемму 2.2. □
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Для Ж е В п и области П С ЕГ1 через ГЯ(П) обозначим мультианизотропный класс 
Жевре (см. [10]) как множество функций /  е  С°°(П) таких, что для каждого 
компакта К  С П существует число с =  с (/, К ) >  0 такое, что

Slip \D °f(x)\ < c>+l j j , при всех а  6 j  К U N £ , j  =  0 ,1 ,.... 
теп

Так как *:'(», Я) =  I для любого / 6 N  и а  е  {13?) \  ((і -  1) К), то следующее 
предложение непосредственно следует из определений класса Г* и чисел к(а, R) 
и k'(n,fR).

Л емма 2.3. /  6 ГК(П) тогда и только тогда, когда для каждого компакта 
К  С fi существует постоянная с =  с(/, К ) > 0 такая, что выполняется одно 
из следующих эквивалентных условий

sup |Ов/(* ) | < Ck(°'.*)+1 (ft(a, «))*<“■*>, 
sen

sup \Dnf(x )\ <  ( k ' i a ^ ' ^ K
sen

Приведем ещё два предложения, которые нам понадобятся при доказательстве 

основной теоремы. Ниже через /  мы обозначаем преобразование Фурье функции 
/ ,  через Е1 пространство распределений над С°°(ЕТ՝), через Տ' пространство мед­
ленно растущих распределений, а через символ Кронекера.

Л емма 2.4. (см.[6] или [4]) Пусть К е  В„, do(R) < 1 (см. (1.1 )). Тогда 

1) для f  6 Г *(Е п) =  Г*(Е п) Ո Со°(Еп) существуют палоякмтсльные числа 

е и С  такие, что

(2.3) 1/(01 ^  С  е~с л(€), при всех Հ €  Д",

2) если для распределения /  € Е' или /  € Տ' выполняется оценка (2.3), то

/  е Г * (^ ) .

Замечание 2.1. Известно (см. /5/, теорема 1.4-2), что Г*(П) \  {0} =  0 при 

do (Я) >  1.

Л ем ма 2.5. (см. [5], Лемма 12.7.7) Пусть P(D ) =  D m+ a iD m~1+ —+ a m- iD +  
От обыкновенный дифференциальный оператор с постоянными коэффициента­

ми, А =  maz{|A| : Р(А) = 0 } ,  В  =  тпох{|/тА| : Р(А) =  0}. Тогда для каждой 

пары (j, k) : j ,  к =  0 ,1 ,..., то — 1 для решения задачи Коши

P(D )vk(t) =  0, 1 1 ^ (0 ) . Л,*
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справедлива оценка \DlVk(t)\ <  2т (А +  1)1+т к е̂ п+^ \  1 =  0 ,1 ,....

3. Основной РЕЗУЛЬТАТ

Теорема 3.1. Пусть Я € Вп, Рт(£о, О ™ - однородный многочлен, гиперболи- 
чс.г.кий относительно {«?*(&, OJJL11 3 ֊  однородные многочлены, при этом 
многочлен Qj I i r - слабее многочлена Рт (j =  0 , l , . . . , m - l ) ,  Q =  Qn+—+Qm-i- 
Пусть многогранник Э е  Вп и натуральное число г  >  1 таковы, что г Я С 

9 . Лш любы® / յ  £ ГЭ(£'1) 0 ՜ =  0,1,..., rn -  1) задача Коши

(3.1) R(D o,D)u(t,x) =  [Pm{.Do,D) +  Q{Da,D]\u{t,x) =  0, t > 0

(3.2) -Dom(0, ж) =  fj(x ) j  = 0,1, ...tm  — 1 

имеет единственное решение из Г^(£Г*+1).

Замечание 3.1. Отметим, что аналогичная теорема доказана в работе /б/ Д. 
Калво в случае, когда Э =  г 3? для некоторого г 6 N, т.е. когда многогранники 

Я и Չ подобны и когда условия на младшие члены Q(£o,() =  ^ 4 խ 0.ո) Հօ° 
ставятся на каждый литом этой суммы.

Доказательство. Пусть Я (Д ),0  ֊  Рт (А ьО  +  Q(Do,£) обыкновенный диф­
ференциальный оиератор, зависящий от параметра Հ 6 Я". Обозначим через 
Fj(t, Հ) (j =  0,1,..., m — 1) решение следующей задачи Коши

Я (А >,О П *.0  =  0. £>nF(0,() =  Sj։k, * =  0 ,1 ..... m —1.

Хорошо известно (см., например [5], Теорема 12.7.5), что решение задачи Коши

(3.3) Д (Д ь О V(t,  О =  0, D iv(0 ,0  =  М а  j  =  0 ,1 ..... т  -  1

можно представить в виде

(3-4) * ( է , 0 » ] է / յ ( 0 . ^ ( է , Օ -
і=о

В силу лемм 1.1 и 1.2 существует число «і >  0 такое, что Д(£0 +  г т ,0  ^  0 для 
всех (£о,£,т) € Дп+а. с |£0 + 1 г| >  щ  (|£| +1 ) .  С другой стороны, в силу леммы 

1.3 существует число к3 >  0 такое, что |т| < к2Ля(0 для точек (£0, Հ, т) € R n+2, 

для которых R(fo+ i  г, О =  0. Поэтому в силу леммы 2.5 имеем для всех к 6 No 
и (J =  0,1, ...,m — 1)

(3.5) № յ ( է , 01 <  2т  [«1 (|£| +  1) +  i]fc+m֊J՝ etoM «)+i] HI.
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Отсюда, из представления (3.4) и леммы 2.4 имеем с некоторыми положительны­
ми постоянными С „ {J =  1,...,5) ( ниже tf(t,x) обратное преобразование Фурье 
функции v(t,£) по Հ )

\D ? D “H(t,x)\ =  =

=  (27r)֊n|Z>«° I  e«x* k av (t,t)d t\ < C \  J  |{*| \D S °v(t,$ \d t <
Л" Я”< c2 J /4(Q,o)(0MKI +1) + i]O0+m с“* <мо+і> ւ*ւ ԺՀ <

Л"

< С4 J  4<"*>+«о/-о<Э>К) e-C3fco(€)+C, Л,(€)(|і|+1) ^

Л"
Так как по условию теоремы г й  С Э, то Խ(Հ)/հզ(Հ)  сходится равномерно к О 
при |£| -> эс. Поэтому в силу леммы 2.2 для любого Т  >  0 и для всех է :\է\ < Т  

отсюда имеем с некоторыми положительными постоянными Cj =  Cj[T)  (j  =  
С, 7,8)

|Do" D°v(t, ,r)| < C0 J  /4 ((՞ 0,օ),5)(0  я"Ст Au(0 ԺՀ <
Л"

<  C^((“0,tt),,;i)+l[Jt((ao, a), Qf)]fc((«u,a),6 )

В силу леммы 2.3 это означает, что fl(i,x) € Ր^(£դ+1), где £+ +1 =  {(і,х),  է > 
О, X  6 Е 11}. Непосредственной проверкой легко убедится, что так полученная 

функция v(t ,x)  удовлетворяет уравнению (3.1) и начальным условиям (3.2), т.е. 

является решением поставленной задачи Коши. Единственность этого решения 

следует из теоремы Хольмгрепа (см., например [5], Теорема 12.7.2). Теорема 3.1 

доказана. □

A bstract. In this paper we prove existence of a unique solution of Cauchy problem 

in the inultiauisotropic Gevre spaces for a class of weighted hyperbolic equations with 

sufficiently general weight.
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А н н о т а ц и я .  В настоящей работе рассматриваются некоторые вопросы 
единстве!іпости для тригонометрических рядов и рядов по системе Хаара.
С помощью полусонных результатов изучается одна задача, поставленная 
П. Л . Ульяновым в 1964 году.

MSC2010 num bers: 42В25.
К лю чевы е слова: тригонометрические ряды; ряды Хаара, сдипстшлшость 
рядов Фурье.

1. В в е д е н и е

В настоящей работе изучается следующая задача, поставленная П. Л. Улья­

новым [2] в 19G4 году.

Гипотеза. Пусть Сп —► 0 и некоторая последовательность ■частичных сумм 

Sv, (z) =  £  спе2п"‘х тригонометрического ряда £  спс2*'пх сходится при
М  < V q  п

ѵч է +00 к конечной интегрируемой функции J  (я) осюду кроме счетного числа 

точек. Тогда ряд Հ2 сие2г%пТ является рядом Фурье функции /  (а:).
Ո

Справедливость гипотезы остается неизвестной даже в случае, когда /  (х) =  

О и требуется сходимость к нулю сумм SVf (і)  во всех точках х. В работе дока­

зывается следующее утверждение.

Теорема 1.1. Пусть £, \  0 тіі/, /  +оо (ѵ\ = 0J -  некоторые последователь­

ности натуральных чисел. Тогда существует последовательность Nj / •  +оо 

(N\ =  О̂ , N j 6 К } ,  такая, что если тригонометрический ряд

(1.1) Ы
Ո

удовлетворяет одному из условий

a) с„ =  0 при |п| 6 7 =  U j> lW ij-u N 2j),

b) (in = 0 при |п| 6 7е =  Uj>i[N2j ,N v+ i),
47 .
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а последовательность £ |щ <*, сходится к конечной интегрируемой

функции f (x)  всюду на [0, 1) кроме счетного числа точек, то (1.1) является 

рядом Фурье функции /(ж).

Из этой теоремы немедленно следует утверждение.

Следствие 1.1. Пусть ич есть некоторая последовательность натуральных 

чисел, такая что і/, /*  +оо при q -► +оо. Тогда любой тригонометрический 

ряд

(1.2)
Ո

с условием Сп -* 0 при |п| -» +зс, можно разбить на два ряда

(1.3)
ո ո

где Հ  + Հ  = с„, ժո = с„ или Հ  =  О, Հ  = с„ или Հ  =  О так , что если по­

следовательности 52|п|<і/, с?п е2"іпх, 5Zjnl<v, °уі при զ —>■ +оо сходятся к
конечным, интегрируемым функциям І\[х) и f t (x) всюду не [0, 1) кроме счет­

ного числа точек, то они являются, соответственно, рядами Фурье функ­

ций / і ( і )  и /շ(տ), и следовательно, ряд (1.2) является рядом Фурье функции 

f (x)  = f i (x)  + f u(x).

В параграфах 1-3 излагаются некоторые теоремы единственности для три­

гонометрических рядов и радов но системе Хаара, которые используются в 

доказательстве теоремы 1.1 и имеют самостоятельный интерес.

2. О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЯДОВ ПО с и с т е м е  Х а а р а .

Напомним определение системы Хаара {*ո(տ)ւ ո =  1 ,2 ,...}  на отрезке Т  = 
[0, 1).

Определение 2.1 . Двоичными интервалами назовем интервалы вида

Д„ =  Д І = р —  , — j ,  < =  1,2 .......2fc, * =  0, 1, . . . ,

где

(21 ) n  =  2fc+ t ,  l < i < 2 k, k = 0 ,1 ,2 . . . .
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Первая функция Хаара определяется *і (х) =  1. При ո > 2 имеем

( 2*/а при X  е  Д * # ,
* « ( * ) = <  - 2 к/1 при X  6 А?-Ѵі>

[ 0 при X  Հ Л ‘к.

Если Д =  Д£ есть некоторый двоичный интервал и имеем (2.1), то иногда

функцию Хаара Х п (х )  будем обозначить через хд(х).

Определение 2.2. Будем говорить, что ряд по системе Хаара
ОО

(2.2) ] Г  ацХц (*)
/і=1

обладает свойством А1), если существует последовательность к (q) /■ +оо, таг 

кая, что для любой последовательности двоичных интервалов A Ul э  ДМа Э . ..  

с условие»! 2к^  < цч < имеем

lim la,‘J  =  0.
ІМ Іо о

Теорема 2.1. Если ряд (2.2) обладает свойствам А і)  и некоторая последо­

вательность
Кч)

(2.3) Ацч) (х) = ацХи (*). I (Я) S  +оо,
p -l

удовлетворяет условиям

а) Ацч) (X) при q -» оо сходится по мерс к функции /  € L 1 [0, 1),

б) sup (ж)| < +00 для всех х, не принадлежащих счетному множе-
ч

ству {а:*} С [0,1),

то ряд (2.2) является рядом Фурье функции /  (і).

Эта теорема является обобщением следующего результата из работы [1].

Теорема (Талалян-Арутюнян, 1964). Если ряд (2.2) сходится к некоторой 

суммируемой функции f (x)  всюду на Т  кроме, быть может, счетного мно­

жества точек и для любой последовательности двоичных интервалов Д >4, Э

э . . .  имеем

lim =  О,
і-*°° ІІХм*. IL

то ряд (2.2) является рядом Фурье функции J[x) по системе Хаара.

Доказательство теоремы 2.1 опирается на следующие две леммы.



Л емма 2.1. Пусть ряд (2.2) удовлетворяет условию A l)  и х и € [0,1). Если 
некоторая -частичная сумма At (х ) этого ряда отлична от нуля на двоичном 

интервале Ді его постоянства, т.е. А, (х) =  d ф О при х  € Д і , то существу­

ют частичная сумма At, (х), կ  > I, и двоичный интервал Д ' постоянства 

этой суммы, такие, что

(2.4) Д ' С Д і, хо փ Ы и At, (х) Ф 0 при х  6 Д'.

Доказательство. Без ограничения общности можно предполагать, что d > 0. 

Рассмотрим функцию х/, (х) с носителем Ді- Очевидно h > I. 0бозна>шм через 

ձ չ  и ДГ те половины Ді, где, соответственно, aj,xi, (і) > 0 и at,xt, (г) < 0. 

ТЬгда d  + at, xt, (x) ^  d Щ>и x £ Д ?  и d  +at, xi, (x) < d  при x  €  Д ^ . Если
d  + at, xi, (x) > d ,  X  6 Д+ и d  + at,xt, (x) Ф 0, x  G Д ^ , то легко видеть, что

требование леммы выполняется. Если же d  + ai,xi, (х) = 0 при х  6 Д ^, то 

d  +  a i , X h  (х ) =  при X  £  Д]1՜. Продолжая этот процесс, нетрудно заметить, 

что возможны два случая

1) существуют կ  < 1շ < ... < Іт, такие, что

d +  <4, Xi, (х) +  ... +  aLtXim (х) > d при х  € Д £ ,

d + at, xi, (х) + ... +  (х) ф 0 при х  е  Д,~ ,

где Д(„, — носитель функции хіт (х),

2) существует последовательность вложенных интервалов Д լ, Э Д|а D ... э  

ձլ„  Э ..., такие, что |Д /„| =  -  |Д(т_, |, т  =  1 , 2,... и пмеем atmxi„ (х) =  2md.

В первом случае требование леммы выполняется мгновенно.

Во втором случае получаем, что в каждом промежутке 2k^  < j  < 2ь(ч)+1 

начиная с некоторого qu найдется функция а;і(,)Хм(,) (х), 2 ^ ч) < ц  (q) < 2fc(»)+1, 
такая, что при ղ > qo имеем

(2-5) І“м(«)І ІІХмОІІоо >  о  • 2fc(e),

где С — постоянная. Следовательно,

<2-6) l f e ? L i C > 0  ”р и , > ® "

Неравенство (2.6) противоречит условию А1). Лемма 2.1 доказана. □

Л ем м а 2.2. Пусть ряд (2.2) удовлетворяет условию А1) и последователь­

ность его частичных сумм А ц^  (х), I (q) У1 +оо, сходится по мере к функции
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/  (х) 6 L \T ) .  Пусть, далее, ряд ԳՀ» (*) является рядом Фурье функции
м

/(х ) ,  т. t.

(2.7) գ  =  J  ք (х) (х) dx,
Т

и некоторая частичная сумма Ві (х) ряда

(2-8) 5Z bMX/.(*), Ьм =а,1- с І/<
/*

отлична от нуля на некотором интервале Д его постоянства. Тогда если 

хо 6 Т, то для любого М  > 0 и натурального N  существуют частичные 

суммы и А[(ч)(х), q > N, рядов (2.2) и (2.8), а также интервал

постоянства Д ' этих сумм, такие, что Д ' С Д, хо փ Д ' и

(2.9) |ճ,(,) (х)| > М  при X 6 Д ', Вцч) (х) փ 0 при х  € Д'.

Доказательство. Отметим, что так как см =  0{s/n),  ряд £  ЬцХі։ (*) тоже удо- 

влетворяетусловию Ах). Пусть Քլ (х) փ 0, х 6 Д, где Д — интервал постоянства 

суммы Ві (х). Применяя лемму 2.1, найдем сумму Ві՛ (х), I' > I, и интервал Ді 

постоянства этой суммы, такие, что

(2.10) I' > /, Вѵ (х) =  di ф 0, X е  Д і, Ді С Д, хо փ Д і.

Пусть % выбрано так, что I (q) > I' для всех q > q0. Из (2.10) следует

(2.11) J  Ві՛ (х) dx = d i- |Д і| փ 0,
Д і

а из условия I (q) > l \  q > qo, следует

(2.12) J  Вцч) (x) dx = J  Bv (x) dx =  d , - | A , | ^ 0, Vg > g0.
Д і Ді

Предположение, что для некоторых фиксированных М  > 0 и натурального N  

имеют место неравенства

(2.13) |Л,(„ ( х ) | < М ,  Ѵ х б Д ь

дли всех q > max {go, N }  не верно. Действительно, так как по предположению 

Ацч) (х) при <7 —► оо сходится по мере к функции / (х ) ,  из (2.13) получаем

(2.14) J  |Aj(9) (х) -  f { x ) \d x  =  0.
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С другой стороны имеем

Г

Так как Вт  (х) = А1{ч) (х) ֊  S,M  (*), из (2.15) и (2.14) следует

(2.16) Д™ J  |в і(,) (х)| rfx =  0.

Условие (2.16) противоречит равенству (2.11). Следовательно, для любого М > 

0 и N  существует q > N, такое, что на некотором интервале Д ' С Д і, где Д' 

интервал постоянства сумм Ацч) (х) и Вцп) (х), выполняется неравенство

При этом, так как Ді С Д и хо փ Д і, согласно (2.10), выполнено Д 'с  Д и  

xq փ Д '. Из псравепства (2.17) следует, что |Л/(7) (х)| > М п (х) ф 0 при

Доказательство Теоремы 2.1. Пусть условия Теоремы 2.1 выполнены, но ряд

(2.2) не является рядом Фурье функции / (х) .  Это означает, что некоторые 

коэффициенты =  ս1է- գ  ряда (2.8) отличны от нуля. Пусть {х*}“ х — счетное 

множество точек из Т  =  [0,1). Некоторая частичная сумма Ві (х) ряда (2.8) 

отлична от нуля на некотором интервале Д постоянства этой суммы. Пусть 

Мі > 0, Мі /■ +00 и М /  +00 при t ֊> + 00. Применяя Лемму 2.2, определим 

5і > A'i , такое, что

И»<<ц)(х)| > Ми S /(7l)(x ) # 0 ,  X 6 Ді, Д і С Д ,  х і ^ Д ь

где Ді — интервал постоянства сумм АцЧі) (х) и B/(q։) (х).

Предположим, что определены АцЯі) (х), Вц^)  (х), 1 < * <  р, такие, что 
qi> Ni и

К ы  (*)| > м і> B l M  (х )  Ф  °< х б Д , ,  Д( С Д и ,  хі ^Ді ,

где Д; - интерпал постоянства сумм АцЧі) (х) и (х). Применяя Лемму 2.2 

для суммы ВцЯр) (х). найдем суммы АцЧр+1) (х), В/(Чр+1) (х) и интервал Др+і их

постоянства, такие, что qp+i > Np+l, Др+і с  Др и

М к 7і>+і) ( а ' ) |  ^  М р + 1 , В ц Ч г+І) ( і )  փ  О , X  €  Д р + ь  Х р + 1 0  Д р + 1 .

(2.17) И ад  (х)| > М,  х б Д ' .

X € Д'. Лемма 2.2 доказана. □



Итак, существует последовательность и  интервалы Д<, такие, что

Д, интервал постоянства суммы (ж), Ді+1 с  Ді д л я  всех г, ц  փ Д,-. 

ТЬгда точка х, принадлежащая всем Д<, отлична от точек {х#}“ 4 и

1ітн ир |Л /(,) (ж)| =  -boo,
д-*оо

что противоречит условию теоремы 2.1. Следовательно, ар =  c/t для всех ц. 
ТЪо{>ема доказана. □

3. Н е к о т о р ы е  т е о р е м ы  е д и н с т в е н н о с т и  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  р я д о в .

Рассмотрим тригонометрические ряды

(3.1) Е  Спе2тпх, Сп -К ) ири |п| / •  +оо.
Ո

Обозначим
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(3.2) F  (ж) =  с +  сох +  Е  ~ ֊ е'  °п  с2ігіпх
2піп

где F  (ж) — сумма ряда, полученного формальным интегрированием ряда (3.1), 

а запись будет обозначать, что в сумме ո փ 0. Очевидно, ряд (3.2) сходится 

в метрике Լշ(0,1) и почти всюду определена на Т. Обозначим

(3.3) a.V, ) [t) = J  SN (x + t )x, , (x)dx .
т

Имеем

а{" ] {t) =  f  SN (x + t) Хц {x)dx = E f  cne2’rin(l+t)x^ (ж) dx 
t

= E с-1 /
NSW \ Հ  j

где А,, носитель функции х» (x )- Отсюда при ц > 2 получаем

Հ «  « > = £ '  Հ է  [(«“ " ^  -  < ? ՝ ^ )
|п|<ЛГ

(3.4) -  (e2™ %  -  e2̂ 2̂ - ) ] ,,2 Kint

2 irin
|n | <N

где

(3.5) Рщі =  (e2™ 2̂  -  -  eMn2^ ) .



А. А. ТАЛАЛЯН54

Исчезновение члена с номером ո =  0 в сумме (3.4) объясняется тем, что каждая 

функция Хаара с номером ц > 2 ортогональна постоянной функции. Легко

видеть, что

(3.6) ІА.мІ ^  "й*1 {4- ^ г }  Л™ всех ^  и ” •

Очевидно, что при N  -* оо, (է) сходятся в метрике Լշ к функции

(3.7) «„(է) =  ІЫІоо Е '  ֊
Ո

Т.Ѳ.

(3.8) /  К  (‘) ՜  И  'Й =  0-
т

и поэтому коэффициенты (է) определены дня почти всех է € Г. Имеем

(3.9) /  |а„ (0 |2dt =  ІІХмІІЬо Е '
J .  Ո

Будем рассматривать ряд

(3.10) Е “м(0 хЛ *).

которую назовем рядом соответствующий ряду (3.1). Обозначим

(3.11) A£F(x +  0  =  F ( £ + i ) - F ( ^ i .  +  * ) ,

Имеем

g2tr int

(3.12, -  «. +  щ Е '  ֊ К

(8.13) ] ^ E '
ДЯ N<«

Отметим, что для любого фиксированного интервала Д£ функция (3.12) при­

надлежит L2(T) и следовательно, определена діш почти всех £ € Т. Для фик­
сированного Д£ имеем

(ЗЛ4> J S . /  ^ ա է Զ - | ձ | / տ" ( 1  +  1)՚է'  Л  =  0 -‘*1 
ді

Л емм а 3.1. Существует множество Eq C T ,  |£Ь| =  1 , такое, что для всех 
է 6 Ео выполняется равенство

(3.15) Е  аѵ (է) Хіл (г) =  M r  *) ^  любого Д£ при х  € Д£.
#ւ<շ* I fcl



Доказательство. Действительно, согласно (3.3), имеем

(3.16) £  «W  (4) х„ (г) =  ™  /  Яуѵ (« + 1).
л<а- |А^ / г

Переходя к пределу при ЛГ -» оо в равенстве (3.16), согласно (3.8) и (3.14) 
получим, что для любого А І

Y 1  а„ № Х,1 (*) =  —:Տ | + я  6 Д’ ,
fj<2L '

для почти всех է 6 Т.  Лемма 3.1 верна. □

Л ем м а 3.2. Если ряд X!a/<(*)x*j (х) соответствует ряду ^2cne2lriux, и по­

следний ряд есть ряд Фурье функции /  (х), то для почти всех է е Т  имеем

(3.17) ^ 2  ам (է) Хц (х) =  7-ГрТ j  /  (х + 1) dx, для любого Д£ при х  6 Д£.
р<2‘ д»

Доказательство. Рассмотрим (С,1) средние

1 N
(3.18) <т.ѵ (х + 1) = Sv (х + 1),

ѵ=0
где

(3.19) S„ (х + 1) = спеМ п х̂+і).
\п\<ѵ

Известно, что ծտ՛ (х  + 1) при N  -4 оо в метрике L1 сходится к /  (х + 1) на Т 

для всех է 6 [0,1). В частности, для всех է 6 Т  и для всех Д£ имеем

(3.20) Ііш I  p n  (х + 1) dx = I f  (x + 1) dx.
N-*oo J  J

дг
С другой стороны,

(3.21) У  ON (х +  i) dx =  ֊ - — J  Sv (x +1) dx.

Далее, согласно (3.13) имеем

(3.22) I  Sv {x +1) dx = со |Д£| +  Y !  շ ՜  (е2’гіпр/а* -  е2™ (я-і)/2к) е2™ ‘,
Д Р  Н < «

и поэтому, левые части (3.21) представляют собой (С,1) средние порядка N  

ряда

(3.23) со |Д£ I+  J ] ' —  (е2’"՛'*/2* -  eW ^p- Ч /* )  е2™ ',
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который сходится в метрике Լշ на [0,1) к ( і  +  0- Следовательно, правая 
часть равенства (3.21) сходится в метрике Լշ  на Г  =  [0,1) к A ^F  (г + 1) для

любого է € [0, 1).
Следовательно, согласно (3.20), будем иметь

AjF(z + t) = J  f{x +1) (Ь
К

для почти всех i G Т  и для всех Д*. Лемма 3.2 доказана. □

Л емма 3.3. Пусть имеем два ряда

(3.24) и где К \  < М,\Ъи\ < М,Чп,
Ո  п

и пусть ряды

(3.25) (*)*/»(*) u Е ^ ( * ) Х м ( * )

соответствующие им ряды по системе Хаара. Тогда ряды (3.24) совпадают 

тогда и только тогда, когда для почти всех է е Т  совпадают ряды (3.25).

Доказательство. Если Сп = Ьп для всех п, то, согласно Лемме 3.1,
շ k շխ

5 3  a ,i  №  =  ідрі f  f  (Х ~Ь՜ t ) d x  =  dft  ( t )  Х ц  (ж), X  G Д£,
/«= і д=і Հ

для почти всех і б Т и  для всех Д£. Тогда, очевидно, а,, (է) =  (է) для почти

всех է н для всех ц, т.е. ряды (3.25) совпадают.

Обратно, пусть (է) =  (է) для всех ц  и для всех է е  Ео, |2$յ| =  1, Eq С Т.
Тогда имеем

ДvkF {x  + t) = co-2~k + Е  ~ Д £ ( е 2*і,и:)е2,г<п‘
(3.2С)

=  Ьп.2֊* +  Ѵ*
2irinп

для всех Д* и для почти всех f. Из равенства (3.26), так как {е2,г<п1} орто- 
нормироианная система, следует

(3.27) со = bo и 2֊ Д [ ( с И и ) =  ^ ֊ ^ Д ^ е 2̂ ) ,  Ѵп ^  0

для всех Дк. Для любой фиксированной пары Сп и Ьп существует интервал 

Дь, такой, что &1(е2*1Т1Х) Ф 0. Следовательно, со =  Ьо и Сп =  Ьп для всех п. 
Лемма 3.3 доказана. ը
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=  Ьо • 2-* +  £ '  А - д 2(е2« - )е2- п ‘



Теорема 3.1. Д ля  того, чтобы ряд '£,спе2*іпх, |сп| < М , был рядом Фурье
Ո

интегрируемой на Т  периодической функции /  (г), необходимо и достаточно, 

чтобы для почти всех է € Т  соответствующий ряд ам (է) Хц (х ) был рядом 
Фурье функции f  (x + t), х  Е Т .

Доказательство. Пусть £ c n c 2,r<njc есть ряд Фурье функции /  (ж). Согласно
Ո

Лемме 3.2, имеем

У. аи (0 Хч (х ) =  |̂ г| J  f  (x + t) dx, ւ6ձ[ для всех £Հ.
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/і< а‘

Это означает, что ряд 5Z (է) Хц (я) Для почти всех է является рядом Фурье
я

функция /  (x + t).

Обратно. Пусть ряд £  (է) (х) являегся радом Фурье функции f ( x  + t)

для почти всех է, где /  (х) — интегрируемая на [0, 1) периодическая функция.

Рассмотри»! ряд Y, Ьпе2,г<'“ , где bn = f  /  (х) e2ninxdx. Если ряд £  d^ (է) х,, (х) 
п т II

соответствует ряду ^2Ьпе2пшх, то имеем
Л

Е  d'* W »  (*) =  ТХрі /  /  (х՜ + f) Vl 6 ЛЕ> ѵ л іь
1 *՚Հյ

для почти всех է. Но имеем также

5 3  w  (*) =  Шм [  f  (x + t) dx, Vx 6 Д£, ѴД?.

Следовательно, ам (է) =  d<t (i), для любой ц  и дня почти всех է. Согласно Лем­

ме 3.3 будем иметь Сп = Ьп для всех п. Теорема 3.1 доказана. □

4. П р и м е н е н и е  р я д о в  Х а а р а  

Теорема 4.1. Если коэффициенты тригонометрического ряда спе‘2птх стре-
Ո

мятся к нулю, т.е.

(4.1) lim \cj\ =  О,
Ы-ЮО

то соответствующий ему ряд (է) Хц (*) обладает свойством А1) для 

почти всех է, т.е. существует последовательность k (q), где к (д) /~  +оо при 

զ -¥ + 00, такая, чѵш для любой последовательности двоичных интервалов
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Д ^ , D  Д /յ-յ Э : условием 2kM < < 2fc(,)+1 имеем

a<i‘’ (п— =  0 для почти всех է € Т.
<4-2) j s s - r a

Для доказательства теоремы докажем следующую лемму 

Лемма 4.1. Если Сп -► 0, и ряд £  օ„ (t) (*) соответствует ряду £  с„е
U Ո

,2w»nx

mo

(4.3) Д п _  J  |a ;,  (i)|2 dt =  0.
Г

Докозатпсльстпѳо. Согласно (3.9), имеем

(4.4) JT |aM (t)|2dt =  i m L  г  й ^ І /W I2 <  д Г  Й & ІА .М І3.

где і9п#1 определены в (3.5) и удовлетворяют условиям (3.6). Имеем
(4.5)

Е' Й^Ы’+Е'Й^М*
ո  М < л / Д  > / 7 * < М < м  | п | > / а

«•«> -Е,+Е,+Е,-
Из (3.6) получаем
(4.7)

E , s °  Е '  * < * * * .
М<>/Р

(4.5)

Е, - ch-j!%|Сп|1 ՛ |пЕ Դ  - ՝ 5>’տ ° “՜'  ՛
(4.9)

E.sofflgw* Е
|ч |> д

Из (4.5), (4.7) (4.9) следует (4.3). Лемма 4.1 доказана. □

Доказательство Теоремы Հ.1. Теорема 4.1 легко следует из леммы 4.1. Дей-
ОО

ствителыю, пусть еч 0, £  еч < оо. Из (4.3) следует, что для некоторой
ч= і

последовательности k (q) / •  +оо имеем
д=аК»)+і

/  £  Ы * ) І 2л
(4.10) 7 > =2и«)+1

շ *(?) Հ £1։



Из (4.10) следует существование множества Е о С Т ,  |£Ь| =  1, для которого
ĉ=2fc<9) + 1

£  Ы *)|2

<4Л1> -------- =  °-

Отсюда получаем, что (4.2) выполняется для всех է е Eq. Теорема 4.1 доказана.

□
Комбинируя Теоремы 2.1, 3.1 и 4.1, получаем 

Теорема 4.2. Пусть с„ —► 0 и ряд £  в/і (і) X/* (*) соответствует ряду £  Спв2'*”*.
^ ո

Пусть, далее, для почти всех է е  Е, гле Е  С Т , \Е\ = 1, существует после­
довательность

Ацп) (х > է)=  Е  а<‘ W Хм С2), і (<?) /*  + 00, (/(g) зависит от է) 

такая, что выполнены условия
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а') (ж,է) при <? —> оо сходится по мерс на {х : і е Г }  х /  (х + 1), где

f (x)  суммируемая функция,

Ь') sup |ճ |(9) (яг, է) I < +00 для всех х, не принадлежащих счетному множе- 
ч

ству E t C T .

Тогда ряд £  Спе2",пх является рядом Фу]ѣе функции J  (х ).
Ո

5. Д о к а з а т е л ь с т в о  Т е о р е м ы  1 .1

Л ем м а 5.1. Если е„ \ 0  при п —> оо, то для любых к > 0 и N  > 2зк имеет 

место неравенство
շ

(5.1) [  max
x £ l

2Е М 4)Хм(*) -  Е ам°(*)Хм(*) dt Հ C (£n )
/і<2к

для всех X 6 Т  и для всех последовательностей {с„} с условием |с,і| < е„.

Доказательство. Возьмем любую точку х  е  Т. Имеем
к

* €  р | Д д, ,
յ*=0

где Т  = Д /1(1 Э Дм, Э . . .  Э ДМк есть последовательность двоичных интервалов 

с |Д ^ |  =  2՜ յ . Очевидно, что каждая сумма из (5.1) постоянна на Д ^  и среди
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первых 2к функций Хаара в точке х  отличны от нуля лишь функции \ і  =  1 и 

ճ ձ Իյ. J =  0,1, 1- Отсюда получаем

շ

/ dt

(5.2)

У, а,Л*)хЛх) -  Е  ам°(*Ш*)
/<<2 ‘

|n|>w \/*=l )

47Г2П2 .|n|>W \  І=0

Если имеем также TV > 23fc, то

|n|>N

Ы 2
i n 2 ո 2 ՚

(5.3) / Е  ам(*)Хм(ж) ֊  Е  в{,Л)(*)Хм(*) 
^<2* ^<2‘

dt < С ■ 2 ՜ (ем) , х е Т ,

где С - абсолютная постоянная. При разных значений і б Г в  интеграле (5.3) 

получаются всего лишь 2fc разных функций от է. Отсюда сразу же получаем

(5.1). □

Л емм а 5.2. Пусть г) > О, N  > 0, к > 0. Тогда существуют к' > к, N ' > 

N , N ' е  {j/,} такие, -что для любой последовательности {сп}, для которой 

|сп| < £|ոլ и Сп = 0 при N  < |п| < N ', выполняется неравенство

(5.4)

где Е  С Т, |£ | > 1 — т).

a»(t)x»(x) -  SN'(x + t)
м<2*'

< Т7, Ѵа; 6 Т, Wt 6 Е,

Доказательство. Возьмем к' > к так, чтобы кусочно постоянная функция 

(5.5) d* (*, х) =  j—  J  SN(u +1) du, Vx € Д£,, 1 < p < 2*',

*  К

удовлетворяла неравенству

I^Mt.x) -  S n ( x  + t)| < 77/ 2, VxVt,
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для всех последовательностей {с„}, |сп| < в|„|. По лемме 4.1 существует N' > 
N, N' € {ѵч}, такое, что

շ
(5.7) /  max

Jt
dt < r/3/4.

Действительно, для этого N' надо взять так, чтобы было N' > 2ак' и С(елг')2 < 
»73/ 4  (с м . (5.1)). Далее определим

Е =  < է € 71: max 
I *67’

< 7 ? / շ |  .

Используя неравенство Чебышева, из (5.7) следует |£ | > 1 — т), а также

(5.8) < Т//2, Ѵх е т, vt е е.

С другой стороны, если с„ =  0 при N < |п| < N', то имеем

(5.9) SN‘(x + t) =  Sw(a: +  t), 

а из (5.5) получаем

aMN ) (% м(*) =  Ш П  /  5" '( м +  i) <*м =  М * ,я ) ,
(5.10) м<2к' ‘' ля,

Vx€ At.VAjJ,, I < р < 2 к‘.

Согласно (5.10) и (5.9) имеем

(5.11) e£W,)(t)Xi«(*) -  5*'(տ + 1) =  rffc'(4,я) -  Sat(x + t). 
m<2*'

Из (5.11) и (5.6) следует

J 2  alN )(t)Xn{x) -  5лг'(і + 1)
ր < 2 Խ'

(5.12)

Из (5.8) и (5.12) сразу же получаем (5.4).

< 77/ 2, Ѵх 6 Т, Vt € £ .

Доказательство Теоремы 1.1. Последовательно применив лемму 5.2.. найдем 

последовательности kj /■ +оо, Nj /*  +оо, Nj 6 {і/ч}, множества Ej С Т, 

|jE7j I > 1 -  2 ՜ յ , такие, что если ряд (1.1) удовлетворяет одпому из условий а) и
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b) теоремы 1.1 , то, соответственно, выполняется одно из неравенств
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(5.13)

Е  “/*(*) Х м(*) -  5лг« (* + о
ц<2кѴ

< 2~j , Ѵж 6 Г, V» 6 Ej,

< շ - Հ  Vs 6 Т, Vt e Sf5 3
;l<2k3j֊l

при j  =  1,2,... .  Далее обозначим

« = Ս Ո ^
*>1j>fc

Очевидно, что |£ | =  1. Предположим, что ряд (1.1) удовлетворяет одному 

из условий а) и Ь). Без потери общности можно предполагать, что это есть 

условие а). Далее предположим, что последовательность £|п|<̂  c„e2rtnx схо­

дится к конечной интегрируемой функции f [x)  всюду на [0. 1) кроме точек 

из некоторого счетного множества А. Тогда из условий (5.13) получаем, что 

последовательность

Akj{x , t )=  5 3  «м(*)Хм(®)
/է<շկյ

для всех է е  Е  будет сходится к f (x+ t)  для всех х  пе принадлежащих счетному 

множеству At = է + А. Отсюда легко усмотреть, что для ряда

Е м о х л * )

выполнены условия теорем 3.1 и 4.2 и поэтому ряд (1.1) будет рядом Фурье 
функций f[x).  □

Доказательство следствия 1.1. Применив теорему 1.1 при еп =  max|j|>„ |с,-|, 

найдем последовательность {N^} С {щ}, удовлетворяющая условиям теоремы
1.1. Определим

Հ  _  j  °п  е сл и  П €  ^ ( Л Г а д .Л Г а д . , ]
(5.14) 1 0 если n e \ J j t i [ N V - UN2j]

Հո = Сп —

Легко усмотреть, что тогда ряды (1.3) удовлетворяют, соответственно, услови­

ям а) и Ь). Применив теорему 1.1 для каждого из рядов (1.3), мы получим, что 

оіпі являются рядами Фурье функций /і(а:) и /շ  (ж) и следствие будет установ­
лено. □
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A bstract. In this paper we discuss some uniqueness questions for trigonometric 

series and for series in Haar system. The obtained results are used to study a 

problem posed by P. L. Ul’yanov in 1964.
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1. Introdu ction

We consider the Dirichlet problem for degenerate ordinary differential equations 
of the form:

(1.1) Lu = (-1  r ( f u (m))(m) + fl(-l)ra- 1(te- 1u(m))<m- 1) +  ptpu = /(*),

where t 6 (l;+oo), m e N, a փ 1,3,...,2m  — 1, fi < a — 2m, a and p are real 
constants, and /  6 Լ շ - 0 1̂ , +oo).

The dependence of the setting of boundary conditions relative to t for t =  0 on the 
order of degeneration a  and on the sign of number a was first noticed in the paper 
by M.S. Keldysh [1] for degenerating into parts of the boundary of a second-order 
elliptic equation. The case m =  l, /9 = 0, 0 < a < 2  was studied in the papers by 
A.A. Dezin [2] and V.V. Kornienko [3], while the case m = 2, /7 =  0, 0 < a < 4  was 
considered in [4] (on a finite interval). Notice that the problem (1.1) in the case where 
A = 0 has been studied in the paper by L. Tepoyan [5].

The present paper is structured as follows. We first define the weighted Sobolev 
spaces W£n(l,+oo), and discuss some properties of functions u 6 W£'(l,+oo) and 
embedding theorems. Notice that weighted Sobolev spaces on infinite intervals have 
been studied, in particular, in the papers by L.D. Kudryavcev [6] and RA. Zharov
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[7]. Then we define the generalized solution of the Dirichlet problem for equation
(1.1) and study the spectral properties of the corresponding operator. Finally, in the 
special case where j3 = -2m, we describe the domain of definition of the selfadjoint 
operator. .

2. W e ig h t e d  S o b o l e v  spa c es  Й™(1,+оо)

Denote by Cm[l,+oo) the set of functions from и e ^ " ‘[l.+oo), satisfying the 
boundary conditions:

(2.1) i / fc)(l)= i* (fc)(+oo) =  0, b O , l , . . . , m ֊ l ,

and define the space W J'fl, +oo) to be the completion of Cm[l, +oo) by the norm

The inner product in 1У™(1,+оо) we denote by {u,v}a = t /m)), where
(-,-) stands for the inner product in Լշ(1, +oo). Observe that for any function u e 
1*241, +oo) and any number to 6 [1, +oo) the boundary values (to) and uW(l) = 
О, к =  0 ,1 ,..., m — 1 exist (see [8]). The proofs of the next two propositions can be 
found in [5].

Proposition 2.1. For functions и e WJ*(1, +oo), a  /  1 ,3 ,..., 2 m -l, the following 
inequalities are satisfied:

(2.2) |»W(i)|> < C1tam_afc" 1֊e| | t t | | ^ {li+eo), t  =  0 ,l .......m - 1 .

It follows from Proposition 2.1 that in the case a  > 2 m -1 (weak degeneration), we 
have ս^Հ+օօ) =  0 for j  =  0 ,1 ,..., m — 1, while for a  < 2m- 1  (strong degeneration) 
not all conditions u^(+oo) =  0 are "preserved". For instance, for 1 < a < 3 after 
completion only the condition u^m֊1^(+oo) = 0 is "preserved”, and for a < 1 all the 
values u^(+oo), j  =  0 ,1 ,. . . , m -  1, in general, can be infinite.

Let £ 3,0(1 , + 00) := { /; J*°°<^|/(0I2*  < +00 j .  Notice that for £1 < fa we have 
the embedding Լշ,0, ( 1 . +oo) С Լշ, 0,( 1 , +oo).

Proposition 2.2. For в  < a - 2 m the following continuous embedding holds:

(2.3) U'0m( l ,+ 00) С L2i;S(l,oo), 

which is compact for 0 < a -  2m.
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Notice that the embedding (2.3) is not compact for f) = o -2m , and for & > a - 2 m 
it bib. Let d(m, a) =  4~m(a -  l)3(a -  3)2 ■ ■ ■ (a -  (2m -  l))2. It is worth to note 
that in the paper [10] was considered a question concerning the number of real roots 
for a polynomial with constant term d(m, a). Using Hardy inequality (see [6]) it can 
be shown that (see [5])

(2.4) tn|u(m)(t)|2 dt > d(m, a) t“- 2m|u(t)|a dt.

It is important to note that in the inequality (2.4) the number d(m, a ) is exact. Abo, 
as an immediate consequence of the inequality (2.4), for any թ < at — 2m we have

(2.5) — ^(m' a )llMll^.(i(i,+oo)-

3. D eg en era te  nonselfadjoint  d iffer en tia l  equations

Now we define a generalized solution of the Dirichlet problem for equation (1.1) 
for o ^ O.

Definition 3.1. A function и 6 Й^*(1,+оо) is called a generalized solution of the 
Dirichlet problem for equation (1.1), if for any v 6 WJJ*(1, +oo) the following equality 
is fulfilled:

(3.1) {«,*}„ + a(—l)"‘- 1(t“- l«("‘),«(m- 1)) + p ( t \ v )  = (/, v ) .

For the proof of the next theorem we refer to [9].

Theorem 3.1. Let the following conditions be satisfied: 
a(a — 1 ) >0,

(3.2) cl
7 =  d (m ,a )+ -(a -  l)d (m - l , a - 2) + p > 0.

Then a generalized solution of the Dirichlet problem for equation (1.1) exists and is 
unique for every f  € Լշ,_0(1 , +oo).

The definition of a generalized solution usually generates some linear operator 
£  : £շ,0(1 ւ +oo) —> Z<2,_^(l,+oo) with dense in Լշէթ(1 , +oo) domain of definition 
D(L) С +oo) (see [5]). To obtain an operator acting in the same space, which
b  necessary from spectral theory viewpoint, we define the operator L =  t~eL, D(L) = 
D(L). It b  clear that the operator L acts in the space Լշ,թ{\, +oo). In [9J it was proved 
that under the condition (3.2) the inverse operator L ՜1 b  bounded in +oo)
for P < a — 2m  and b a compact operator for fi < a — 2m.
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This, in particular, implies that for /? < a -  2m the spectrum of the. operator L is 
discrete.

For the conjugate to (1.1) equation

(3.3) ' S = ( - l ) m(*°i;<m>)(m> ֊  a ( - l ) m- 1(i° -M m- 1>)<m> + pt^v =  g{t),

where g 6 Լշ,_/յ(1, +oo), a generalized solution of the Dirichlet problem is defined as 
follows:

Definition 3.2. A function v e +oo) is called a generalized solution of the
Dirichlet problem for equation (3.3), if for any и e D(L) the equality (Lu,v) =  (u,g) 
is fulfilled.

Now the existence and uniqueness of a generalized solution of the Dirichlet problem 
for equation (3.3) for any g € Լշ.-/»(1> +°°) follows from Theorem 3.1 and boundedness 
of the operator L~l (see [9]). As above, we define the operator S =  t~&S, £>(S) =

О Д -

Rem ark 3.1. For a < 1 every generalized solution v 6 Լշ,^(1, +oo) of equation
(3.3) satisfies the condition:

(3.4) ( t ° - 1|«(m- 1)(0 l2) l t = +oo =  0.

Also, notice that for a generalized solution и e WJ*(1, +oo) of equation (1.1) for 
a  < 1, it can be guaranteed only the finiteness of the left-hand side of (3.4). This is 
some analog of the Keldysh theorem (see (lj).

Proposition 3.1. The spectra of operators L,S : Լշ,/տ(1, +oo) —> £-2,0(1 , + 00) lie on 
the right half-space.

Proof. Since S =  L*, it is enough to prove the proposition for the operator L. 
Let ReA < 0, /1 =  t~pf  and /  6 +oo). Then we have /1 € Լշ,/տ(1, +oo).
Consider the equation Lu — Ati =  f \ . In view of the definition of the operator L, the 
last equation can be written in the form:

(3.5) L u - X tpu = f, / 6  Լշ,_/»(1,+օօ).

Prom (3.1) for V = и we obtain

{ u ,u } e  +  a t - i r ^ ^ ' - V ”0 , U("*-H) +  (p _  A ) ( t 4 u )  =  ( / ,u ) .
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It follows from the last equality and the proof of Theorem 3.1 (see [9]) that under 
the conditions (3.2) and ReA < 0 the equation (3.6) is uniquely solvable for any 
/  6 Լշ,-0(1 , +oo), that is, the equation Lu -  Au =  f \  is uniquely solvable for every

h  £ L iA 1՛ +°°)- D

4. D e s c r ip t io n  o f  t i i e  dom ain  o f  d e f in i t io n  o f  t h e  d e g e n e r a t e  

SELFADJOINT DIFFERENTIAL EQUATION

Consider the selfadjoint differential equation

(4.1) Lu = (—l)m(tau(mtym* + ptfu  = f(t), f  6 Lj.-zKl.+oo), P < a — 2m.

Define a generalized solution of the Dirichlet problem for equation (4.1) as in the 
Definition 1 (for о =  0). Now consider the special case of equation (4.1) for p = 0:

(4.2) Bu = (~1)т( Ы тУ т) =  / ,  / е і 2,_л(1,+оо).

Let В = t~&B, D(B) = D{B). In paper [5], it was proved the unique solvability 
of the Dirichlet problem for equation (4.2) for every /  € Լշ,-&{ 1, +oo), as well as, 
the positiveness and seif-adjointness of the operator В : Լշ,0( 1, +oo) -+ Լշ։թ{1, +oo), 
and the boundedness of the inverse operator B՜ 1 : £ 2,0(1 , + 00) -* Լշ,,Վ1, +oo) for 
f) < a -  2m and its compactness for f} < a -  2m. Thus, for թ < a -  2m the 
operator B՜ 1 is compact and selfadjoint. Therefore the spectrum of the operator В 
for 0  < a - 2m  is discrete and the system of eigenfunctions is complete in Լշ,/յ(1 , +oo) 
(see [1 1 ]). Also, notice that the spectrum of the operator В for 0  =  a — 2m is purely 
continuous and coincides with the ray (see [5]):

a( B) = <rc(B) =  [d(m, a);+oo).

Now we give the description of the domain of definition of the operator L for 
Բ =  —2m, that is, consider the equation

(4.3) Lu ֊  ( - 1 )"‘( ( '-и Н )Н  + p t-2rnu = /) f e  Խ 2m(li +oo))

а Փ 1 ,3 ,..., 2m—1, a  > 0. Observe that D[B) =  D(L), hence it is enough to describe 
D(B).

Theorem 4.1. The domain of definition of the operator В consists of functions 
и 6 WJ*(l,+oo), for which the value u(m֊1)(+oo) is finite for \  < a < 1 , and for
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2m — 2k — 2 < a < 2m — 2k — 1, к =  0 ,1 ,.. . ,m — 2, the values tt^(+oo) also are 
finite.

Proof. Let m > 2. To find a general solution of the equation

= f(t)

observe first that
1 r+OO

t a Ulm )( t )  = jjj J  (T ֊  t)m֊1/( r )  dr + Cq + C \t + . .. +  Cm—l t m ~ ^.

Let 5 < a  < 1. It follows from и 6 W£‘(l,+oo) that 6 L2(l,+oo). It is easy
to check that со =  cj = . . .  =  Cm_i =  0, because the functions t~ $ , t1֊* , . . . ,  tm~l~% 
do not belong to the space WJ’(l,+oo). Thus, we have

(4.4) u(m)(t) =  — j j f f r  -  t)m֊V (r)  dr.

Let G(t) = /+ “ (r — £)m-1/( r )  dr. Applying Cauchy-Schwarz inequality we get

|G(i)|a < jf°V -  t ) * " ֊ > T ֊ * "  d r . ||/||2W a,+00),
implying that

(4-5) |G (* ) |< r* ||/ | |W l ,+oo).

Now from (4.4) we obtain
1 Г+ао

T~’ al-T]dT-
Therefore

|j r +0° r ֊ “G(T)dr| < J*°° т~Ъ~и dr ■ Ц/llЬа.ляО.+оо) < « * - “ | | / | | , ^ „ (1ւ+00)է

implying that for j  < a < 1 the value u(m-1)(+oo) is finite. Now let 2 < a < 3. It 
follows from u e W ^(l, +oo) that ci =  .. .  =  Cm֊i =  0. An integration yields

1 r+°°
r — a{r)dr,

because for 2 < a < 3 we have и̂ т -1 )(+оо) =  0. Therefore
I r+oo r+ oo

(4.6) u (m -2)(f) =  C l +  c 0t * - a  +  ■ —  Լ  J  V- a G ( n ) d V d r .

. Using (4.5) we can estimate the integral in (4.6) to obtain

I /  /

REGENERATE NONSELFADJOINT HIGH-ORDER ORDINARY DIFFERENTIAL ...
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Similarly, for 2m -  2 < a  < 2m -  1 we obtain

u(t) _  (~1)m Г ' г - t)m- 1T-“G(r)dr + C + C0tm-°  + .. .  + Ст- 2і2т- 2֊ а.
-  ((m -  l)!)a i t  K '

The integral on the right-hand side of the last relation can be estimated as follows

| / +° V  -  t)m- xr - nG{r) dr < ctm~n+i  l l/ll^ d .+ o o ).

Here it is important to note that for m > 2 we have m - a +  \  < a < 2 m -2 -a . In the 
case m < 2 the proof is evident. Notice that the conditions of Theorem 4.1 are exact, 
in the sense that their violation, generally, can cause the nonexistence of the values
u(A')(+oo), к = 1.......m —1. Also, note that the values u(fc)(+oo), к =  0,1,.. . ,m - 1
cannot be given arbitrarily, they are defiued by the right-hand side of the equation
(4.3) (see [2], [4]). □
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Abstract.W e consider the problem of construction of asymptotically efficient estimator for 
Pearson diffusion with unknown parameter in the volatility coefficient. The estimator-process 
is constructed In two steps. First we propose a preliminary consistent estimator obtained by 
the observations on the learning interval and then this estimator is used in construction of 

one-step MLE-process (maximum likelihood estimator process). It is shown that the obtained 
estimator-process is asymptotically efficient.
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1. I n tr o d u ctio n

We consider an example of parameter estimation problem for the particular model 
of observations of Pearson-type diffusion process

(1.1) dX t =  - X tdt + \J t i  +  X }  dWt, X {), 0 <  t  <  T.

Here t5 6 Ѳ =  (a, f )) , a  > 0 is unknown parameter.
Note that this is particular case of the family of stochastic processes known as 

Pearson diffusions [10], section 1.3.7.
It is easy to see that in the case of continuous time observations the problem of 

parameter estimation is degenerated (singular), i.e., the unknown parameter t? can 
be estimated without error. Indeed, by 1էծ formula we can write

[tf + X,2] ds.X? =  X$ +  2 [ { Х аА Х , +  f  
J о Jo

1This work was done under partial financial support of the grant of RSF number 14-48-00079.
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Hence for all t 6 (0,T) we have the equality

=  This effect is due to the smgularity of the measures induced by the 
observations in the spacc of their realizations.

Such problems of parameter estimation in the diffusion coefficient are usually 
studied in the case of discrete time observations X n =  where
0 =  t0 <  h  <  . . .  <  tn =  T. Then the problem is no more singular and became 
an interesting statistical estimation problem. There is a diversity of the choice of 
observing times Ա. This work is the continuation of the study started in [2]. We take 
in our work the simplest way of equidistant observations, i.e., t j  =  j6 , S =  £  and we 
study the properties of the estimators in the asymptotics of high frequency as n —* oo. 
Our goal is to construct an asymptotically efficient estimator of the parameter d . Note 
that the family of measures induced by the observations X k =  (Xto, X t t , . . . , X t k) 
with Կ  satisfying tk < t <  tk+i and fixed t  arc locally asymptotically mixed normal 
(LAMN) and for all estimators we have the lower bound on the risk

As the loss functions I  (•) can be taken, for example, polynomial £ (u) =  |u|p ,p  > 0. 
For the definition of the rundom function 6  (i?o) sec (1.7) below. An estimator ti'k is 
called asymptotically efficient if for all i?o € Ѳ we have

The proof of tliis bound can be found in [1] and [4].

We construct the estimator in two steps. First we propose a consistent estimator 
of this parameter based on the first N  observations X N ֊  (X^ , X t, , . . . ,  X iN) on 

the time interval [0,т]. Here т =  In  =  Then using this estimator and one-step 
type device we propose an asymptotically efficient estimator.

The first consistent estimator we obtain from the equality (1.2)

(1.3)
юс |ծ -ժ 0|<ւ/

Սա Иш sup Ej l l V k  (tfj -  d) ] > E toe (Ct (tf0)) •

(1.4)
Й Л  = {*0)) '
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We just replaced the integrals by the corresponding integral stuns. The consistency 
of this estimator follows immediately from the limits

[ X t j - X t ^ ]  ► f  X ad X „  — ► f  X j d s
jml j — 1 Jo

and the relation (1.2).
The next step is to see the behavior of the error of estimation. Consider Հի/ =

y/N  (pN -  Ժ). We have

Г  X ,  [2dX, +  JC,da] — '^ JX ti_l [2 {Xt։ — A j ,. ,)  +  X<J_15]
Jo j=i

V n  
t N =  —

ana

Xtj - i  [Xti - x tj_t ] -  Ր  X . d X . =  Ի  [ * ! , _ , - * . ]  d X .
Jtj- 1 Jlj- 1

=  -  Ր  X .  [Xtj_։ ֊  X . ]  ds +  I  [Xti_, -  X . )  y/0o +  X*  dW. 
Jtj-l Jtj-l

y/4o +  X *  dWr^ у / 0 0 + Х *  dW.

=  o ( P ' * )  +  (4o +  X * _ t )

=  o(«53/ 2)  +  (tf о +  Х ^ у Ц щ ,  

where we used the estimate X tj — X tj_t =  О  (Ճ1/2) and denoted

— Ewj  =  0, Evjj =  6, Ewjw і = 0 , і ф  j .Wj =

We have as well
V 26

Х ? „ 6 -  Ր  X ] d s  =  Ր  f e - x : ]  ds =  o ( 5 3/2) .
Jt j -x  J t j - 1

Therefore we obtain the stable convergence (see [10])

tN =  ֊ ֊  £  («0 +  X* _։ )  Wj + o ( l ) = > t r  =  ^ £  (*0 +  X Հ) dw (8) . 

More detailed analysis shows that we have the convergence of moments too: for any
p  > 0

п*Е<,о |* д г - 0 о Г — ►Е*0 |£т|р .
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The pseudo log-likelibood ratio function is

It is easy to see that the equation L { d , X N) =  0 has no solution, which can be 
written in explicit form. Hence the corresponding pseudo MLE can not be written in 
explicit form too. Remind that this estimator is asymptotically efficient [lj, |3|.

Our goal is to use the well-known one-step MLE device (8), [9J in the construction 
of one-step MLE-process. This estimator-proceas is asymptotically equivalent to the 
pseudo MLE but can be calculated in explicit form. This type of eetimator-proceases 
were proposed in [6] in the problem of approximation of the solution of backward 
stochastic differential equation for several models of observations (see the review of 
recent results in [6]).

Let us fix t  €  (r,T] and take such к that <  t < tk+ 1 - Hence к -+ oo and
tk -* t  as n -+ oo. We consider the estimation of by the observations X k =  
(Xto, Xt t Xi u). Recall that by the first X N observations we already obtained the 
estimator дц. Denote the pseudo Fisher iuforination as

h„,n(tfn) =  - — — T h № ) =  ֊ / ‘ 7T-— 72•
2 £ i (,1 +  X l _ ։ )  2Jo  (* +  * ? )

The one-step MLE-process introduced first in [6] is

s ^  + x ^ s }7 -  s
K , n  =  — --------------------7----------------------- L J ֊ >  r < t k < T .

2Iu .„ ( ^ )  (tfw+ *£_,) Vs
Let us denote

д , л ^  [Xi, ( *  +  x l_ ,)s
Де,.п (t?, X k) =  £ ------------------֊-------------г т ^ ---------— L ~, r < t k < T.

յ=ւ 2 (0 +  * * . , )  Vs
The main result of this work is the following theorem, theorem.

Theorem  1.1. The one-step MLE-process ** consistent: for any v  >  0

(1.5) Р*ц ^ т а х ^  -  tf0| > -> 0

and for all էՇ  (т, T] the convergence . \ >

(1.6) <5_1/2K .n - ^ o ) = > C t № )

holds. Moreover, this estimator is asymptotically efficient in the sense (1.4).
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We have the stable convergence

AN BXAMPLE OF ONE^STEP MLE-PROCESS ...

P roof. The consistency of the estimator is proved following the same steps as it 
was done in |6J and we follow the main steps of the proof of the similar result in [6], 
where can be found the details. We have the presentation

*-1/a K , n  ֊  *>) =  * - l/2 (*/V ֊  *„) +  At:՛"
[?N)

=  6 - ' ՞  (dN -  tf0) +  V » ( ^ . * fc) - A t,.nQ ?o,xfc)
4t*,n 0?o)

({jN X k) (  _̂__________ -____^  I А/Խ.Ո
; Iu,n (*„) ՜

convergence

„  Au.t. (#o. X k) __K f  ,л ,л Ր  ճս) («)
(Լ7) 1ւ*.« (t?o) С‘ ( о) ‘ ( օ) Լ  у/2 (Հօ +  Х*У
FYoin the continuity of Fisher information 1<|էւՈ (մ) and consistency of d y  we obtain

1 1
I«»,n (0n ) l k,n (^o)

Further

Att.n (fl*, X k) -  A t>,n (tfp, X*) ճ է>,» f a ,  X k)  (t?Af -  ^о)
Itk.n (tfo) ®t*,n Ш

= <T1/2 ( *  ֊  *o ) + 0  ( s ' ՞ )  =  - S - W  (4„ - 4 0) +  о ( j1'2)  .

Hcnce

It can be shown that the moments converge too: for any p >  0 

E«o Isry,i K ,n  ֊  во) Г —► E„0 |C, (T?o)|p •
Moreover this convergence is uniform on Ժ. Therefore the one-step MLE-process is 
asymptotically efficient estimator for polynomial loss functions.

Rem ark. The asymptotically efficient estimator process is constructed for the 
values t  e  (r,T]. Note that it is possible to have such process (asymptotically) for 

all t €  (0,T]. To do this we have to consider the preliminary estimator ■On  on the 
interval [0, r„] with r„ 0 but sufficiently slowly. As it follows from the proof of 
the similar result in [6] we have to take N  =  nK with к 6 (շ , 1). Then £T„ = >  Հօ =  
л/2 (t?0 4 ՜ X$) T), where T) ~  IN' (0,1). Now for all t G (0, T] we have

fh.T  (t?o) =  * ՜ 1/2 K , n  ֊  Oo) = »  Ct m .
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More detailed analysis shows the weak convergence of the random process rj£,T (t9n),
r . <  t < T  with any r. 6 (0,T) in the space of continuous on [r.,T] functions to
Ct (*o), т. < t  < T  (see [6] for detaib).
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