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З А В И С Я Щ Е Е  ОТ О РИЕНТАЦИИ РА С П РЕ Д Е Л Е Н И Е  Д Л И Н Ы  
С Л УЧАЙ Н О ГО  О Т РЕ ЗК А  И  К О ВА РИ О ГРА М М А

А. ГАСПАРЯН, В. К. ОГАНЯН

Ереванский государственный университет, Армения
&  mails: aral987-87@mail. ru; victo@aua.am

А н н о т а ц и я .  В статье рассмотрен случайный отрезок Լ (ա )  в Я " с фиксиро
ванными направлением и длиной при условии, что £>(ы) пересекает ограни
ченное выпуклое тело D . Получена связь между ховариограммой и распре
делением случайной величины \Լ\[= длина Լ  Ո D ). Также получена связь 
между распределением |Լ | и зависящей от ориентации функцией распреде
ления длины хорды. Используя нашу формулу получаем связь между функ
циями распределения длины хорды и случайной величины )Х>|.

M SC 2010 numbers: 60D05; 52А22; 53С65
К лю чевы е слова: Ковариограмма; зависящее от ориентации распределение 
случайного отрезка; зависящая от ориентации функция распределения длины 
хорды; выпуклое тело.

1. В в е д е н и е

Пусть R n{n >  2) - ո-мерное евклидово пространство, D  с  R" - ограниченная 
выпуклая область с внутренними точками, а Ѵп(-) - ո - мерная мера Лебега в ЕР.

О пределение 1.1. (см. [3]J. Функция

(1.1) C(/i) =  7n(D n (D  +  h)), Л е й ” ,

называется ковариограммой тела D . Здесь D  +  Л =  {ж +  h, х е  D }.

Ж . Матерон сформулировал гипотезу, что ковариограмма выпуклого тела D  
определяет ее в классе всех выпуклых тел, с точностью до параллельных перено
сов и отражений (см. [3]). Г. Бианчи и Г. Аверков доказали, что каждая плоская 
выпуклая область определяется в классе всех плоских выпуклых областей по 
ковариограмме, с точностью до параллельных переносов и отражений (см. [4]). 
Пусть S'1՜ 1 - (ո — 1)-мерная единичная сфера с центром в начале координат в 
R n. Рассмотрим случайную прямую из fli(tt):

Пі(и) =  (прямые параллельные направлению и и пересекающие D}.
3
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Пусть Пгці Б  - ортогональная проекция D на гиперплоскость и1 (и1 - гиперплос
кость проходящая через начало координат с нормальным вектором tt). Случай
ная прямая, параллельная направлению и и пересекающая D  имеет точку пере
сечения (обозначим ее через х) с Пгц± D. Можно отождествлять точки ITruj.D с 
прямыми, которые пересекают D и параллельны направлению и. Последнее озна
чает, что можно отождествлять f2i(u) и Пгиі  D. Предположив, что точка пересе
чения X  равномерно распределена в выпуклом теле Пг„і D  мы можем определить 

следующую функцию распределения:

Определение 1.2. Функция
Vn- , { x € T l r ^ D  : V,(ff(w ,x )n D ) < «)}

{լշ) F <u> -------------------- ьый)-------------------
называется зависящей от ориентации функцией распределения длины хорды D 
в направлении и в точке է € ТО, где ց(ււ. х) - прямая параллельная и и пересека
ющая Пг„хБ в точке х, а Ьв(и) =  Уп_х(Пги^О).

Вектор h € Л" можно задавать как /і =  էս, где и - направление h, a է его длина.

Лемма 1.1. (см. [3]/ Пусть и 6 S ’1՜ 1, a t  >  0 такое, что Dn(D-Mu) содержит 
внутренние точки. Тогда С[и, է) дифференцируема по է и

(1.3) _ ^ ^  =  (і _ ^ ( м ) ) . М и ) .

Пусть Լ{ա) - случайный отрезок длины I >  0, параллельный фиксированному 
направлению и п пересекающий D. Рассмотрим случайную величину |X/|(w) =  
Vi(L(w) Ո ն ), где Լ{ա) 6 fb(w), причем

Ոշ(ս) =  {отрезки длины I , параллельные направлению ы и пересекающие D}.

Случайный отрезок Ь(ш), лежащий на нрямой д(и, і ) ,  можно задавать коорди
натами (д(и,х),у), где у  одномерная координата центра отрезка Լ(ա) на прямой 
д[и, х). Началом координат на нрямой д[и, х) берется одна из точек пересечений 
д(и,х) с 3D. Используя вышеупомянутые обозначения можно отождествлять 
Пг(и) с множеством:

П2 (ы) =  | ( і , у ) : х б П г их Б ,  у е - ֊ , х Ы ,х) + ֊  ] J  ,

где хЫ։х ) — У\(д(м<х) Ո D). Заметші, что fij(и) не зависит от того, какая из 
двух точек пересечений д(и, x)nD  берется в качестве начала координат. Какое из
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двух направлений выбрано в качество положительного следует из вида интервала 
изменения у. Далее, обозначим

В о  =  {(* ,¥) € Ո2(ս ): |L|(x, у) < 0 ,  t €  R \

Очевидно, что Զշ(ս) и В £ ։ измеримые подмножества в Rn.

О пределение 1.3. Функция

(L4) % |(«> 0  =  Լ  =  v  / ( /ք ՜ո  [V„(S12(«)) v^(n2(u)) 7в“՛՛

называется зависящей от ориентации функцией распределения длины случай
ного отрезка в направлении и 6 S”՜ 1.

Пусть G„ - пространство всех прямых в Я". Прямую g 6 G„ можно задавать 
се цішривлсішом и € 5 м՜ 1 и точкой пересечения х с гиперплоскостью и^. Плот- 
пость du1- - элемент объема du единичной сферы S”՜ 1, a dx - элемент объема и̂ - 
в точке X. Пусть ц(-) локально-конечная мера в пространстве Gn, инвариантная 
относительно группы всех евклидовых движений плоскости. Известно, что эле
мент этой меры с точностью до постоянного множителя имеет следующий вид 
(см. [1], стр. 204)

ix(dg) =  dy =  dudx

Обозначим через Оп - 1 =  Vn֊ i ( S n՜ 1) меру Лебега единичной сферы в Я”. Дня 
каждого ограниченного выпуклого тела D, обозначим множество прямых, пере
секающих D  через

!D] =  {9 eG „ ,  g n D # 0 }

Имеем (см. [1], егр. 233)

օ„-շ7„_,(Ց ռ)
" ([Е>|) =  2(п — 1)

Случайная прямая в [D] есть прямая с распределением пропорциональным суже
нию меры ц на [D]. Следовательно, для каждого է £ Д 1 имеем

м({д е[Р] ,  V i ( g n D ) < t } )
F(<) -  м (И )

F(t) называется функцией распределения длины хорды тела D.
Пусть L - случайный отрезок длины I в Rn и К(-) - кинематическая мера отрезка 
L  (см. [1]). Если g е  Gn прямая, содержащая L a y  одномерная координата центра
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отрезка L на д, тогда элемент кинематической меры с точностью до постоянного 

множителя имеет вид

dK  = dgdydK[iյ,

где dy одпомерная лебегова мера на д, a d K ^  элемент движений в Rn, остав
ляющие прямую д неподвижной (см. [2], стр. 201, 160, 125). В случае ориен
тированного отрезка, вышеупомянутый постоянный множитель равен 1, а для 
неориентированного отрезка множитель շ (В этой статье рассматриваются толь
ко неориентированные отрезки).
Длина случайного отрезка, при условии, что Լ  пересекает D , имеет следующую 
функцию распределения

AT(L : Լ  Ո D ^  0, Vi(L Ո D) < і) _  ո1 
K ( L : L r \  D ^ 0 )  ’ £

F|L,(0  - функция распределения длины случайного отрезка L.

2. О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы

В настоящей работе получены следующие результаты:
1. Связь между функцией распределения случайной величины \Ь\{ш) и завися
щей от ориентации функцией распределения длины хорды в R n:

(2.1) % |(ս ,է) =

0

M w) 2t +  F ( u , t ) { l ֊ t ) - J o F ( u , z ) d z

V«(D ) +  ttD(«)

для է <  0,

для 0 <  է < I, 

для է >  I.

В [5]-[7] получены явные выражения зависящей от ориентации функции распре
деления длины хорды для треугольника, эллипса, правильного многоугольника 
и параллелограмма. Следовательно, подставляя в (2.1) ո =  2 и F(u,t)  получаем 
явные выражения для .F|£,|(ti, է) для вышеупомянутых плоских выпуклых обла
стей.

2. Из (2.1) можно получить значения F(u, է) на интервале [0,1) в терминах функ
ции распределения է):

ft
(2.2) F(u,t) =  M P W )  

(I -  է)ծռ(ս) f\l\ (и. է) +  յ ֊  Jq F\l\ («, z)dz +  1 -
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1 \dC(u,t)
V „ (D )-H M u ) dt

3. Получена связь между функцией распределения случайной величины |L|(u) 
и ковариограммой на интервале [О, I], которая дается следующей формулой:

>(1 ֊ « ) ֊ с ( и,г) +  в д  +  !М « )

Значения F|x,|(t»,t) равны 0, для է < 0 и равны 1, для է >  I.
4. Из (2.3) можно получить значения производной коварограммы по է на интер
вале [0,0 в терминах функции распределения ^ |լ|(ս , է).

0C(n,t)  Z2bD(«) K,(D)+ZMtx)
at  (i - t y  i - t

5. Также получена связь между функцией распределения длины случайного от
резка, пересекающего D  и функцией распределения длины хорды D  в Я”:

0 для է <  0,

0„_jV„_i(SD) (շէ +  F(t)(l - t ) -  Jo F(z)dz')

(n -  l)On_ 1Vn(D) +  lOn- 2Vn-x{dD)

1 Г1
F '\L \M  +  — t JQ F\L\(u>*)dz

(2.5) % ,(*) = — для 0 <  է <  Լ 

1 для է > I.
Հ

Если предположить, что F(t) имееі՛ плотность, подставляя в (2.5) ո =  2, полу
чаем результат из [8].

3. Д о к а з а т е л ь с т в а  (2.1) (2.4)

Согласно определению зависящей от ориентации распределения длины слу
чайного отрезка, для расчета F\L\(u,t) мы должны найти ո-мерную Лебегову 
меру для Օշ{ս) и Сначала вычислим меру Лебега для fi2(u) С R n.

г г /■х(«,*)+4 г
Ѵ„(П2(и ))=  /  dxdy =  /  dx d y =  (X(u.x) +  l)dx =

Jfla(u) J n r , i D  յ - կ  J  n r „ iD

(3.1) =  [  x(u<x)dx +  l f  dx =  Vn(D) +  1Խ(ս)
J n r  J.D J n ru±D

Очевидно, что .F|r,|(ti,f) =  0 для К О и  jP|x,|(ti, է) =  1 для է >  I. Кроме того, для

0 <  է <  I имеем

% | М )  =  т/ J  [  dxdy  =  * , - гг [  Ц\Ц(х,ѵ) < *)dxdy  =11 Ѵп{П2{и)) Jb ֊ ՛ Ѵп{П2[и)) յ ՈՀս)

1 г гх(«.*)+4
.. ,n f-rr / dx I(\L\(x,y) < t)dy,
Ѵп(Пг(и)) յ ՈՀ D J - i֊4

где I  индикатор, т.е. 1(A) =  1 если событие А  выполнено и 0 в противном случае.
7



Можно представить Пгих D С Rn~ * в виде объединения двух непересскающихся 

множеств в Лп՜ 1:

Пг„хБ =  {х  6 IIruj.D : * ( u , i ) « } U ( i 6  Пг„о.Б : * (« .х) > է),

следовательно, имеем
1 г гх(ч.*)+4— ±_ /  dx I(\L\(x,y)<t)dy =

Vn (f2 j(u)) J n ruj.D  J - £

1 r /■*(«.*)+£
=  V /ո  / »  /  I ( \L \ ( x ,y ) < t ) d y +

Ѵп(СІ2(и)) yx(u,i)<t J-կ

1 /■ /-хК*)+ £
+  , /  dx I(\L\(x,y) < t) dy

\քո (Հ1շ(ս)) Jx(u,x)>t J —js

Если * (ս ,յ)  < t, to  /(|L |(z, j/) < t) = 1 для каждого у e  [ ֊ 5,x(u,a:) +  շ]-
Если х(и,г) ^  то ДІЦ(х,у)  <<) =  !  тогда и только тогда
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Следовательно, для зависящей от ориентации распределении длины случайного 
отрезка имеем

* І , і , | ( М )  =  v  J ՜ /  чч /  {x(u,x) + l)dx+ [  2 tdx
Vn[Sh{u)) Jx(u,x)<t Jx(u.x)>t

(3.2) =
К.(Па(«))

[  x(.u>x)dx +  lh)(u)F(u,t) +  2 tb u (u ) ( l -F (u , t ) )  ,

где F(u, t) - зависящая от ориентации функция распределения длішы хорды D, 
которая равна следующему выражению (см. (1.2))

F(u,t) =  ֊  [  
*>d(«) Jy(

(3.3) M - . . , - U e U
o d W  J x (u,*)<t

Используя (3.3) можно упростить следующий интеграл:

[  *(«, x ) d x =  [  х(«. *Ж х(«. ж) < t) d i =  ծռ(ս) /  zdF(u, г) =
J*(u,i)< l Vrir^xD JO

=  -6 d (« ) [  z d { l - F ( u , z ) )  =  -bD[u) t( l - F ( u , i ) )  -  f  (1 - F ( u , z ) ) d z  =  
Jo L Jo

(3.4) =  bn(ti) /  (1 ֊  F(u, г))<£г -  ծօ(ս)է(1 -  F(u, t))
Jo

Подставляя (3.4) в (3.2) получаем (2.1).



ЗАВИСЯЩ ЕЕ ОТ ОРИЕНТАЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ДЛИНЫ

Таким образом, если имеем зависящую от ориентации функцию распределения 
длины хорды тела D, то можно получить зависящую от ориентации распреде
ление длины случайного отрезка пересекающую D. Отметим, что для каждого 
фиксированного направления и 6 Ճ " ՜1 значения функции F(u, է) восстанавлива
ют зпачеіптя функции Fj/„|(ti, է). Попробуем решить обратную проблему: Найти 
значения функции F(u,t),  когда заданы значения F|x,|(u,t) на действительной 
осп. Можно найти функцию F(u, է) решив интегральное уравнение (2.1) на ин
тервале [0,1]. Во-первых, сделаем следующие обозначения:

Л ~  W W  “
Очевидно, что G(u, է) дифференцируема no t  u G'(и, t) =  F(ti, է). Следовательно, 
из (2.1) получаем следующее дифференциальное уравнение:

(3.5) F |i|(« ,t)  =  A[2t +  G'(u,*)(f -  է) -  G(u,i)] для 0 < է < 1  

Легко заметить, что

(3.6) G'(«, t){l - t ) ֊  G(u, է) =  ((I -  t)G(u, է))'

Из (3.6) можно представить (3.5) следующим образом:

(3.7) ((/ -  t)G(u,t))' =  A~l Fw {u,t) -  21

Интегрируя обе части (3.7) и деля на I — է получаем выражение для G(и, f) когда

О < է < 1 :

(3.8) G(«, t) =  j^ ֊ t J ( A - LFw (n,t) -  2t)dt =

В наших обозначениях G(u,0)=0, следовательно В (и) =  0. Дифференцируя (3.8) 

по է получаем

F M  =  G'(u,է) =  ( .ս խ զ Լ  Fw { u , z ) d z - — ^  =  ^ г | +

1 rL 2 ii - 12

и после несложных преобразований получаем (2.2).
Таким образом, если имеем F|t |(u, і), то можно восстановить F(u, է) на интер

вале [0, і). Так как функция распределения F(u,t)  имеет левосторонний предел
9
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в каждой точке, то пэ (2-2) можно получить значение F(u, է) в точке է =  I:

F(u, I) =  \mi_F(u,t).

Подставляя (2.2) в (1.3), получаем (2.4).
Интегрируя (1.3) по է и используя начальные условия С(и, 0) =  V„(D), получаем

(3.9) C(u,t)  =  Ki(D) +  b(D, и) Լ  F ( u ,z ) d z - lb ( D,w).

Подставляя (3.9) и (1.3) в (2.1) получаем (2.3).

4. Д о к а з а т е л ь с т в о  ф о р м у л ы  (2.5)

Используя (3.1), вычислим следующий интеграл:

I dgdydK ш =  [  dK[^ du /  dxdy =
յլոռՀէ Js l x...xsn- ax.5"՜* JDr\L^x,y)jtt

(4.1) = 0 ո- շ . . .0 1 [  (K,(D) +  ZbD(u))du
JS "-1

Известно, что (см. [1] стр. 218)
Г , , л , Оп-іѴп-і(дТ>)

(4.2) /  6ռ(ս)<*« = -------  —  ----  
Js"~l ո — ւ

Таким образом, подставляя (4.2) в (4.1) получаем кинематическую меру Լ  пере
секающую D  (см. [2] стр. 201):

(4.3) K {L  : Լ  Ո D փ 0) = Ѵп(р )О п- г  +  •° п֊ а^ ֊ і(ЭР)
Ո  — 1

Чтобы получить функцию распределения длины хорды случайного отрезка, сна
чала вычислим кинематическую меру отрезков, пересекающих D  и порождаю
щих хорды длины меньше заданного числа է 6 [0, і]. Используя определение 
функции распределения длины хорды случайного отрезка, для вышеупомяну
той меры имеем:

/ r ( L : I n D # 0 , V i ( L n D ) < t )  =  -  [  dg d yd K m =
2 JV,(inD)<t

=  \ օ ո. շ . . . օ , Լ  v n(B ^ ) d u  =  i o „ _ 2...o , J  v n(ih(u))Fw (u,t)du =  

= - 0 n֊2 . . .0 \ \^ j  2bo(u)tdu +  J  bo(u)F(u, t)(l — t) du—

- L .  ( M ” > /  f ( “ ՛ [ КОп- : - Г ( № ) +

(4.4) ^ т - ф п-2Уп-у{дD) _  Оп-2Ѵп-,{О Л) j*  1
n - 1  n - 1  Уо J

10



Так как 0 <  F(u,z) <  1, используя теорему Фубини, можно изменить порядок 
интегрирования повторных интегралов в (4.4).
Из определения F|£|(£), используя (4.3) и (4.4) получаем (2.5).

5 .  F | L | ( u , t )  Д Л Я  Ո  М Е Р Н О Г О  Ш А Р А

Пусть D  - п мерный шар в і Г с  радиусом Л и с  центром в начале координат. 
Известно, что

тгі ռո ir2Ti ffn- 1
(5-1) =  И м « )  =  ֊ ^ г

здссь Г (т ) есть гамма функция - Г (т ) =  wm~le~wdw. Можно вычислить 
F|x,|(u, է) для ո мерного шара используя (2.1). Используя (5.1) получаем

(Ч Я  Ь р (ц ) =  1 _  1 _  1
ѴпЮ  +  ІЬоЫ) Щ + і  +  ^

где B(s,a, b) =  / 0* гоа_1(1 — a)b~1dw для а, 6 е Л1 - бета функция.
Из определения F(u, է) легко видеть, что

( 5 . 3 )  1  -  F K t )  =  =  պ ղ
Խ խ )  օռ [ս)

ЗАВИСЯЩ ЕЕ ОТ ОРИЕНТАЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ДЛИНЫ  ...

в начале&Dr(w) - п  мерный шар в Л" с радиусом г =  ^Я2 — и с центром 

координат. Следовательно

<“ > -- Ш - ■ К « Ч )Т  - Ւ  Ш Т
Г ( ф )

Из (5.3) и (5.4) вытекает, что для է е  [0,2Д] имеем

(5.5) " М - 1 - [ і ֊ ( £ ) * |  ■

Отметим, что F(u, է) =  1 при է >  2R. Вычислим следующий интеграл:

( 5 , )  Н й ) Т > - * - й - ( й ) * Г *

Обозначим 1 — (^д)2 =  til. Следовательно z  =  2Д(1 — w)$ и dz =  —R [l  — w)~$dw. 
Когда z  =  0, то w  =  1, а когда w  =  1 -  (j^j)2, to  z  =  t. Заменой переменной в 
определенном интеграле, из (5.6) получаем

[  F (u ,z)dz =  t—R [  ( l-w )~ ^ dw  =  t —R f  «;г і̂_ 1 (1-ш )^֊1(іш
Jo J i - Ш *  ^ ֊ ( * ) >

11
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откуда следует

(5-7) L  F(M’z)dz =  է ՜ ռ  Б( 1’ ^ ՜ 5( 1 ՜  ( а й )  ’
Подставляя (5.2), (5.5) и (5.7) в (2.1), для է 6 [0,/) получаем

FW<“ ՛ ‘I ”  ЛЯ( 1 , 4 * .  j ) + 1 [‘ +  ( * ՜  լ1 ՜  ( г н )  J
В частном случае, когда / =  2R, подставляя в (5.8) է =  2R, получаем

n(^  п ± 1  _  Г ф Г ( ^ )
V 2 , շ /  г х ^ )

что совпадает с известной формулой связывающей гамма и бета функции.
Легко проверить, что Մ\լ\{է) =  քպ(ս,է) для ո мерного шара с радиусом R и 

с центром в начале координат.

A bstract. The paper considers a random segment L(u>) in Rn with fixed direction 
and length that intersects a given bounded convex body D  С RJ1. We obtain a 
relationship between the covariograin of D and the distribution of the random variable 
\L\ - the length of Լ  Ո D. A relationship between the distribution of \L\ and the 
orientation-dependent chord length distribution is also obtained. As a consequence, we 
obtain a relationship between the chord length distribution function and the random 
segment distribution function for D  С Rn.
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A b s tra c t.W e  consider the problem of non-parametric estimation of the mean function of an 
inhomogeneous Poisson process when its intensity function is periodic. Fbr integral-type quadratic 
loss functions there is a classical lower bound for all estimators and the empirical mean function 
attains th a t lower bound, thus i t  is asymptotically efficient. Following the ideas of the work by 

Golubev and Levit, we compare asymptotically efficient estimators and propose an estimator which 
is second order asymptotically efficient. Second order efficiency is done over Sobolev ellipsoids, 
following the ideas of Pinsker.

M SC 2010 n u m b ers: 62G05, 62M05.
K eyw ords: Poisson process; second order estimation; asymptotic efficiency.

1. I n t r o d u c t io n

We consider the problem of non-parametric estimation of the mean function of an 
inhomogeneous Poisson process. We suppose that the unknown intensity function is 
periodic. It is known tha t empirical mean function is an asymptotically efficient (in 
several senses, see e.g. Kutoyants [7],[8]) estimator. Particularly, we are interested in 
asymptotic efficiency with respect to the integral-type quadratic lass function. Note 
that there are many estimators tha t are asymptotically efficient in this sense. The 
goal of present work is to choose in this class of asymptotically efficient estimators the 
estimators which are asymptotically efficient of the second order. Such a statement of 
the problem was considered by Golubev and Levit [6] in the problem of distribution 
function estimation for the model of independent and identically distributed random 
variables. Then applying the ideas of this work to the second order asymptotically 
efficient estimation for different models, Dalalyan and Kutoyants [lj proved second 
order asymptotic efficiency in the estimation problem of the invariant density of 
an ergodic diffusion process, in partial linear models the second order asymptotic 
efficiency was proved by Golubev, Hardle [5]. In this paper we prove second order 
asymptotic efficiency result for the mean function of a  Poisson process. The main

13
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idea that led to development of these type problems was proposed by Pinsker in [10] 
(more details on the Pinsker bound can be found in [9], [11]).

2. A u x il ia r y  R e s u l t s

Let a probability space (П, J ,P )  and a stochastic process X r  =  { X t, t  G [0,T]} 
be given. Recall that X r  is an inhomogeneous Poisson process if 1. ЛГо =  0 a.s. 2. 
The increments of the process X T on the disjoints intervals are independent random 
variables. 3. We have

P ( X t - X .  =  k) =  M * ) -  A M ) ..e-[A(t)-A(«)]| о < s < t < T , k e Z + ,

where Z+ is the set of all nonnegative integers. Here A(t), t  e  [0, Г] is a  non-decreasing 
function, and is called the mean function of the Poisson process, because E X (t) =  
A.(t). If the mean function is absolutely continuous

Л ( t ) =  A(s)d«,
Jo

then A(t), 0 < t  <  r  is called the intensity function.
Let us consider the problem of estimation Л(t), when its intensity function is a r- 

periodic function. For simplicity we suppose that T  = Tn =  rn . Then the observations 
X T =  {X t , t 6 [0, m ]}, can be written in the form

(2.1) Х " =  ( * ь  *2 , • • • ,* „ ) ,

where
X i  =  ( X M  0 < t < r) , X j(t)  = X j r+t -  X jT.

It is well known tha t the empirical estimator

А™(0 =  - ^ Х > і ( 0 .* е [ о ,т ]  
i =1

is consistent and asymptotically normal: for a l lf  6 [0, r]

Ѵп (А(і ) - л ( < ) ) = > * ( о, л (*)).

Moreover, this estimator is asymptotically efficient in the sense of the following lower 
bound: for all estimators A(t), t €  [0,r] and all t* 6 (0,r] we have

lim Urn sup п Е л (Лп(і*) -  A(t*))2 >  A *(f),
І-Ю Ո-++00 AeV, '

where Vs =  {Л (.): supt6[0lr] |A(t) — A*(t)| <  <5} and for the empirical mean function 
one has equality. This is a particular case of a general lower bound given in [7]. Similar 
inequality holds for integral-type quadratic loss function ([8])

14



SECOND ORDER ASYMPTOTICAL EFFICIENCY .

(2.2) lim Urn sup n  f E a (A „(s) ֊  A(s))2ds >  f A*(s)ds.
4-»0 n-H -oo  A€Vj JO Jo

D efin ition  2.1. The estimators Л*( ) for which we have equality in (2.2), i.e.,

lhn lim sup n  f  Ел(Л^(а) — A(s))2ds =  [  A*(s)ds,
&-*0 n—f+00 Agv  ̂ Jo Jo

are called (first order) asymptotically efficient.

The empirical mean function is asymptotically efficient estimator also in this sense ([8]).
The goal of the present work is to find in the class of first order asymptotically 

efficient estimators an estimator which is second order asymptotically efficient. We 
follow the mains steps of the proof of Golubev, Levit [6].

3. M a in  R e s u l t

Denote by Cm(R +), т б М  the class of all /  : R +  ֊4 R.+ т-periodic functions so 
that their (m — l)-th  derivative f t" 1՜ 1) exists and is absolutely continuous. Let us 
consider the following class of functions

Л ( t)=  [ '  \ ( s )d s :  A €  e m_ 1( R + ),
Jo

(3.1) jT[A<"*>(i)]2dt <  R, |л ( т )  =  S  j  ,

where Л  >  0, S  >  0, m  >  1, m  €  X  are given constants. Introduce as well

( ОС «у քո \  2 " ' ՜^

~R 2ir (2m -  l)(m  ֊  І ) )  '
P ro p o s itio n  3.1. Suppose we have observations of the model (2.1). Then, for all 
estimators An(t) of the mean function  Л(t), following lower bound holds

lim sup ո 3՞ " 1 f  [  Ел(Лп(і) — A(t))2d t — — f  A(t)dt^ > —П. 
n-H-oo АбУт (Я,3) \J  0 n J  0 /

This proposition is proved in the forthcoming work [3]. In this work we propose an
estimator which attains this lower bound, thus we wifi prove th a t this lower bound is
sharp. Introduce

+00
AJi(t) =  Ai,„<£i(t) +  y ;  1<շլ։Ոձ.շւէՈՓշւ (t)+  

l—l
+ » .  1 

+  ^ 2  1-^21,n ( A 2I + l ,n  -  Օ շ |+ ւ )  +  Օշւ+ l J  
1=1
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where {Փւ}Հ?Հ is the trigonometric basis on Lu[0,t], Ai,„ are the Fourier coefficients
of the empirical mean function with respect to this basis and

^  _  Л  \ щ т  \
K -2i,n  — ( 1 ~  " r "  a , ‘)  '

Г1 r  25 m  _  [ t  t  q

° ո [n  2n R  (2m — l)(m  — 1). ’ 2i+1 \  2 2nl

Here x+ =  max(x,0). The main result of this work is the following theorem.

T heorem  3.1. The estimator Л* (t) attains the lower bound described above, that is,

lim sup (  f  Ел(Л^(£) -  A(t))2dt -  — [  A(t)di') = -П .
п- ,+00Л€У„(ад \ J o  n  Jo J

4. T h e  p r o o f  

Consider the norined linear space

Լշ[0,7-] =  j /  : Լ  \f( t) \2d t <  +00 j  ,

with the norm

imi= {Іо ітЧіУ  •
Evidently. J m(R, S) С Լշ[0, г]. The main idea of the proof is to replace the estimation 
problem of the infinite-dimensional (continuum) mean function by the estimation 
problem of infinite-dimensional (countable) vector of its Fourier coefficients. Recall 
that the space Լշ[0, t] is isomorphic to the space

£ » 2 < + t » } ,  

и-d*)*.
Consider a complete, orthonormal system in the space L2[0, r],

Ф гM = f T , Փ-2հ (է ) = cos —̂ t ,  ф -ік+х( t )  =  ֊ Հ - է ,  k e N .

Each function /  € Լշ[0, т] is a Լ շ - limit of its Fourier series
•foo

/ ( 0  = J 2  ѳ к фк {1 ), Ѳк =  Г  ք {է )Փ Վ է )ձ է . 
fc=i յ օ

with the norm
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Our first goal is to describe the set Ѳ С of Fourier coefficients of the functions 
from the set T m(R ,S): Introduce following subset of L2[0,r]

Е т(Д ) =  { /  : / (т_1) 6 AC[0, r ] , / (<>(0) =  /W (r) , i  =  0 ,m  — 1, Г  [f<m\ t ) ) 2dt < R},
Jo

where AC[0, r] is the class of all absolutely continuous functions on the interval [0,r]. 
The proof of the next lemma can be found in [11], lemma A.3.

L em m a 4.1. The function f  belongs to the set Hm(ii) i f  and only i f  its Fourier
coefficients with respect to the trigonometric basis belong to the set

(4.1) e m =  | e € < 2, 2 ^ * 2  <  я ! ,

where A u  = j4j*+i =  ( ^ )  , fc € >f. .

SECOND ORDER ASYMPTOTICAL EFFICIENCY ...

Denote

A* =  Г  A(t)4>k(t)dt, Afc =  Г  X(t)4>k(t)dt.
Jo Jo

Since A G J m(-R, S') is equivalent to A e  Н т_ і(Я ) for its intensity function and, by the
Lemma 4.1, the later is equivalent to  (Ajt)jt>i € Ѳт _ і, then, calculating (A(0) =  0)

2 ^ W = A “ ’ 2 ^ А2і =  ' / 7 2 ^ Л (т )֊Л 2 к + Ь
we obtain necessary and sufficient condition for A 6 3m (-R, S) tha t is (Л*)*>і satisfies

(4.2) Ё(ѵ\) [A“+(\/li5"A2fc+1) ~ R -

Let us write the empirical mean function as a stochastic integral

An (*) =  ֊ Е * і (о  =  ֊ Е  f 7<s *  * № ( * ) •
ո յ= ւ ո է Հ յ  0

We consider generalization of this estimator

M ‘) =  ֊ E  Г  К п{ а - і)Х і{ а )ds, 
n j= iJ°

where K n(u) for each n  6 !N is such a function that

K n(u + t ) =  K n(u), K n{u) = K n ( -u ) ,  и  6 [0, т].

We show tha t there are functions K n(u) for which the estimator described above is 
asymptotically efficient. Introduce

Aj,„ =  Г  կ(է)Փ ւ(է)ձէ, Ki,n =  Г  K n(t)<t>i(t)dt.
Jo Jo
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Let us first study

A  =  j T  A  » ( « ) * ( * ) *  =  X M  Ա  K ^ 3 -  * ) * ( * ) * )  d s

= к п{ѵ)Фі{а- « )d u j da.

We calculate separately the even and odd Fourier coefficients

Խ +ւ,ո = Լ  ^n (w )Bin— { s - u ) d u j  ds

= y j l i  £  Լ  X j(s)  sin Q T  K n(u) cos —  udu^ ds

-  Լ  Xj(a) cos ^ s  Q T  K n{u) sin — ud»ij ds.

Since
/* „  , x . M  л Ր  r,  , ч . 27Г/ -/ K n(u) տա— udu =  / / i„ (u )s m — udu =  0,

Л -т  r  J - }  r

f  K n(u) cos — udu =  [  K n(u) cos — udu — n,
J a-т T J  о 7՜

then (the second one can be proved in the same way)

Aai+i.n = / I * , ,  • А2і+і іП, AMi„  = X * 2, n • A 2i iTl.

Instead of this we consider the estimator which Fourier coefficients have the form ([2])

A i,n = A i,„ , ճշ(,„ = К ц ։П ■ А ц ։П, \ շ ւ +ւ էո  =  1 (շւ,ո ( .Խ + ւ,ո  — <ւշւ+ւ) + <ւշւ+ւ,

where

a2, + i = \ f l ^ i s - 
Now we are ready to evaluate the risk described in the theorem. First,

ЕлІІAn -  All2 -  ֊  Г A (s)d s =  Ea||A „ ֊  All2 -  E a ||A„ -  A ||2.
ft Jo

Using the fact that Е аАі)П =  A(, and denoting of n =  Е л |АііП- Л / |2. by the Parseval’s 
equality we get

+00
Е Л||АП ֊  All2 ֊  E a ||A„ -  All2 =  £ ( | t f M,n |2 ֊  1)(4 ,„ +  4 + i.n )

(=1
+00

(4 -3 ) +  \ K „ ,n  -  1 |2 [|A2i+ i -  a 2| + i | 2 +  |A2j |2] .
1=1

18



l b  compute the variance օ ^ ւՈ +  a\l+1<n, introduce the notation

**(«) =  X j ( t )  -  A (t).

In the sequel, we are going to use the following property of stochastic integral

(4.4) Ո է)ձպ{է) Լ  ց{է)ձՊ [է)^=  Լ  f(t)g (t)dA (t), f , g e U [ 0 ,r \ .  

Further, integrating by parts, we get

Az,„ -  A f =  ^ J 2 j Q Ո յ{ է )Փ ւ(է )ձ է  =  Ա  Փ ւ(տ)ձտ^յ ձ ո յ ( է ) ,

which entails that

Վո = Ел|А,.п -  л ,|2 -  i  j T  Q T  * ( .)d .)  2 dA(t).

Simple algebra yields

• & .  +  • ! « ,  = ֊ Ք  ( s ; ) 2 Щ м г )  -  a » ]  .

Combining with (4.3), this leads to
+00 դ  շ

E A||An ֊  A ||2 ֊ Е Л||Л„ ֊  A ||2 =  ^ ֊ 5 ( ^ )  ( |tf2I,n|2 -  1)

(4.5)
+00 +0O -  ПГ շ

+  \K u .n  - 1|2 [|Aai+i -  Д2І+1І2 +  |A2/|2] +  ^  Z \ l т (т^ г) ՜  І-^я,п|2)Ам-
1=1 i=i '

For the third term  in the right-hand side we have

I **= 1 I

„  2 /2  II ֊  |#շ/.» |2| ( 27rZ  ̂՜"1

4  I S W  J  '
Since (Aj)i>i € Ѳго_ і, then from (4.1) we obtain

g ( ? T  »)*«■«
Hence

Հ Հ շ [ 2 ք ք \ \ ,  , 2 ч х  ^ С  |1 -  |^շւ,ո|2|
g s V J l s i )  )Л«  - й т  ( м ) *
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Now, consider the first two terms of the right-hand side of the equation (4.5). Introduce 
a set of possible kernels (for all Cn >  0)

{
2 tv 11 ̂  ^

*2i,n : |*21.» ՜  1| — — I Cnj •

It follows from (4.2)
+00 դ շ + °°
У '  —S  (1 * 2 1 ,n | 2 -  1 ) +  +  5 3  1*21,n  -  1 |2 [1^21+1 -  021+ 1 12 +  ІЛ 2ІІ2]

Հ 2 ո Ս  1 = 1

-  g  I s  & '  ֊  ■ ' + 1  ^  ( " Г  D W  ֊  -  !■ ♦  M l2=1 Zsst V т /

Hence, minimizing the later over the set C„

(4.6) К'д,п =  ai'gmin |*շւ,„| =  ^1 — |~ ~ |  c „ j  .

we obtain

sup (E a||A„ ֊  ЛЦ2 -  Ел||Л„ ֊  Л||2)  <
\ e T , „ ( n , s ) 4 *

Here A„(£) is the estimator corresponding to the kernel К (it). In fact, we have not 
yet constructed the estimator. We have to specify the sequence of positive numbers 
c,, in the definition (4.6). Consider the function

9 + 0 °  2
а д = ֊ « Е Й )  ( і * 2 / , п і 2 - і ) + < £ д

and minimize it with respect to the positive sequence c„. Introduce as well N n = 
Then

[«(“Г-*՝(“)'] + £ (£)*+<«■
To minimize this function consider its derivative
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Consider such sums (/? e  >f)

I*") /  I \  P
" - Լ ք յ ա ,

1<N„

hence, if c„ — У 0, aa n  — ► +oo,

t^"l /  I \  P tW“l /  I \P  1 'Е"-Е(Ж)

ш л  5 2  10— > [  x 0 d x ,
1<ЛГ„ - ՜0

that is,

[Nu

^ ^  =  1Т Г Г (1 +  о(1))’ n - ^ + ° ° -1<JV„ p  ՜1՜

Using this identity we can transform (4.7) (remembering tha t N n =  —-c,, m)

| s  L  ( ^ ) 2' " ՜ "  E  i * - >  ֊  ( т ) ” ՜ 2 £  ' ” ՜ 2)  -  - « a
\  4 7 4 y k jv „ /

( d r r  -  — т )  -  - ' ( ■ + »W>-

Finally, for the solution of (4.8), we can write

(4.9)

<  =  * Հ (1  +  օ (1 )) ,

1 г  25 m
a ՜  =

з^Ь т

n  2n R  (2m — l)(m  — 1)

Now, using the identity (/? 6 >0

/+00

I>N„ 

for /3 =  2

X) 4=4- • ս+°(i))>n —* +°°>
1 iVn

1 1 r+oo -t
£ ^  = т ^ т /  ^ d x - ( l  + 0( l) ) ,n -+ + o o ,

I>N „
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calculate

яю-Ига’(т)'2 т г \2(т_1) N?m- '
2m — 1

-■<^Гй-іІ:Ь,м+да-
2m — 1 ^  то — 1 (1 +  o(i)) +  ԼՀ) R  =

n

Ч « ' І ^ И ( 1 + “(1 )> + ( '4 ) , Я =

-  К ) - ‘ И ՜ ^ ֊ ֊ I 1 +  » ( Ч )  +  « ) ’ я  =  - № »  -  1 ) Ю 2« ( 1  +  0 (1 ) ) .
where we have used the relation (4.9). Now, choosing the sequence c„ =  a* for the 
definition of the estimator in (4.6), we obtain from (4.7)

sup ( е а ||Л„ -  ЛЦ2 ֊  Е л ||Л„ -  Л||2)  < 
лез-т (я ,5 )v 7

(4.10)

If we show that

(4.11) 

then, since

< —(2m -  1)(а;)2Я(1 + o(l)) + r  max — тщѵж

1 | i  - 1 ^ 2 1  n |2 | t  _ _ аш _ ч
i m p ' (ggtyb =  °(nՈ I

П =  ( 2 т - 1 ) ( а ; ) 2Л п ^ т ,

we get from (4.10)

t  sup (Е л ||Л „ - Л ||2 - Е л | |Л „ - Л | |2)  <  -П . 
*->+ 0° лаг-(П-Я) ՝  /n-f+oo леэ-„(л,.9)

This combined with the proposition wifi end the proof. To prove (4.11) recall that

1 r  2S m

Therefore,

»=(4 v| a")+- °;= п 2 п  R  (2то -  1)(то -  1)

1 _  |1 -  |£ն/,ո|2| ^ 2 1 -  Кы.п 2 .  с  . ад
- п тГ - ( Ш у ^  = п ап =  ^Ш iF  =  o(n 5̂ T) - m > 1 -n 3S^T( M ) -  

Theorem 3.1 is proved.

A cknow ledgem ents The author is greatful to Yu. A. Kutoyants for his suggestions 
and interesting discussions and to A. S. Dalalyan for fruitful comments.

22



СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] A. S. Dalalyan and Yu. A. Kutoyants,"On second order minimax estimation of invariant density 
for ergodic diffusion", Statistics ic Decisions, 22, no. 1, 17 -  42 (2004).

[2] S. Delattre and M. Hoffmann, “The Pinsker Bound in Mixed Gaussian W hite Noise?’, Math. 
Methods of Statist, 10, no. 33, 283 -  315 (2001).

[3] S. B. Gasparyan, “On the lower bound in second order asymptotically efficient estimation for 
Poisson processes”, Working Paper.

[4] R. D. Gill and B. Ya. Levit, “Applications of the van Trees inequality: a  Bayesian Сгатёг-Яао 
bound”, Bernoulli, 1, no. 1-2, 59 ֊  79 (1995).

[5] G. K. Golubev and W. Hardle, “Second order minimax estimation in partial linear models”, 
Math. Methods of S tatist., 9, no. 2, 160 -  175 (2000).

[6] G. K. Golubev and B. Ya. Levit, “On the second order minimax estimation of distribution 
functions”, Math. Methods of Statist., 5, no. 1, 1 -  31 (1996).

[7| Yu. A. Kutoyants, Statistical Inference for Spatial Poisson Processes, Lecture Notes in Statistics 
134, Springer-Verlag, New York (1998).

[8] Yu. A. Kutoyants, Introduction to Statistics of Poisson Processes, to appear.
[9) M. Nussbaum, “Minimax risk: РіпвкегвГбв bound", In Encyclopedia of Statistical Sciences, 

Update Volume 3, S. Kotz (Ed), New York: Wiley, 451 -  460 (1999).
[10] M. S. Pinsker, “Optimal filtering of square-integrable signals in Gaussian noise”, Problems 

Inform. TVansmiesion, 16, no. 2, 120 -  133 (1980).
[11J A- B. Tfcybakov, Introduction to Nonparamotric Estimation, Springer Series in Statistics, 

Springer, New York, (2009).

Постушиіа 12 декабря 2014

SECOND ORDER ASYMPTOTICAL EFFICIENCY ...

23



Известия НАН Армении. Математика, том 50, и. 2, 2015, стр. 24-37.

С Х О Д И М О СТЬ М Н О ГО М ЕРН Ы Х  И Н Т Е РП О Л Я Ц И О Н Н Ы Х  
П ОЛИН ОМ ОВ Ф У Н К Ц И Й  О ГРА Н И Ч ЕН Н О Й  

ГА РМ О Н И ЧЕС КО Й  В А РИ А Ц И И

А н н о т а ц и я . В  статье рассматривается вопрос сходимости частичных сумм 
многомерных тригонометрических интерполяционных полиномов. Доказана 
сходимость по Прингсхейму для функций, непрерывных по гармонической 
варнаііни. Построен пример, показывающий, что условие непрерывности по 
вариации нельзя заменить па ограниченность вариации.

M SC2010 num bers: 42А15.
К лю чевы е слова: Многомерная тригонометрическая интерполяция; гармони
ческая вариация.

Введем необходимые обозначения. Дли промежутка I  через Q(/) обозначим 
множество всех конечных систем попарно непересекающихся интервалов Іп, таг 
ких что ДТ С / .  Пусть Ik =  (afc, 6fc) и /  функция на Rm. При m =  1 обозначим 
f ( h )  =  / ( 6 i ) - / ( a i ) .  Если д л я т  —1 уже определено f ( h , . . .  то положим

/(■̂ 11 * • • I I'm)

Величину ք(1 լ,. . . ,  Im) будем называть смешанным приращением функции /  на
/  =  / х X . . .  ж I m .

Р, то через f ( I a ,xp) будем обозначать смешанное приращение /  как функции 
аргументов Х і , і  6  а ,  при фиксированных X j ,  j  е թ .

Обозначші через Լ  множество неубывающих последовательностей положи
тельных чисел Л =  {А„}, удовлетворяющих условиям

А. Р. НУРВЕКЯН

Ереванский государственный университет 
E-mail: unurb^anQgmail. com

1. В в е д е н и е

Если множество { 1 ...., т }  разбито на два непересекающихся множества а  и
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СХОДИМОСТЬ МНОГОМЕРНЫХ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ полиномов ...

О п р е д е л е н и е  1 . 1 .  П у с т ь  A j  =  { }g?_1 е  L ,  j  =  1 Т о гд а  ( Л і , . . . Л т ) -

вариацией функции f{ x i , . . .  , i m) относительно переменных x \ , . .  . , x m no па
раллелепипеду Д і X . . .  X Дт  называется величина

Пусть а  С {1, •, т} состоит из чисел j i  < . . .  <  j p и (3 = { 1 ,.. .,  m }\ а .  Тогда
через

обозначим (Ajj, . . . ,  Л в а р и а ц и ю  /  относительно функции переменных X j , , . . . ,  х j v 

по р-мерпому параллелепипеду Да =  Д,-, х • • • х A jp при фиксированных зпаче-
НИЯХ X j, j  6  p .

(Лյ , , . . . ,  Л7|,)-вариацией функции f ( x i , . . . ,  xm) относительно переменных ха 
по m-мерному параллелепипеду Дп =  Д і х ■ • • х Д т  называется величина

Если полная вариация функции конечна, то она является функцией ограничен
ной (Ль . . .  ,А.т)-вариации, а класс таких функций обозначают через (Лі, ..

Если последовательности А{ совпадают и равны Л, то для краткости будем 
писать Ѵд“ , Ѵд и ЛВѴ(Д). В частном случае, когда Л =  {п}, функции класса 
АВѴ(А) называют функциями ограниченной гармонической вариации и пишут 
НВѴ (А), Ѵн  и т.д.

О пределение 1.3. Скажем, что х  6 Rm является регулярной точкой функции 
/ ,  если существуют и конечны 2т пределы

Ат)ВѴ{Ь).

f  (хі db 0 , . . . ,  xm i  0 ) — liro f  (a?i i  t \ t . . . ,  x m i  tm)y

для всеѳозмооісных комбинаций знаков.
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В одномерном случае классы АВѴ  были введены Д. Ватерманом [2], а в дву
мерном случае -  А. А. Саакяном [7]. Случай более высоких размерностей был 
рассмотрен А. И. Саблиным [9].

Классы АВѴ  очень полезны при изучении сходимости тригонометрических 
рядов Фурье. Оказалось (см. [4], [6], [8]), что эти классы можно использовать так
же при изучении сходимости тригонометрических интерполяционных полиномов 
в одномерном и двумерном случаях. Приведем основные известные результаты.

Теорема 1.1 (Д. Ватерман [2]). Пусть 2іг-периодическая функция /  е Н ВѴ([֊п. 
7г]). Тогда в каждой точке ряд Фурье f  сходится к величине /(д+°)+Ад-о) u 
сходимость равномерна на любом отрезке, лежащем внутри интервала непре
рывности функции.

Теорема 1.2 (А. А. Саакян [7]). Пусть 2іг-периодическая по каждому перемен
ному измеримая функция /  6 НВѴ({—тг, 7г]2). Тогда в каждой регулярной точке 
(хі,хз) е  R2 ряд Фурье /  сходится по Прингсхейму к величине

х2) =  і / ( і !  ±  0, х2 ±  0).

Если функция непрерывна на открытом множестве Е, то сходимость равно
мерна на любом компакте, лежащем в Е.

А. Н. Бахвалов [5] показал, что в случае т  > 2 непрерывность функции и 
ограниченность ее гармонической вариации недостаточны для сходимости рядов 
Фурье по Прингсхейму. Д. Ватерманом [3] было введено понятие непрерывности 
по A-вариации, которое было обобщено А. Н. Бахваловом [5] на многомерный 
случай для установления сходимости по Прингсхейму при т  > 2.

Определение 1.4. Скажем, что функция /  € (А і,. . .  ,Ат )ВѴ(Д) непрерывна 
по (А і,. . . ,  А.т)-вариации и напишем /  е  С'(Л1, . . . ,Л т )Ѵ(Д), если для любого 
непустого множества ռ = { ju  . . . , j p} С {1 ,..., т} и любого j k  €  а

Հ Լ ....Л,„_, ,л<;>,лл+1....V  (Л Л ) =  0

еде A™  =  {Ai+fc} £ 1.

Теорема 1.3 (А. Н. Бахвалов [5]). Пусть /  6 СНѴ([—7г,7г]т ) непрерывная 2тт- 
периодическая по каждому аргументу функция. Тогда ее ряд Фурье равномерно 
сходится к ней по Прингсхейму на [-я ՜, я՝]”1.
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X j  — Հ +  j h Nt, h j f t — , г — 1) • • . I ш , j  6  Z.

Для тригонометрических интерполяционных полиномов аналог теоремы 1.1 
был доказан А. А. Кельзоном [6] (см. также (4]), а аналог теоремы 1.2 был доказан 
в работе А. Нурбекяна и А. Саакяна [8].

В настоящей работе доказан аналог теоремы 1.3 для тригонометрических ин
терполяционных полиномов и установлена его окончательность.

2. В с п о м о г а т е л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы

Определение 2.1. Пусть функция f ( x i , . . . , x m) 2п-периодична по каждому 
аргументу и Т  = [—ж,ж]. Д ля набора натуральных чисел N  = (N i, . . . ,  Nm) 
и вектора х° =  (х?,. . .  , ! „ )  6 Т™ определим узлы интерполяции следующим 
образом:

xj = xj(x°,N) =  (х}х, . . . ,х £ )  , j = 0'i.......j m ) € Zm,
2тг

2ivT + i’
Через I Nl....Nm( f ,x )  обозначим единственный тригонометрический (интерпо
ляционный) полином вида

Hi Nm
5 3  c ^ 1""lN”'e u'iZl ■ • ■ e“/mIm

ui=-Ni vm=—Nm
для которого

i N l...w - (/, xj) =  /(xj), j e z m .

Как показано в [1], щ , . . . ,  ̂ „-частичные суммы интерполяционного полинома 
задаются формулами:

(2.1) := £  ••• £
U l= -n i I/т =-ГЦп

7Г
где W2jv,+i(t<) -  непрерывная слева, ступенчатая функция со скачками Лд/, в 
точках xj, j  =  1 , . . . ,  2Ni +  1, a Dn (է) -  ядро Дирихле.

Теорема 2.1. Пусть /  € П В Ѵ (А т) для некоторого интервала Л С Т. Тогда

СХОДИМОСТЬ МНОГОМЕРНЫХ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ полиномов ...

(2.2) /  Д * 1 .. . . .* т )П  - ^ ^ - 1dW2W,+l(il)---dW2Wm+l(^m)
У д -  Կ

< П  ^  X (Ѵи-Cf, Ат ) +  М (/, А"1)),
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где M (/, Дт ) =  виРжеД՛՞ / ( х )-

Доказательство. Теорему докажем индукцией по гп. Для т  =  1 она доказана 
в работе [8]. Предположим, что теорема верна для т  — 1 и докажем для т. 
Обозначив

<К*і) =  [  f ( t U " - , ^ ) Y [ — 7 ^ du>2Na+l(t2)---db>2N„+l(tm),
J  Дт—1 ^_շ Ч

интеграл в (2.2) можем представить в виде

1  =  J  0 ( < i ) - ^ - ^ - ^ r f w2Wi+i(<i)-

Применив теорему в одномерном случае, получим

(2.3) |/|<—֊ (W.A ) + М(*,Д)).
А в силу индуктивного предположения для т  — 1 и է 6 Д будем иметь

(2.4) №)| < П — 1 X [Ж ■.-. ), ̂ (Д™-1) + Д™՜1)].
х=2 4

Для оценки гармонической вариации функции 0 рассмотрим гармоническую 
сумму по некоторому семейству попарно пепересекающихся интервалов { Д*}£=1 = 
{(<**,&)}*=! из Д:

у ՝  І0(А*)І _  
fc=i

A. P. НУРБЕКЯН

5 3  д. У [ / ( & i* 2 > - - - |£ m )  /(<**> *2> • • • .  *m)] ----£̂ !J2N a+ l(t 2 ) " -<̂ 2A fm+ l(^m ) =
k=l Д т-1 *=2

/  г т  . ,

5 3  Т  [/(А » *2| • • • I t i n ) — f  ( & k , t 2 , . . .  , t m)] — -----------------<սմշ/^յ+ւ(էշ) • • • du>2Nm + \ { t m )

д т -. Ь =1 і=2 Ч

/* m  • .
=  /  ւիԼԿք-էէքո)  J J  -  ՜< ս մ շ ^ + ւ (է շ )  • • •<̂ W2JVnl+ l( im )

</Дт "і է-_շ H

m ո jy  j 1

< П —t —  x [ W ,  Дт ֊ 1 ) +  Af (V-, Дт ֊1 )], 
t=2 1

где через гр обозначена функция
г

.......*-) =  £  т  М 9*՛ ■էշ> • • • •*™) -  /(»* . *».— .<«)].
*=і

Нетрудно ноказать, что

(2.5) ѴнЫ>, Дт ֊1 ) < Vh U, Д т ), Af(V», Дт_1) < VH(f, Дт ).
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Из (2.3)-(2.5) вытекает требуемая оценка (2.2). Теорема 2.1 доказана. □
Теорема 2.2. Пусть f{ x յ , . . . , хт) 2ж-периодическая по каждому переменно
му функция, и /  € Н ВѴ (Т 'п). Тогда

\ Լ  m , . . . .  t m ) e i ^ +  - + n ^ d w 2 N l + 1 ( t 1 )  ■ ■ ■ d w 2 N m + 1 { t m )

<  1 4 И

для любого j  =  1 , . . . ,  m.

Доказательство. Без ограничении общности можем считать, что j  =  1. Теперь 
воспользуемся аналогом теоремы 2.2 для одномерного случая, который был до
казан в [4] (теорема 2):

IՀ п / (* і ,• • • ,tm)e<(n,t,+- +n“ ‘m)d ^ N 1+i( t1) • ■ • dw2Nm+l(tm)

t  e.(nj<,+ -+n,„tm ) Г Г / ( t l , . . . , tm)e<ni‘1dw2Wl+1(t1)
J t "—1 U t

ta...
< (2ir)m 1 max /  /(< ! ,. ..,tm )e,,“ ll(iJ2w1+i(ti)

J J  dw-iiVk+i (ifc) 
k=2

< + \  \r  Ѵн(П-2ni InJVi
□Теорема 2.2 доказана.

Теорема 2.3. Пусть f ( x t , . . . , x m) и g(xi , . . . , x m) = ПИх&С1*)- Если f  6 
Н В Ѵ (Т "), 9і 6 Н В Ѵ (Т),І =  1 т ,  тогЭа

(2.6)

[  / ( x  +  t).9 (t)

k  . . m

П ЙШП^  ж  п  <>■*• db>2N , + i  (*i) • • • + i ( t k )
J T m 3=1 1 a = k+ l

<<?(/,$)
-A- 2iVj + 1  

й  2ТІ>

2 N ,  + 1  1
2п, \nN a՝

для любых X € Т™, Ոյ < Nj ,  j  =  1 , . . . ,  k, 8 =  k + 1 , . . . , m, k = 1 , . . . ,  m.

Доказательство. Обозначим

F (t) =  /(x r+  t)s(t), X, t  6 Rm.

По лемме 1.2 из [7] имеем, что F  е  НВѴ(Тт ). Обозначив

Г k ' і-
Փ(էհ+1 , . . . , tm ) =  / ( x  +  t)ff(t) f j  S—~ — dM2Ny+i{ti) ■ ■ ■ du>2Nk+i(tk),

JTk j - չ  j
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интеграл в (2.6) можем записать в следующем виде

(2.7)
т

[  Ф{ік+1і • • •! ̂ ти) И  е ' dbtyNk+i+lftk+l) • • • <&і/2ІѴт +і(£т) 
յ՞րո-ե л=к+1

< {2 п Г - к- г ^ ± 1 _ 1 _ Ы ф )

и оценить с помощью теоремы 2.2, где а 6 (А: +  1 ,.. .  ,т } .
Гармоническая вариация функции ф оценивается так, как в доказательстве 

теоремы 2.1:

(2.8) Ѵн (ф) < С  П  ^ V*r(F).
І=1 ^

Из оценок (2.7) и (2.8) следует (2.6). □

Теорема 2.4. Пусть f ( x і , . . . ,  хт) ֊  2-к-периодическая по каждому переменно
му функция, ս ք շ  Н В Ѵ (Т 'п). Д ля любого е > О

Л»)',!..,п„Г (/> *) — _т  [  ,т /(х + ѣ )П !!Ч Г і rfW2Wi+l(*l) • ■ • dW2JV,„+l(tm) +о(1), 71 •/[-«,€)"■ (=1 Ч

где о(1) стремится к 0 равномерно на Т™, когда гц —f оо, » =  1 ,.. .  щ так, что 
отношения ՀԷ равномерно ограничены.

Доказательство. Запишем ядро Дирихле Dn(t) в следующем виде:

А . СО =  +  g{t) sinni +  ֊  cos ոէ, է 6 T,

где

f f ( t )= 2 ^ | " ?  0 < ւ* ւ^ >  » (° )= 0 -
ТЬіда, согласно (2.1),

( / .* ) =  /  / ( * + і ) П А ч Л ) Л ^ І+і(*і)"-л»ад.+ і(*п.)
•/Tm t=l

/» Ш լ ,

=  /  / ( X  +  • ) П 2  , l dw 2jv ,+ i(< i) • • • <іш2лг,Л+ і(< т ) + 1\ +  1շ +  73 ,

11 = [  Д х  +  4) П —^ ^ dw2JV,+i(ti)"-du2jvm+i(fm)

где



а Іл является суммой по к = 1 , . . . ,  тп—1 и всевозможным комбинациям (*і,. . . ,  tm) 
интегралов следующего вида 

к о т  п. т. ___ 1
d u > 2 N ,+ l ( t l )  ■ • ■ du>2Nm + l ( t n

СХОДИМОСТЬ МНОГОМЕРНЫХ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ п о л и н о м о в  ...

д (и .)вт т ц ши ш +  ^ сов т ц .іі.//<*«) П
յ Լ  »=1 *• ш=к+1
Сначала оцепим интеграл І\. Обозначим

если |tj < е
h(t)

- f t если |і| > 6.

Так как функция h ограничена на Т, то используя лемму 1.2 из [7] получаем
m

F(է) =  Д х  + 1) П հ(ս) е Н В Ѵ ІГ 1), VH(F) < C(e)V„(f).
»=1

Применив теорему 2.2 для функции F, получим нужную оценку для Լ .
Далее, нетрудно убедиться, что д 6 Н ВѴ(Т) и с учетом леммы 1.2 из [7] 

получаем
ТП

/ ( х  +  і ) П < 7( * і ) е Я В Ѵ ( Т т ) 1 
і=1

что вместе с теоремой 2.2 дает нужную оценку для 1շ.
Интегралы в Із являются суммами интегралов вида (2.6), где ді = д или 

</і =  5 и оцениваются по теореме 2.3, откуда следует нужная оценка для Із, так 
как количество интегралов вида (2.6) составляющих կ  конечно и зависит только 
от т .  П

3. О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы

Теорема 3.1. Пусть /  -  2п-периодическая по каждому переменному функция 
и ք € С Н Ѵ (Тт). Тогда для любой регулярной точки х  =  (х і ,.. . ,х т ) 6 Т"*,

(ЗЛ) =  ± 0 ....... Х т ± 0 ) ’
при условии, что отношения Ni/іц  равномерно ограничены.

Если, кроме того, функция /  непрерывна в окрестности компакта К , то 
(3.1) имеет место равномерно по х  6 К .

Доказательство. По теореме 2.4 достаточно показать, что
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где
(3.3) T n < N { < L - n  i, i = l , . . . ,m

(L -  фиксированная константа) и

/(x  +  0) =  lim /(x i + Կ ,.. . ,x m +  tm)-

Из теоремы 2.4 следует, что

lim -4r /  П • • • db>2N „ . + i ( t , n )  = — .
Ո ,...... ... 7Г У[0,е]т t; 2m

Следовательно, если обозначим

■Փ{է) =  Vx(t) =  / ( x + t )  -  / ( x  +  0),

то соотношение (3.2) примет вид:

(3.4) lim -Հ- f =  0.
V '  . Ո ւ ...... n m-*x> 7Tm  J [ 0 le]m £ £  H

Но но теореме 2.1,

I\c

m  . լ

^ (t ) J J  81Ո -  i d U iN i+ l  (*1) • • • dio1Nm+ \ (t m )
M "  fcl Կ

< (Լ + 1 Г  [Ѵн (V-, [o, e]m) + M W , [0, e p ) ] ,

где L - постоянная из (3.3). Отсюда следует (3.4), а, следовательно, и утвержде
ние теоремы, так как из условия /  6 СНѴ{Тт) вытекает, что (см теорему 2 из

И ),

(3.5) lim Ѵн (ф, [0, е р )  =  0, lim [0, е р )  =  0,

при этом, если /  непрерывна в окрестности компакта К , то (3.5) имеет место 
равномерно по х  6 К . Теорема 3.1 доказана. □

В случае т  > 2 в [5] (Теорема 5) приведен пример непрерывной функции с 
ограниченной гармонической вариацией ряд Фурье которой расходится в неко
торой точке. Приведем аналогичный пример для тригонометрических интерпо
ляционных полиномов. При построении примера воспользуемся элементами кон
струкции примера в [5].

Теорема 3.2. Пусть т  >  3 и последовательности А1, . . . ,  Ат € L таковы, что



Тогда в классе (Я, Л2, . . .  ,Лт )5Ѵ([—7Г, 7г]т ) существует непрерывная функция 
тригонометрические интерполяционные полиномы которой расходятся по ку
бам в О — (0,

В частности, это означает, что в случае т >  2 в теореме 3.1 класс СНѴ{[֊ж, тг]т ) 
нельзя заменить классом НВѴ([— тг,7г]т ).

Доказательство. Для построения функции воспользуемся так называемыми “диа
гональными’’ функциями определенными в [5]. Пусть n*, JV* натуральные числа 
такие, что

(3.6) пх = 4 , л* > 3, N0 =  1, Nk = ուոշ • • • ո* =  Nk-irik-

Д л я  натуральных к определим интервалы D \ =  {іт/N k ,ir/N k-i). Узлами интер
поляции будут служить точки

СХОДИМОСТЬ МНОГОМЕРНЫХ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ полиномов ...

Определим функции /* с помощью которых будет задана “диагональная” функ
ция. Мы полагаем /*(է) =  0 при է € Т  \  D \. В узлах tj, которые находятся в DI 
полагаем

а на интервалах между узлами функция Д  линейная. Заметим, что из опре-

узлов, которые лежат в являются j  = Nk + 2 , . . . ,  Nk +  ո*. Носитель функции 
fk  делится точками і* на ո* интервалов монотонности. Приращение функции на

fk fc )  =  [sin {Nk +  1/2)*,],

деления следует, что fk i -քէ) =  fk i j j f- ; )  =  0. Легко проверить, что номерами

(ո*—2) интервалах монотонности равняется յ— ,̂ а на остальных двух равняется 
. Следовательно

Далее, обозначим D \ = (n/(Nk +  1/2), 2ir/{Nk + 1/2)) и

Тогда “диагональная” функция

(3.7)

принадлежит классу (Н,А.2, . . .  ,Лтп)ВѴ (Тт) по лемме 6 в [5].
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Сначала докажем, что ряд в (3.7) сходится равномерно. Покажем, что для 
любого е > 0 существует число No > 0 такое, что при N  > Nq

ос /  т  \

Е
j = N +1 \  9=2 /

<  £ ДЛЯ вссх X  =  ( * 1 , . . . , хт) € Т7".

Заметим, что шах |/,•(«)! \  0 ири j  -> оо. Выберем Л/о > 0 так, чтошах|/*(і)| < 
€ при j  > No. Так как |fy(t)| < 1, то ясно, что

Е  ( а к ^ П м **))
j = N +1 \  7=2 /

< Е  І-М *1)!-
j=W+l

Поскольку по построению носители функций Д  лежат в интервалах D \, то для 
любого X  = (х1, .. ■ ,х т) 6 Т”* имеем

Е  ІЛіС®1)! =  о. если х 1 1 U  Dh-
3= N + 1 j = N + 1

В противном случае, так как интервалы D \ попарно не пересекаются, то для 
некоторого jo  > N  > Nq будем иметь

Е  І/ѵО*1)! =  \Խ ձ ^ ) \  <
і=лг+і

что и требовалось доказать.
Из равномерной сходимости ряда (3.7) и непрерывности функций f j  и hj сле

дует, что функция /  непрерывна на Т т.
Обозначим

ы і ) = $ : : : $  Ա), n  = 1 , 2 , . . .

и докажем, что в (3.6) последовательность п* можно выбрать так, чтобы для 

при достаточно больших fc имели место оценки

Rk > 2<5 при четных к, Rk < 6  при нечетых к. 

Так как ряд (3.7) равномерно сходится,
ОО оо

я* =  E w ^ . ° ) ( ^ ( ^ . 0 ) ) m ֊i = : Е
і = 1 3 = 1

Сначала рассмотрим величины Іык{ /у ,  0). Для любого А:
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(3.8) W A .0 )  =  ֊ ■  ա ՏւՀշ ^ է/ շ 2)է<Խշ^ +ւ{է) =

1 1 7Г >  1 1

тг\ппк і=“ +2 2Hin(tj/2) Х Nk + 1/2 -  (2Nk +  1) lnnfc j=“ +2 £ x ^  

լ  1 1 n* ՜՜^  շ  լ  շ

J £ + a  J — Л* — J/ 2 =  §  J + Щ  -  2 b ^ (lnnfc ՜  1} -  3 ’

при достаточно больших ո*. Пусть / 0(t) =  JDSi /<(*)> тогда

(3.9) £  |/іѵ*(Л, 0)| =  £  Л W W I
=fc+l l=k+l

/■ * ,« ,.M 9in(7Vjfc + i/2 )i , 1 2ir I /  7Г \ |
s ^ / 0 w * ) '  ■ ■  i / — ^ ֊ « w  - ; *  в д й п  *  K °  ( щ т т  J I

• M N k  + t o v f c T
28in n/2{2Nk +1) ^  о лг1 , 1 , l/oWI X 1— h —  ^2Nk + 1  te(o,n/JV4) t5(57?*"+I5 2

при достаточно больших ո*. В доказательстве неравенства мы воспользовались 
тем, что единственным узлом интерполяции в интервале ^О, յ է  ̂  является 4 jvk+i = 
շ^ +1 и |/о(і)| =  |/і(*)і, так как носители /і  попарно не пересекаются.

Если числа щ , . . . ,  п к- і  уже выбраны, то для і  =  1 ,2 ,. . . ,  к — 1,

ԽխՄ<>0) =  ՜ /  M t)Sm]*k tdu2Nk+i{t) +  о(1) при Nk 
Ո J-ж է

օօ,

где интеграл является коэффициентом Фурье-Лагранжа непрерывной функции 
который стремится к нулю, когда N k —> оо. Следовательно число л* можно 

выбрать так, чтобы

*-1 г
(3.10) Е і ^ ( Л , о ) | < - ,

і=1
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Перейдем к оценкам /*„(/*,0). Учитывая, что для любого к единственной узло
вой точкой в Df. является 2Д|Г+І, то будем иметь

1 r^HN,+l/2) (НІП(ДГѴ +  1/2)і)2 
(3.11) 2 М т

(ernl\{Nk+  5՛) X aWk+r]

27Г8ІП j(^ЛЧ + І/г))1 ' ЛГ* +  1/2 (2Nk + 1 ) sin 1ՀՀԻէհ+շ)

1 2  - Г=  Հ - — Со,
-  (2^* + 1) 4̂ Т 2 37Г:

Далее, для г փ к имеем, что

1 /-WC^+1/2) с ^ 1 ^ 1  sin(7Vfc +  1/2)է յ

5? W , a> Г  V  +  շ )  ‘J — * * * / 2 ) ^ ‘+ l W

1 тг . l  ^ 1
-  JT X Wi +  1/2 X 2sin(7r/(2Nk + 1)) -  2 ՜

(3.12) \Խ„(1կ,0)\ =

ТЪгда, с учетом (3.10),

(3.13) £  ІЛ*.«І ^  I-
2л<ь

Учитывая (3.8), (3.11) и (3.9), (3.12), выберем ко так, чтобы при к > к о
րքո- г  տ

(3.14) Rk,k > = 35, £  \Rkt2j\ < ֊ .
2j > k

Из соотношений (3.13) и (3.14) получим, что при четных к > ко

Rk > Rk,k -  £  \Rk,V \ ֊  £  №м*І > 35 -  f  f  =  25,
2j< k  2j> k

а при нечетных к > ко

|Лаг| <  Y 1  1Д *.2>1 +  Y 1  -  I + I =  Տ՝
2j < k  2j > k

что и доказывает расходимость интерполяционных полиномов по кубам в точ
ке 0. П

A bstract. The paper considers the question of convergence of partial sums of multi
dimensional trigonometric interpolation polynomials. Convergence by Pringsheim for 
functions that are continuous in harmonic variation is established. An example is 
constructed showing that continuity in variation cannot be replaced by boundedness 
of variation.
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А н н о т а ц и я . В данной работе приводится полное описание инвариантных 
идеалов С*-подалгебр алгебры Теплица, неподвижных относительно конеч
ной группы автоморфизмов. Доказывается расщепим ость коротких точных 
последовательностей порожденных такими идеалами.

MSC2010 num bers:
К лю чевы е слова: индекс монома; алгебра Теплица; неприводимое представ
ление; С'-алгебра, инвариантная подалгебра; инвариантный идеал; компактный 
оператор.

1. В в е д е н и е

1 Одним из хорошо известных и используемых алгебраических объектов в со
временной математической физике является алгебра Теплица 7. В работах мно
гих авторов исследуется как сама эта алгебра, так и различные ее модификации, 
изучаются свойства полученных алгебр (см. [1] [6]). Данная статья посвящена
одному из обобщений алгебры Теплица, которое возникает при исследовании С‘- 
алгебр, порожденных инверсными подполугруппами бициклической полугруп
пы. Ранее, в работе [7], авторами было начато изучение С'-подалгебры алгебры 
Теплица 7, порожденной мономами, индекс которой кратен числу т. Эта С '- 
алгебра была обозначена 7т и было показано, что она неподвижна относительно 
конечной подгруппы группы S 1 порядка т. Были описаны все неприводимые 
бесконечномерные представления этой С7*-алгебры.

В настоящей статье продолжается исследование С*-алгебры 7т с несколько 
иной точки зрения. В частности, показывается, что С*-алгебра 7т представля
ется в виде

(1-1) Tm =  T(rn)+3Cm,

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ N  12-01-97016.
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где Т (т) ֊  С'-подалгебра в алгебре Тт , порожденная операторами Т™ и Т*т , 
а Х,п -  С*-подалгебра всех компактных операторов в 7т. Более того, показы
вается, что при некоторых модификациях подалгебры Х т получаются новые 
представления вида (1.1) для алгебры 7т.

Основной целью статьи является исследование инвариантных идеалов С*- 
алгебры 7т. Идеал J  алгебры 7т называется инвариантным относительно неко
торого естественного представления а0: S 1 -► Aut(T), если a0(z)(J) =  J  для 
любого z  е S 1. В статье получено полное описание всех инвариантных идеа
лов алгебры Тт , и показано, что их конечное число, в точности равное 2Ш, и 
что каждый из них порождается разностями проекторов вида Т ‘Т*‘ — TJT*3,
О < і < j  < т. Также доказано, что если J  инвариантный идеал С*-алгебры 
7т и J  փ Х т, то она может быть представлена в виде прямой суммы 7т “  7„®J, 
для некоторого п < т .

2. ПОДАЛГЕБРЫ  АЛГЕБРЫ ТЕПЛИЦА, НЕПОДВИЖНЫЕ ОТНОСИТЕЛЬНО 

КОНЕЧНОЙ ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ

Рассмотрим гильбертово пространство l2{Z+) с естественным ортонорморо- 
ванным базисом {en}kez+. Пусть Т  -  оператор сдвига на l2{Z+), который на 
базисе действует следующим образом:

Тек = efc+i-

Очевидно, что Т*Т  =  I, где Т* сопряженный оператор к оператору Т, I  -  
тождественный оператор, и Т Т * =  Р  проектор на l2{Z+\0). Следовательно, 
полугруппа, порожденная операторами Г  и Г ,  образует бициклическую полу
группу. Каждый элемент этой полугруппы имеет вид Т пТ*тп, n ,m  е  Z+. Такие 
элементы в дальнейшем будем называть мономами [5], а число п — m  -  индек
сом монома и обозначать ind(r"T*m). Конечные линейные комбинации
мономов образуют инволютивную подалгебру алгебры B(l2(Z+)) всех линей
ных ограниченных операторов гильбертова пространства l2(Z+). Равномерное 
замыкание этой подалгебры в B(l2{Z+)) называется алгеброй Теплица и обозна
чается через 7. Пусть (^(Տ1;^՜) — ՇԼՏ1) ® 7  -  С*-алгебра всех непрерывных 
отображений из единичной окружности S1 в алгебру 7, с нормой

II А  ||=  sup II A(z) II, А е С ^ - ,7 ) .  
s 1
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Пусть А*, 6 CCS1-, 7), Ащ,(ж) =  A(z ■ zo) -  оператор сдвига на zq. Так как
II Аад 11=11 А II. то оператор сдвига А։ порождает представление

ff-.S1 -* AutM S 1 ;7))t a(z)(A) = AI .

Каждому элементу А из C ft'-.T ) можно сопоставить формальный ряд:

А (« )^  ^ 2  Akzk,
к= —оо

с коэффициентами

Ак =  J  <r(z)(A)z-kdz, 
տ՝

где интеграл берется по нормированной мерс Лебега па S 1.
Обозначим через 7  С*-подалгебру алгебры Շ(Տ1) ® Т, порожденную моно

мами T nT*m{z) =  zkT nT*m, п ,т  6 Z+, где fc =  ո -  то. Очевидно, что
алгебра Т инвариантна относительно сдвигов элементами группы S 1, то есть 
a(z)(i4) 6 7  для любых А  из Т и z  6 5 1. В работах [8], [9] было показано, что 
отображение А >-> А, А = А(1) порождает изоморфизм между С*-алгебрами 
7  и Т. Аналогичные результаты для более общего случае были получены в 
работе [10]. Поэтому представление a: S 1 —► Aut(T) порождает представление 
<то: —»■ Aut(T):

сг0(г)(А) =  A(z),

где А = А(1). Отметим, что сто(z)(TnT*m) = zkT nT*m, п ,т  б Z+, к = п ֊ т .  
Понятие индекса монома можно распространить и на элементы 7’nj ,tm алгебры 
7: ind(TuT*m) = п  — т. Из построения алгебры Т видно, что если. А =  Т"Т*т, 
В =  Т кТ*1 и ո - m  յէ к — I, тогда

J  A(z)B*(z)dz = 0. 
տ»

Поэтому алгебру Т можно записать в виде

* =  0  4 ,
к=—оо

где -С* замкнутое подпространство в 7, порожденное мономами индркгя fc, то 
есть состоящее из тех А € Т, для которых

a(z)(A) =  zfcA.
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Следовательно,

(21) 7 =  0  L k,
к= —оо

где £jt ֊ замкнутое подпространство в Т, порожденное мономами индекса к. 
Поэтому

JCk = {A e7 - ,a 0(z)(A) = z kA}.

Каждому элементу А  из Т можно сопоставить формальный ряд:

А -  £ )  Ак,
fc = -оо

где Ак 6 >Cfc. Пусть 7т -  С*-подалгебра алгебры ТЬплица, порожденная моно
мами, индекс которых кратен числу т.

В работе [7] было показано, что если Gm = {z 6 S 1 : zm — 1} -  конечная 
подгруппа группы S 1 порядка т ,  то

(2.2) т т  =  {А е  7 : сго(г)(Л) = A, z  е  Gm}.

Последнее означает, что алгебра 7т является неподвижной относительно конеч
ной груішы автоморфизмов Gm.

ОО

Л ем м а 2.1. Справедливо тождество: 7т = ®  £кт, где
к= —оо

£ьп =  {А б 7;<t0(z)(A) = z ^ A ) .

Доказательство. Пусть В  £ 7т, тогда согласно (2.2) a0(z)(B) — В. Из равен
ства (2.1) и 7т С Т вытекает

ОО

В -  £
оо

где Вк 6 -С*- Но так как а0(г)(Б) =  В, следовательно, а0(г)(В*;) =  В*, то 
есть uid(Bfc) кратен т. Таким образом, В к 6 -C/tm- Последнее означает, что

ОО

7т С ®  -Cjtm- Обратное включение очевидно. □
fc=—оо

3. С т р у к т у р а  а л г е б р ы  7т

Обозначим через 7(тп) С*-подалгебру алгебры Теплица 7, порожденную опе
раторами Т т и Т*т. Очевидно, что Т (т) С 7т.

41



Е. В. ЛИПАЧЕВА, К. Г. ОВСЕПЯН

Рассмотрим гильбертово пространство l2(Z+) с базисом {е/ь}*ег+. Представим 
его в виде прямой суммы

(3.1) i^(Z+) =  Яо © Н\ ф ... © Н т -и

где базис подпространства Я< состоит из векторов {ei+jtm}jtez+ > 1 < г < то. ТЬгда 
подпростраыства Ни 0 < і < то — 1, инвариантны относительно алгебры 7т. 
Действительно, пусть А е  7т, тогда А приближается линейными комбинациями 
мономов V = Т кТ*‘, где ind(V) = к -  I кратен тп, то есть к ֊  I = dm, d 6 Z. 
Тогда для любых Ні и е> € Я, если Vej փ 0, то Vej = eJ+lnd(v) =  eJ+(/m € 
Hi- Следовательно, Aej 6 Я,-. Поэтому любой элемент А  € 7т однозначно 
представляется в виде

А  = А\на © © А |ят _,.

Отметим, что все вышесказанное справедливо и для алгебры 7(т).
Алгебра 7(т) на каждом подпространстве Щ ,0 < і < т  — 1, действует как 

алгебра Теплица, так как Т^Сі+кт =  Сі+(^+і)т  ՜  является оператором сдвига 
на базисе подпространства Я*. Таким образом: Т(тп)|я, — 7, то есть существуют 
изоморфизмы т і\ Т (т ) |я , —► Т, t =  0 ,1 ,...,то— 1 сопоставляющие сдвигу на Я< 
сдвиг на Z+). Следовательно, для любого А  € Т(то) найдется единственный 
В е 7, такой, что 7էյ(ճ|«„) =  ті(Л |я,) =  ••■Тщ-і(А|яп,_1) =  В. Поэтому

Т(то) =  {А : А  =  В0 © Ві © ... © Вт _ь
т

(3.2) где т<(Ві) = В ,і = 0 ,1,...,то — 1, В б Т } < - > 0 Т ,
т

где через ®  Т обозначена прямая сумма то экземпляров алгебры Теплица 7.
Введем следующие обозначения: Pi =  T lT ml, 1 — 0 , 1 , m.  Тогда справедливы 

перавепства Р0 > Р і>  ... > Pm.

Л ем м а 3.1. Алгебра 7т является С*-алгеброй, порожденной операторами. 
Т т, Т*т и проекторами Рі, где 1 <  I < то — 1.

Доказательство. По определению алгебра 7т порождается элементами V, ин
дексы которых кратны т, то есть V = T mk+lT*mn+‘, где k ,n  е  Z+, 0 <
I <  то -  1. Тогда V = Т ”* Т 1Т*‘Т т”т = (Г"‘)*(ГгТ*')(Г*т )". Отсюда получаем 
утверждение леммы. □

Покажем, что алгебра 7т на каждом подпространстве Я<,0 < і < т  - 1  
также действует как алгебра Теплица 7. Для этого выясним, как проекторы
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Pj I 1 < j  < m — 1, действуют на этих подпространствах. Базисом Ні является 
множество {e<+fcm}fcez+- Очевидно, PjCi+km =  Сі+ьп для любого к > 1. А при 
к = 0 имеем

р .. .  =  /  «І. при і > j,3 լ о, при t < j.
Это означает, что

/о <і\ р . і„  _  /  при * > 7 ,(3.3) • “і\н, -  լ  T mT *mt ^  Հ Հ j

Таким образом, алгебра Tm|ц, порождается только л ишь операторами Т т и
յր +m

Пусть X  (7*-подалгебра всех компактных операторов алгебры Теплица Т, а 
Х т -  С*-подалгебра всех компактных операторов алгебры Тт . Обозначим через

т

ф З С  =  {Ко © ... ® К т- і  : К і — компактный оператор в В{Щ), 0 < г < т  -  1}. 

Л ем м а 3.2. Справедливо тождество:
т

аг _/Т \ /ѵ*

Доказательство. Пусть А 6 Х т с  Тт . Тогда А ֊  А\н0 Ѳ ... 0  А\н „_х и А\Ні -
т

компактный оператор в 5(Я<), 0 < і < т — 1. То есть А  е  ф  X. Таким образом, 
X  т с ф х .  ■

Покажем обратное включеіше. Алгебра Тт  содержит операторы Еі =  Р, — 
Рі+і, 0 <  і < т  — 1, действующие следующим образом:

если к =  і,
если в противном случае.

Каждый оператор Е і , 0 <  і  < т  — 1, является одномерным и, следовательно,
компактным на своем подпространстве Я». Поскольку 7т\н( является алгеброй
Теплица и, следовательно, неприводима, то 7т |и< содержит весь идеал компакт-

т
ных операторов на Щ. Отсюда следует, что ф  X  С Х т. □

Теорема 3.1. Любой элемент А  е  Тт  представляется в виде А  = С +  D, где 
С  6 7{т), D  е  X т, то есть

Тт  =  ^(тті) +  Х Т7І.

Доказательство. Согласно лемме 3.1 С’-алгебра 7т порождается подалгеброй 
Т (т ) и проекторами Р і,...,Р т _і. Для доказательства теоремы, учитывая, что

43

СТРУКТУРА ИНВАРИАНТНЫХ ИДЕАЛОВ НЕКОТОРЫ Х ПОДАЛГЕБР ...

ЕіСк _ /  ek, 
՜ Լ  о.



Б. В. ЛИПАЧЕВА, К. 1'. ОВСЕПЯН

Х т является идеалом в 7т, достаточно показать, что Pj 6  T(m ) +  3Cm, 1 <  j  <

in  — 1, то есть Pj = С +  D, где (7 6  Т(гл) и D  € ЗС ,̂.
Действительно, учитывая (3.3), для любого j, 1 < j  < т  -  1, имеем:

Pj =  Pj\Hl Ѳ -  Ѳ Pj\Hj © P j\ні+1 © ... Ѳ P j |я т  =

_  у ш у ™  0  0  ijrmrp*m 0  /  0  ... © /  =  (Г т Т*т  ф  ... 0  Т'т Т*т )+

+ (0  © ... © 0 © ( /  -  Т т Т*т ) 0 . . .  0  ( /  ֊  Г Т ™ ) )  =  С  +  D, 

где С  =  Т тТ т  0  ... © T mT ‘m €  Т (т )  и Z? =  0 0  ... © 0 © ( /  -  Г т Т*т ) © ... ©
m

( /  — j TO7 ’*m) e  ®  ЭС, так  как 7 — является конечномерным оператором

и, следовательно, компактным. В силу леммы 3.2 D 6  ЭСт . Таким образом,

P j= C  + D, 1 < յ  < т -  1, где С  е  Т (т ) ,  D е  ЭСт . □

И з теоремы 3.1, леммы 3.2 и разложения (3.2) следует, что каж ды й элемент 

А  из алгебры Тт  представляется в виде:

А — {(5о +  Ко) © ... 0  {Вт - 1 +  Кт- 1),

(3.4) где Ті(Ві) =  В ,і  =  0, l , . . . , m — 1 ,5  е  Т, К 0,...,К т еЗС}.

4. К о р о т к и е  т о ч н ы е  п о с л е д о в а т е л ьн о с т и

Последовательность алгебраических объектов Gi с последовательностью го

моморфизмов <рі: Gi -> G j+i, такая что для любого і образ ірі֊\ совпадает с 

ядром tfii (если оба гомоморфизма с такими индексами существуют) называется 
точной.

Точные последовательности типа 0 — ► А -^4 В ֊̂ ֊¥ С — ► 0 называются ко
роткими точными последовательностями, в этом случае уз -  мономорфизм, а 

г/> эпиморфизм, то  есть короткая точная последовательность состоит из объ

екта В, его подобъекта А  и фактор-объекта С. При этом, если у  <р есть правый 

обратный или у Հի левый обратный морфизм, то В  можно отождествить с А  0  С 
таким образом, что А  и С отображаются а А и С  тождественным образом. В 

этом случае короткая точная последовательность называется расщепимой.
Рассмотрим разложение (3.1) гильбертово пространства Z+) и  семейство 

представлений С*-алгебры Т„, тт, : Тт  —> В(Ні), заданных равенством дл я  лю
бого А 6  Тт

яч(Л) =  А\н„ 0 <  * <  т  — 1.
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В силу леммы 3.1 и (3.3) получаем, что эти представления описываются равен
ствами

7Г,(Рі) =  7Г,(Р2) =  ...7Гі(Р<) =  / ,  7Гі(Рі+і) =  ... =  7Г<(Рт  —i) =  Т Т " * ,  0 < * < т - 1 .

В работе [7] была доказана следующая теорема, описывающая все неприводимые, 
унитарно неэквивалентные, бесконечномерные представления С*-алгебры Тт .

Теорема 4.1. С*՝алгебра Тт  имеет ровно т  неприводимых, унитарно неэкви
валентных, бесконечномерных представлений, которые описываются тожде
ствами:

1) Рі =  Р2 =  ... =  Рт-1 =  Т тТ 'т,
2) Рі =  / ,  Р2 =  Р3 =  ... =  Р т - і  =  Тт Г*т ,
3) Pj =  Р2 =  I, Рз =  ... =  Р т-1  =

т) Р\ =  Р2 =  ... =  Р т - 1  =  I-

Отметим, что семейство нредставлений {тгі} ^ 1 описывается аналогичными 
тождествами и, следовательно, { я і} ^ 1 неприводимые, унитарно неэквиваг 
леіітііые бссконечіюмерііые иредставлепия.

Рассмотрим ядра этих представлений {іг*}^1, которые, очевидно, являют
ся идеалами алгебры Тт - Пусть Ji =  кег(т),0 < і < m  — 1. В дальнейшем 
будем использовать следующее, обозначение: если идеал J  некоторой алгебры 
порождается элементами Aq, ...,Ат- 1 , будем писать J  =  [ճօ,..., ճ ա֊ւ].

Заметим, что Jo =  рГт Т*п' —А ]. Действительно, так как жо{ТТпТ ‘ш -  Pi) = О, 
то M T mT ‘m -  Рі)тго(Рі) =  0 и ■к^ТтТ т  — Р() =  0, 2 < 1 < т - 1 .

Аналогично, Ji = [TmT*m — P<+i, I  —Pi], 2 < i  < m — 1, и Jm֊ i  = [/ —Pm-i]- 
Таким образом, мы получили семейство идеалов { которые являются яд
рами неприводимых представлений {и » } ^1.

Рассмотрим теперь всевозможные попарные пересечения идеалов Ji Ո Jj, 0 <
i < j  < m —1. Покажем, что такое пересечение является ядром представления 7Гі© 
7г,-: Тт  —> В  {Hi ® H j). Действительно, пересечению ./< Ո Jj будут принадлежать 
элементы T mT*m -  Pj+ l, r™T*m ֊  Pj+2, ..., Г Т ™ ֊ Р га- і ,  I  ֊ P i , - ,  * ֊  Pi, 
а также Pi + 1 ֊  Pf+2, Pi+շ ֊  Рі+з, - ,  Pj- 1  ֊  Pj- Это означает, что Ji Ո Jj =  
[2 ™Г*т  _  Pj+lj p i+1 — Pj, I  — Pj], Нетрудно видеть, что этот идеал является 
ядром прямой суммы двух неприводимых представлений, то есть

кег(жі Ѳ nj)  =  Ji Ո Jj.
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Заметим, что если і = 0, то I  — Ро =  0, а если j  =  тп, то  ̂ ттт,т — Рт =  0. 
Аналогично, рассматривая всевозможные пересечения Ո Jit* і 0 < іі <  էշ <  ... < 

t'n < m — 1, можно показать, что они являются ядрами представлений

® ^ : Т т - > В ( 0 Я О .
Аг=1 k=L

т —1
Заметим, что Ը Ji =  {0}, и следовательно, что представление 

<=о
m—1

ф т г с О т ->В{Н)
і=О

является точным.
В следующих леммах описываются идеалы Ji, 0 < * < m - 1, и всевозможные

Ո

их пересечения Ո  •/»*» 0 <  »і <  ... <  іп <  тп — 1. 
fc=o

Л ем м а 4.1. Любой идеал Ji, 0 < і < т  — 1, алгебры 7т имеет вид

Ji = { A e X m : А\Н{ =  0}.

Доказательство. Пусть А любой элемент из С Тт . Так как Ji =  кег(щ) 
и 7г»(-А) =  А|н,, то А\ні =  0. Покажем, что А  6 Х т. Согласно теореме 3.1, А 
представляется в виде А -  А0 +  К , где ճօ 6 T(m), К  е  Х т. Далее из (3.2) и 
леммы 3.2 получаем Ао = В0®...®Вт- 1, где = В ,і  = 0,1, . . . ,m - 1. В  6 7  
и К  = К 1 ф ... ф Я т , ЯГ,- 6 X ,0 < і < т  — 1. Поскольку ճ |# 4 =  0, то .Ао|я< =  
—К\н,- Следовательно, В і = —К, е  X. Так как п  -  изоморфизм, то Ті(Ві) = В  
-  также является компактным оператором, откуда используя то, что Tj(Bj) — 
В ,з  =  0 , — 1,»+1, 1 получается, что B j также являются компактными
операторами. Таким образом, Ао 6 Х т, следовательно, А  6 DC™. □

П
Л ем м а 4.2. Лм5ой и&ал Ո Л*. 0 < й  < . . . < < „ <  m -  1, имеет ві^

fc= 1
Ո

Ո  =  {^  € ЗСт  : = 0 , k =  1 , ո}.
k= 1

Доказательство апалогичпо лемме 4.1.
Следующая теорема является обобщением теоремы 3.1.

Теорема 4.2. С*-алгебра Тго как векторное пространство представляется в 
виде прямой суммы:

Тт  =  Т(тл) ф  Ji,
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для любого і, 0 < і < т  — 1.

Доказательство. Так как Тт |н, =  Т (т ) |я ,, то для любого элемента А  е  7т 
существует В  € Т (т), такой что А\ц, = В\н,- Представим элемент А  в виде 
А = (А — В) + В. Очевидно, что (А — В)\н, =  0. Поэтому согласно лемме 4.1 
(А — В) е Ji. Т&ким образом: Тт  =  Т (т ) +  Ji.

Покажем, что это есть прямая сумма. Действительно, если А  6 7(т) Ո J<, то 
А =  Ва®...@Вт- \ , где 7у(Лі) = В, В е Т  и A\at =  В і =  0. Но тогда В = 0, так 
как Ті -  изоморфизм и значит все Bj =  0, j  =  — 1,і +  l , . . . ,m — 1. Откуда
получается, что А =  0. Следовательно, 7т = Т(тп) ® J*. □

Следствие 4.1. Пусть Х(т) алгебра компактных операторов в 7(т). Тогда 
ЗСт  =  ЭС(т) Ѳ Ji, 0 <  t <  т  - 1 .

Следствие 4.2. Короткие точные последовательности 

0 — Ji —> 7т Т(тո) =  Т —+ 0,

где id: J i- tT rn  -  вложения, 0 < і  < т  — 1, расщепимы.

Теорема 4.3. Фактор-алгебра 7т/ Х т изоморфна C (S l ) и короткая точная 
последовательность

0 -► Х т ֊► 7т -► С (5Х) ֊4 0, 

где id : 3Cm —> Tm ֊  вложение, дополняема.

Доказательство. Отображение вложения r'd : Х т =  3C(m)® —> Тт  =  7 (т )ф  J,-
раскладывается в прямую сумму id =  ффі/», где <6 : ЭС(тп) -» Т (т )  есть вложение, 

: Ji —у Ji тождественное отображение. И, поскольку Т(тп) ^  Т, а X(т ) ^  X, 
имеет место изоморфизм

7т/ Х т *  7(т )/Х (т ) “  ^ (S 1).

Следовательно, существует короткая точная последовательность

0 —► X (m) ® Ji -Գ Т(ш) © Ji —>• C(iS*) —► 0.

Далее, поскольку 7(т) ^  Т C^S1) ©ЭС ^  C(S1) ®3C(m), то 7т = 7(т) © Ji ^  
С (51)фЗС(тп)ф Ji =  С(5'1)фЭСт . Это доказывает дополняемость последователь
ности 0 —У Хт  —> 7т —f C(S1) —> 0. О
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Т е о р е м а  4 .4 .  Существует короткая точная расщепимая последовательность:
Ո

о —> р |  Jik ► Tm -+ т„ —► о, 
к=1

где 0 < Ч < էշ < ... < in < m — 1. И, следовательно, Tm изоморфна прямой 
сумме алгебр:

Tm S T n © f ) . 7 i t .
k=l

Доказательство. Согласно лемме 4.2

Ո  Jik = {А  6 Х т : А |я„ =  ... =  А\Ніп =  0}. 
fc=l

Рассмотрим ¥>: Tm -4 Т„: =  v’Mo © — © A n -i)  =  А іх ф Діа ф ... © Лі„.
Понятно, что -  является гомоморфизмом, ядро которого

ker{tp) =  {Ճ : A\Hil = ... =  =  0},

Рассуждениями, аналогичными, как при доказательстве леммы 4.1 можно пока-П
зать, что ker(ip) С  X т. Поэтому ker(ip) =  Ո Л*՛ Отсюда следует существовав

к=1
п

пие короткой точной последовательности 0 -> Ո Л  -* Tm 7„ —► 0.
fe=l

Для доказательства расщепимости зададим вложение А: Т„ —► 7т следующим 
образом: А(.А) =  А(Лі, Ф ... © A J  = В, В  6 Тт , где В\И,к =  Аік, 1 < Jfc < 
n, B\Hlk =  0, ] փ  ііс- Тогда <poX = id. □

5. И н в а р и а н т н ы е  и д е а л ы  С*-а л г е б р ы  Т т„

Во втором параграфе было показано, что существует представление его: S1 —> 
Aut(T) такое, что ct0 (z ) (T )  = zT. Поскольку алгебра 7т есть С*-алгебра, порож
денная операторами Г"*, Т т  и проекторами Pit 1 < t < m -  1, и oo(z)(Tn) = 
zmT՝n , о’ц(г)(7’*тп) =  z~rnT 'rn, <то(г)(Рі) =  Р*, то сужение этого представления 
на Tm есть представление am : S 1 -> Aut(Tm), am(z)(Tm) = zmT m.

Идеал I  алгебры 7m назовем инвариантным относительно представления 
от : 5 1 -4 Aut(Tm), если am{z){I) =  /  для любого z  € 5 1. Таким образом, 
все идеалы алгебры Тт  разбиваются на два класса -  инвариантных и неинва- 
риаптных идеалов. Данный параграф посвящеп описанию класса инвариантных 
идеалов.

Л ем м а 5.1. Идеалы Jit 0 < і < m -  1, и Ը Jik, 0 < *і < ... <  i„ <  то -  1, 
являются инвариантными.
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Доказательство. Поскольку Jj =  [ТтТ*т -  Р<+1, I  -  Р4], то конечные ли
нейные комбинации элементов вида А (Т тТ ‘т -  Рі+і )В  и А(і  -  Рі)В, где 
А, В  € 7т, плотны в Jj. Поэтому, из того, что am{z){A(TmT ,ln -  Рі+і )В) =  

<7m(2)(>l)am(Z) ( r mr* ’'‘֊ P i+1)Crm(z)(B) =  <7m(z)(A)(T”' T ^ - P i+1)am(z)(B) e  J< 
Hffm(z)(A (/֊P i_i)B ) =  crm(«)(A)(/-Pi_i)<rm(z)(B) € Jj, следует, что crm(г)(Jj) =

Ո  Ո

Ji, для любого z  € S . Аналогично показывается, что °ւո(շ)( Ո •А») — Ո
k= ւ k—i □

Следствие 5.1. 3Cm -  инвариантный идеал.

т—1
Доказательство. Пусть Ij =  Ո <̂ւ тогда ОСщ =  io ffi ... 0  Im- i  ~ ишзариахіт-

іф і, <=о
ный идеал. □

Следствие 5.2. Любой идеал, содержащийся в 0Ст, является инвариантным 
идеалом.

Доказательство. Пусть идеал J  С 0Ст. Так как алгебра компактных операторов 
ОС есть нетривиальный минимальный идеал алгебры Теплица, то есть каждый 
нетривиальный идеал содержит ОС, то сужение J |# ( равно либо {0} либо X. По-

Ո

этому в силу лемм 4.1 и 4.2, J  =  Ո ДОЯ некоторых 0 < t] < էշ < ... < t„ <
fc= ւ

m — 1, и, следовательно, является инвариантным. □

Л ем м а 5.2. Пусть J  такой замкнутый идеал алгебры Тт , что у фактор- 
алгебры 7m/ J  есть хотя бы одно неприводимое бесконечномерное представле
ние. Тогда

1) J ^ K m ,
Ո

2)  J  =  Ո  J i  > для некоторых 1 <  »і <  էշ  <  . . .  <  i n  <  m ,
k= 1

3) J  -  инвариантный идеал.

Доказательство. Сначала покажем, что 7(т) Ո J  =  {0}. Пусть г  : 7 m/ J  -У 
В(Н ') -  неприводимое бесконечномерное представление алгебры Tm/J .  Пусть 
а : 7т -¥ 7m/ J  ~ канонический гомоморфизм. Тогда тг =  т о а: 7т -* В{Н ՛) -  
неприводимое бесконечномерное нредставлеіше алгебры Тт - Согласно лемме 3.3 
из [7] 7г|о֊(т ) : Т (т ) —> В[Н') -  также неприводимое бесконечномерное представ
ление алгебры Т (т). Очевидно, -к{^т Т*т) փ I ,  так как, в противном случае, 
7г(Т(тп)) была бы коммутативной С*-подалгеброй в В(Н '). Но у коммутативной
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С*-алгебры нет бесконечномерных представлений, что противоречит неприводи
мости представления 7г|т(т ). Поскольку 7 (т )  изоморфна алгебре Теплица, по 
теореме Кобурна [1) тг|д-(т ) -  изометрический гомоморфизм и, следовательно, 
ker(ir|7 (m)) =  {0}. С другой стороны, очевидно, ker(7r|T(m)) =  ксг7г Ո Т (т). И 
поскольку J  С кег(я-), получаем, что 7(т) Ո J  =  {0}.

Далее по теореме 3.1 имеем J  С Х т. Если J  = Х т, то по теореме 4.3 
7m/ J  =  С (51). Но это невозможно, так как у ՇԼՏ1) нет неприводимых беско
нечномерных представлений. Таким образом, J  £  Х т.

Второе и третье утверждения леммы вытекают из следствия 5.2. □
!

Пусть Р(Т) пространство конечных линейных комбинаций вида
г» I

] Г  с -кГ к +  £  скТ к, ск, с -к € С.
*=1 *=0

Обозначим через Ц Т )  замыкание Р(Т) в алгебре Теплица 7. Из результатов 2-го 
параграфа вытекает, что каждому элементу А  6 Ц Т )  сопоставляется формаль
ный ряд:

А *  է  Ак,
к= —оо

где А к =  скТ к для к > 0, и Ак =  CfcT*lfcl для к < 0.
Зададим отображение р : 7  -» L(T) формулой

р(А) =  lim Т*кЛ Тк.
к-*оо

Покажем, что р  корректно определено. Заметим, что р(В) = В  для любого 
В  € Р{Т) и для любого монома V  =  Т кТ '1

( Т к~ \  ссли к > I,
p ( V ) = J  если к<1,

[ I, ссли к =  I.

Поэтому, если А 6 7  - есть конечная линейная комбинация монрмов, то есть
=  И  сіТ ^Т * 11, то р(А) 6 Р(Т). Поскольку конечные линейные комбинации і=1

мономов плотны в 7, получим, что р : 7  -> L(T). Очевидно, что ||ր(ճ)|| < ||ճ||.

Л ем м а 5.3. Следующие условия эквивалентны:
1) А -  компактный оператор,
2 )р{А )=  0.
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Доказательство. Докажем 1) =>• 2). Каждый компактный оператор можно при
близить линейными комбинациями операторов вида T kT*l[I — TT*)Tm7’*m. По
скольку для мономов V  и W  с одинаковыми индексами справедливо р(Ѵ) = 
p(W), то p{TkT*l(I  — Т Т , )ТпТ ,,п) =  0. Поэтому р(Л) =  0 для любого компакт
ного оператора А.

Докажем 2) =*► 1). Пусть А  6 7  такой, что р{А) =  0. Для любого п  опе
ратор Q =  I  — Т пТ ,п есть конечномерный проектор. Представим А  в виде 
А  = (Q + Г ПТ*П)Л(<Э + T nT mn) =  QAQ + T 'T ^ A Q  + QATnT ,n + тпТ т А Г пТ*п. 
Так как первые три слагаемых являются компактными операторами, фактор- 
норма оператора А  по идеалу компактных операторов X  удовлетворяет неравен
ству

inf ||А + ЛГ|| < WT'T^AT'T^W < ЦТ^АГЧ  К&0С
для любого натурального п. Следовательно, inf ||ճ  +  К || =  0, то есть А -  ком-К бЗС
пактный оператор. □

Обозначим через Р[Тт) пространство конечных линейных комбинаций вида
ո I

£  c_fcT*mfc +  £  скГ " \  cfc> c_fc е  с, 
k= 1 fc=0

а через L(Tm) -  замыкание Р(Тт) в алгебре Tm. Понятно, что если А  6 Тт , 'га 
р(Х) 6 L(Tm).

Теорема 5.1. Пусть J  -  собственный идеал алгебры 7т. Следующие условия 
эквивалентны:

1) J  -  инвариантный идеал,

2) J Q X m -

Доказательство. Докажем 1) => 2). Пусть J  инвариантный идеал и J  £  Хт. 
Тогда найдется А  6 J\0Cm- Очевидно, р(А) е  Ь(Тт) Ո J. Поскольку каждый

ОО

элемент из Ь{Тт) имеет вид £  Ак, гДе Ak =  CfcTfcm для к > 0, и Ак =  CfcT*|fclm
fc=—оо

ОО

для к <  0, имеем р{А) — £  Ак- ТЬк как А  не принадлежит Х т, то по лемме
к= —оо

5.3 р(А) փ 0. Пусть к такое число, что ск փ 0. Для определенности будем считать, 
что А: > 0. Тогда

Ак =  с*Г"* =  J  ам { г М А ))* ֊ш д*.
Տ1
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Мы воспользовались тем, что J  -  инвариантный идеал: am (г) (р(А)) е J . Поэтому 
Г*™ € J. Следовательно, I  =  Т*ткТ тк € J. Пришли к противоречию.

Импликация 2) => 1) вытекает из следствий 6.1 и 5.2. □

Таким образом, любой инвариантный идеал алгебры Тт  совпадает либо с DCm, 
либо с одним из идеалов ./<, 1 < і < то, или с некоторым их пересечением. 
Справедлива следующая теорема.

Теорема 5.2. Алгебра Тт  имеет в точности 2т  инвариантных идеалов, каэіс- 
дый из которых порождается разностями проекторов Р{ — P j, 0 < і < j  < то.

Авторы выражают искреннюю благодарность Григоряну Сурену Аршаковичу 
за полезные обсуждения.
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A bstract. In this paper we give a complete description of invariant ideals of C*-
subalgebras of Toeplitz algebra that are fixed with respect to a finite group of 
automorphisms. The splitting property of short exact sequences generated by such
ideals is established.
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Abstract. 'Becausc of the disconnectedness of a  non-Archimedean ordored field in the 
topology Induced by the order, it ів possible to have non-constant functions with zero 
derivatives everywhere. In fact the solution space of the differential equation յ /  =  0 Is 
infinite dimensional. In this paper, we give sufficient conditions for a  function on an 

open subset of the Levi-Civita field to have zero derivative everywhere and we use the 
nonconstant zero-derivative functions to obtain non-analytic solutions of systems of 
linear ordinary differential equations with analytic coefficients. Then we use the 
results to introduce Bessel-type special functions on the Levi-Civita field and to 
study some of their properties.
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1. I n t r o d u c t io n

Solutions of linear ordinary differential equations and some Bessel-type special 
functions on the Levi-Civita field Dl [5, 6] are presented in this paper. We recall that 
the elements of X are functions from Q to R with left-finite support (denoted by 
“supp”). That is, below eveiy rational number q, there are only finitely many points 
where the given function does not vanish. For the further discussion, it is convenient 
to introduce the following terminology.

D efin ition  1.1 (A, w. = r). For x փ 0 in Ж, we let X(x) =  min(supp(x)), which 
exists because of the leftrfiniteness of svpp(x), and we let A(0) =  +oo.

1The research of the first author was conducted in the frames of t AMOP  4.2.4. A/2-11-1-2012- 
0001 “National Excellence Program Elaborating and operating an inland student and researcher 
personal support system”. The project was subsidized by the European Union and co-financed by 
the European Social Fund.
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Given x ,y  Հ  0 in Я, we say that x ~  у if  A(x) =  A(y), and x »  у if X(x) =  A(y)

and ar[A(a;)J =  I/[A(j/)]-
Given x , y  andr e  R, we say that x = r y  if x[g] =  УІ9І for all q <  r.

At this point, these definitions may look somewhat arbitrary, but after having 
introduced an order on 31, we will see that A describes orders of magnitude, the 
relation яз corresponds to agreement up to infinitely small relative error, while ~  
corresponds to agreement of order of magnitude.

The set Я is endowed with formal power series multiplication and componentwise 
addition, which make it into a field (see [3]) in which we can ieomorphically embed 
R as a subfield via the map П : R —> 31 defined by

D efinition 1.2 (Order in 3?). Let x, у  6 31 be given. Then we say x > у  if x =  у or 
խ փ у and (г -  у) [А(г -  у)] > О/.

It is easy to check that the relation ">"is a total order and (31, + , •, >) is an ordered 
field (which denoted simply, by 31). Moreover, the embedding П in equation (1.1) of 
R into 3? is compatible with the order. The order induces an absolute value on 3i in 
the natural way: |®| =  x  if x > 0 and |x| =  —x  if x  <  0. We also note that A, as 
defined above, is a valuation. Moreover, the relation "~"is an equivalence relation, 
and the set of equivalence classes (the value group) is (isomorphic to) Q.

Besides the usual order relations, some other notations are also convenient.

D efinition 1.3 ( < , » ) .  Let x ,у  € 31 be non-negative. We say that x is infinitely 
smaller than у (and write x <  y ) if  nx < у  for all n  e  N; we say that x is infinitely 
larger than у  (and write x  »  y ) if у  <£ x. If x «  1, then we say that x is infinitely 
small; then we say thatx is infinitely large. Infinitely small numbers are also
called infinitesimals or differentials. Infinitely large numbers are also called infinite. 
Non-negative numbers that are neither infinitely small nor infinitely large are called 
finite numbers.

D efinition 1.4 (The Number d). Let d be the element of У. given by d[l] =  1 and 
d[?] =  0 for q Ф 1.

(1.1)
if q =  0 

otherwise.

It is easy to check that <£ 1 if ց >  0 and rf* »  1 if ց <  0. Moreover, for all x  6 X, 
the elements of supp(x) can be arranged in ascending order, say supp(a:) =  {9 1 , ft. ■ • •}
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with q0 < qj+i for all j ,  and x can be written as x  =  i i f o ] ^ , where the series 
converges in the topology induced by the absolute value (see [3]).

Altogether, it follows that X is a non-Archimedean field extension of R. For a 
detailed study of this field, we refer the reader to [10, 20], and references therein. In 
particular, it is shown that X is complete with respect to the topology induced by 
the absolute value, that is, every Cauchy sequence of elements of 31 converges to an 
element of X. In the wader context of valuation theory, it is interesting to note that 
the topology induced by the absolute value is the same as that introduced via the 
valuation A, as it was shown in [19].

It follows therefore that the field К is just a special case of the class of fields 
discussed in [9]. For a general overview of the algebraic properties of formal power 
series fields in general, we refer the reader to the comprehensive overview by Ribenboim 
[8], and for an overview of the related valuation theory to the books by Krull [4], 
Schikhof [9] and Ailing [1]. A thorough and complete treatment of ordered structures 
can also be found in [7].

Besides being the smallest ordered non-Archimedean field extension of the real 
numbers that is both complete in the order topology and real closed, the Levi-Civita 
field X  is of particular interest because of its practical usefulness. Since the supports of 
the elements of 3J are left-finite, it is possible to represent these numbers on a computer 
(see [3]). Having infinitely small numbers, the errors in classical numerical methods 
can be made infinitely small, and hence irrelevant in all practical applications. One 
such application is the computation of derivatives of real functions representable on a 
computer, where both the accuracy of formula manipulators and the speed of classical 
numerical methods are achieved (see [16]).

In this paper we present some tools to construct a large class of solutions for 
equation y ՜ =  0 on Ж. Then as an application of that, we define and study the 
properties of Bessel-type special functions on (open subsets of) 31.

2. M a t r ix  e x p o n e n t ia l s  o n  31

For an easier study of systems of linear ordinary differential equations on X, it is 
beneficial to introduce matrix exponentials on X. We define matrices on 31 and matrix 
operations: addition, multiplication, determinant, just as we do in the real case.
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D efinition 2.1. Let M„(X) denote the set of all n  x n matrices with entries in X. 
For A 6 we define | • | : M„(X) - t  X by

where |ay| =  max {ay, -a y } .

նւ what follows we deal only with square matrices whose entries are at most finite 
in absolute value, and we denote this class of matrices by М£(Ж).

D efinition 2.2. Let A G 7Հ.Լ(31)։ and for each к € N U {0} let c*.. e  3? be given. We 
say that the series CkAk is convergent in М£(Я) if the series Ck\Ak\ is 
convergent in R with respect to the weak topology discussed in [3, 12, 17].

D efinition 2.3. Let A  6  be given. We define the exponential of A by the

where A0 =  In is the n x n  identity matrix.

In the next theorem we show that the series in Definition 2.3 converges in the sense 
of Definition 2.2.

Theorem  2.1. For any A  € М{(Ж), the series

is always convergent, and hence eA is well-defined.

Proof. Let A =  (ay), and let A2 =  (by). Then, by the way we perform matrix 
multiplication, for all i , j  6 { 1 ,. . .  ,n } we have

It follows that

(2.1) |ճ*| <  n^lA f.V Jfc e  N.

Since
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converges in the weak topology of Я to (еп'лІ — l)  /n  (because |ճ | is at most finite), 
it follows from equation (2.1) and the properties of weak convergence of infinite series 
(see |12. 17]) that

Ё и Ю - 1 + f i M  fc=0 fc=l
converges weakly in 3t. Hence the series YlkLo converges in the sense of Definition 
2.2. Theorem 2.1 is proved.

Taking into account that power series on 31 can be differentiated term by term 
within their domain of convergence (see [19]), we obtain the following result.

Theorem  2.2. Let A  6 M£(3i) and let F  : X  M„(3l) be given by F(t) =  etA. 
Then F is differentiable at each t  6 31, with derivative F'{t) =  AetA.

Proof. Since F(t) =  YitLo we ^ n  obtain F'(t) by differentiating the series 
term by term as a function of t:

r m = E  = л Е н л ‘ “ '*е“ =

Note that all the series in the last equation are well-defined. □

3. T h e  M a in  r e su lt s

3.1. Linear ordinary differential equations on X. One of the main goals of 
this paper is to obtain solutions of linear ordinary differential equations in the case 
where the coefficients are analytic functions of the independent variable, including 
non-analytic solutions in addition to the analytic ones.

The basic idea for the construction of non-analytic solutions of linear ordinary 
differential equations on 31 is based on the following theorem (proved in [11]), which 
shows that even the simplest differential equation у' =  0 over X  has infinitely many 

linearly independent solutions on [—1,1] С 3i.

T heorem  3.1. The solution space of the differential equation у7 =  0 on [—1,1] is 
infinite dimensional.

Proof. For each n 6 N, let gn : [-1 ,1] -v 31 be given by p„(x)[g] =  x[q/(n +  1)]. 
We show that, for all n €  N, g„ is differentiable on [-1 ,1] with g'n(x) =  0 for all 
X  € [-1 ,1]. So let n  e  N be given. We first observe that gn(x +  y) =  gn{x) +  gn{y) 
for all X , у  €  [-1 ,1]. Now let x 6 [-1 ,1] and « >  0 in X  be given. Let 6  =  min{e2, d},
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and let у 6 [-1 ,1] be such that 0 <  \y -  x\ <  5. Then, taking into account that 
g(y - x ) ~ ( y -  x)n+1, we have

( *m\ л (at _ <t*i9n(y) ֊  9n(x) 9n(y -  x)
y - x y - x

Next, since |j/ -  x\ <  min{«2, d}, we obtain that |y -  i | n «  e. Hence 

9n(y) -  9n(x) < e for all у € [-1,1] satisfying 0 < \y -  x| < 5.
y - x

It follows that gn is differentiable at x, with g'n(x) =  0. This is true for all a: e  [-1,1] 
and for all n € N. Hence gn is a solution of the differential equation y' =  0 on [-1,1] 
for all n 6 N.

Next, we show that the set 5  =  {y„ : n £ N} is linearly independent on [—1,1]. 
So let j  6  N and let » i <  ոշ <  • • • <  г»,- in N be given. It is enough to show 
that дПі 19ոշ I ■ • • 1 9nj are linearly independent on [—1,1]. Ib  this end, we suppose 
that ciyfll +  շշցո.2 +  ••• +  Cjgnj =  0 for some c i,c j ,...,c j-  in 3?, and show that
Cl =  C2 =  • • • =  Cj =  0. Indeed, since с\дПі +  с-չдПі H-------Ւ =  0, we obtain that
Ciffm W  +  (<*) +  •■• +  Cjgnj (d) =  0. Hence cjd”1 +  c2 H-----+  շհ(Ր> =  0, from
which we infer that c\ =  с-չ =  • • • =  Cj =  0. □

Rem ark 3.1. For each n  € N, it is easy to check that the mapping gn in the proof of 
Theorem 3.1 is an order preserving field automorphism ofR, this is a special property 
of non-Archimedean structures since it is well-knovm that the only field automorphism 
of R is the identity map (see [13]j.

In Propositions 3.1 - 3.3 that follow, we give sufficient conditions for a nonconstant 
function to be a solution of the differential equation y7 =  0 on an open subset of Ж.

Proposition  3.1. Let M  С Л be open and let f  : M  R  be such that, for some
fixed p  >  1 in Q and for some positive -q <Հ. 1 in X, we have

Vx,y € M,X(x -  у) >  A(t?) =* |/ (z )  - / ( y ) |  ~  | г - у | р.

Then f  is differentiable on M  with derivative f'[x) =  0 for all x  e  M, that is, f  is
a solution for the differential equation y' =  0 on M .

Proof. Let X  €  M  and e >  0 in 31 be given. Since M  is open, there exists S q >  0 in 
31 such that [x -  S0, x +  ձ0) С M. Let

S =  m in ^ o .t^ 1՛,»?}.
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Then for all у  e  X satisfying 0 <  |y -  x| <  6, we have that у € M  and A(y -  x) >  
A(<5) >  A(t/). Hence

~ I ® -I / |' ’՜ 1 < 6 p~l =  m in |^ _1,«a,7 f_1|  <  min{e2,r/>’՜ 1} <  e.

The last step is justified by the fact that if e «  1, then e2 <  f and if e is finite or 
infinitely large, then r f ՜ 1 <  ճ since r) <  1 and p -  1 >  0. So in both cases, we have 
niin{e2,t/p~1} <£ t. Thus, /  is differentiable at x for all x e  M  with f'(x)  =  0. □

P roposition  3.2. Let M  С К be open and let f  : M  Ж be such that, for some 
fixed p >  1 in Q and for some positive tj <tC 1 and positive a  in X, we have

Vx,y e  Af, A(x -  y) >  A(»7) =► |/(x )  -  /(y ) | <  a |x  -  y\p.

Then f  is a solution for the differential equation y' =  0 on M .

Proof. Let X € M  and t >  0 in 32 be given. Then there exists ճօ >  0 in 31 such that 
(x — So,x +  So) С Af. Let

5 =  min յ ^ Հ ֊ )  . ( ֊ ) 1/(P_1)} -

Then 5 >  0 and for у 6 3? satisfying 0 <  |y -  x| <  <5, we have that у e  M  and 
A(y -  x) >  A(J) >  A(t/). Hence

< a\x — y|p_1 < £n5p֊1 =  min |o<55֊1 ,c«/p-1,£2,tj j  < min {e2,^} <  e.

This shows that /  is differentiable at x for all x 6 M  with /'(x )  =  0. □

R em ark 3.2. We note that Proposition 3.1 follows from Proposition 3.2 if we take 
a to be any infinitely large positive number.

D efinition  3.1. Let U  С 31 and h \ M  -* X .  We say that h is level preserving on M  
and write h e  P (M ) t/V x,y  € M  satisfying A(x) =  A(y) and x = r у it follows that 
A(/i(x)) =  А(Л(у)) and h(x) = ,  Л(у), where q >  A(/i(x)) +  r — A(x).

Exam ple 3.1. Let f  \ X - * X  be given by f(x)[q] =  x[g - 1 ] .  Then it is easy to check 

that f  6 P(X).

P roposition  3.3. Let M  С ЗІ be open and such that A(x) >  0 for all x  e  M . Let 
h : M  X be a level preserving function on M , and let a  6 Q, a  >  1 be given. Then
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the function f  : M  -» X  given by

' H *) I2^ 1] № )  >  0
(3.1) f{x)[q] =  «

h(x) [q +  А(Л(і))] if  X(x) =  0 

is differentiable on M  with derivative f'(x)  =  0 for all x  € M.

Proof. Let X e  Ж and e > 0 in 31 be given. Since M  is open, there exists rj > 0 in 31 
such that T) <  1 and (х — т],х +  т)) С M.  Let

5 =  min{e“ T̂ , tj}.

Then 0 < J < 1  and (x—5, x+S)  С M.  Now assuming у  € M  such that 0 <  \y—x\ < 6, 
we show that

(3.2) / М - / М  < e .
x - y

We note that, since \y — x\ 1, then either A(z) =  0 =  \ {y )  or [A(a:) > 0 and
A(l/) > 0].

First assume that A(x) > 0 (and hence A (շ/) >  0). We distinguish three cases. 
Case 1: A(i) /  X(y). In this case, we have A(/(x)) փ X(f(y)), and it follows that

I /(* )  -  f i v )  I
x - y

{x -  y)a—1

Hence

A ( ֊ ֊ )  =  (“  -  № v  ֊  z )  >  (« -  1)A(«5) 

=  ( a - l ) m a x  |~ ^ А ( е ) ,А ( т / ) |  =  max {2A(e), (or -  l)A(r;)} > A(e),

implying that 

(3.3) I /(* )  -  f (y )
x - y « € .

Case 2: i  ~  у  and x[A(a:)] /  y[A(y)]. In this case the argument is similar to that of 
Case 1.

Case 3 : x = r y  for some г € Q with г >  А (г). Then obviously A(|x—y|) =  r+ , where 
r+ is a rational niunber such that r+ >  r. It follows that A(|/(x) -  /(y )|) =  ar+. 
Thus, we have

A (/ И - ™ )  =  A(/(iC) "  /(V)) ՜  A(l - » )  =  (“ -  *>+ >  (“  - l)A(tf),
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from which, as in the Case 1. we obtain (3.3). Finally, if A(i) =  0 =  A(j/) then the 
proof of the inequality (3.2) follows by the same arguments as above (when X(x) > 0), 
except that we have to use the appropriate expression for /  from equation (3.1). □

In the following definition we introduce the class of all functions that are differentiable 
with derivative equal to 0 everywhere on an open subset of Չ?.

D efinition 3.2. Let M  С 31 be open and let f  : M  —+ X. We define the class of 
functions D q(M)  as follows:

Dq{M)  =  { f  : M  -+• 3t|/  is differentiable on M, f'[x)  =  0 Vx 6 iW}.

3.2. System s o f linear ordinary differential equations on Я. In this section 
we investigate the solutions of systems of linear ordinary differential equations on Ж, 
using the functions of class Dg.

The main goal of this section is to obtain solutions of systems of linear ODE’s of 
the form:

where Y(t)  is a vector of dimension n > 0, n € N, which contains the unknown 
functions, Y'(t)  contains the derivatives of the functions from Y(t),  A(t) 6 (Ж),
for all t 6 3t, which contains the coefficient functions of the system, and B(t)  is a 
vector of dimension n, which contains functions that ensure the inhomogeneity of the 
system. In order to realize this we study a few cases, going from the most special to 
the most general ones.

T heorem  3.2. Consider the linear homogeneous system of ordinary differential equations 
with constant coefficients which are at most finite in absolute value

Y'[t) =  AY(t).

Then the solution is given by

Y(t)  =  eAtC  +  eMUna{t),

where С e  Mn,i(3l) is a vector containing constants, and 1/ա,(է) € М„д(23^) is a 
vector which contains functions of class Dq .

Proof. We rewrite the system in the form:

Y ' { t ) - A Y ( t ) = O n,u

which is equivalent to

e - MY '(t) -  e~MAY(t)  =  ОпЛ or { e -MY(t )) '  =  0 „ д .
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It foUows that e~AtY(t)  =  C + U na(t), where С  e  М„,і(Ж) and the elements of Ս„Հէ) 
are functions of class Dq, and hence Y(t)  =  e С  +  e Una(£). □

Remark 3.3. Theorem 3.2 shows that the solutions of linear homogeneous systems 
with constant coefficients over 3t are very similar to those of the real case, except that 
the solutions in the non-Archimedean case may also involve non-analytic functions 
with zero-derivatives.

Since we know how to integrate Я-analytic functions [14] in the Lebesgue-like 
theory developed in [15, 18], we can study next those inhomogeneous systems, where 
the functions ensuring the inhomogeneity are ^-analytic.

Theorem  3.3. Consider the inhomogeneous system of linear ordinary differential 
equations with constant coefficients:

Y'( t ) =  AY{t) +  B(t)

on the interval [а,Ь] С 3i, where |ճ |, |a| and |6| are at most finite in absolute value, 
and B(t) is a vector, which contains junctions that are Л-analytic on [a, 6]. Then the 
solution is given by the equation

Y(t) =  cMC  +  eAtUna(t) +  [  c - A‘B{a),
Jla.l]

where С  € Mn.i(31) and the elements of Una{t) are functions of class D q.

Proof. We rewrite the system in the form Y'[t) — AY(t)  =  B(t),  which is equivalent 
to

(e~MY(t))'  =  e~AiB(t).

It follows that

e~MY(t)  =  С +  Una(t) +  /  еГА՝В{я),
o,l]

where С  6 МПіі(3?), and Una{t) 6 М „д(/)о), and hence

У(<) =  eMC  +  eMUna{t) +  eAt [  e~A'B{s).

Note that we have used the fact that eAlB{t) is a vector whose components are 
products of functions that are Ж-analytic on [a, 6], and hence the components themselves 
are 3J-analytic on [a, 6]. □

The proofs of the next two theorems (Theorems 3.4 and 3.5) are similar to those 
of Theorems 3.2 and 3.3 above, and therefore they are stated without proofs.
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Theorem  3.4. Consider the homogeneous system of linear ordinary differential equations 
with non-constant coefficients:

Y'{t)  =  A{t)Y(t)

on [a, b], where |a| and |6| are at most finite, and where A(t) is an n x n  matrix whose 
elements are Л-analytic on [a, 6] and such that |/l(t)| is at most finite for allt  € [a, ծ]. 
Then the solution is given by

Y{t)  =  AWC  +  e-k-'i AWUna(t),

when С  € Mn,i(3t) and Una{t) e  Жпд(£)д).

Theorem  3.5. Consider the inhomogeneous system of linear ordinary differential 
equations with non-constant coefficients:

■ Y'(t)  =  A(t)Y(t) +  B(t)

on [o; 6], where |a| and |ծ| are at most finite, A(t) is an n x n  matrix whose elements 
are X-analytic on [o, b] and such that |ճ(է)| is at most finite for all t £ [a, 6], and 
B(t) is a vector whose components are functions that are Ղ-anolytic on [a, 6]. Then 
the solution is given by

Y(t) =  e-A-.o M,)C  +  e4-o  AWUno{t) +  гЛ -чA{,) [  e ~ 4.-1 A(r)B(.i),
J[a,l 1

where С  6 and Սյա{է) 6

3.3. B essel-typ e special functions on  JL. In this subsection we study Bessel- 
type special functions on 31, with the help of the solutions for systems of linear 
ordinary differential equations that we developed in Subsection 3.2. We introduce 
such functions with the following problem.
Problem  1. Consider the differential equation

(3.4) « V  +  ty' +  (t2 -  v2)y =  0.

Let’s study the solutions of this equation on [a, 1] С 31, where 0 <  a <  1, a is finite, 

and V € Q \  Z.
We call equation (3.4) the Bessel equation of order ւ>, and we study its solutions 

below.
It is easy to check, as in the real case, that the functions
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and

(3.6) ^ « - ( і Г І а г ^ й у б Г

are two linearly independent analytic solutions of equation (3.4), for all t  6 [o,l], 
where Г is the Euler’s Gamma function. Moreover, it follows from Corollary 3.10 in 
[17] that the power series in equations (3.5) and (3.6) converge weakly in [a, 1].

The main objective of Problem 1 is to construct solutions of equation (3.4) that 
involve functions of the class Dq, and to study their properties.

We set
( wj. = y
է и* =  іЛ

and consider the following system of two linear ordinary differential equations:

I  S  =  ѴІ2
լ  w'2 =  ( і  -  «л +  iiu2> 

which we can write in matrix form as

(3.7) W \t)  =  A(t)W(t),  

where

Because the elements of A(t) are IR-analytic functions on [a, 1] and they are at most 
finite in absolute value for all t € [a, 1], we can use Theorem 3.4 to write the solutions 
of equation (3.7), which are also the solutions of equation (3.4).

Let

D( ‘) “ i / w - ( ° - . > + * 2( W )  4 ° ) '  .
where the fiinction In is Ж-analytic on [a, 1].

Thus, the solution of equation (3.7), and hence of equation (3.4), on [a, 1] has the 
form

W { t ) = e D^ C + e D^Una(t),  

where С  € M2.i(IR) and Սա (է) 6 М2Д(£)^).

Taking into account that the analytic part of the solution has the form ci մՀէ) +  
շշմ֊,Հէ), we conclude that in the first row of the matrix eDM we can take the entries 
to be

D U =  Ju{t) and D u  =  J_„(t).
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has the form:

У =  ci [M O  +  Ju(t)g„(t)) +  c2 [J - ,(0  +  J_„(t)p_u(t)],

where gu, g ֊ v 6  £>о([о, 1 ]).
Now we are in a position to define Bessel functions of the first kind on Я.

D efin ition  3.3. For 0 < a < l , a e S  finite, we define the functions 3, ,  3 - , :  [a, 1] С 
O l - t R  by

3 ,(0  =  M O  +  M O M O t 

3—,( 0  =  «7—1/(0  +  </— v (0 s—1/(0»
«Лепе V € Q \Z  and <?„<?-, € jDq([o, 1]).

Ws coi/ the functions 3„, 3 - ,  Bessel functions of the first kind and of order v, and 
—v, respectively.

Next, we study some properties of the Bessel functions 3 , and 3 - ,-
r.

Theorem  3.6. Under the notation of Problem 1 and Definition 3.3 above, the following 
two statements are true for all t  e  [a, 1 ]:

(а) у 3,(0  =  (.7,-1 (0 +  - W O )  ( l+ f f ,(0 )

(б) 23',(0 =  ( л ֊ і ( 0  ֊  M - i(0 )  ( l  +  5 ,(0 ) -

Proof. Using equation (3.5), we can write

/ M O V  =  i f  ( - I ) " ^ ՜1 =  J ,+ i(0
^ s- j  г ^ ^ п - О Д п  +  у + ^ г 3" -1 t ՛՜

Then, using the fact that 3 ,(0  =  M 0  +  М 0 М 0  P*(0 =  0 ,Vi 6  [a,l], we 
obtain

f  3 , ( 0 A _  </,+i(Q _  Л + і(0  /,»
V i" У "

implying that 

or

(3.8) 3',(0 =  7  3 ,(0  — M u  (0  ~  М и  (0ff*(0

Similarly, we can show that

7  ( ^ 3 , ( 0 ) ՜ =  ^ _ 1 Л - і ( 0  +  **,_1 J , - i ( 0 fl,(0 i
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^ , it follows that the first component of W(t), which is у  =  tui(t),
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implying that

or

(3.9)

If we subtract equation (3.9) from equation (3.8), we get statement (a) of the

Rem ark 3.4. Just as we did in Theorem 3.6, we can obtain other recursive relations 
for and 3 - v that would extend the classical recursive relations for Ju and J_„ from 
Real Calculus to the non-Archimedean calculus on X.

նւ the following subsection, we introduce the so-called generalized Bessel functions 
of the first kind on X.

3.4. Generalized B essel functions o f the first kind on X. We give some basic 
definitions based on those given by A. Baricz (see [2]) in the classical case (real and 
complex). As before, let 0 < о <  1, a e  X finite, p e  Q \  Z, and let b,c 6 R in the 
reat of this paper.

D efinition 3.4. The differential equation

will be referred to as the generalized Bessel equation of order p  (see [2]), and any 
solution of it will be called a generalized Bessel function of order p.

The generalized Bessel functions permit the study of Bessel functions, spherical 
Bessel functions and modified Bessel functions together. That is why it is very 
important to extend this kind of functions to the field Я.

Rem ark 3.5. As in the classical case (see \2\), it can easily be verified that the 
իոշԱօո

is a solution of equation (S. 10). Moreover, when c =  b =  l  we get the Bessel function 
of the first kind of order p discussed in the previous subsection.

Similar to Definition 3.3, we introduce generalized Bessel functions of the first kind 
on X  as follows.

theorem, and if we add the two equations, we get (b). □

(3.10) t2w"(t) + btw(t) +  [a2 - p 2 +  (1 -  b)p]w(t) = о
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D efinition 3.5. L e t O < a < l , e e R  finite, p  € Q \  Z, and let b,c  6 R. Then the 
Junction

Wp(t) =  wp(t) + w p(t)gp(t),

where gp € £>o([a, 1]), and

W - f  /  t \ 2n+p
S nlr( p + n + ¥ )  U /

is a solution of equation (3.10). We call Wp(t) a generalized Bessel function of order 
p on [a, 1].

The proof of the next result is similar to that of Theorem 3.6, as well as to the proof 
of the corresponding result in the classical case (see [2], Lemma 1.1), and therefore 
we state it without proof.

Theorem  3.7. Under the notation in Definition 3.5, the following statements are 
true for a l l t  6 [a, 1]

(a) — “w pW =  (wp-i (<) +  cwp+1 (tj) ( l  + 9P(t))

(b) (2p + b -  l)W'p(t) =  (pt/Jp-i { t ) ֊ ( p  + b ֊  l)c tv n (< ) )  ( l  +  flp( t ) ) .
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of ց-shift difference polynomials of meromorphic functions with zero order in the 
complex plane. The obtained results extend some previous known results.
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1. I n t r o d u c t io n  a n d  m a in  r e s u l t s

In this paper, a meromorphic function always means a nonconstant analytic function 
in the whole complex plane except at possible poles. If no poles occur, it reduces to an 
entire function. Let q and с be non-zero complex constants, the 7-shift of a function 
f ( z )  is defined by f(qz+c).  We assume that the reader is familiar with the elementary 
Nevanlinna theory (see, e.g., [2, 3, 12]).

We denote by S(r, f )  any quantity satisfying S(r. / )  =  o (T (r,/)) as г  -v 00 

possibly outside a set of logarithmic density 0. For a meromorphic function f{z) in 
complex plane, denote by S(r, / )  the family of all meromorphic functions a(z) that 
satisfy T(r, a) =  o(T(r, / ) )  as r -> 00 outside a possible exceptional set of logarithmic 
density 0.

We say that the functions /  and д are meromorphic and share a small function a  
IM (ignoring multiplicities) if /  — a  and д — a  have the same zeros. If /  — a  and ց — a  
have the same zeros with the same multiplicities, then we say that /  and д share a  
CM (counting multiplicities). Let /  be a nonconstant meromorphic function, p be a 
positive integer and о be a complex constant. By Np(r, ֊բ^)  we denote the counting 
function of the zeros of /  — a, where an тп-fold zero is counted m times if m  < p and 
p  times if in > p.

'T h is  research was supported by the NNSF of China (No. 11201014, 11171013 and 11126036), the 
YWF-14-SXXY-00B of Beihang University and the youth talent program of Beijing (No. 29201443).
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Let /  be a transcendental meromorphic function. In 1959, Hayman[l] proved that 
f n f  takes every non-zero complex value infinitely often if n  > 3. Yang and Hua 
[11], obtained some results about the uniqueness problems for entire functions. Since 
then the difference has become a subject of great interest (see, e.g., [6, 8, 14, 15], 
and references therein). Among them Liu and Cao [6], have obtained results on the 
uniqueness and value distributions of 7-shift difference polynomials. Some of them 
are stated below.
Theorem  A. ([6, Theorem 1.1]). Let /(z ) be a transcendental meromorpbic (reap, 
entire) function with zero order, and let m, n  be positive integers and a, q be non-zero 
complex constants. I f n > 6  (resp. n > 2), then f{z)n( f (z )m — a )f{qz + c) — a(z) has 
in fin ite ly  many zeros, where a(z) is a non-zero small function with respect to f . Iu 
particular, i f  f ( z )  is a transcendental entire function and a(z) is a noD-zero rational 
function, then m  and n  can be any positive integers.
Theorem  B. ([6, Theorem 1.5]). Let f{z) and g{z) be transcendental entire functions 
with zero order. I f  n  > m  + 5, and f (z )u(f (z)m -  a)f(qz  +  c)) and g(z)n(g(z)m -  
a)g{qz + c)) share a non-zero polynomial p(z) CM, then f (z )  =  g(z).

In this paper, on the basis of Theorems A and B, we study the ifc-th derivative of 
9-shift difference polynomials and prove the following results.

T heorem  1.1. Let f (z )  be a transcendental meromorphic function with zero order, 
and letn, к be positive integers. I fn  > k + 5, then {f(z)nf (q z+c))W - 1 has infinitely 
many zeros.

T heorem  1.2. Let f (z )  be a transcendental entire function with zero order, and let 
n, к be positive integers, then (f (z)nf (qz  +  c))W _  1 has infinitely many zeros.

Theorem  1.3. Let f [z ) and g(z) be transcendental entire functions with zero order, 
and let n, к be positive integers. I fn  > 2 k + 5, and (f ( z )nf(qz+c))M and {g(z)T‘g(qz+
c))(*) share z CM, then f  = tg for a constant t with tn+l =  1.

T heorem  1.4. Let f{z)  and g(z) be transcendental entire functions with zero order, 
and let n, к be positive integers. I fn  > 2k +  5, and ( f i z ^ f i q z + c ) ) ^  and (g(z)ng(qz+ 
c))w  share 1 CM, then f  = tg for a constant t with tn+1 =  1.

When sharing a single value IM, we can prove the following two results.

70



ZEROS AND SHARED ONE VALUE OF Q-SHIFT ..

T heorem  1.5. Let f (z )  and g{z) be transcendental entire functions with zero order, 
and letn, к be positive integers. I fn  > 5k + 11, and (f ( z )nf(qz+c))W and (g{z)ng{qz+ 
c))W share a value z IM, then f  = tg for a constant t with tn+1 =  1 .

T heorem  1.6. Let f [z) and g{z) be transcendental entire functions with zero order, 
and let n, к be positive integers. I fn  > 5  k+  11, and (f ( z )nf(qz+c))W and (g(z)ng{qz+ 
c))W share 1 IM, then f  =  tg for a constant t with tn+1 =  1.

2. L em m a s

In this section, we present some lemmas which play an important role in the 
proofs of the main results. The following ց-shift difference analogue of the logarithmic 
derivative lemma is very important when considering 9-shift difference polynomials.

Lem m a 2.1 ([7, Theorem 2.1]). Let f{z) be a meromorphic function of zero order. 
Then on a set of logarithmic density 1

The next two lemmas are essential in our proofs, they allow to estimate the 
characteristic function and the counting function of f (qz  + c) (see Lemmas 3.4 and 
3.6 in [10]). •

Lem m a 2.2. I f  f {z)  is a nonconstant zero order• meromorphic function, then on a 
set of lower logarithmic density 1

T (r , f (qz + c)) =  (1 +  o(l))T(r, f (z))  + O(logr).

Lem m a 2.3. If  f ( z )  is a nonconstant zero order meromorphic function, then on a 
set of lower logarithmic density 1

N(r, f{qz + c)) =  (1 +  o(l))JV(r, /(г )) +  O(logr).

When considering two nonconstant meromorphic functions F  and G that share at 
least one finite value CM, the following lemma plays a key role. In the original paper, 
[11], S(r, F) denotes any quantity satisfying S(r, F)  =  o(T(r, F)) as r  -»• 00 possibly 
outside a set of finite linear measure. So it holds when S(r, F) = o(T(r, jP)) as r  —> 00 

possibly outside a set of logarithmic density 0.
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Lemma 2.4 ([11, Lemma 3)). Let F and G be two nonconstant meromorphic functions. 
I f  F  and G share 1 CM, then one of the following three cases holds:

(1) max{T(r, F), T(r, G)} < N2{r, 1/F) + N2(r, 1/G) + N2(r, F)

+N2(r, G) +  S(r, F) + S(r, G),

(2) FG  =  1,

(3) F  = G,

where N2(r, 1 /F) denotes the counting function of zeivs of F  such that the simple 
zeros are counted once and multiple zeros twice.

When two nonconstant meromorphic functions share at least one finite value 1M, 
then the following lemma is needed.

Lem m a 2.5 ([9, Lemma 2.3]). Let F  and G be two nonconstant meromorphic functions 
such that F  and G share 1 IU, and let

Q. ZHAO AND J. ZHANG

I f  Ո փ  0, then

T(r, F) + T(r, G) < 2 (N2(r, 1/F) +  N2(r, 1/G) + N2(r, F) + N2(r, G)) +  3(N(r, F) 

+Щ  r, G) + N(r, 1/F) + N(r, 1/G)) +  S(r, F) + S(r, G).

Lem m a 2.6 ([4]). Let f {z)  be a nonconstant meromorphic function, and let а, к be 
two positive integers. Then

N„ (r , — )  < T(r, /<*>) ֊  T(r, / )  +  N ,+k (r , i )  +  S(r, / ) ,

N.  (r , ֊ )  < kN (r , f )  + N .+ k ( r , j j + S ( r , f ) .

Clearly, N  (г, =  N i (r, .

3. P r o o f s  o f  t h e  T h e o r e m s  

In this section we prove our main results.

Proof of Theorem 1.1. Let F(z) = f  (z)nf  (qz +  c). Using the second main theorem, 
we obtain

T(r,F<*>) + N (r , j i ; )  +  J?(r,F<‘ >) + S (r ,F).
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Prom Lemma 2.6, we get

T(r, F ^ )  < N  (r , j f f ֊ )  + T(r, FM) -  T(r, F) +  Nk+l (r , ֊ )

+ N ( r , F ^ + S ( r , F ) .

Since T(r, F) < (n +  l)!T(r, / ) ,  we have S(r, F) = S(r, / ) .  Thus the above inequality 
and Lemma 2.3 imply

T(r,F) < 7f (r, +  Nk+l (V, ֊ )  +  N(r, FW) + S(r, f )

s  w  ( r ՛ Ж г г ) + (-•՛ f )  +  w  ( r ' Т Й Г й )

-  77 ( г’ )  + (fc + 1)r(r’/} + r ( r ’/} +  2F(r’f )  + 5(r>Л

(3.1) < N  (r , +  (* +  4)T(r, / )  +  S(r, / ) .

On the other hand, from Lemma 2.1, we get

(n +  1 )T(r,/) =  T ( r ,r +1) = m ( r , r +1) +  N ( r ,r +1)

s  т ( г ' у ( г ,  л 5 + ? ) + і ѵ ( ’-'іг(‘ > - 7 Р Т ? ) +5<г’/ )

< т(г,пг))+ш(г,7Ж _ )+«(г,лМ _ )+^ ,я
(3.2) < T(r,F(z)) + 2 T (r J )  + S ( r J ) .

According to (3.1) and (3.2), we obtain

(n ֊  к -  5)T[r, f ) < N  (r, +  5(r, /).

Note that n > fc +  5, we conclude that F ^  (z ) — 1 has infinitely many zeros. This 
completes the proof of Theorem 1.1. □

Proof of Theorem 1.2. Let the function F(z) be as in the proof of Theorem 1.1. 
Assume the opposite, that F ^ ( z )  -  1 has only a finite number of zeros. Since by 
assumption, /  is a transcendental entire function with zero order, there exists a 
polynomial P(z) such that

F^k\ z ) - l  = P{z).

By integrating к times, we get from the above equation that F(z)  =  Q(z), where 
Q(z) is a polynomial, given by Q(z) = f ( z )nf{qz  +  c). Obviously, Q(z) փ 0. Hence
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we can write

(n +  l)T (r ,/)  =  T ( r , f n+1) =  m (r ,/" +1)

*  Վ ' ™ - յ $ ե յ ) + տ ™

(3.3) < T(.r,F(z)) + S (r , f )= T(r ,Q (* ))  + S(r , f ) ,

which is impossible. Therefore F ^ (z )  — 1 has infinitely many zeros. This completes 
the proof of Theorem 1.2. □

Proof of Theorem 1.5. Let F(z) be as in the proof of Theorem 1.1, G(z) =  g(z)ng(qz+
c), and Я  be as in Lemma 2.5. Define

. FW(z)  t . . GW(z)Փ(շ) =  — Փ(շ) =  — -±-L.
z z

Then Ф(г) and Փ(շ) share 1 ГМ by the conditions. Since /  is a transcendental entire 
function, from the definition of Փ(շ) we deduce that Na(r, Փ) =  O(logr) =  S(r, f) .  
Using Lemmas 2.6 and 2.3, we can write

Л ь (г , ֊ )  < Л і ( п у щ ) + 3 ( г , Я

<  Я [г , F) + Л Г,„ (г , i )  +  S(r, f )

< № +  2, ] փ 1 ) + W ( „ 7 ;J - 5 ) + s ( r , f l

< (fc +  3)T(r, / )  +  S{r, f) .

In the same manner, we get

(3-4) *  (r,  ֊ ) < ( *  +  2)T(r, f )  + S(r, f ) .

Therefore

(3.5) N2 (r, I )  + ІѴ2(г, Ф) < (fc +  3)T(r, / )  +  S(r, / ) .

Similarly, we obtain

(3.6) N2 (r,  ֊ )  +  7V2(r, Ф) < (fc +  3)T(r,g) + 5 (r ,g). ֊

(3.7) N  (r , ֊ )  < (fc +  2)T(r,g) + S(r,g).
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Next, by Lemmas 2.6 and 2.3, we get 

ЛГ2 ( г , і )  < N2 ( r , ^ j + S ( r , f )

< T(r, F<fc>) -  T(r, F) + Nk+շ ( r ,  ֊ )  +  S(r, f )

< T(r, F<fc>) -  T(r, F) +  NM  (r,  - 1 )  +  Nk+> ( r , — +  5(r, f )

< T(r, F W ) -  T(r, F) +  (fc +  2 )N  ( r . J j + J V  (r, յ Հ ֊ у) +  S(r, / )

. (3.8) < T(r, Ф) -  T(r, F ) +  (fc +  3)T(r, / )  +  S(r, /) .

By (3.3) we have

(3.9) (n +  l)T(r, / )  < T(r, F) +  S(r, / ) .

Combining (3.8) and (3.9), we get

(3.10) (n +  l)T(r, / )  < T(r, Ф) -  JV2 (г, +  (fc +  3)T(r, / )  +  5(r, /) .

Similarly, we can obtain

(3.11) (n +  l)T(r, «?) <  T(r, Ф) -  (r , ֊ ^ j  + (fc +  3)T(r, p) +  S(r, S).

It follows from Lemma 2.5 that if Я  ^  0, then

П г ,* ) + Т ( г ,* )  < 2 ( » փ 1 ) + « փ 1 ) ) + 3 ( « ( վ ) + 7 ? ( ո ± ) )

+5(r, Ф) +  S(r, Ф).

Substituting (3.4)-(3.7), (3.10) and (3.11) into the above inequality, we obtain

(n -  5fc ֊  ll)[T (r, / )  +  T(r, g)\ < S(r, f )  +  S(r, 5),

which is a contradiction, because by assumption we have n > 5fc+11. Hence, we have 
Я  =  0. By integrating (2.1) two times, we get

1 A + B,

ZEROS AND SHARED ONE VALUE OF Q-SHIFT ...

Ф - 1  Ф - 1
where A /  0 and В  are constants. The above equation implies

(312) (Д - А ) Ф  + ( Л - В - 1 )
1 j В Ф - ( В  +  1)
Hence, we easily get

Г(г ,Ф)=Г(г ,Ф)  +  0(1).

Thus, we have S(r, / )  =  S(r,g).
In the following, we discuss three cases.
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Case 1. Suppose that В փ О, -1 . In this case, from (3.12) we obtain

)) = Щ г , П

Next, from the second fundamental theorem and (3.4), we have

T(r, Ф) < Щ г , Ф ) + Т * ( г , ^ + ' й ( г , 1 / ( Ф - £ ± ± ) ' )  +5(г,Ф )

< (k + 2)T(r, f )  + S(r, /) .

In view of (3.8) and (3.9), we have (n — к — 2)T(r , f)  < T(r, Ф), implying that 
(n -  2 k -  4)T(r, / )  < 5(r, / ) .  This contradicts the assumption n  > 5Jfc +11.

Case 2. Suppose that 5  =  0. From (3.12) we have

(3.13) Ф =  АФ - { A  — 1).

If A փ 1, then from (3.13) we can deduce N(r, 1/(Ф -  ^р-)) =  T7(r, ^ ). Then, by 
the second fundamental theorem and (3.7), we obtain

Г(г,Ф) < 7 7 ( г , Ф ) + 7 7 ^ , ^ + Л Г ^ г , 1 / ( Ф - ^ і ) ) + 5(г,Ф)

(3.14) < (к +  2)T(r, g) + (k + 2)T(r, / )  +  S(r, /) .

Similarly, we have

(3.15) T(r, Ф) < (k + 2)T(r, <?) +  (* +  2)T(r, / )  +  5(r, S).

By (3.10), (3.11), (3.14) and (3.15), we obtain

(n -  3* -  6)[T(r, / )  +  T(r, </)] < 5(r, / )  +  S(r, g),

which is a contradiction since by assumption n  > 5Jfc + 11. Thus, we have A = 1, and 
from (3.13), we obtain Փ =  Ф, implying that

(/(*)"/(g* +  c))M =  (д (гУ ‘д (д г +  c))<*>.

Integrating the last equality, we get

f ( z)nf(Qz + c) =  g(z)ng(qz +  c) +  p(z),
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where p(z) is a polynomial of degree at most fc — 1. If p(z) փ 0, then from the second 
main theorem for the small function case, we get

(n +  l)T(r, / )  < T(r, F) +  S(r, f )

< N(r, F) + N ( r , ^ j + N  (r,  ֊ )  +  S(r, / )

* * ( ' ■ ? ) + * ( ' 7 հ Խ ) + *  f a )

+ 7 ? ( г' Я ^ ) + в ( - л
< 2 T ( r , f )  +  2T(r,g) +  S (r,f).

Similarly, we have

(n +  l)T(r,g) <  2T(r,g) + 2T(r ,f )  + S(r, f ) .

Therefore

(n +  l)[T(r, / )  +  T(r, p)] < 4[T(r, / )  +  T(r, g)} + 5(r, / )  +  S(r, ff),

which is a contradiction since by assumption n > 5fc +  11. Thus, p(z) =  0, which
implies that

f {z )uf (qz + c) = g{z)ng(qz +  с).

Let £ =  ft. If ft is not a constant, then the above equation implies

Thus, from the first main theorem, we obtain

nT(r, ft(z)) =  T(r, h(z)n) =  T(r, h(qz + c) +  0(1)

< T(r,ft(z)) +  S(r, ft).

Since n > 2, we know that h is  a. constant. Then by (3.16), we have ftn+1 =  1. Hence 
f [z )  =  tg{z), where t  is a constant and in+1 =  1.

Case 3. Suppose that В  =  —1. From (3.12) we have
, ч t  M +  1)Ф -  A(3.17) Ф =  *-------^ ------- •

If A փ -1 , then from (3.17) we can deduce N(r,  1/(Փ -  ^ j ) )  =  N(r,  փ). By the 
same reasoning, discussed in the Case 2, we obtain a contradiction. Hence, A — —1. 
Prom (3.17); we have Փ ■ Փ =  1, that is,

(3.18) ( f (z)nf (qz  +  c ) ) • (g{z)ng{qz + с))<*> =  z2.
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Notice that n > 5fc+ll, hence if zo is a zero of f ( z)  with multiplicity p, then ^  is a zero 
of {f{z)nf[qz +  c) ) ^  with multiplicity at least np -  к > 4A +11, which is impossible 
by fbprlfing the right-hand side of (3.18). Hence, zero is a Picard exceptional value 
of /(г ), and thus f ( z )  is a constant, which is impossible. This completes the proof of 
Theorem 1.5. □

Proof of Theorem 1.3. Let Ф(г) and Ф(z) be as in Theorem 1.5. Then Փ(շ) and Փ(շ) 
share 1 CM, and from (3.8) we obtain

(3.19) Nu (r, < T(r, Փ) -  T(r, F) +  (fc +  3)T(r, / )  +  S(r, / ) .

Similarly, we get

N2 (r , i )  < T(r, Փ) -  T(r, G) +  (fc + 3)T(r, g) + S(r, 3).

Assume that the Case 1 of Lemma 2.4 holds. Then, in view of Lemma 2.5 and (3.19), 
we can write

T(r, Փ) < N2 (r, +  N2 ^г, +  N2(r, Փ) +  JV2(r, Փ) +  S{r, Փ) +  5(r, Փ)

< T(r, Փ) -  T(r, F) + (k + 3)T(r, / )  +  7V2 ^г, +  5(r, / )  +  5(r, g)

< T(r , Ф) -  T(r, F) +  (fc +  3)T(r, / )  +  Щ г ,  G) +  Wfc+2 ( r . ֊ )  +  S(r, / )  +  S (r,5)

< T(r, Ф) -  T(r, F) + (k + 3)T(r, / )  +  (fc +  3)T(r, <7) +  5(r, / )  +  5(r, 5).

From the above inequality we get

T(r, F) < (fc +  3)T(r, / )  +  (fc +  3)T (r,<?) +  5(r, / )  +  5(r, s ).

On the other hand, from (3.3) we have

(n +  1 ) T ( r , f ) < T ( r ,F )  + S{r, f ).

Combining the last two inequalities we conclude that

(n -  fc ֊  2)T(r, / )  < (fc +  3)T(r, g) + 5(r, / )  +  S(r, g).

Similarly, we obtain

(n -  fc -  2)T(r,5) < (fc +  3)T(r,/ )  +  S(r, f )  + 5 (r ,g).

Therefore

(n -  2fc -  5)[T(r, / )  +  T(r, ff)] < S(r, / )  +  5(r, e), 

which contradicts the assumption n  > 2fc +  5. Hence Ф(г) ■ Փ(շ) =  1 or Փ(շ) =  Փ(շ) 
by Lemma 2.4.

Q. ZHAO AND J. ZHANG
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The rest of the proof repeats the lines of the proof of Theorem 1.5. This completes 
the proof of Theorem 1.3. □

The proofs of Theorems 1.4 and 1.6 are similar to that of Theorems 1.3 and 1.5, 
and we omit them here.
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A bstract.T he problem of recovering a  time-varying signals from their spatio-temporal samples, 
often referred by dynamical sampling problem, has been well-studied for one-variable signals. Mar 

ny examples coming from real-world applications (sampling of air pollution, wireless networks etc.)
involve spatial coordinates. We state the problem of spatio-temporal sampling for two-variable 

functions and consider the problem of finding additional sampling locations for one specific family 
of kernels.

M SC2010 numbers: 94A20, 40C05.
Keywords: sampling and reconstruction.

1. I n t r o d u c t io n

Let V  and V', V  С V' be spaces of functions defined on a set X . We assume the 
initial state of a (linear time-invariant dynamical) system /„  =  AnJn- 1 , is given by 
an unknown function /  e  V, i.e. /о =  / ,  and A : V' -> V' is a known linear operator. 
At each time instance n (n =  0 , . . . ,  L - l )  the values (samples) of the evolved function 
Anf  are measured on some subset f i n С X:

Vo =  f \ n a, V i  =  (A f ) քո,, . . .  VL- i  =  (A L- ՝ f )  .

The main problem in dynamical sampling is to uniquely reconstruct the function 
/  € V  from these samples.

In [1] — [4] the dynamical sampling problem for a single variable function /  on 
domains Zd =  { 0 ,1 , . . . ,  d — 1}, Z or R is treated. The assumption is that the evolution 
operator is given as a repeated convolution with a kernel a: ճ „ ( /)  =  a * a * ...* a * f  =  
auf  for n =  0 ,1 ,...,L  — 1 and, at each time n, the evolved state An(f)  is under
sampled at fixed positions fi:

{ /( f i) , a * f ( Ո), . . .  , (a*֊1 * /) (« ) } ,  for Ո c l  
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THE PROBLEM OF ADDITIONAL SAMPLES...

In [5] the case when the positions of sampling points are allowed to change at 
different time levels is considered. If the number of sampling points at any time 
is constant, a necessary and sufficient condition is found for the existence of positions 
that allow full recovery of any function by samples taken at those positions. Also, for 
single measurement per time level, a lower bound on the number of such sampling 
configurations is computed.

2 . D y n a m ic a l  s a m p l in g  in  i2 (Zdl x  Z jJ

Let the domain be the direct sum of two cyclic groups X  =  Zdj x Zdal ժ ւ ,ժ շ€  N+ 
and the evolution operator be given as a convolution with a kernel a =  (ak,i)(kj)ex'-

A f(k ,I) =  a *  f(k ,I) =  £  a .։Pf { k - s , l ֊ p ) for all (k ,l) e  X

where {k — s ,1 — p) is understood in terms of summation operations in cyclic groups 
Zj, and Zdj. We assume that d\ =  J \m \, մշ =  ՚Խոշ, where d\, մշ are odd numbers 
and the initial state /  and its temporally evolved states A f, A2f , . . . , A L~1f  are 
sampled on a uniform grid П =  m iZd] x m2Zda. Let Smi>ma =  l mizdl be the
subsauipling operator on m iZj, x mjZd3. Our objective is to reconstruct f  from the 

samples set
1/0 ~  5mi,ma/

Уi ~  Smum,A f
(2.1)

V L - 1  —  S m i . m j A  f .

Denote by g the discrete Fourier transform (DFT) of g 6 ia (Zd, x ZjJ:
d i j - l  - о ц д  - i a . p l

9(s,p) =  2 ^  2 ^  g(s,p)e~*T -  e ■*> for all (s,p) 6 Zdl x Z^. 
k=0 1=0

After applying the DFT to both sides of (2.1), and using the fact that the Fburier 

transform of downsampled signal Smi<m3g is
- mi —1 та—1

(Smi,m։g )‘ (8,p) =  g ^  +  k J i,p  +  lJ2) ,

also (a* / ) ‘ (s,p) =  a (s,p )/(s ,p ), we get
1 тпі—1 m2—1

(2.2) Vn(i,j) = --------  Տ շ  Տ շ  օ ՞  (* +  k J u j  +  Սշ) / ( »  +  k J i , j  +  Սշ)ГПлГПо f—' 7~Тх л к=О 1=0
for (і, j )  6 1  =  {0,- • • ,  J i -  1} X {0,- • • , մշ - 1} and ո =  О Д ,.. . ,Լ  - 1 .
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We use the block-matrices

(
l 1 ... 1 ч

J '+ U j )  ... S ( i+ (m i  —1) J j j + I J ? )  \

" І І І I ՛

where I =  0,1, ...,m 2 -  1, and for all (t, j )  6 / w e  define 

(2.3) Лтп\ ,ma (i, j )  =  [i4o ,ШіТПа (*> i )  1̂,քՈւ7Ոշ (t| յՕ**-̂ աշ--1,քՈւքՈշ

For every (i , j ) e  J put y ( i , j )  =  [yo(*.i) J/i(*, j)  -  Ух.-і(».І)]Т. and let 

/  \
/ (*  +  (m i — 1)Л іІ) 
/ ( W  +  A )

/(» + (n»i -l)Ji,,7 +J2)

/ ( » , յ  +  ( է ո շ - 1 ) յ 2)

V / (t +  (m i -  1 )Л ,і  +  (m 2 -  1) J2) У 

Then the equations (2.2) can be written as

(2-4) y(*',j) = ֊ 4 ֊  An1։n^(i,j)S(i,j).ШіТП2

Note that, to be able to recover the vector /  from (2.1), we need to take samples at 
least mim2 times and, when L  =  m im 2, A mitma( i ,j )  becomes a square matrix.

P roposition  2.1. For L  =  гщт-г, any f  € i2(Zd, x Z jJ  can 6e uniquely recovered 
from its samples (2.1) if and only if for every (i , j ) e  I  we have

(2.5)

If we put

det Afnj.mjf*) jf) փ 0.

, (0,0)

A  =
■̂ ալ,աշ (l|0) ••• 0

0 ... ,тз (*/l ” Լ՚/з ՜І )  /
then (2.4) is equivalent to 

(2.6)
mi m2

-A t  =  y,
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where
?(0 ,0)

* - l  T I .  » -

(  ?(0,0) 
y(1.0)

Notice that, f  is the column with rearranged Fourier coefficients of /  such that they 
match the order of columns in matrix A.

P roposition  2 .2 . Any f  6 /i (ZrfI x Zd3) can be uniquely recovered from its samples
(2.1), if  an only if the matrix A  is non-singular.

3. T h e  s e t  o f  a d d it io n a l  s a m p l in g  p o in t s

Because A mitm3{ i,j)  is a Vandermonde matrix, it is singular at an (t, j )  6 I  if and 
only if

(3.1) a (i +  kJu j  +  Սշ) =  a ( i +  k'Ju j  +  l'J2)

for some (A;, l), (fc7, 1') e  {0,* •• ,m i — 1} x {0, ■ • • , ա շ - 1}. Hence, taking samples after 
the first 7Ոյ7Ոշ measurements is not going to add anything new in terms of recovery. 
In that case, we need to consider adding extra sampling points to overcome the 
singularities of A mi<m3(i,j) .  For functions of one variable the problem of additional 
samples has been discussed in [1]. If the operator A  in (2.6) is singular, we want to 
be able to find a set C X \ ( m i Z ^  x t^ Z ^ ) such that, for the related sampling 
operator SnaJd, any function can be uniquely recovered from the samples

(3.2) {Տո.ձյ

Let (1іт(кег(Л)) =  n. Note that ker(A) =  ker(Amum3)(i,j) , hence, if the
nullity of matrix A mumt( i , j )  is Wij , then n =

The kernel of A  is generated by linearly independent vectors ve, s =  l , . . . , n  where 
every ve has exactly two non-zero components, 1 and —1, corresponding to a pair of 
coinciding columns in A mi<m։( i ,j ) ,  for an ( i ,j)  6 I.
Let Rnadd be |Па<м| x n matrix with rows corresponding to { (v i(k ,l) , ■ ■ ■ ,v n{k,l)) : 
(к, I) e  Па<м}, where v , is the vector whose rearranged DFT is v„. With this notation, 
the following result holds:

T heorem  3.1. Every f  6 Z2(Za, x Z ^ ) can be uniquely reconstructed from its spatio- 
temporal samples (3.2) if  and only if  rank(Rnatld) =  n.

Corollary 3 .1 . If for the set Q^dd any f  € J2(Zdl x Z ^) can be uniquely determined 

by its samples (S.2), then |Ոտ<ա| >  <йт(кег(Л)).
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4. Q u a d r a n t a l l y  SYMMETRIC KERNELS

We consider one special class of filters for which we are able to explicitly construct 
an additional sampling set of possible minimal size.

Definition 4.1. The matrix a is quadrantally symmetric, if

a(s,p) =  a(d 1 -  s, p) =  a(s, d2 - p )  =  a(di -  s ,d շ - p )  

for all (s,p) € Zdl X Zd2, and a(s,p) փ a(k,l) for any other pairs {к, I) .

If for the kernel a, a is quadrantally symmetric, then it can be easily verified that 
(in particular) Лт і ,та (0,0) is singular. In fact, the following lemma holds

Lemma 4.1. For quandinntally symmetric a,

м и л я  =

Theorem  4.1. Let the DFT a of the kernel a be quadrantally symmetric and let 

Пши =  | ( A ,0 : f c  =  l , - " , =֊ :, i e Z ^ j

U |(fc,i):fcezrfl, i =

Then, any f  6 l2(Zj, x Z^) can be uniquely recovered from the expanded set of 
samples

(4.1) {^П«ім/> Sml,m?ft • • • > SmitmiAm‘m3 1/ } -

Note that, from Lemma 4.1, the cardinality of Поdd m the previous theorem is equal 
to А'т(кег(Л)) which from Corollary 3.1 is the possible minimal size among the sets 
of additional sampling points which allow unique recovery of every /  from (4.1).
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