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А н н о т а ц и я . В статье вводятся понятия аналитической кривой и эквива­
лентных точек на поверхностях Вора-Рнміша. Конструктивный и алгебра­
ическим метода»™ доказывается, что точки поверхности БорагРпмана ло­
кально имеют одинаковое число эквивалентных точек.

M SC2010 num bers: 14Н30, 22В05, 43А40.
K eyw ords: поверхности Римана; обобщенный диск; аналитические кривые *.

1. В в е д е н и е

В работе иродолжается исследование поверхностей БорвгРимана, начатое в 
статье [1]. Напомним, что поверхности Бора-Рнмана получаются вследствие на­
крытий обобщенной плоскости Д -  локально компактного пространства, полу­
ченного из декартова произведения G х [0, оо) путем отождествления в точку 
слоя С  ж {0}, где С  группа характеров всюду плотной в евклидовой топологии 
т подгруппы Г группы вещественных чисел R. Элементами Д будут точки (а, г) 
с a  € G ,r > 0 и * = G X  {0}. Отметим, что проколотая обобщенная плоскость 
Д\{*} :=  Д° является группой относительно естественной операции покоорди­
натного умножения. Конструкция пространства Д восходит к Аренсу и Зинге­
ру |2], и Д очевидным образом канонически отождествляется с пространством
6 =  {ar : a  6 G, г € [0, оо)} аналогом комплексной плоскости С, состоящим из 
гомоморфизмов сп՛ : Г -4 С : а и  а(а)г°. Топологией на Д будет стандартная 

фактортопология т& = {U С & : U е  к х  тр.ос)}. ГД° * ~ топология на G, а 
т[о,оо) -  сужение па [0, оо) евклидовой топологии т. Аналогичным образом опре­
деляется топология тдо ^  к  X  Т(01+оо) на Д°. На пространстве Д развивается 
теория обобщенных аналитических функций, позволяющая получать новые ре­
зультаты методами классической теории аналитических функций (см. [3], [4]).

1Исследопинис выполнено при финансовой поддержке РФФИ о рамках паучпого проекта 
No 12-01-97018 р-поволжьв-а
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Напомним теперь определения обобщенных аналитической функции и тонкого 
множества в Д, с помощью которых определяется поверхность Бора-Рішана. 
Пусть Г+ =  {о € Г : а > 0}. Каждый характер х ° ,а  6 Г+> соответствующий 
элементу о 6 Г+, можно расширить до непрерывной функции <ра на Д, полагая 

для Տ =  от

V>aW  =  Xe(a)re

с Ха(а) =  а(а).

Определение 1.1. Пусть D -  открытое множество в Д. Непрерывная на 
D функция /  называется обобщенно аналитической, если для любого з € D 
найдется такая окрестность U С D, а е  U, что сужение f  на U равномерно 
аппроксимируется линейными комбинациями функций <pa,a  € Г+ .

Множество всех обобщенных аналитических функций на D обозначается 0(D). 
В следующем определении используется тот факт, что пространство Д° = 

Д\{*} локально имеет структуру вида V  х W , V  с  Ga, W  С С, где Ga =  {a е  
G ;a(a) =  1} с а € Г (см. [3], стр. 10-11).

О пределение 1.2. Пусть D -  открытое множество в Д. Замкнутое подмно­
жество К  С D назовем тонким если выполняются следующие условия:

(1) для каждой точки а € D ,s փ *, существуют окрестность Ս С D, 
Ս — V  x W , и функция f  е  0(17),/ փ 0 обращающаяся в нуль на K n U ,

(2) для каждого a  G V сужение }  на Wn — {a} x W  не равна тождественно 
нулю,

(3) если * 6 D, то найдется нетривиальная функция /  6 0 (Д г) ,Д г с  D, 
обращающаяся в нуль на Д ГП К, где Дг =  {« е  Д; |з| <  г} -  обобщенный 
диск радиуса г в А .

Перейдем теперь к определению поверхности Бора-Римана. Как известно (см. 
[5], стр. 25) отображение топологических пространств п : Y  -+ X  называется 
(вообще говоря, разветвленным) накрытием, если оно непрерывно, открыто и 
дискретно, то есть для каждого х  с  X  слой ж~1(х) -  дискретное множество в 
Y . Отображение топологических пространств п : Y  - t  X  называют неразветв- 
ленным накрытием, если каждая точка х  € X  имеет (так называемую ровно
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накрытую) окрестность U, такую, что

* ՜Ղ Պ  = [_ \U i
іел

-дизъюнктное объединение открытых множеств в У и все сужения 7г|у, : Щ —» U
-  гомеоморфизмы. Если множество А  конечно (следовательно, все слои накры­
тия состоят из одного и того же числа точек), то (нерезветвленное) накрытие 
называется конечнолистным, а число точек слоев называется его числам ли­
стов.

О пределение 1.3. Топологическое пространство X  называется поверхностью 
Бора-Римана над Д, если существует тонкое множество К  С  А  и накрытие 
7Г: X  -4 Д, такие, что сужение іг на множество X * =  J?\7r֊1 (A՜) есть нераз-. 
ветвленное конечнолистное накрытие множества Д* =  Д \К .

Отметим, что вопросы групповых структур на поверхностях Бора-Римана 
рассмотрены в работах [1], [6] -  [8]. Определим теперь понятие плоскости в 
пространстве Д. Из плотности подгруппы Г в R получаем, что отображение 
а  : 1И -* G : է -» at, с c*t(a) =  е*°‘,о  е  Г, инъективно и образ a(R) плотен в 
G (см. [9], стр. 55). Отображение а  : R -» G порождает погружение

(р : С Д° : z  =  է +  іу  ւ* =  a tc~v.
*

Множество Д° =  G x (0, +oo), которое канонически отождествляется с простран­
ством {аг : а  6 G ,r  € (0,оо)}, является локально компактной группой относи­
тельно покоординатного умножения с единичным элементом ащ =  <*(0) =  ¥>(0)- 
Отметим, что образ <р(С) плотен как в Д° так и в Д. Множество вида С , =  sip(C) 
будем пазывать плоскостью в Д° проходящей через точку s е  Д°; Со =  Сѵ(о)(= 
<р(С)). Далее в работе с помощью понятия плоскости в пространстве Д вводятся 
понятия аналитической кривой и эквивалентных точек па поверхностях Вг~вг 

Римана.

2. А н а л и т и ч е с к и е  к р и в ы е

Пусть Со определенная выше плоскость в Д°, проходящая через единичный 
элемент од группы Д°. Как мы уже видели, множество Со есть всюду плотная 
подгруппа группы Д°, являющаяся образом аддитивной группы комплексных 
чисел С под действием группового гомоморфизма ір : С -» Д°. Так как qq 6 Со,
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то дли любого s е  Д° множество sCq =  С, есть плоскость в Д° проходящая через 
s. Множество всех плоскостей такого вида распадается на классы смежности 
группы Д° по подгруппе Со-

Рассмотрим кривую в Д°, то есть отображение 7 : 7 =  [0,1] —> Д°, непрерыв- 
пое относительно топологии тдо в Д .

О пределение 2.1. Кривая 7 (7) С Д° называется аналитической кривой, если 
она полностью содержится в плоскости С„0, для некоторого «о € Д°.

Пусть 7 (7) -  некоторая аналитическая кривая в Д° лежащая в плоскости С ,0, 
s0 6 Д°. Тогда для любого а е  Д° кривая 7Л(Г), -y,(t) = է € 7, лежит в
плоскости Ся*0 и, следовательно, также является аналитической кривой.

Пусть X  -  поверхность Бора-Рішапа над Д, К  - тонкое множество критиче­
ских точек накрытия 7г: X  —* Д в Д. Определим теперь понятие аналитической 
кривой на подмножестве X * =  7г_1(Д*) пространства X , где Д* =  Д\ К  (мы 
считаем, что * 6 К  и рассматриваем исходное накрытие над Д° =  Д\{*}).

По теореме о поднятии кривой (см. [5], §4), для каждой аналитической кривой 
7(7) в Д* и каждой точки w е тг_1(7(0)) существует единственная кривая ^(7) с 
X*  с началом в точке w, накрывающая кривую 7 (/), то есть 7 (0) =  w и 7 (է) = 
7Г ° 7 (<), է 6 7. В этом случае кривая 7 (7) называется поднятием кривой 7(7).

О пределение 2.2. Кривая на X* называется аналитической, если она пред­
ставляет собой поднятие некоторой аналитической кривой из А*.

Таким образом, если 7 (7) с  Х т -  аналитическая кривая, то она является 
поднятием некоторой аналитической кривой 7 (7) с  С*, а е  Д°, где С* =  СД7С. 

Введем понятие эквивалентности на слоях ir_1(s), а € Д*.

О пределение 2.3. Две точки гоі, ■աշ 6 7r֊1(s) назовем эквивалентными, если 
существует аналитическая кривая 7 (7) С X я, такая что w\ = 7 (0) и  ад» =  
7(1). Эквивалентность точек W\ սագ будем обозначать wi ~  աշ.

Нетрудно проверить, что если wj ~  w-j и ад» ~  w-j то wj ~  и/ц. Ткким об­
разом, множество 7г֊1(а) =  {tui,...,iu„} разбивается на конечное число классов 
эквивалентности. Определим на X* функцию ѵ : X* -> Z+, полагая для ад> € X*

ь'(гио) =  card{w е 7Г—1(7г(гі»о)) : w  r>J luo}.
6
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То есть V -  функция действующая на множестве X *, которая каждой топке 
vjo 6 X '  ставит в соответствие число эквивалентных ей точек.

3. Л о к а л ь н о е  п о с т о я н с т в о  ф у н к ц и и  и

Основным результатом этого параграфа является доказательство локального 
постоянства, считающей функции ѵ : X* -¥ Z+.

Сначала изучим поведение функции и на множестве 7r֊1(CJ), а 6 Д*. Пусть 
s & А*. Обозначим через ц(а) число классов эквивалентности (в смысле опреде­
ления 2.3) над а, то есть число классов эквивалентности в множестве 7г-1 (а):

/х(а) =  card{C[w) : to 6 7r֊1(s)},

где
C ( w )  =  { « €  7г—1(7г(гу)) : и  ~  w } .

Таким образом, С  есть отображение действующее на X я, которое каждой точке 
w 6 X*  ставит в соответствие множество эквивалентных ей точек, и, следова­
тельно, cardC{w) — u{w). Перейдем к доказательству локального постоянства 
функции и на 7r֊1 (CJ), а е  Д*.

Л ем м а 3.1. Пусть а е  Д*. Тогда функция ц : А* -У Z+ постоянна на С ',  а 
функция ѵ : X * —> Z+ постоянна на компонентах связности прообраза ir_1(CJ).

Доказательство. Прежде всего, отметим, что поскольку непрерывное отобра­
жение 7Г„ := 7г|т-і(с : ) : тг֊1(С*) С* является накрытием связного и локально 
линейно связного пространства С*, вообще говоря, несвязной римановой поверх­
ностью ?г_1(С*), то его сужение на любую компоненту (линейной) связности 
Լ  поверхности 7Г֊1(С*) также является накрытием пространства С*. В частно­
сти, из конечнолистности накрытия іг следует, что число таких компонент конеч­
но и для любого о  е CJ величина m{L) ֊  c a rd fa ՜1 (<т) Ո Լ) является постоянной, 
не зависящей от о, и равна числу листов накрытия пространства С* отображе­
нием 7ГЛ| լ  (очевидно, сумма всех m{L) по всем компонентам связности L  даст п
-  число листов накрытия іг).

Зафиксируем произвольное о 6 CJ и рассмотрим разбиение тг֊1 (сг) =  Շ(ւսլ)Ս  
...ՍC(wm) слоя 7Г-1 (ст) в дизъюнктное объединение классов эквивалентности над
о. По определению эквивалентных точек имеем, что для любого і, 1 <  і  <  т  все 
точки класса C(wi) соединены аналитическими кривыми, следовательно, для

7
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любого і, 1 <  » <  т  класс C(tw<) лежпт в некоторой связной компоненте L, 
пространства іг-1 (С;), содержащей точку ѵл 6 Լա причем я-_1(<т) Ո Լ ( =  C(u>j), 
потому как Rce топки слоя -к ՜1 (а) находящиеся в одной связной компоненте с ю,- 
очевидно эквивалентны W{. Так как сужение накрытия 7ГЯ на каждую компоненту

компонент связности, кроме Լ ա і  ֊  l ,m , у 7Г֊ 1 (С*) не будет, ибо существование 
еще одного компонента означало бы, что в С* есть точки, которые покрываются 
большее число раз чем <т, что противоречит тому, что 7Г является накрытием. 
Поэтому т  совпадает с числом компонент связности 7г֊1(С*), то есть не зависит 
от о. Таким образом, для любого сг £ С* имеем, что ц{с) — т.

Далее, пусть w 6 ir֊1(CJ) и Լ  -  компонента связности 7г֊1 (С*), содержащая 
ю е  Լ. Как показано выше, С կա) =  7г—1 (тг(гу)) Ո Լ. Поэтому v(w) = cardC(w) — 
m(L). Лемма доказана. □

Для доказательства локального постоянства ѵ на X * нам понадобится следу­
ющее утверждение, которое можно рассматривать как версию теоремы о накры­
вающей гомотошш для накрытия тг: X*  ->■ Д*.

Л ем м а 3.2. Пусть даны точка а Е Д* и замкнутая кривая 7  с  Д* с началам 
и концом в точке з: 7 (0) =  7 (1 ) =  з. П уст ь-к ՜1 {з) =  {ая.ха, ...,х„} и * у :1 -> Х т
-  кривая в X* с началом 7 (0) =  х \ и концом 7 (1 ) =  2շ с х ւ,*շ е  я~ 1{в),хі փ 
Х2, накрывающая кривую 7 : 7 (4) =  7Г о е  I .  Пусть, далее, фиксировано
разложение

прообраза тг-1 (!7) открытой ровно накрытой окрестности Ս точки з в дизъ­
юнктное объединение открытых множеств Ѵі , гомеоморфных Ս при отобра­

жениях 7г|ѵі ■ Vi Ս с обратными <рі = (jrjvJ՜1 : Ս Ѵі причем <քՀտ) = 
Хі , і  =  1,ո, то есть нумерация в (3.1) выбрана так, чтобы Х\ € Ѵ\, х% € Vj. 
Тогда существует открытая окрестность Wo единичного элемента ао группы 
Д°, такая что з\Ѵо С U и для любого о € Wo поднятие %  : I  -> X* криг 
вой 7„(t) = <ry(t),t Շ I  с началом в точке <pi(oa) G Vj имеет конец в точке 
Iри{оа) е  Ѵч.

с в я з н о с т и  поверхности ж Х(С*) является накрытием пространства С*, то других

• Ո

(3.1)



Замечание: Иными словами, если имеется поднятие кривой 7  с началом и 
концом на листах V\ п Ѵ2 соответственно, то поднятие "возмущенной” кривой 7„ 
с началом на листе Ѵ\ также заканчивается на листе Vj.

Доказательство. Воспользуемся стандартной схемой построения 7 с 7 (0) =  хі, 
которую будем адаптировать к рассматриваемой ситуации.

Прежде всего, организуем для компакта 7 (7) открытое покрытие ровно наг 
крытыми множествами специального вида. А именно, установим существование 
открытой окрестности W  с  տ֊117 единицы qq группы Д°, такой что для любого 
t e l  множество y(t)W  ровно накрыто.

Так как открытые ровно накрытые множества составляют базу пространства 
Д*, то существует конечное покрытие компакта 7 (7) такими множествами:

I
7 ( / )  С U  Ut. 

і = 1

Пусть {W j}jc j  -  открытая база локально компактного пространства Д° в точке 
ого, такая что для всякого j  е  J  замыкание W j компактно. Для каждого j  е  J  
определим множество

K j = {է Շ 1 : 7 {t)W j С Ui для некоторого і , 1 <  і < I}.

“Гак как все W j  замкнуты и каждое из множеств — 1,1 открыто, то K j  также
ւ ■

открыто, j  €  J. Далее, имеем что 7 (7) с  (J Ui, следовательно для любого է € 7
і=1

существует t такое что 7 (і) С Սհ, а так как является базой в точке с*о> то
существует j  € J, такое что 7  {t)W j С Ui, откуда следует, что է е  K j.  Таким обрат
зом, семейство { K j} je j  образует открытое покрытие компакта I, следовательно

d
мы можем выбрать конечное число индексов таких, что 7 с  Ա K jk.

fc=l
i

Рассмотрим теперь множество W  = Ո Wj* ո  տ՜ ղՍ С a ՜1 Ս. Так как множества
k= 1

и 8~ги  являются открытыми окрестностями единичного элемента ао,
то множество W  не пусто и тоже является открытой окрестностью ащ. Выбе-

d
рем теперь произвольную точку t e l .  Так как I  С U > 10 существует таг

к= 1
кое j m, что t е  K jm, что по определению множества K jm влечет существование 
t, 1 <  t < m, такого что 7 С Ui, откуда, в силу того что все Ui ровно на­
крыты, следует ровно накрытость множества 7 {t)W  С ry{t)Wjm. Таким образом, 
существование множества W  с требуемыми свойствами установлено.

О ПОВЕРХНОСТЯХ ВОРА-РИМАНЛ, II
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ІІаломним теперь основные элементы конструкции поднятая кривой. Откры­
тые ксножества y(t)W ,t е  / ,  очевидно, покрывают компакт 7 (7), следовательно, 
существует конечное число точек {ijJltLi таких, что множества y(tk)W, к =  1 ,т  
покрывают 7 (7) и пересечение ’’соссдпих” множеств 7 (fk)W  Ո 7 (**+i)W \ к = 
l ։m - l  непусто, причем ясно, что можно выбрать {**}£,! такими, чтобы вы­
полнялось քլ =  0,է՜ա =  1. Тогда найдется разбиение отрезка I  =  (0,1] точками
0 =  to < Կ < ... < tm =  1 , такое что для любого к, к € 1 ,тп образ 7 ([**֊ъ<к)) 
целиком содержится в открытом, ровно накрытом множестве 7 (t'k)W . Ясно что
7 М  е  7 (^)И^ Ո 7 (*fc+i)^, к 6 1 ,п » - і .  Обозначив ук :=  7 ^ ) ,  к = Т~т, для 
прообраза открытого, ровно накрытого множества 7*W получим представление

* - 1tokW) = \ J v ? ,  
і=1

причем для каждого і , і  =  1 ,п, сужение -п\Ѵк : V* —>■ 7*W гомеоморфизм с 

обратным <рі := (тг|у*)- 1  : 7 ^ fc> * =  l i n < Л =  l,m . Перейдем к поэтапному 
построепито крпвой 7 . Имеем, что 7  =  7Г07, слсдоватсльпо, па начальном отрезке 
[to^i] =  [0, і\] С I  имеются ո возможностей построения начальной части кривой 
7 , а именно: 7([0,*і)) =  <р} ° 7([0,іі]), » =  Т7п. Поскольку для поднятия 7  имеем 
7 (0) =  х і , то мы выбираем то і дня которого ір] (7 (0)) =  ц .  Обозначим выбранное
1 через *і- Построепне непрерывной кривой 7  продолжается путем сцепления
непрерывных на է*] кусков у  = о у, к =  1 , т  в точках է* за счет- подбора
следующего Վ  по предыдущему так, чтобы Վ ^ ֊ ւ )  =  1 ), где
Եհ- 1 =  7 (^—1) 6 7*-і W  Ո ՞/kW. Цепочка гомеоморфизмов

Հ . : 7kW ч

обеспечивает непрерывность кривой 7  иа последовательности листов , к =  1 , т
на которых она лежит. ТЬк как кривая 7 , 7 (0) =  Хі однозначно определяется по
7 (единственность поднятия кривой), то она не зависит от представляющей ее 
конструкции, которую мы выбираем согласуясь с условиями леммы.

Далее, имеем что 71 =  7 (^1) =  7(0) =  в =  7 (1 ) =  7 (էԼ) =  ут, следова­
тельно, 7і W  = sW  с  Ս и полученный первым гомеоморфизм ւքԼ : sW  -¥ Vjj 
удовлетворяет условию <քԼ (7 (0)) =  Х\ е  Vj, следовательно является (уже­
нием отображения ір\ : Ս —Ь Ѵ\ на множество aW: ір}։ =  ірі \3\у (потому как и
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գ>\ и <р}1 являются гомеоморфизмами, локально обратными к 7г). Тогда из дан­
ного в условии леммы соглашения о нумерации (7 (1 ) =  хз 6 V2) аналогичными 
рассуждспиями получаем, что գ>”Լ =  <р?\я\ѵ.

Итак, мы представили построение поднятия кривой в нашем случае. Задача 
состоит в том, чтобы показать, что при малом возмущении начальной точки 
Хі £ V] соответствующая (поднятая) кривая не сможет соскользнуть с указанных 
листов, и, следовательно, ее конец будет лежать на Ѵ .̂ Для решения этой задачи 
обоснуем существование множеств Սա и  Uk со специальными свойствами.

Во первых, для любого к, 1 <  к < т  существует открытая окрестность Սէ 
единицы «о, такая, что £/*7([£*-ւ,է*]) С 7fcWr, доказательство которого следует 
из компактности 7 ([tt_ i, է*:]) С 7fcW и открытости 7kW . Во вторых, для любого 
к, 2 < к < тп, найдется окрестность Uk единицы ого, такая, что գ>Լ (£) =  4>հՀԼ (0) 
при всех /3 €  bk-\Uk- В самом деле, имеем, что ծ*_յ =  7 (է*-ւ) 6  j k - iW  Ո j kW  и 
Հ ֊ ’ (bfc_ 1 ) =  փԼ (bfc_i). Т ік как 7fc_i1№r и ^ Ѵ /  открыты, то множество 7fc_iWՈ 
7fcTV Э bk-i также открыто, следовательно существует окрестность Սէ единич­
ного элемента аоі такая что bk-\Uk С 7*_і№ П 7ь1Ѵ, откуда следует равенство 
Ч%~\ (Р) =  <Рік{Р),Р £ bk-iUk, потому как и являются гомеоморфизма­
ми, локально обратными к 7г.
* Наконец, докажем, что при выполнении установленных выше условий, длят
любого а  из открытой окрестности Wb =  Ո (Рк Ո Uk) Ո Ս\ единицы Qo поднятие

fc=2
%  кривой 7„ с началом в точке ірі(аз) имеет конец в точке y?a(crs). Для этого 

рассмотрим отображение

v(t) =  у?{;(<77(*)). է 6 [ifc-x.tfc], к = 1,т,

и покажем, что ѵ есть пепрерывпая кривая, совпадающая с % . Яспо, что доста­
точно доказать непрерывность ѵ в точках t*,fc =  l , m - l .  Имеем

_  /  Վ  (ff7(*)). * 6 f c - i .M .
I Vib+xfaW)’1 6  [**>*fc+l]

Так как a  6 Wo С Uk+1 , то bka 6 bkUk+i, слсдоватсльпо Վ ( ե ^ )  =  Ѵ&^Ф*0՜)» 
то есть (7 (tfc)o0) =  Vif+t (7 (^t)CT) и тем самым доказана непрерывность ѵ в 
tk, то есть v (t) ,t  6 I  — непрерывная кривая. Так как каждый гомеоморфизм <рік, 
к =  1, л? , в своей области определения является обратным к 7г, то из определения 
отображения ѵ получаем 7Г о v{t) =  <77(4) =  7&(t),t € I ,  следовательно, ѵ явля­
ется поднятием кривой 7». Имеем, далее, и(0) =  <քԼ(сг-у(О)) =  <բԼ(<̂ տ). Так как
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a  G Wq С и т, то из определения множества Um получаем, что 07([*т֊іі^т]) С 

7„,ІУ =  sW , то есть, в частности, as =  <гу(*т) е  «W, откуда, пользуясь тем, что 
<р\ = <p\\,w, получаем ѵ(0) =  Վ  (as) = <рі(аз). Таким образом ѵ действительно 
есть поднятая кривая "[о о которой говорится в лемме. Покажем теперь, что ко­
пен кривой 7„ лежит па листе Ѵя. Имеем % (\)  =  w(l) =  ¥>£> 7 (1 )) =  V>£(™), 
и, так как as е  sW  я փՀԼ ֊  <P2\*w, получаем, что 7„ (1 ) -  գ>ՀԼ (as) -  <pi(as) е  V2. 

Лемма 3.2 доказала. □

С ледствие 3.1. У каждого элемента w 6 X* найдется такая окрестность V, 
что для любого г е  V  имеет место неравенство i/(z) > u(w).

Доказательство. Пусть w 6 X * и тг(ш) =  а € Д*. Пусть U ровно накрытаяП
окрестность точки з, такая что ո ՜ լ (Ս) =  (J Vj и все ж : V5 —► U -  гомеомор-

і=1
физмы, с обратпьши <рі : U -¥ Ѵі - Предположим, что w  €  Vi. Выберем неко­
торое и փ Vi из C(w). Тогда 7r(u) =  з и из гомеоморфности п  на каждом 
получаем что и փ Ѵ\. Пусть, скажем, и 6 Ѵа. Так как и е  С(ги) то по опреде­
лению множества С կա) существует аналитическая кривая с началом и концом 
в w и и  соответственно, то есть существует аналитическая кривая 7  с  Д* с 

7(0) =  7(1) =  «1 такая, что для ее поднятия 7  с  X '  имеем 7 (0) =  и>,7 (1 ) =  и. 
Пусть теперь W ^  есть множество Wo из предыдущей леммы для рассматривае­
мого случая (мы добавляем индекс 2 так как предполагаем, что и  € Ѵ-г). Обозна­
чим Ѵ<2) =  =  v>1 (sWq2̂ ). Тогда, согласно предыдущей лемме, для

(2)любого X 6 V՜! существует аналитическая кривая с началом в точке х  и концом 
в множестве ^ (sW q 2̂ ) С Ѵ%. Следовательно, точки из имеют на листе Ѵ? 
столько же эквивалентных точек сколько гу(а именно, по одной эквивалентной 
точке). Далее поочередно рассматривая листы Ѵз,...,Ѵ„ и учитывая, что w мо­
жет иметь эквивалентные точки только на листах Ѵі, і =  2, ո (причем не более 
одной эквивалентной точки па каждом листе), получаем множества ѵ /3\ ..., ѵ /”\

Я /л
Определив теперь V  = Ո  Ѵі получим множество V, которое, очевидпо, будет

X——2
удовлетворять требованию следствия. Следствие 3.1 доказано. □

Теперь все готово для формулировки и доказательства основного утвержде­
ния.

Теорема 3.1. Функция и : X*  -» Z+ локально постоянна на X*.
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Доказательство. Сначала докажем, что функция /і : Д* —> Z+ является по­
стоянной на Д*. Имеем ц(а) =  cord{C(tu), ш €  тг-1 (ст)}. Согласно следствию
3.1 для и>і 6 7г֊1 (а) существует окрестность Vj такая что ь>(г) >  u(u>i ) ,z  е 
V], то есть у точки г число эквивалентных точек не меньше чем у w \. Пусть 
7Г֊ 1 (<т) =  (wi,...,uin) и пусть Ѵі,..., Ѵп -  соответствующие окрестности этих то-

Ո

чек. Определим Ս =  Ը 7г(Ѵ<). Предположим, что f  е  Ս и рассмотри»! ц(£) = 
»=]

card{C(z), z  6 тг_1(4)}- Выберем произвольное z 6 тг_1($) и предположим что 
z 6 Ѵі для некоторого t, 1 <  і  <  п. Тогда по определению множества Ѵі имеем, 
что у точки z  6 Jr֊ i (£) число эквивалентных точек не меньше чем уиіі 6 7Г՜1 (а): 
v{z) > v(wi), и, следовательно, число классов эквивалентности точек из тг-1 (£) 
не больше числа классов эквивалентности точек из 7г-1 (ст), то есть /і(£) < ц[а). 

Итак, для любого а  6 Д* существует окрестность U точки а, такая что

(3.2) МО </*(*),£ 6 U.

Положим ц  ֊  шіп^ед- ц(о) и D  =  {о  € Д* : д»(сг) =  ц}. ТЪк как функция ц  
іфинимает значения из Z+, то, очевидно, D փ 0 . Покажем, что D  =  Д*, то есть 
/і(в) =  ц  на Д*.
4

Зафиксируем произвольное а е  Д* и любое a  € D. Тогда, согласно (3.2), 
найдется окрестность U Э <т, такая, что բ\у  < ц{сг) — ц  < ц{а). Поскольку 
множество С* всюду плотно в Д*, то Ս Ո CJ /  0 ,  и, по лемме 3.1 получаем, что

МІС; =  tA u n C :  <  и ( о )  = թ <  թ{տ)  =  / і |С; ,

то есть /х(з) =  д(а) =  /і, и , следовательно, а & D. Таким образом, D =  Д* и 
фупкция /і постояпиа на Д*.

Постоянство ц  на Д* немедленно влечет за собой равенство v[z) =  v[w) для 
любого г из окрестности F  точки w (см. Следствие 3.1), так как противное -  
существование z  € V  с v(z) > z/(uj) -  приводит, согласно первой части доказа­
тельства, к  строгому неравенству ц(іг(г)) <  tx(n{w)), что является противоречи­
ем. Тем самым показано локальное постоянство функции Ն на X*. Теорема 3.1 

доказана. О
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4. Л о к а л ь н о е  п о с т о я н с т в о  ф у н к ц и и  ѵ\ а л г е б р а и ч е с к а я  в е р с и я

В предыдущей части было показано, что из Следствия 3.1 следует локальное 
постоянство функции V на X '  (Теорема 3.1), причем Следствие 3.1 было получе­
но путем конструктивного поднятия кривых из Д* (Лемма 3.2). В данной части 
алгебраическим методом доказывается результат Следствия 3.1 для алгебраиче­
ской версии теории. Вначале докажем один технический результат.

Л ем м а 4.1. Пусть К  -  компактное множество и p (t,x ) =  х п +  g\(t)xn ՜ 1 +  
... +  Sn-i [t)x +  ցո(է), է 6 К  полином с непрерывными коэффициентами: ցէ 6 
С (К), і = Т7п. Пусть, далее, функция /  € С (К) удовлетворяет условию p(t, f( t) )  
=  0, է € К  и пусть С  =  maxi<i<n {||5i||}. Тогда | | / | |  := supteA- |/ ( t) | < 1 +  С.

Доказательство. Если С = 0, то все ді равны 0. Это означает, что р(х, է) =  хп, 
откуда /  =  0. Таким образом, | | / | |  =  0 < 1 + 0 = 1 + С 7 .  При С  > 0 и | | / | |  < 1 
заключение тривиально: | | / | |  <  1 +  С.

Пусть теперь С > 0 и | | / | |  > 1. Тогда существует t0 G К, такое что |/(է0)| =  
ІІ/Ц > 1. Так как /(io )n =  ֊ ց է (*օ)/(*ս)ո~1 -  -  ֊  ց,Հէ0), то

| / (է0) |< Օ ( .  +  1^  +  ... +  տ 1 ^ ) < Օ յ № 2 Լ ,

следовательно | | / | |  =  |/(*օ)| < 1 +С. Лемма 4.1 доказана. □

Отметим, что как показывает пример многочлена q(x) = х 2 — С  при доста­
точно малом С (С < 1/4), только что установленную оценку нельзя улучшить 
до II/И <  2С. Следующий результат, по видимому, относится к математическому 
фольклору, поэтому мы приведем его с полным доказательством.

Л ем м а 4.2. Пусть К  = [0,1], p(t, х) = х п + (t)xn՜ 1 +  ... +  gn(t) -  полином с
непрерывными коэффициентами: gt е  С (К), і = I~n, и с дискриминантом всюду 
оігіличным от нуля: (կ,(Լ) փ 0, Լ € К . Тогда существуют ровно п  функций ]ц 6 
С (К ),і  =  1,п, попарно не совпадающих ни в одной точке К  и представляющих 
мноэіссство решений уравнения p (t,x) =  0 над К , т.е.

p(t,hi{t))=0, t e K , i  = T^n.

Замечание: Отметим, что поскольку для каждой точки t0 е  К  уравнение 
р(І0)2-՝) =  0 имеет ровно ո решений, то попарно различные значения /ц(<о),і =
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1,п, будут представлять собой все решения уравнения p(to, х) = 0, то есть зна­
чениями {/ւյ(է)}յԼլ, է е К , исчерпывается все. множество решений уравнений 
p(t, х) = 0, է 6 К. Доказательство леммы 4.2. Определим множество

К р =  {(է, я) е  К  X С : p(t, х) =  0}.

Нам нужно найти непрерывные, попарно несовпадающие функции hi 6 С {К ),і = 
1, ո, такие что

Ո
К р =  { ( і,х )  е К х С :  р ( і,х )  = 0} =  (J{ ( t ,/ ij( t ) )  : է е  К ).

і=1
Проекция 7г : К р —» К  : (£, х) ►-> է на первую координату по теореме Гурвица- 
Руше будет неразвлетвленным п-лнстным накрытием, а в силу непрерывности 
функций ցլ € С (К ),і =  1, ո проекция на вторую координату Г): К р -* С : (t,x) ѵ֊> 
X будет непрерывным отображением.
' Рассмотрим кривую и  : I  К , ս(է) = է, է 6 Т[= К ) и слой 7Г—1{0) =  

{(0,Х і),..., (0,х„)} над точкой 0 6 К . По теореме о поднятии кривой суще­
ствуют п  поднятий гч : I  —► К р,і  = 1 ,я, кривой и, таких что гі =  7г о гц и 
«і(0) =  (0, Х{), і =  1,п. Положим Կ  =  т) о щ, і  =  1,п, и покажем, что это и 
есть требуемые функции. Прежде всего заметим, что функции /ц непрерывны 
как суперпозиции непрерывных функций т] и щ, і — 1,п. Далее, по определению 
отображения т) имеем, что /ц(і) ֊  вторая “координата” точки щ{і). Из соотноше­
ния тг о սձէ) = ս(է) = է получаем, что первой "координатой” точки й,(і) является 
է. Таким образом,

(4.1) йі(і) = ( іМ Ш < = К ,

то есть {է,հՀէ)) 6 K p, t  € K , i=  l,n .
Покажем теперь, что для любого է Շ К  точки /ц($) попарно различны. Пред­

положим противное, то есть существование элемепта to С К  я  индексов і փ j ,  

таких, что hi{to) =  ե յ(կ ) .
Рассмотрим множество Т  = {է € К  : hi(t) =  Согласно сделанному

предположению Т  - не иусто. Из непрерывности функций /ц и hj следуег, что Т  
является замкнутым множеством. Покажем, что Т  также открыто в К.

Пусть է՛ € Т. Тогда в силу (4.1) имеем, что սլ{է') =  Так как тг -  на-
крытие, то существует открытое множество U Э іг[йі{і/)) =1/ в К ,  для которого 
найдется открытое множество V  Э щ (?) =  Uj(t') в К р, такое что 7г : V  —» U -

15
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гомеоморфизм, а значит, биекция на V. С другой стороны, так как щ, й, неире- 
рывяы, то существует 6 > 0, такое, что из է € К  и ]է -  Л  < <5 следует, что ւկ[է) 
и սյ(է) принадлежат V. Так как на множестве V  зт является биекцией, то соот­
ношение тг(йі(0) =  է =  7г(ч# W) приводит к тому, что при Լ € К , |է - 1'\ < Տ имеет 
место равенство поднятий

(4.2) « * (* )=  սյԼէ),

то есть hi(t) = hj{t), откуда следует, что ATn(t'-5, է'+<5) С Т, то есть множество Т  
открыто. Так как К  связно, получаем что Т  — К . Это означает, что равенство 4.2 
выполняется на всем К , что заведомо невозможно, ибо й,(0) =  (О, Х{) փ (0, Xj) = 
սյ(0). Итак, усгановлено иопарное различие точек /ц(1)>* =  V » на է 6 К . Лемма
4.2 доказана. □

Отметим, что последнее доказанное в лемме утверждение можно перефор­
мулировать как пссущсствовапис непрерывной па К  функции д ф }ц,і — 1,п 
в каждой точке из К  совпадающей с одной из функций /ц. Нашим основным 
инструментом в этой части работы является следующая лемма.

Л ем м а 4.3. В условиях предыдущей леммы для любого 6 > 0 существует е = 
е(6) > 0, такое что для всякого набора функций d  е  С (К ),е{ : К  -> С с ||е*|| < 
е ,і  =  Т7п найдутся п  функций /ц е Вв(М ),і = Т^п для которых при каждом է € 
К  точки h i(t),i = l7n, представляют собой п  различных нулей ’’возмущенного" 
полинома

Ո

(4.3) Pc(t, X)  := х" +  + Ei(t))xn- k.
t=l

Здесь Bs(h) =  { /  6 С{К ) : ||/  -  Л|| < J}.

Доказательство. Вначале установим существование такого > 0, что при каж­
дом £ < £о любой полином вида (4.3) с ||е;|| < е ,і  =  1,п, удовлетворяет условиям 
леммы 4.2, то есть имеет всюду отличный от нуля дискриминант на К . Для этого 
воспользуемся известной интерпретацией С" как пространства коэффициентов 
полиномов над полем С. Пусть D = {гу 6 Cn : d(w) =  0} -  множество нулей 
дискриминантного отображения d : С” ֊» С, сопостовляющего вектору ш е С "  
коэффициентов полинома значение d(w) его дискриминанта.

Рассмотрим отображение

G : К  С" : ti-> (gi(է),...,ցռ(է)) “  хп +gi(t)xn՜ 1 +... + gn(t) =p{t,x).
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Тогда образ G(K) =  дг(К) х ... хд п(К) есть компакт, и, по условию, G (K )nD  =  0  
так как дискриминант полинома р(і, х) отличен от нуля всюду на К. Обозначим 
через do = d(G(fC), D) -  расстояние между множествами G{K) и D. Так как 
эти множества замкнуты, а первое из них, кроме того, компактно, то do > 0. 
Покажем, что в качестве £о можно взять постоянную <2ա/2>/ո. Действительно, 
для любого набора G ՝= (fli,...,gn) с ||р,- — # | |  < е <  е0,і  =  1,п, расстояние 
d(G(t), G(t)) < еоу/п =  do/2 для любого է е  К. В силу неравенства |d(G(f), 73) — 
d{G[t),D )I <  d(G (t),G (t)),t € К  (см. напр. [10], стр. 377), отсюда следует, что 
для любого է 6 К  имеет место цепочка неравенств d(G(t), D) > d(G{t),D) -  
d(G(t), G(t)) > do — do/2 > 0, которая и обеспечивает выполнение утверждаемого 
условия: G (K ) Ո D  =  0 .

ТЪким образом, при установленных выше условиях, для любого полинома ви­
да (4.3) в силу леммы 4.2 существуют ո функций Ы ,і = հ ո ,  представляющих 
его нули при каждом фиксированном է е  К , с Еі = §і — ді- Покажем теперь 
существование е  >  0 , такого что при ||е< || <  е , і — 1,п непрерывные решения 
уравнений pe(t,x)  =  0 содержатся в Bs(h{),i = І,п .

Во первых, для любого выбора G, с ||& -  # | |  <  е0 имеем ||տ<|| < ІЫ І +  £о,і =
1, п. Тогда Շ := шах,-||до|| < С  +  бо, где С  =  шахі ЦріЦ. По лемме 4.1 будем иметь 

||/іі|| < l + C < l  +  G +  eoi для всех і =  1, ..,п.
Пусть, далее, So =  min inf |/ц(£) -  h j(t) |. По лемме 4.2 имеем, что So > 0. 

Так как при <5і < Տ՚յ очевидно Bg, (Л) С (h), то, не умаляя общности, можем 
предположить, что наше произвольное 5 удовлетворяет условию S <  Sq/2. Тэгда, 
по теореме ГурвицагРуше, существует постоянная е\ > 0, такая, что при |Ь» -  
3,(0)| <  Е і , і  =  І7п полином Р(х) = хп +  Ь іх " ՜1 +  .. +  Ь„ в каждом из кругов 
|г  — /ц(0)| < 6,і =  1,п, имеет ровно по одному нулю (кратности 1).

Зафиксируем произвольное е >  0 со следующими условиями:
а) £ < е0; тогда, по определению ео, из ||<й -  р,-|| <  е следует существование 

попарно несовпадающих функций Л* £ С (К ),і =  1,п, представляющих собой 

нули полинома (4.3),
б) Е < £і; тогда, по определению ві, если |g,(0) -  <?հ(0)| <  е , то можно так 

перенумеровать hi, чтобы |/ц(0) — /ц(0)| < 6, і = 1,п, и наконец,
в) е[(1 +  G +  ео)” -  1]/(С +  Ео) < Տդ; тогда для любого * 6 {1,.., п}, пользуясь 

равенством рг(і, ՒզԼէ)) =  0 получим, что

О ПОВЕРХНОСТЯХ ВОРА-РИМАНА, П

17



b(t,fti(t))l =  I р ( і М і ) ) ֊ р Л і , ы т  =

= |(ЛДі)" + gi{t)hi{t)n- 1 +.. + <?„(*)) -  ( կ է ) ո + № կ է )ո՜ 1 +.. + fln(0 )| =

(4.4) =  Id W M *)”՜ 1 + ...  +  en{t)I <  6n

на К  при ||£i|| < £, где = д { -  д{.
Покажем теперь, что для таких е выполняется импликация

||գ || < e= ^h i&  Dg{hi), i =

Выберем произвольное іц е {1,...,п} и рассмотрим величину

to := sup {г £ [0,1] : |/i,0(t) ֊  h,0(t)| < S при է € [0, г]}.

Число to > 0, так как модуль г (է) =  \հ,0 (է) -  /цДі) | непрерывен и строго меньше 
Տ при է =  0 (см. п. (б)). Очевидно, to < 1- Предположим, что to < 1. По определе­
нию to имеем г (է) < б при t G [0, to)- Далее, имеем что r(to) =  6. Действительно, 
предположение г (է) < Տ противоречит точности верхней грани to <  1, a r(t) > 6
-  непрерывности функции г (է). Наконец, для любого j  փ »о пользуясь определе­
нием Տա получаем

IM to )  ՜  ^о(*о)| =  \hj(to) -  1կ0(էօ) +  h o  (to) -  Яіо (#o)| >

(4.5) > \hj(t0) -  հԽ{էօ)\ -  r{to) > S0 -  6 > 26 -  6 =  6.

Так как пары {to,hj(to)),j =  l ,n ,  являются корнями полинома p(t, я), то можем
71

записать р{1о,х) =  П  0е ՜  М*о)), откуда, в силу (4.4) и (4.5), получаем 
і= і

Я

(4.6) 5п > խ (էօ ,^(է0))| = r ( t 0) J ]  I M t o b M M I ^ ”՜ 1 ^ -

Полученное противоречие показывает, что to должно быть единицей.
Однако, подстановка to =  1 в (4.5) и (4.6) демонстрирует также и противоре­

чивость предположения r( l)  =  S. Таким образом, |/iI0( t ) - ^ ( t ) |  < <5 при է € К , а 
поскольку функции /ци и հԽ непрерывны, то ||Л,-0 -Л^Ц < 6, то есть е  Ծ Հհ^). 
В силу произвольности і0 лемма 4.3 доказана. □

Перейдем теперь к рассмотрению алгебраической версии теории развиваемой 
в работе. Пусть

р(з,х) = х п + / lfe )* ՞ ՜" 1 4-... +  /„(տ)
18
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О ПОВЕРХНОСТЯХ ВОНЛ-РИМЛНЛ, II

-  полином с обобщенными аналитическими коэффициентами /,• е  0(Д°), t =  1~п 
и дискриминантом dp. ІЬгда, очевидно, dp также является обобщенной аналити­
ческой функцией: dv € 0(Д°). Обозначим Np =  N(dp) -  множество нулей дис­
криминанта dp. Тогда либо Np нигде не шіотно (дискретно) в Д°, либо Np =  Д°. 
Мы предполагаем что имеет место первое: Nv нигде не плотно в Д°, и нуль 
множество Np будет играть роль тонкого множества. Рассмотрим пространство

Д° =  {(а,х) 6 Д° ж С : р(з,х) = 0},

и накрытие
я-: Д° -» Д° : (в, х) ■֊► s.

Сужение 7г|д* : Д* =  7Г֊1(Д*) ֊> Д* будет неразвлетвленным накрытием над 
Д* =  Д° \  Nv, которое мы также будем обозначать через іт. Таким образом, Д° 
становится поверхностью Бора-Римана. Обозначим CJ =  С , Ո Д* =  С , \  Np, 
С* в =  7г֊1 (С*) и Ср,„ =  тг-1 (Св). Напомним, что кривая и : /  -> Д° называется 
аналитической, если и(7) с Са для некоторого s е  Д° (это s можно взять равным 
«(0)).

О пределение 4.1. Кривая Ճ : 7 -> Д* ѳ Д* называется аналитической, если 
аналитической будет ее проекция и =  п о й при накрытии 7Г.

Л ем м а 4.4. Следующие два условия эквивалентны:

(1) й : I  —► Др аналитическая кривая, и
(2) существует з 6 Д°, такое что й(7) С С* л.

Доказательство. Предположим й  : 7 —► Д* -  аналитическая кривая. ТЬгда су­
ществуют з € Д° и кривая и(І) С С ,, такая что и =  іг о й. Так как й(7) С Д£ =  
7Г_1(Д*) то «(7) =  іг о й(7) С Д*, то есть и(7) С Са Ո Д* =  CJ следовательно 
й (7 )С тг֊1( С ; ) = С ; і,.

Теперь предположим, что существует տ € Д°, такое что й(І) С  С *,. Тохда 
кривая «(7) =  ігой(7) с  CJ, то есть и аналитическая кривая, и, следовательно, 
кривая и  также аналитическая. Эквивалентность условий доказана. □

Как мы уже видели, имеющаяся на Д° структура локально компактной абе­
левой группы дает возможность для каждых а 6  Д° и аналитической кривой 
и : I  —» Д° определить кривую и, : 7 —> Д°, полагая u ,(t) =  sti(t), t e l ,  которая 
также будет аналитической.
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Л ем м а 4.5. Пусть и : I  ֊֊* Д ’ -  (аналитическая) кривая. Тогда найдется 
такая окрестность U единичного элемента группы Д°, что для всякого s € 17 
(аналитическая) кривая и*(7) содержится в Д*.

Доказательство. Имеем, что и(І) С Д*, следовательно «(7) не содержит точек 
из Np. Так как множество N p дискретно, то найдется окрестность кривой и (7) 
не ирересекающаяся с Nv, то есть найдется окрестность U единичного элемента 
а 0, такая что u(I)U r\N p = 0 . Тогда, очевидно, для любого з  6 U кривая и ,(І)  =  
տՎ1) не пересекается с Np, то есть и,{1) С Д*. Лемма 4.5 доказана. □

Аналогично прежнему определению, две точки w ,w ' € Д* назовем эквива­
лентными (w ~  и>'), если 7г(гі>) =  7г(и/) и существует аналитическая кривая 
й : 7 —> Д*, такая что й(0) =  гу,й(1) — и/. Опять же, если w ~  ѵ/ и из' ~  го", 
то ги ~  w". Пусть, как и прежде, C(w) множество всех точек (включая tu), 
эквивалентных иі. Из п-листности накрытия имеем, что cardO(w) < п. Также, 
из транзитивности отношения эквивалентности следует, что для всякого w 6 Д* 
существует аналитическая кривая й(7), такая что -й(О) =  w  и C(w) С й(І). Пе­
рейдем теперь к вопросу локального поведения на Д* функции ѵ : Д* -у Z+, 
v(w) =  cardC(tu). Как уже отмечалось, Следствие 3.1 влечет за собой доказатель­
ство локального постоянства функции ѵ на поверхности БорагРимана (Теорема 
3.1). В следующей теореме алгебраическим методом доказывается утверждение 
Следствия 3.1 для нашего случая, которое опять же приведет к локальному по­
стоянству функции і/ на Д*.

Теорема 4.1. У каждого элемента w е Д£ найдется такая окрестность V, 
что для любого z  € V  имеет место неравенство u(z) > v(w).

Доказательство. Зафиксируем произвольное wo 6  А* с 7г(гѵ0) = so е  Д*. Пусть 
v{wo) =  к. Пусть, далее, C(wо) =  (wo, ги*-і) и й : 7 —► Д* аналитическая 
кривая с й(0) =  wq и С(го0) С й(7). Тэгда найдутся 0 =  f0 <  t \  < ... <  կ - \  < 1 
такие, что ս(է*) =  Wj.t =  О,А:-  1 и ո о ս(Ա) ֊  ir(tUi) =  *„,» =  О ,Л -1 . Положим 
и{і) =  тг о ս{է), է 6 7 -  проекция аналитической кривой й С Др. Имеем, что 
и(І) С А* и ս ( Ա )  =  тг о й(и) = so, i = 0, к  — 1.

Ясно, что для доказательства теоремы достаточно показать, что для любой 
последовательности ии\ —>• tu0 существует Ао, такое что при А >  Ао выполняется 
«'(^л) >  ւփ-սօ) =  Л.

Л. Ф. ВЕКНАЗЛРЯН, С. А. ГРИГОРЯН
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Из сходимости w \ too следует сходимость в \ := 7г(адд) —► «о- Обозначим 
=  «о 1տ*- Тогда вд -> ato, где Qo едишща группы Д°. Определим кривые 

ид : /  —> Д° как ид(£) =  в°и(і), t e l .  Тогда, по лемме 4.5 найдется Аі такое, что 
при Л > Аі кривые иаСО содержатся в Д*.

Рассмотрим теперь полиномы

p(u(t),x) = х п +  f 1(u(t))xn՜ 1 + ... + /„(«(է))

И

p(u \{t),x) = х п + /i(ux(t))xn֊1 +  ... +

Так как кривая ս(է), t e l  принадлежит множеству Д* то по лемме 4.2 уравнение 
p(u(t),x) =  0 ,t € /  имеет ровно п  непрерывных попарно не совпадающих реше­
ний. Очевидно, для любого е > 0 найдется А*, такое что при А >  А* выполняется 
неравенство

тах ||Л (« (* )) -  Л (« л (0 )||с (,)  <  *•

Применяя лемму 4.3, получим, что при А >  тпах{Аі, Ае} уравнениеp(uaW .s) =  Оі 
t e l  также имеет ровно п  различных непрерывных решений, близких (равно­
мерно на [0,1]) к решениям уравнения p(u(t),x) =  0, է 6 I.

Пусть ս(է) =  (s(t) ,x (t)),t e  / .  Из определения накрытия тг имеем u(t) = ж о
л

й(і) =  s (t) ,t  е  Т, то есть u(t) =  (u (t),x(t)),t 6 Г, и, в частности, щ  = ս(Ա) = 
(ս(Կ),£(Ա)) =  {so^x(^i)),i =  0 ,к — 1. Так как й (է) с  A*, է € I  то из определения 
множества А* получаем, что

x n (t) + / i (u ( i) ) in֊1(t) + ...  +  f„(u(t)) =  0,< € / ,

то есть функция x(t) является одним из решений уравнения p(u(t),x) =  0. По­
этому, согласно лемме 4.3, при А > Аհտ) среди решений уравнения p(u\(t), х) =  0 
найдется х \ (է), такое что

(4.7) ||іл  -*ІІС(/) < 6, 

где

(4.8) 6 < к . т п _ і |i( t .)  -  x(tj)\/2 ,

с Wi =  (so, x(ti)), i = 0, к — 1. Так как кривая и  аналитическая, то аналитической 
является и кривая и \,  следовательно из соотношения и \  =  1г (и \,х \)  получаем, 
что аналитической будет также кривая й \ :  I  А* с йд(4) =  (ux(t),xx(t)),t е I.
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По иостроению имеем ս\[Կ) = տ՚ԼսԼԱ) = 8^1s\ sq =  s \ , i  =  О, Л -  1. Таким об­
разом, точки йл(*<) =  (s \ ,ix ( t i) ) ,i  =  0. fc — 1 лежат на кривой й>(7). Так как 
վսճ(Խ )) =  SA =  тг(м'а) и «»л -» и»о =  (зо,і(^о)). «А -»■ во, то выбирая 6 в
(4.7) достаточно маленьким а Л достаточно большим (А > Ло > піах{Аі, А,^)}), 
получим что ѵ>\ =  «а(*о)- Кроме того, используя (4.7) и (4.8), для і Հ  j  по­

лучаем |іа(£і) -  £а(*і)і =  |(і(і<) -  ձ(կ )) -  (x(ti) -  &\{U)) -  -  4(fy))| >
|(i(ti) -  sc(i^))| ֊  |(і(«і) -  *а(і«))і -  і*а(^) ֊  £-(tj)| > 26 -  6 -  6 = 0, то есть 
a-A(U) Ф £ճ{կ)> и՝ следовательно, ս \(կ ) փ v,x{tj),i փ j .  Таким образом, мы 
построили аналитическую кривую их в А*, доія которой йа(0) =  «а(to) =  и'х, 
* ( й х М )  =  «а, і  =  0, А — 1, и ս \(կ ) փ Ал(tj), i  փ j .  Это означает, что у w \ есть 
минимум к эквивалентных точек й \(и ) ,і  =  0, А: -  1, то есть £/(u>a) > к  =  i/(w0). 
Теорема 4.1 доказана. □

С ледствие 4.1. Функция и : А* ֊¥ Z+ локально постоянна на Д*.

A b strac t. In this paper we introduce the notions of an analytic curve and equivalent 
points on the Bohr-Riemann surfaces. By means of constructive and algebraic methods 
we prove that the points of the Bohr-Riemann surfaces locally have the same number 
of equivalent points.
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Abstract. lIn this papor wo study a  question of almost ovcrywhoro strong convergence of the 
quadratic partial տսոա of two-dimensional Walsh-Fouriar series. Specifically, we prove th a t the

n—I
asym ptotic relation |5mm / — f \ p —» 0 as n  -*■ oo holds a-e. for every function of two

m = 0
variables belonging to  L  log L  and for 0 <  p  <  2. Then using a theorem by Gets adze [6| we 

infer th a t the space L log L  cun no t be enlarged by preserving this strong з urn inability property, 
for every function of two variables belonging to  L  log L  and for 0 <  p  <  2. T hen using a theorem 

by Getsadze [6] we infer th a t the space L lo g L  can not be enlarged by preserving th is strong 
sum m abllity property.

MSC2010 numbers: 42C10.
K eyw ords: two-dimensional Walsh system; strong Marcinkiewicz means; a.e. conver­
gence.

] .  I n t r o d u c t io n

Let P denote the set of positive integers and let N:=PU{0}. Denote by Za the 
discrete cyclic group of order 2, that is, ճշ =  {0,1}, where the group operation is 

modulo 2 addition and every subset is open. The Haar measure.on Նչ is defined such 

that the measure of a singleton is 1/2. Let G be the complete direct product of the 

countable infinite copies of the compact groups 35շ. The elements of G  are of the 

form X = (xo ,xi, with a* e  {0,1}, h € N. The group operation on G is

the coordinate-wise addition, the measure (denoted by fx) and the topology are the 
product measure and topology, respectively. The compact Abelian group G is called

1Research was supported by project TAMOP-4.2.2.A-11/1/KONV-2012-0051 and by Shota 
Rustaveli National Science Fbundation grant no.31/48 (Operators in some function spaces and their 
applications in Fburier analysis)
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Walsh group. A base for the neighborhoods of G can be given in the following way:

I0 (x) =  G, In (x) =  I n (x0, ....x„_i)

=  {y Շ G • У = (xo, • Xn—1 1 Уп\ Уп+1 1 I X € Gy ti € N.

These sets are called dyadic intervals. Let 0 := (0 : i e  N) 6 G denote the null element 

of G, In ■■= In (0), and en ~  (0,..., 0, x„ =  1,0,...) £  G, n  £ N.
БЪг к e  N and x e  G, by r*(x) we denote the fc-th Rademacher function:

r* (* )■ -(-!)■ * , X 6 G, к € N.
(X) *

If n  e  N, then n  =  £  n »'2’> wbere nj € {0,1} (i € N ), that is, n  is expressed in 
i=0

the number system of base 2. For n  > 0 denote |n| =  max{j € N: rij փ 0}, that is,

շ!"1 <  ո  <  շ1ո1+1.
Throughout the paper the notation a < b will stand for a < с ■ b, where с is an 
absolute constant.

The Walsh-Paley system is defined to be the sequence of Walsh-Paley functions:
ос ІД!

Աո (x) := J J  (rfc (x))n* =  (—I)*-0"*** (x € G ,n  6 P ) ,
k=0

and wo := 1. The W ^b-Dirichlet kernel is defined by

Dn(x) = £ w k ( x ) .  
k=0

Recall that (see [13] and (33])

а л  . շ  “ է :

We consider the double system {u/„(x) x wm( y ) : n, m  €  N} on G x G.

The rectangular partial sums of the two-dimensional Walsh-Fburier series are 
defined as follows:

M -1N-1 ^
S m ,n [x , у ,  / )  :=  X )  X )  f ( M )  w i (* )  WJ (У) .

»=0 j=0
where the number

/  f  (x, у) Щ (x) uij (y) d[i (x, y)
G x G

is called the (t, j)-th  Walsh-Fourier coefficient of the function/.
24



Denote

(*> U> f )  '•= X ) /  (l> V) wi (*). Sg> (x, y, f )  :=  ^  /  (a:, r) wr (у ) ,
/=0 r= 0

where

f ( l , v )  = J  f  (x > У) wi ix ) dfJ. (x ), / ( x , r ) =  J  f  (x ,y)xvr{y)dn(y).
о  g

The norm (or pre-norm) of the space Lp (G x G) is defined by

ll/ll, := Հ /  l/(*»y)lp <***(*,v A  (o < p < + o c ).

We denote by L  log L (G x G) the class of measurable functions /  satisfying

I/I l°g+ I/I < °o,
C x C

where log+ it =  S(il00)(«) logu, and Ія  is the characteristic function of the sot E.

Denote by S%(x, / )  the partial sums of the trigonometric Fourier series of / ,  and 
define the (С , 1) means by

ALMOST EVERYWHERE STRONG SUMM ABILITY ...

/

Հ  (*> / )  =  ]C  ՏՀ (x, / ) .
fc=0

Ffejdr [1] proved that օ Լ (x, f )  converges to /(x ) uniformly for any 2ir-periodic continuous 
function / .  Lebeegue [17] established almost everywhere convergence of (C, 1) means 
for /  6 L i(T ) ,T  := [—■7Г, it). The strong summability problem, that is, the convergence 

of the strong means

(1.2) —  Е К ( х , / ) - / ( х ) Г ,  Х 6 Т , p >  0,
fc=o

was first considered by Hardy and Littlewood in [14]. They showed that for any 

/  e  L r(J) (1 < t  < oo) the strong means tend to 0 a.e. as n  -* oo. The Fourier series 
of /  €  Li(T) is said to be (tf, p)-summable a t x G T, if the strong means, defined 

by (1.2), converge to 0 as n  ч о о .  The (ff.pj-summability problem in E<i(T) has 
been investigated by Marcinkiewicz [22] for p =  2, and later by Zygmund [42] for the 
general case 1 < p <  oo. In [24], Oskolkov proved the following result: if /  e  £ i(T ) 

and Ф is a continuous positive convex function on [0, +oo) with Ф (0) =  0 and

(1.3) In Ф (i) =  О (t/  In In t) (t oo),
25
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then for almost all x

(1 -4) to”  £ փ ( I #  (*• / )  -  /  (*)I) =  °֊
fc=0

It was noted in [24] that Tbtik announced a conjecture that (1.4) holds almost 
everywhere for any /  € L\ (T), provided that

(1.5) In Փ (*) =  О (t ) (< -» oo).

The next result was proved by Rodin in (25].
T heorem  A . Let /  € Li(T). Then for any A > 0  

1 n
lim ——  5 2  ( e x p ( A \ S k ( x , f )  —/(x ) |)  — l)  = 0  for a.e. і б Т .n->o° Ո +  1 j“

In [15] Karagulyan proved the following theorem.
T heorem  B. Let Ф : [0, oo) —> [0,oo) be a continuous increasing function satisfying 
the conditions: Ф (0) =  0 and

„ „ .„ p l E S l W . o o .
t-++oo t

Then there exists a function f  G L\ (T) for which the relation 

limsup — (*, / ) | )  = o o
п-ю о  ռ  +  1 k=0

holds everywhere on T.

For quadratic partial sums of two-dimensional trigonometric Fburier series Marcinkiewicz 
[23] has proved that if /  € LlogL (T2), T := [-ir,7r)2, then

Л  Ё  №5. (*• V՝ Ո - f  (x* y)) = 0
Խ=Վ)

for a. e. (x,y)  6 T2. In [40] Zhizhiashvili improved this result by showing that the 
class LlogL (T2) can be replaced by L\ (T2).

FVom a result of Konyagin [1C] it follows that for every e > 0 there exists a function 
/  6 Llog1՜ '  (T2) such that

С1-6) / 0  for а. о. (x,y)  € T2.
fc=0

The aforementioned results show that in the one-dimensional case, the (C, 1) 

summability and the (С, 1) strong summability have the same maximal convergence 
spaces. Namely, in both cases we have the space L\.  B\it, the situation changes as
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we step further to the two-dimensional case, եւ other words, the spaces of functions 
with almost everywhere summable Marcinkiewicz and strong Marcinkiewicz means 

are different.
The results on strong summation and approximation of trigonometric Fourier series 

have been extended for several other orthogonal systems. For instance, concerning the 
Walsh system we refer to Schipp [29, 30, 31|, FYidli [2, 3|, Leindler [17]-[21], Tbtik [34]
- [30], FYidli and Schipp [3], Rodin [20], Weisz [38, 39], Gabisonia [4].

The problem of summability of cubic partial sums of multiple Fourier series have 
been studied by Gogoladze [10] - [12], Wang [37], Zhag [41], Glukhov [7], Goginava 
|8|, G it, Goginava. Tkebuchava [5], Goginava, Gogoladze [9[.

For Walsh system Rodin [27] (see also Schipp |28]) proved the following result. 
T heorem  C. Let f  6 L\(G). Then for any A > 0

к™ r ^ ] C ( ^ ( A l5* ( s , / ) - / ( x ) l ) - i )  =  o
n֊>oo Ո -+■ I k=0

for a. e. X 6 G.
In [28], Schipp introduced the operator

V„f (x) := ^  J  ^  (*) & ■ /(*  +  * +  e , ) j  d/i (t) j  ,

and proved the following theorem.
T heorem  D . ([28|) Let f  6 Li (G), and let V f  := sup Vnf .  Then

Ո

է Հ ^ ք \ > ճ ) < գ .

The exponential uniform strong approximation of the Marcinkiewicz means of two- 

dimensional Walsh-Fourier series has been studied in [9]. Recall that a function ip is 

said to belong the class Փ if it increases on [0, + 00) and satisfies the condition:

lim V («) =  V> (0) =  0. ti-f0

T heorem  E . ([9]) a) Let <p£ 9  be such that
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Then for any function f  e C ( G x G )

lim
n-»oo

ձ յ է  Լշ*(\Տ„(ք)-ք\) _ ^  
n i=l С

=  0.

b) For any function <p € Ф satisfying the condition

- щ - ф . с о ti֊>00 y/U

there exists a function F e C ( G x G )  such that 
1 m

՜Ս ա ՜ —  T  U lS n ( 0 ,0 ,F ) - F ( 0 ,0 ) |)  _  Л  _  + 0 0  
m -foo m  “  V /

For the two-dimensional Walsh-Fourier series Weisz |39| proved that if /  € Կ  (G x G ), 

then
1 ”֊1
-  5 Z  (S i J  ( * ’ V \ f ) - f  (* . У) )  ->  0

for a. e. (ւ,{/) Շ G x G.
In this paper we consider the strong means

1/л/  . 2"-l \  J
is » »  /Г

\  m =0 /

and the maximal strong operator

H * f  := sup H»f ,
n€N

and study the a. e. convergence of strong Marcinkiewicz means of the two-dimensional 
Walsh-Fburier series. The following theorem is the main result of the present paper.

T heorem  1.1. Let f  e  Llog L (G x  G) and 0 < p < 2. Then

/* { # ? />  A } < ֊ ( l  +  J J  I/I log՜1՜  I/I j .
\  G x O  J

The weak type (L  log՜1" L, l)  inequality and the usual density arguments of Marcinkiewicz 
and Zygmund imply the next result.

T heorem  1.2. Let f  € L  log L  (G x  G) and 0 < p  < 2. Then
i/p

-> 0 for a.t. ( x , y ) e G x G  as m o o .
/ l  n֊1 V
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It is worthwhile to note that from a theorem by Getsadze [6] it follows that the 
class L  log L  in the last theorem is necessary in the context of strong summability in 
question. In other words, it is impossible to give a larger convergence space (of the 
form L  log ԼֆԼԼ) with ф(оо) = 0) than the space L log L. This emphasizes a  sharp 
contrast between the one- and two-dimensional strong summability properties.

We also note that in the case of trigonometric system Sjolin [32] proved that for 
every p > 1 and /  € Lp{T2) the almost everywhere convergence Snnf  4 / ( j i ֊ » c o )  
holds. Since for Walsh system this issue is still an open problem, from this point of 
view Theorem 1.2 becomes more interesting.

For an integrable function /  of two variables, we need to introduce the foUowing 

hybrid maximal functions:

2. P r o o f  o f  T h e o r e m  1 .1

Let /  e  L\ (G X G). The dyadic maximal function is given by

M2f  (x, y ) :=  I / (*, у  + 1)| dn ( t ) ,

I t is well՜ known that for /  6 L log4՜  L  the following estimate holds

(2.3) Хц{(х ,у)  e  G X G : M f ( x , y ) >  A}

Q x G
29
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and for s  =  1,2

(2.4) J J \ M t f ( x , y ) \ d n ( x , y ) < l  + J J  \ f  (x, y) | log+ \ f  (x, y) | d/i (x, y ) .
G xG  G xG

Setting

О =  {(x, V) 6 G x G : V \ f  (x, y) > A}, 

we can use Fubini’s Theorem and Theorem D to write

(2.5) /і(П) =  J J  Խ (x, y) dn {x,y) = J  I J  In (x, y) d/t (x) j d/i (y)
G xG  в  \G

\ J  { j  I / (x,y) I d/i (x ) j d/t(y) <

Similarly, we can show that

(2.6) M ( x ,y ) € G x G :V 2/ ( x , y ) > A } < M i .

For Dirichlet kernel Schipp proved the following representation (see [28, p. 622]):

n-l к
(2-7) Dm (x) = ^  ' I/k\/k+1 (x) У ' EkjV 1W,n (x +  Cj)

fc=0 j=0

- \ wm (x) +  (m + 1 /2)I/„ (x ),

where m  < 2” and

_ 1 > i f  i  =  M .......* - i .
eki -  լ  + i ,  if j  = k.

Proof of Theorem 1.1. First, we prove that the following estimation holds

/  1 2 "-i ч V*
(2-8) ( ^ E l W x . i / , / ) ! 2 )

Ճ Ѵг (x, V, M J )  + Vi (x, y, Л/ շ / )  +  M f  (x, y) +  Va (x, y, Ճ) +  Vi (x, y, Ճ) +  | | / | |a ,

where Л is an integrable on G x G function of two variables, which will be defined 
below.
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It is easy to show that

( շ"-ւ \ ' / շ / 2" - і  \  V2
У ՜! l^mm [x,y, f) \  I =  f |Smm (x,y,S2n.2» /) |2 I 
m =0 J \m = 0  /

J J  5շ" ,2~ (a: +  a, у  + 1, f )  Dm (s) D rn (t) d/i (a, t)

ALMOST EVERYW HERE STRONG SUMMABILITY ...

III —0 ?xG

2n- l
< sup 

{am„ (*,v)}
ff Տշո,շ» ( i  +  3, у + 1, f )  ^ 2  Qm„ ( i, y) Dm (s) Dm (t) dfi (a, t) 

6 x 0  mmO

The last inequality is obtained by taking the supremum over all ( a w  (s, y)} for 

which
/2" —X \  l/ 2( XZ (as,j/)|2 ) <1.
\m = 0  /

In view of (2.7) we can write
2n —1

(2.9) ff 5շ»,շո {x + a,y + t , f ) ^ 2  u mn (a;, y) Dm (s) Dm (t) d/յ. {a, t) 
G x G  ՛ m =0

=  ff 52ni2n(x  +  a, у + t , f )  5Z  5 Z  5 1  5 2  ^ iV i i+ i  (s)
GxG fci=0fca=0 ji=0ja=0

-3

2" -1
X X ] “ mr. (a:. l/)iflm(a +  t +  Cj, +  eia) d/i (я, i)

m =0

”5 f f (* + *•»+ *•/>£ Ê Vw.+i (*)
G xG  fc ,= 0 i,= 0

2"-l
xefcii,2il_1 1 2  ttfvin (г, г/) %  (в + 1 +  e j,) d/i ( s ,  t )

m=0
յ» л  n—1 fci

+  / / 5շո,շո ( i  +  s,i/ +  t , / )  ^  У ,  h k,\ik.+i (a)
G xG  * ,= 0 j ,= 0

2”- l
X£fc,j, 2,l-1 I/„ (t) ° »  (г >!/) %  (s +  e j,) (m + 1/2) d/i (s, t)

m=0

֊ 5  ff Տշ~օ*ք {x + s ,y  + t ) J 2 ^  IIk2\ i kj+l (t)
G x G  fca=0jj=0
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2n —1
XEfcaj»2 *  1 ^ 2  Omn (SC,!/)W m (s +  t  +  6 յ , ) d f j . { 3 , t )  

m =0
2"—1

+  7  / /  5 2 " .2 ՞ 0е  +  s > V +  *. / )  ttm n  (* , y )  twm (« + 1) d p  ( s ,  t )*JJa ™ ”
2n—14 //*  ",2n (* 4 ՜ S, у +  t, / )  ^  '  Otmn (®i J/) U>m (s) >̂71 +  I/„ (t ) d f l  (s, t)

G x G  m=0
» .  n —1 fca

+ J J  5շ"'2" (^ +  a>!/+  4>/ )  £  £  I/kjV^+j (*)
G xG  fcj=Oja=0

_  շո ֊1  (  l \X£k ih 2j l  1 (x, I/) wm (t +  еіз ) +  -  J  I /lt (s) dp (a, t)

֊ \ 1 Ւ  ո,շո (x + 3, у + 1, / )  а т„ (X, у) wm (է) |  j  П;„ (s) d/i (a, t)
G x G  m =0 *

/* A /  լ \  2 0
+  / /  Տշ»,շ» (x +  a.y +  t , / )  Om„(z,v) ( m +  - J  I /n (e)I/n (<)d/i(8,t) =  ^ J fc

Jf Հ. m=n ՝  /  I---G xG
It is easy to show that

/2 "-l \  4 “
(2.10) |J9| < f El«mn(i,y)|2J

x2(8/2)n J J  I / (x + a,у  + 0 | d(, {a, t) < T » M f  (x ,у) ,

(2.11)

(2.12)

( 2"-l \  4
£ | a mn ( s ,y ) N  ll/lli < 2”/2 ll/llx-

m =0 /

|Л | ;$ J J  Տշ»,3» (® +  «»V +  *> I/I)
In xG

2n—1
^   ̂ ^шп {x,y)wm (t) (m +  1/2)
m=0

dn(s ,t )

~  I I  \ I ^ ^ x  + a,v + t + v^  dP(v))
7„XG \  /„  /
2"-l
^   ̂ a m n (a:, l/)tum (* )(™  +  1/ 2)
m=0
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■ / « - / I/ (ая- а, у 4- * -f- v)| d/x (e) I d/i(u)

2n - 1

^  * ®mn ( x , i / ) u ; m (*) ( m + l / 2 )
rn = 0 / ( /

M i f ( x , y  + t  +  u)d/i(,)
2"-l
E  a mn (x, v) u>m (t) (m +  1/2)
m = 0

d n ( t ) < 2 ֊ n J  S g i x . y  +  ̂ M x f )

2"-l
E  “ » » (*• v) (i) (m +  1/2)

m =0

<  2 ՜

( /

d/i(t)

\  V2

2*-l
E  Qmn (*, v) <“m (i) (m +  1/2)
m=0

\ 1/2

d/i(t))
/2 n ֊ i  \  V»

< 2n' 2 E  Iе »» (*Ѵ>І* % (* ,l/,A fi/) <  2n/2Vi (x .y .A f :/) .
\m=0 J

Similarly, we can prove that

(2.13) , | J e |< 2 n/2V i(x ,y ,M 2/ ) .

Now, we estimate J7. Since

J  52»,2n (x +  в, у  + 1, I/I) d/i (s) =  2~”5շ»,շ» (x, у + 1, | / | ) ,

we can write

(2.14) іл і  < E  E  շ * " 1 J f  s ^ ՝  ( * + * ՛ *+*> I/D
*=<>*,=* Л х (ікаѴка+1)

2n —X

E  (x- v ) (* + ел )(т  + V 2)
m = 0

d /i  (e , է)

^ Е 2*  1 J J  ft* ;» ՝ (* +  «•»+*> I/I)

d/i (в,*)

*=° /„x/Ja 
շ"_1

E  (*»у)Шт (4 + ел) (m + V2)
33
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n —1<53 2Л-1/ I I  Տշո,2» (x + s, у + t,\f\) dp (s)
, 3= °  r

շ ՞ - l
^  ] Omn (®> 1/) “Ւ 6յւշ) "Ь 1/2)
гл = 0

ո -1 ր
<  շ ՜"  J 2  շ * - 1 յ  Տ շ .,շ .  (г , I/ +  է, | / | )

d /i (է)

n —1

E
« = °  Jla

^   ̂ &7ՈՈ (х, շ/) tum (і +  eja) ( т  +  1/2)
2 " - 1

т = 0
d /i (է)

Ո ֊ 1 -

<  շ - "  5 3  շ * ՜ 1 J  Տշ»,շ» (X, у  + 1 +  еЛ і I /I )

d /i (է)

<  շ - "  f  2Ja֊1 I ;Ja (է) 5շո,շո (x , у  + 1 +  eb , I /I)
-•__Ո

Л - °  i j ,

|2n -1
(x ,y)wm (t) (m +  1/2)

I 7/1=0 
. n —1

О Іа= °  
շ»_1

X  “ >«» (*t У) (t) (m +  1/2)
m =0

d / i ( t )

<r\j

П— 1

\®

E  2,3 Xa (0 52" .2՞ (*• У +* + en > 1/1)1 dA* (t)
U>=o /

1/2

Taking into account that

5շ-,շո  ( x , y  +  t  -H е^а, I /I )  =  2n J  I 2n J \ f  ( x  +  u , y  +  t  +  Cj։  +  u ) |d / i ( t i )  j  d /i(w )

In \  In )

~  2"  /  M l^  (х ,г / +  < +  ей  +  v ) dP  (v ) =  S ? ՝  { x , y  +  t  +  eh , M i f ) ,

we can  use (2.14) to  o b ta in

(2-15) | * |  <
(

\G

\ 2 \

E  շ հ ՜% >  (x ,y  + t  + e j „ M i f )  dn Լէ)
Հհ-օ J

< 2 п/2Ѵ>(х,у,Мг/).
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Similarly, we can prove that

(2.16) |J3|< 2  n/2V i(z ,y ,M 2/ ) .

For J j we have

(2.17)
n —1 n —1 fcj ki

« Е Е Е Е
A:j =*0 fca =0 ji =0 ja*0

/ / 5շոէ2ո (аг +  в^у-1-է, (/J) 

+0
2n- l

o-mrt (x, у) ш,„ (a + 1 +  eit +  Cja)
m=0 

n —1 n —1

s 53£2il+*"2 // * - . շ - ( * + * ,» + « . i/i)*-o*-o V̂j*,
2»_1

5 3  ®mn (x, y) (e +  t  + Cj, + ej ։ )
m = 0  
n—1 ji

dn(a,t)

=  5 3  5 3  2Jl+ia 2 / /  Տշ-,շո (x +  a,y +1, I/I) 
Л -О Л -О  Հ 4

2"-l
(x, у) гот  (a + 1 + ejt +  eja)

7 T l= 0

n —1 n —1

d/*(a,t)

+  5 3  5 2  շե+ հ  2 J J  Տշո,շո (x +  s ,y  +  t, I/I)

d(i (a, t) =  Л г +  J 12.

ji“0ja=j,+l ■Oi

5 3  a™  (*»»)ш'"  (« +  * +  e,i +  )
m=0

It is easy to show that s + 1 +  eJa =  ( 0 , 0 ,  tja +1 ,  tj3+1 , էյ, +  ,...) e  I j2

for s € I j l t t 6 Ijj and յ շ  < j \ .  Hence, we can write

(2.18) J n  < J 2  5 3  2il+ia"2 [[ s a֊.»" (x +  s ,у + 1 +  a +  ej,, | / |)

|2“-1
X 5 3  “ ՞ "  (*» v )  (* +  eji)

|m=0
d/t(a ,t)

շ - 2< շ2" 5 3  5 3 շ^ + *  
ii=0ji=0 I I  ( J JI x/jj x/n

I/  (x +  a +  u, у + 1 +  s +  eA +  и) I d/i (u, u) 
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|2 " - 1

x ] £  “ mn y) Wm ^ + e* ) 
I m = 0

d / i (a , t)< 2 2" £ ;  f > ՜ ’ ֊ 2
Jl =0յշ=0

X [  j [ f  [ 2?1 f  \ f ( x  +  s  +  u , y  +  t  +  s  +  ej2 +  u ) |d / i ( a )

I» W -  V Կւ J )
d n  (u , v)

ւշ՞-ւ
X “ mn (x >t/)w ™ (* +  eJ i )  

I m=0
ф ( о < 2 3пЕ  £ 2 > 3 ~ a  

jl = 0jj=0

< /  / /  * / | / f r  +  a, у + 1 +  a +  ej, +  u +  u)| d/i (a) J J d (ti, u)
/>3 \n x/„ \  />, /  /

շո- ւ

E  (X> У) (4 +  ei i )
7tt=0

+.a, у +  i  +  a +  eJa +  u)| d/i (a)

\  \  hi j

# ) < Е Е ^
ji=0ja=0

\
d(v)

/
|2”-1

X ^  ' ®mn (x, y) U)m (է ՜է՜ Cji )
I m=0

d/i ( t ) .

We set

and observe that

■4/1 (x> У) =  շյւ У  I/ (г  +  s, у +  s)| d/i (a ).

Л і  (x,y +  x) =  231 J \ f ( x  + 3,y + x  + s)\dn (a) =  2-'1 J  |.F2 (x +  a, у) | d/i (a),
7Ji Հ#ւ

where F2 (x,y) =  /  (x, у +  x). It follows from the condition of the theorem that 
Բ շ E L  log L ( G  X G ) .  On the other hand, we have

sup A j  (x, X +  y) <  M i F 2 (x, y ) .

Let A ( x ,  y )  =  sup A j  (x, y). It is clear that

(2Л9) J J  A  (x, y) d/i (x, y) =  J J  A  (x, у +  x) d/i (x, y)
՜  ՜  G xG

J J  M iF2 (x, y) dfj. (x, y)

G xG

<
G xG
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~ 1 + J J
x G

J J \ f  (*. у) I bg+ I/ (x, y)| dn (x, у) .

G x G

Ճ  1 +
G xG

Then, from (2.18) we have

(2.20) | Л і | < Е Е ^ ՜ 2 /  \ 2 n [ A ( x , у + t + v + eh )}d(.v)
A -°* ֊°  Ճ  \ Հ /

2" - l
5 3  ttmn (x,y) wm (t +  ej,)
m=0 

2n- l
5 3  «mn (x,y) (t +  e>J
m =0

dn ( t ) < E E  2* ՜2 [  & Ѵ  + І + «Л. >1)
Л=ол=о Հ

(t) ^  E  /  E  2* ~ X  t o (*• У +  * +  e*«ճ )

շ ՞ - t
Е  Q™‘ (*> у) ա՞ւ (* + eJl)
m = 0

d i i  Լէ)

. n —1

s E
>1= 0

\ ^ 2

\ e

5 3  2 * -2I,la (t) 5 «  (x,y +  t  +  eA , A) dp (i)
U'a=0 /

n —1
<  J 3  2 # ,/a Va (Ж) y> A )  <  2n /2 y 2 (S i у) ճ )  f 

>1=0

where Ճ 6 £ i (G x G). Similarly, we can prove that 

(2.21) J v < 2 n,2V ^ x , y , A ) .  •

Combining (2.17), (2.20) and (2.21) we conclude that 

. (2.22) \J i \<  2n/V i  (* ,V, A) + 2п'* ъ  (x, tf, Ճ ).

Similarly, we can write

(2.23) Ш  2 * ՜1 [ [  52n,2n (x + s..y + է, I/I)
>1=0 l S lx G

dn{s,t)
2 " - l

X 5 3  < w ( x , y ) i » m (* +  *  +  « * )
m = 0

=  i  E 2,1-1 J J  5շո.2" ( * + e> у +*, i/i)
A=° /jjxG
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2n —1
5 3 Qmn ( * • ^  (c° )Wm (*+ 8 + e j i + e ° ) dfi (*՝
m=0

< 5 3  £  շ* + * -*  f j  5շ-,a- ( i  +  s, у + 1, I/I)
Ji=0ij=0 X^x/,,

G. GAT AND U. GOG1NAVA

a * - i
5 3  ° m n  ( l ,  I/) ™m (C0) Шт  (է +  S +  Cj, +  Rj, ) 
m=0

< 2 " '2Vi (*, V, A) +  2n/a Vi (*, y, A ) ,

ձթ(տ,է)

(2.24) IJ4| < 2”/2Vi (*, у, A) +  2"/2V, (*, у , A ).]

Combining (2.9), (2.10)-(2.16), and (2.22)-(2.24) we obtain the estimate (2.8). Taking 
into account the inequality Я ? /  < t f2/  (0 < p < 2) and the estimate 

from (2.3) -  (2-6), (2.8), (2.19) and Theorem D we conclude that

n { m j  >  A} < \  (ЦМі/ІІ! +  ЦМз/llj  +  ||A||X +  | |/ |Ա  <  \  {1 +  J J  |/ |lo g + \f\ j ,
\  GxG /

and the result follows. Theorem 1.1 is proved. □
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ON T H E  G EN E RA LIZA TIO N S O F PO LY N O M IA L IN E Q U A LITIES 
IN  T H E  C O M PL EX  D O M A IN

P. N. KUMAR

Birla Institute o f Technology and Science Pil&ni, Zuarinag&r, Goa India 

E-mail: prasannakomaya@rediffinaU.com

A b s tr a c t .  In thia paper wo establish fioinc generalizations of Bcmstcin-typc inequalities 
for polynomials having zeros in tho closed interior or closed exterior of a  circle of radius |z | =  K .

M SC2010 num bers: 30A10; 30C15. 
v  K eyw ords: polynomial; zeros; Inequalities.

1. I n t r o d u c t io n  a n d  s t a t e m e n t  o f  r e s u l t s

The geometrical relation between the maximum modulus of a complex polynomial 
on a circle and the location of zeros of this polynomial within or outside this circle is 
one of the attractive and fertile subjects in geometry of polynomials. Bernstein-type 
inequalities play a fundamental role for many propositions in the area of polynomial 
inequalities. There are many results on Bernstein’s theorems and their generalizations 
in different forms. Before proceeding towards specific results concerning the zeros of 
polynomials, we find it useful to consider certain fundamental theorems, which will 
be used throughout this paper. We begin by stating a classical result due to Bernstein 
[5]. Let P(z) be a polynomial of degree n. Then

(1.1) m ax |P '(*)| < nm ax ІРЫ І. v ' |* |= 1  ՝  |*|=1 ՛

We also state an inequality which is a simple consequence of maximum principle (see 

[9, 2 0 ]).

(1.2) max |P(z)| < Rn т а к  |P (z)|, R  >  1.

The above results are best possible and the equalities hold for polynomials having 
zeros a t the origin.

Observe that (1.2) can also be obtained from (1.1) by using Gauss-Lucas theorem 
(see [12]). Refinements of inequalities (1.1) and (1.2) can be found in a number of 
important papers (see [2, 4, 6 , 8 , 10,11,16, 18, 19], and references therein).
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If P(z) is a polynomial of degree n, having all its zeros in |z| < 1, then Aziz and 
Dawood [3] proved that for \z\ =  1,

(1.3) .min |P(z)| > R n mini |P(z)|, Д > 1 .
4 '  М=Я 1*1=1

This inequality is sharp for the polynomial P(z) =  meifizn, m >  0.
Jain [14|, generalized inequality (1.2) by proving that if P(z) is a polynomial of 

degree n, then for |z| =  1 and |a | < 1 ,

(1.4) IP(Rz) +  a ( ^ ) " p ( z ) |  < |Д" +  a ( ^ - ) " |  max |P(*)|, R >  1 .

This result is best possible for P(z) =  /9 +  7 2 ", where |/?| =  |-y|.
It was shown by Ankeny and Rivlin (1 ] that if P(z) փ 0  in |z| <  1, then (1 .2 ) can 

also be replaced by

(1.5) max |P(z)| < max |P(z)|, Д > 1 .
|2|s=ii Հ |z|=l

Inequality (1.5) is sliarp for P(z) = 0 + 7 zn, where |/9| =  |-y| =  1 / 2 .
Aziz and Dawood [3], improved the above inequality by introducing the minimum

value of |P(z)| on |z| =  1 as follows:
Rn 4- 1  Д” - 1

(1-6) max |P(z)| < — - —  max |P (z ) |------ —  min |P (z)|, R > 1 .|Z|=/t L ] x|=JL L \z\—l

This result is best possible for P(z) =  թ +  7 z", where |/3| >  |-y|.
Jain [15], improved (1.4) for polynomials having no zeros in |z| <  1 with |a | < 

1, R  >  1 and |z| =  1 as given below 

|P(Hz) +  a ( ^ ) " p ( z ) |

(1.7) < І{ |Д "  +  a ( ^ ± V |  +  |1 +  a ( ֊ ) " }  max |P(z)|.

Equality in (1.7) holds for P(z) =  /3 +  7 z", where \թ\ =  |7 | =  1/2.
Recently, Dewan and Hans [7], proved a result concerning m in im u m  modulus of 

polynomials P(z), which is an analog of inequality (1.3).
T heorem  A. I f  P(z) is a polynomial of degree n  having all its zeros in \z\ < 1, then 
for every real or complex number 0  with \fi\ < 1 and R  > 1,

(1 .8 ) min 
|* |= 1

W * ) + y 9 ( ֊ f p ( z ) я п + 0 ( ^ ) п min |P(z)|. 
I*l=i v ,l

The inequality (1.8) is best possible and equality holds for P(z) = m e ^ z 11, m  > 0. 
Dewan and Hans [7] also improved inequality (1.7) by proving the following theorem.
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T heorem  B. I f  P(z) м a polynomial of degree n having no zeros in \z\ < 1, then for
every real or complex number 0  with \f)\ < 1, R  > 1 , and |z| =  1,

IP{Rz) +  I 3 ( K ± ± )P (Z)\ < I { |R* +  /?(ճ + ձ ) « | +  114-у 9 (^ ± і)П|} m ax|P(z)|

(1.9) ֊ կ { \ Д" + 0 ( ~ Л  ֊ 1 1 +  0 ( ~ ) " | }  min \P(z)\.

Equality in (1.9) holds for P{z) = a + 7 zn, where |a | =  I7 I =  1 / 2 .
Recently, Mezerji et al. [17], generalized Theorems A and В to a class of polynomials 
having zeros in the closed interior and closed exterior of a circle \z\ = K, given by 
the following two theorems.
T heorem  C. I f  P(z) is a polynomial of degree n having all its zeros in \z\ < К , К  <
1, then for every real or complex number P with \f)\ <  1, and R > 1,

(1 .1 0 ) m in  
l*l=i P № ) + *  ( ֊ I ) ” f-WI г  ֊ 1 « ” + К т т # ) 1  i f t  |p w |-

The result is the best possible and equality holds for P(z) =  a zn.
T heorem  D. / /P (z )  is a polynomial of degree n  having no zeros in \z\ < К , К  > 1, 
then for every real or complex number @ with |/3| < 1 , R  > 1, and \z\ ֊  1,

\P(KK>z) + P ( ^ ± ± > j 'P { K * z ) \

■ <  І О Т Л » + 0  ( ^ ) " l + I I+ - R l P W I  

(1 .1 1 ) - 1 т Я ” +  ^ ( ^ ) П| - | 1  +  э ( ^ ) " | } |д й , IPW I. '

The result is best possible and equality in (1.11) holds for P(z) =  zn ~ K n.
While making an attem pt towards the generalization of the above inequalities, the 
author found that there is a room for the generalization of the condition R  >  1 in the 
above theorems to R  > r > 0, which induces inequalities towards more generalized 
form. The essence in the papers by Govil et al. [13] and Mezerji et al. [17] is the origin 
of thought for the new inequalities presented in this paper.

Now we are in position to state our main results. Our first result, Theorem 1.1, is a 
further generalization of Theorem C. It involves an inequality on a class of polynomials 
having all its zeros in \z\ < К, К  > 0.

T heorem  1.1. I f P(z) is a polynomial of degree n, having all iU zeros in \z\ < 
К , К  > 0, then for every real or complex number թ with |/3| <  1, \z\ >  1, and
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R > r ,  Rr > K 2,

(1 .1 2 ) И Ы  +  « 7 ֊ # т ~ > 1  г  ^ ; l « n +  , Й

The result is best possible and equality in (1.12) holds for P(z) =  meiftzn, m  > 0. '

R e m a r k  1.1. I fr  =  1 and К  < 1, then Theorem 1.1 reduces to Theorem C; i f  К  =  1, 
then it further reduces to Theorem A, and if, in addition, 0  = 0. then inequality (1.12) 
becomes inequality (1.3).

R em ark  1.2. I f r  = K , then inequality (1.12) takes the following simple form:

| P№ ) + I г  | £ 1 + e  ( * ± £ ) ” | |S to ]PC )|.

Our second theorem extends Theorem D to the class of polynomials having no 
zeros in \z\ < К, К  >  0.

T heorem  1.2. I f  P(z) is a polynomial of degree n, having no zeros in |z| < К, К  > 
0. then for every real or complex number 0  with \f)\ < 1 and R  > r, rR  > յխ ,

W  =  i .
\P^RK2z ) + p [ ֊ ^ ^ j  P (rK 2z)\

< խ " U T + f> ( ^ т ) "  1 + 11 + f> ( f ֊ f ) ” l) f f l»  № ) l

(1.13) + Г  і ) ”  I -  I I + - з ( ^ ) “ |) |P W |.

The result is best possible and equality in (1.18) holds for P[z) =  azn +bKn, |b| > |o|.

R em ark  1.3. Tf r  =  1 and К  > 1 , then Theorem 1.Հ reduces to the Theorem D, and
i f  f) =  0 and К  =  1, then inequality (1.13) becomes inequality (1.6).

R em ark  1.4. ///3  =  0, then inequality (1.13) becomes

\P{RK*z)\ < h l T R n +  1) max \P(z)\ -  (IT R T  -  1) .min \P(z)\.
i  |z|=K и = л

2. L e m m a s

We begin with a  lemma due to Govil et al. [13].

Lem m a 2.1. I f  P (z ) w a polynomial of degree n  having all its zeros in \z\ < K , 
К  > 0, then for every R > r  and Rr > K 2, we have

(2.1) |Р(Д г)| > ( ֊ ) V ( « ) l  fo r  \z\ =  1.

P. N. KUMAR
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Lem m a 2.2. I f  P(z) is a polynomial of degree n  having no zeros in \z\ < К , К  > 0, 
then for any 0  with |/9| < 1, R  > r, r R >  fa ,  and \z\ =  1 , we have

(2.2) \P(RK*z) + վ Գ ֊ ք  P (rK 2z)\ < K n\Q (R z)+ 0  ( ֊ f ) ” Q (« ) |, 

where Q(z) =  z"P ( | ) .

P roof. Since P(z) փ 0 in \z\ < K, the polynomial Q(z) has all its zeros in \z\ < ■%. 
Note that \Q(z)\ = -fa \P (K 2z)\ for |z| =  ■%. Therefore by Rouche’s theorem, the 
polynomial S (z ) =  K nQ{z) — a P (K 2z) of degree n  has all its zeros in \z\ < ^  for 
|q | <  1. Hence using Lemma 2.1, for R  > r, R r>  -fa and |z| =  1, we have

|5 (Л г ) |֊ ( ^ т г ) П |5(гг)|*

implying

\I<nQ(Rz) -  aP(RK2z)\ > ( f ֊ ) ” \KnQ(rz) ֊  aP(rK*z)\.

Denote ,

T(z) := K n{Q(Rz)+0 ( ֊ ֊ ^ ) "  Q(.rz)}-a{P(RK*z)+P { ֊ ֊ f  P(rK*z)},

and note*that T{z) փ 0 for |j9| <  1 and |z| =  1. This implies that (2.2) is true. Indeed, 
if it is not true, then there exists a point z =  zo with |zo| =  1 such that

\P(RK2z0) + 0 (ք ք ^ ւ)Ո/,(^ 2*°)1 > К Ш П ъ )  + р ( ֊ ֊ ֊ У  Q(rzo)\. 

Wc take
_  K n{Q(Rzo) + 0 ( ^ r Q ( r z o ) }  

a  P(RK*z<,) + ( ) ( ! $ # ) ’'P {rK *zoy  

and observe that |a | <  1. Clearly with this choice of a , we have T(zo) =  0  for 
|zo| =  1, yielding a contradiction to the fact that T(z) is nonzero on the circle |z| =  1. 
If |/9| =  1, inequality (2.2) follows by continuity. Hence the proof is complete.

L em m a 2.3. I f  P(z) w о polynomial of degree n, then for every real or complex 
number 0  with \թ\ < 1 and К  > 0, and for every R  > r, rR  > K? and \z\ > 1, we 

have

(2.3) |P (P z) +  P{— § ) uP{rz)\ <  i ^ l Д" +  ^ r ” (— )” )I max |P (z)|.
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Proof. Consider the reciprocal polynomial of P(z) given by Q{z) =  z " P ( |) .  Take 

M  =  max \Q{z)\ =  —  max |P(z)|. By Rouche’s theorem, for every a  with |a | > 1,
1*1= 7̂  к " ігі= к

the polynomial I (2) =  Q(z) -  aM  does not vanish in |z| <  j . .  Hence the polynomial 

Y(z) =  znJ ( i )  =  P ( z ) - m i z n

has all its zeros in \z\ < К, К  > 0. Applying Lemma 2.1 to the polynomial У (г), for 
\z\ =  1 and every R > r  and rR  > K 2, we obtain

\Y{R*)\ > ( ֊ £ )n\Y{rz)\.

Since Y(R z) has all its zeros in \z\ < յ լ  < 1 , again applying Rouche’s theorem, we 
conclude that for every 0  with |j8 | < 1 , all the zeros of the polynomial

y (R z )+ ^ r y (rz)

lie in |z| < 1. In other words, all the zeros of the polynomial

(2.4) T(z) = P(Rz) + Д ( ֊ ^ ) пР (Гг) -  a((M R nzn) + p { Z ± £ ) » M r nzn)

lie in \z\ < 1 . We claim that this implies inequality (2.3). We prove the claim by 
contradiction. If the claim is not true, then there exists a point z  = zq with \zo\ > 1, 
such that

lp (Rzo) + 0  )  ” P(r „ ) |  >  +  «Г» ( £ ± | )  " I ա ց. |P W |,

or equivalently,

\р № ° )  + P  ( ֊ § ) " p (rzo)\ > M\zo\n\Rn + p rn ( 7 — ) "  I-

We take
_  P (Rzo)+ l3(S±% rP(rzo)

M zS {R " + p r”{S ± % )» }’ 

and observe that |o| > 1. In view of (2.4), it is easy to see that with this choice of 
a , we have T(z0) =  0 for |zo| > 1, yielding a contradiction to the fact that T(z) is 
nonzero in the closed exterior of the circle |z| =  1. Tf |/3| =  1, inequality (2.3) follows 
by continuity. Hence the proof is complete.

Lem m a 2.4. If P(z) is a polynomial of degree n, then for any f) with \f)\ < 1 , К  > 0 
and R > r ,  R r > and \z\ =  1, we have
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\P (R K 2z) + Հ Հ Հ ± * ' )  P (rK 2z)\ + K n\Q{Rz) + p ( ^ ± i y Q ( r z ) \

(2.5) <  < * - +  *■" ( f £ ± ± ) “ I +  II + t  ( M ± l ) *  I) g j j I P W I ,

where Q(z) = znP(~).

P roof. Let M  =  max |P(z)|. Then |P(z)| < M  for ]z\ =  K. Therefore, for a given 
\A=K

real or complex number A with |A| >  1, it follows from Rouche’s theorem that the 
polynomia! T(z) =  P(z) +  AM  does not vanish in \z\ < K. Hence applying Lemma 
2.2 to the polynomial T(z) for թ with Щ < 1 , |z| =  1 and R > r, R r>  j£j , we get

\P{RK 2z) + X M + fi^ — — )  (P (r if2 z) +  AM)|

< K u\Q(Rz) + XM Rnzn +  ( Q W  +  XM rnz '%

implying

I|P(iUA) + d ( f ֊ ֊ ) 4 ^ 1  + ш (і + 0 ( * £ £ ) ' I

< 1H Q №)+0 )*0 (« >  +Х м *"(Л "+ 0т" (^ § ֊)  ” |.

Now choosing the argument of A appropriately, we get

\P (R I? z ) + Հ ^ յ ) Ոբ( ^ 1  ֊  I W + ^ ( ^ ւ ) Ո|

< ||А |А Н И *|П|Я " +  0rn -  K n\Q{Rz) Q(™)||.

Next, applying Lemma 2.3 to the polynomial Q(z), we can write

|A|MA'n |z|n |p n +  pr"  ( — ^ ) " l  >  i ^ \ Q m  +  ” « (” >!■

Therefore _ ____  . _
\ P W ՝ z )  + p ( ֊ £ )  P {rK * z)\- \X \M \l + p ( j x ± £ )  I

< | A | M ^ | z r | p " + ^ ( ^ ^ ) n| - - ^ ‘IQ№) + ^ ( | | — ) nQ M I.

implying
I P(RK *z) + fi(E K ± f)np<rK*z) I +  K "\Q (Rz) +  /? (™ ± l)nQ(rz)|

<  \X\MK”\Rn + prn ( ֊ y ) " ) !  +  W Af|l +  )  I

on |z| =  1 .
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Letting |A| -+ 1 in the last inequality, we get the desired inequality (2.5), and thus 
the proof is complete.

3. P r o o f s  o f  t h e  t h e o r e m s

P ro o f of T heorem  1.1. Let m  =  min |P(z)|, then 0 < m < |P (z)| for \z\ ֊  K.\*\—K
Therefore if A is a complex number such that |A| <  1, then by Rouche's theorem, it 
follows that the polynomial

(3 .1) G(z) =  P ( * ) - A mz"

of degree n  has all its zeros in \z\ < K. Applying Lemma 2.1 to  the polynomial G{z) 
with К  > 0, R  > r  and rR  > К 3, for \z\ =  1 we get

№ ) !  >  ( ֊ § ) n|G(rz)|.

Since G(Rz) has all its zeros in \z\ < յ չ  <  1 , then applying Rouche’s theorem, for 
real or complex number 0  with \0\ <  1 , one can show that the polynomial

(3.2) T{z) = G{Rz) +  0  ( ք ֊ )  Ո G(rz)

has all its zeros in |z| <  1. Substituting G(z) from (3.1) into (3.2), we condude that 
for every A with |A| <  1, |/£J| < 1 and \z\ > 1 the polynomial

(3.3) T(z) =  (|Р (А г) +  0 { ֊ § )  ” P M }  -  —  m{R»z*  +  0rn  ( f ֊ ) "

is nonzero. In view of the above facts, we can conclude that for every 0  with \0\ < 1 

and \z\ > 1

(3.4) |П Я і ) +  д ( ^ ± £ ^ (гг)| >  ^ І Й Ч - Э г "  ( f ֊ f ) V w " .

We prove our conclusion by contradiction. If the inequality (3.4) is not true, then 
there exists a point z  =  zq with |zo| >  1 , such that

K "\P (R * ,) + fl <  |д»  +  л .. ( 5 ± | ) ” |m K |n

Wc take
՝ K ^ P (R z <>) + 0 { ^ y p ( r z o ) )

{R* + f r ” ( Z ± £ ) n)m z$  

and observe that |A| <  1. In view of (3.3), it is easy to see that with this choice of A, 
we have T (zq) =  0 for |го| >  1, yielding a contradiction to the fact that T(z) ф 0 for 
\z\ > 1 . This completes the proof.
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P ro o f  o f T heorem  1.4. By the assumption the polynomial P(z) has all its zeros 
in \z\ > K. Let m =  min \P(z)\. Then \P(z)\ > m  for \z\ =  K. If a  is a complex

\z\—K
number such that |or| <  1 , then it follows from Rouchc’s theorem that the polynomial 
H (z) =  P(z) -  am  has no zeros in \z\ < K . Hence by Lemma 2.2, we get for |*| =  1,

|{ Р (Ш Л >  +  9 ( ^ г ) Ч л »  ֊  + />

< Knm R z )  + p ( ֊ ± ^ " д м } ֊ ш 5 . ' - { л ч г  ( ֊ f ± ֊ f } l -  

By a proper choicc of argument of a , we get

|Ptrar>,)+/!( ^ i > ) ”p(rJf*)l -  Wm|i+t, (S g ± l  ) ”|

(3.5) < \K nlQ(Jb} + m — ^ j ) nQ (r z ) l - m T n ^ l lz ln jRn + /3rn ^ — ^ y  . 

An application of Theorem 1.1 to the polynomial Q(z) yields

IQ W  +  P ( ^ ֊ ) n QW I > Н»«|ДП +  ( ^ г ) ЛI. W =  1 ,

and hence (3.5) can be rewritten as

\P(RK2z) + p [ ^ ± i y Բ ^ Կ ) \  ֊  \a\m\l + « 5 |± ձ ) » |

< K?\Q{Rz) + 0 ( — ) " д й ( ֊  \«\mKn\Rn + 0rn ( ֊ у ) ”  I- 

Therefore
\Р(Ш*г) + р ( ֊ ^  P{rK2z)\ -  Kn\Q(Rz) + 0 ( ֊ ֊ )  Q{z)I

< т и | , + ^ ( Щ ) ” | - | а | т К - | Д* + ^ ( М ± 1 ) ” | ,  W _ L

Letting |a | -¥ 1, we obtain for \z\ =  1,
\P{RK2z) + 0 ^ ֊ j ) nP(?K2z)\ -  K”\Q(Rz) + 0(££±1)»Q (,)|

(3.6) < ч и п * - + /» *  ( § £ ) '  I -  I I+ f  ( § £ ) ' ” I).

Next, by Lemma 2.4, we have

I P(RK2z) + P{rK2z)\ + K"\Q(Rz) + 0 ^ ± i y  Q(rz)\

(3 .7) й { * . | Я . + / » - ( ^ ± і ) * |  +  | і + ( > ( ^ ± і ) ’ | } д а ь < ,Я , W - 1 .

Finally, adding (3.G) and (3.7) and rearranging, we get the desired result. Hence the 
proof is complete. We conclude the paper by the following remark.
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R e m a r k  3 .1 .  It would, be of interest to find the analogues of the above theorems for
polynomials all of whose critical points lie within a unit distance away from each root.

Acknowledgement. The author is deeply indebted to the referee for careful reading
and comments, which brought improvements to the first version of this paper.
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ОБ А Н А Л И ТИ ЧЕСКО М  П РО Д О Л Ж Е Н И И  КРАТНЫ Х 

СТЕПЕН НЫ Х РЯДОВ ЗА П РЕД ЕЛ Ы  О БЛ А СТИ  
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E-mail: Alex07080bk.ni

А н н о т а ц и я . В роботе исследуются множества регулярности ва границе об­
ласти сходимости заданного кратного степенного ряда. В качестве таких 
множеств рассматриваются наборы пол идут на остовах поликругов сходи­
мости ряда. В терминах свойств целой функции, интериолирующей коэффи­
циенты ряда, находятся размеры иол иду г, составляющих регулярное множе­
ство. Основную роль для вычисления размеров полидуг играет множество 
линейных мажорант для логарифма модуля интерполирующей целой фупк- 
щш.

MSC2010 numbers: 32А05; 30В30.

K eyw ords:1 степенные ряды; аналитическое продолжение; преобразование Лин- 
делофа; многомерные вычеты.

1. В в е д е н и е

Для степенных рядов одного переменного проблематика описания сингуляр­
ных точек на границе круга сходимости имеет давнюю историю, насыщенную 
значительными достижениями. Эта проблематика была предметом исследова­
ний К. Вейерпттрасса, Ж . Адамара, Е. Фабри, Г. Полна и многих других авторов 
(см., например, монографию Л. Бибербаха [1], а также статьи [2] -  [4]).

Для кратных степенных рядов имеется гораздо меньше результатов об опи­
сании сингулярных подмножеств на границе области сходимости или, что то же 
самое, об описании подмножеств границы, через которые аналитически продол­
жаются такие ряды. В настоящей статье на случай кратных степенных рядов 
распространяется результат ТТ. Аракеляна [4]. В статье [4] был указан размер 
дуги регулярности (через которую аналитически продолжается ряд) на границе

1 Работа выполнена при поддержке гранта Правительства РФ для проведения исследо­
ваний под руководством ведущих ученых в Сибирском федеральном университете (договор 
14.Y26.31.0006). Работа осуществлена также при частичной финансовой поддержке фонда 
"Династия”.
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круга сходимости в терминах индикатрисы роста целой функции экспоненциаль­
ного типа, интерполирзтогцей коэффициенты степенного ряда. Приведем точную 
формулировку этого результата. При этом мы будем следовать обозначениям и 
дословным формулировкам статьи II. Аракеляна, В. Лу и Ю. Мюллера [5), где 
было приведено другое доказательство результата из [4], основанное на инте­
гральном представлении Лішделефа.

Итак, в [5) рассматривается одномерный степенной ряд

(1.1) /(*) =  X]-Л12*’
кен

имеющий своей областью сходимости единичный круг D\ =  {z € С : |z| < 1}, 
что, согласно теореме Коши-Адамара, означает

(1.2) ШП У Ш  =  1-

Пусть Д<7~ сектор {г =  геів & С : \Ѳ\ < а, ст € [0,я՜)}. Тогда теорема 2 из [5] 
гласит:

Открытая дуга у = dD i\A „  является дугой регулярности ряда (1.1) тогда 
и только тогда, когда существует целая функция экспоненциального типа գ>, 
интерполирующая коэффициенты ряда: ip(k) = /*, к е  N, у которой индика­
триса роста НѴ(Ѳ) удовлетворяет условиям: hv (0) =  0 и

г -  М 0 ) ^11111 L  i < °֊в֊»0 \Ѳ\
Напомним, что индикатриса определяется пределом

іе>.
Г—frOO Г

Перейдем к многомерному случаю. Рассмотрим ո-кратный степенной ряд

(1-3) /(*) =  £  h z \
A.-6N”

со свойством

(1.4) lim 'Ш \ №  =  1,|fc|-*oo ѵ

где Rk = R±l , a |^| =  fci +  ... + kn. Согласно мпогомерпой теореме Коши- 
Адамара ([6], раздел 7), указаное в (1.4) свойство выражает тот факт, что Rj 
составляют набор радиусов поликруга сходимости ряда (1.3).

Множество С назовем множеством регулярности для ряда (1.3), если сумма 
ряда аналитически продолжается через любую точку этого множества.
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Пусть Dp(a) := {z € С : \z — а| < р} — открытый круг с центром о 6 С и 
радиусом р > 0. Обозначим Dp := 0), а для <т 6 (0,7г] через դ„էԲ обозначим
открытую дугу 0DP \  А а.

В многомерной ситуации нет универсального определения индикатрисы роста 
целой функции. Более того, часто информацию о росте целой функции выража­
ют в геометрических терминах. Следуя В. Иванову [7] (см. также [8], гл. 3, §3), 
введем следующее множество, в котором неявно отражается понятие индикатри­
сы целой функции ip(z) € 0(СП):

ТѴ(Ѳ) =  {і/ е  Rn : In |р(гей )| < і/іГі + ... +  vnr„ +  С„,в},

где неравенство выполняется для любого г € R” при некоторой копстаптс СѴі$. 
Здесь геів— это вектор (rieifll,...,rne,9n). Таким образом, ТѴ[Ѳ)- это множество 
линейных мажорант (с точностью до сдвига СѴ։$)

и  =  і / ( г )  =  ѴіП +  ... +  vnr n

для логарифма модуля функции ір. Определим мпожество

М Ѵ(Ѳ) := {ѵ € R” : ѵ +  е 6 ТѴ(Ѳ), ѵ - г $ .  ТѴ(Ѳ) для любого е 6 R” },

которое можно назвать граничным множеством линейных мажорант.
Скажем, что целая функция <р интерполирует коэффициенты ряда (1.3), если

(1.5) <р(к) = fk  для всех к 6 N” .

Пусть D с  С"— область сходимости ряда (1.3). Введем семейство

(1.6) G =  (j7a,R  = * -  х с  9Г>
я  я

полидуг т„.я, где R  пробегает поверхность сопряженных радиусов сходимости 
ряда (1.3), а а =  ст(Д) =  (<7х(Д),...,сгп(Д)).

Теорема 1.1. Семейство G полидуг (1.6) является множеством регулярно­
сти для ряда (1.3) тогда и только тогда, когда существует интерполирующая 
коэффициенты fk целая функция <р(г) такая, что:
1) 0 € ЗѵСд»ѵ(0),
2) существует вектор-функция vr{Q) со значениями в Mr*v(6), для которой

(1.7) Ш  Ш  < aj(R), j  = 1,..., ո.
(9і,..3..,вп)-Ю  9|-+° \ 0 j \

ОВ АНАЛИТИЧЕСКОМ ПРОДОЛЖЕНИИ КРАТНЫХ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ ...
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Доказательство теоремы достаточно провести для иолидуги 7 „.д из остова 
поликруга с х о д и м о с т и

{|гі| < Я і , |*n| < Яп} = Dr , X ... x £>Лп.

А именно, при фиксированных R \ , 1կ мы будем доказывать следующее утвер­
ждение.

Предложение 1.1. Полидуга 7<г,,Кі * ••• х Т'вп.н» лвляетсл множеством ре­
гулярности для ряда (1.3) тогда и только тогда, когда существует интерпо­
лирующая коэффициенты fk целая функция <fi(z) такая, что:
1) 0 6 Мд.^О),
2) существует вектор-функция и{Ѳ) со значениями в М п,ѵ(Ѳ), для которой

—  —  Ѵі (0)(1 .8) Ііш 1і т - ^ т - < с tj, j  = l,...,n .

Любопытно отметить, что для'класса гипергеометричеекпх функций (а таг 
кому классу принадлежит и общая алгебрапческая функция, т.е. определенная 
полиномиальным уравнением с независимыми переменными коэффициентами) 
полидугу регулярности можно расширить до политопа регулярности (см. [9] и 
[10], гл. 4,7). Речь идет о продолжении ряда через кусок границы области схо­
димости, который в угловых координатах Ѳ\,...,Ѳп определяется политопом, т.е. 
ограниченным многогранником.

2. Н е о б х о д и м о с т ь  у с л о в и я  т е о р е м ы  1 .1

Пусть сумма ряда (1.3) продолжается через полидугу 7 аід =  7 ffltRl х ... х 
7<гп .и* ■ Покажем, что существует целая функция у:(С), которая интерполирует 
коэффициенты Д  и удовлетворяет условиям 1 ) и 2).

Согласно предположению существует односвязная область О, которая содер­
жит (Дк, X... X Дня)и 7<г,д и в которой сумма ряда (1.3) голоморфна. По теореме 
Гартогса ([GJ, раздел 32) эта сумма голоморфно продолжается в область, содер- 
жащую

(Ari U 7<гі,Ді) X -  X (-Од, U 7<7„,ft.)- 
Зафиксируем числа Վ  6  (0, Й^|1 -  eia* |), j  = 1 , так, что

Ф г і і - R i ) )  *  ... X (Dr : ( ֊ R n)) С  П.
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Обозначим е''“ := Rj +  Վ j  =  1, ...,п. Для любых € (0,тг — оу) зафиксируем 
Мі = Վ  6 Л>,/4) так, что

ОБ АНАЛИТИЧЕСКОМ ПРОДОЛЖЕНИИ КРАТНЫХ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ ...

(А*, \  Д°1+г, ) X ... X (£ е„„ \  Д«п+вп) с  п.

Тогда для любого е 6 R” область ClC։g =  П*і 4] х ... х іп, где

^Հյ,Տյ (^гі( -^г)) Ա \  A<Tj+fj) U ^Rje-Ч > j  — l i - . n ,

удовлетворяет условию Йг,4 с  О.

применяя интегральную формулу Копта для коэффициентов степенного ряда 
(1.3), получим

где I  =  ( 1 , 1 )  € N71, а ԺՀ = ՃՀ\...ՃՀՈ. В качестве искомой интерполирующей 
фупкции ір возьмем тот же самый интеграл, по с комплексным параметром г 
вместо целочисленного к:

Функция <fi(z) целая так как является интегралом по компакту от функции, 
непрерывной вплоть до границы по совокупности переменных (С,г) 6 (П П (С \ 
R_)n) X С" и голоморфной всюду по параметру z (здесь Я_ -  отрицательная 
вещественная полуось) [11].

Тпперь нам нужно получить оценку для функции ір. Для этого произведем 
деформацию остова Ге>4 следующим образом. Куски дуг из d D ^ - R j ) ,  изобра­
женные на рис. 1 пунктиром, заменяем двумя дугами на dDci* и на пару проти­
воположно ориентированных отрезков [—е<1»,—ew] и [—ew , — е**»]. Полученный 
для каждого j  = 1,..., п контур обозначим Լ Լ  1}. Весь остов Tcj  деформируется 
в ո-мерный цикл Lc,s =  х ••• х £?„,*„• Заметим, что при фиксированном
г0 6 R" и выбранном а € R+ кривые Լ{յ քյ и ԼԼ  չ  ограничивают цепь, где 
подынтегральное выражение в (2.1) однозначно и голоморфно no поэтому 
задание <p(z) интегралом (2.1) не зависит от е и 6.

Обозначая Zj =  Հյ +  щ , j  =  1, ...,п, и

(2.1) где Հ** =  eXj 108‘■յ .

Me>i:= sup |/ ( 0 |,
С ei.«,4
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Рис. 1

из (2.1) полупаем оценку

(2.2) И * )| < М С<13, շ 6 С",

где

3 = w  I
L + X .. .X L +

Здесь Լ յ ՜ -  это часть лежащая в верхней полуплоскости, т.е.

ւՀ. = ւ { ս վ ս վ ս ւ { ,

где

Վ  =  : ы, G [0, от, + *,)}, վ  =  { է ^ + * '> : էյ G [J^e-i , е« )},

Վ  = {в**** : Այ € [oj +«,,*)}, «  {t,e*  : էյ G [е^, е^]}.

Следовательно, 3 можно представить как сумму интегралов .іРп по цепям 
X ... X L”n, pi,...,p„ =  1,2,3,4. Каждая такая цепь есть прямое произведе­

ние дуг (с центрами в нуле) и отрезков прямых (проходящих через нуль). Это 
позволяет сделать эффективные оценки интегралов Эр,....... Например,

5ւ...ւ =  ձ  /  ІСіГ€ іе |і/,|вг* Сі—ІС«Г€’%е,т»"|аг* с" |^ - | . . . |^ = - |  =
" J  41 Чп
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ОБ АНАЛИТИЧЕСКОМ ПРОДОЛЖЕНИИ КРАТНЫХ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ ... 

0 \+ S l  (Тя+Іп

=  ^ Г  /  -  /  Д ( Я 7 е Ѵ ^ + Ы Ui)dui...du>n =

С учетом того, что Uj +  S j < 7г, мы из очевидного неравенства е“  — 1 <  ое“*, где 
а > 0, ж > 0, получаем оценку

З1...1 <  П  .
յ= ւ

Аналогичное вычисление дает:

հ . . . շ = ֊  [  |С іГ € іе ІЧі|агв<1...|С пГ4" е|,МІ" 8Сп| ^ - | . . . | ^ 2-| =
w J s i  Чп

££x...xZ£

= ^T /  ••• /  П ( * і " С," 1еІЧ,І(<' ^ )) Л ь..Лп =
Лів-М Rje-«" ^ ՜1

Следовательно, при Հյ >  1 получаем оценку

Յշ...շ < П  .
і= і

Далее, имеем

,...յ =  ֊Լ  J  ... J  f [ ( e - ^ e u^)du>i...du>n =
<Гі+6і СГп+бп

4 п Н ^ *« (т п ) )=

< 2 .  Ц  ^ е-д*«*еЫ (^+ й )еМ (* -^-^> ) <  Д  е
Ո

-му&+*Ы
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Наконец,
С**» с“"

З4...4 =  —  I ... J  կ =
chi էէ**ո

откуда ири Հյ > 1 приходим к оценке
ՈЗ4...4 < п e-w4*+»l»wl,

i =1

Полученные результаты показывают, что при повторном вычислении интеграла 
3Рі Ріі в зависимости от значения р,- (показывающего, что интегрирование по 
переменной Cj ведется по куску L jJ , вклад в оценку этого интеграла дают вы­
ражения:

R~^j eej*j если pj = 1,

e\ v i e*j(] j если Pj =  2 и & >  1,

g-Mjfc+ігЫ, если р, =  3,

g-wti+’fM , если pj = 4 a (j > 1.

Каждый набор pi, .,.,րդ разобьем на 4 группы: ճ ւ ,ճ շ ,ճ 3ւճ 4 , где Aj -  это номера 
к € {1, ...,п}, для которых рк =  j. Тогда прн ft > 1, j  =  1, ...ո, получим:

Эр,....р„ < J J  е^і+^іЛчіІ еМ (^+ « ,)д -Ь е^  х
І€Аі І€Ла

іеАз jzA*
При 7t|t7j j < /ՀյՀ,- выполняется неравенство е- , ‘̂ +,гІ’«І < 1, поэтому из предыду­
щей оценки получаем следующую оценку для суммарного интеграла:

3 < С€ sR\*' Ка>+*«)+«€» еІПпК^+л.О+еі"
I

Таким образом, в обозначениях (j  =  и aj = arctan(nj /п)  неравенство (2.2)
дает нам оценку для функции ір:

(2 .3 )  ^ (ге*® )! <  с Д —гс<э*^е С(«Г1 «ічвхі+ві co e9 i)rt+ ...+ ((o 'n +<5„)| aln 9„ |+ г„  со*в„)г„ ^
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о в  а н а л и т и ч е с к о м  п р о д о л ж е н и и  к р а т н ы х  с т е п е н н ы х  р я д о в  ... 

если \9j\ < Qj, j  =
Неравенство (2.3) можно переггисать в следующем виде

Ягсо,0|у?(ге,в)| <  се^вг,+4і^ віпвіІ+*1 cos9i)r»+—+«в,п+4п)|*іпвІ,|+еп совв„)г„_

Логарифмируя последнее неравенство, получим прп |07| < otj, j  =  1, ...,п

(2.4) In(ЛГС08в|<?(ге,в|) < с + £ ( ( ( ^ + ^ ) | 8т ^ | + е,со80,)г,).
3=1

Взяв 0 =  0 в неравенстве (2.4), получпм

(2.5) 1п(Дг|у>(г)|) < с +  < е,г >

для любого е 6 R“ .. Эго означает, что 0 6 7я»у>(0).
С помощью равенств (1.4) н (1.5) заключаем, что

(2.6) ln(/2fc|v»(*)|)T*T =  о, при |А| -> оо,

то есть для любого е б Е" вектор —е փ Гя*ѵ(0). Следовательно, из (2.5) и (2.6) 
получаем 0 6 Мд.^О).
Также из неравенства (2.4) следует, что для любого е € R"

((ст, +  <*і)| 8ІП0! I +  £\ COS 0 1 , .. . ,  (<rn  +  i „ ) |  s in f l„ | +  £ „  c o s  Ѳп) €  Т ц.ѵ{Ѳ), 

если \0j\ <  Qj, j  =  1..... n.
Следовательно существует и{Ѳ) =  (i/i (Ѳ) , ..., ѵ„ (0)) 6 Мд»ѵ,(б) со свойством 

պ(0) < (crj +  «5յ-)| sixi0j| при \Ѳ5\ < ctj, j  = l ,...,n .

Д л я  к о м п о н е н т  и(Ѳ ) п о л у ч а е м

Й т  Ппі <  Ծյ, j  =  1 ,..., ո.<®ւ,.յ..,9ո)-*օ«յ-»օ |0,|

Тем самым необходимость условия Предложения 1.1, следовательно и Теоремы
1.1, доказана.

3. Д о с т а т о ч н о с т ь  у с л о в и я  т е о р е м ы  1.1

Пусть целая функция, которая удовлетворяет условиям 1) и 2) Предложения
1.1. Покажем, что ряд (1.3) продолжается через полидугу 7<п,Яі х ••• * 7*„,«„• Из
условия 2) следует, что для любого 6j 6 (0, существует оу такое, что

Щ(Ѳ) < {(Xj + <Sj)|sin0j], еСЛИ \0j\ < Օւյ, j  =  1,...,ո.
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Поскольку 1/(0) £ Мя*ѵ>(0). выполняется неравенство

]п (Ягс<жв|¥>(ге*)|) < ((о-і +  <*i)|sin0,|)n + ... +  ((а„ +  <5п)|8іп0п|)г„ +  с, 

из которого вытекает следующая оценка

(3  1 ) \ifi(rci9)\ < ссЩ Гіс о , в і . . . Л ~ г "  совв ', п ((<ті + ‘5>)і*іп в >І)г > + -+ ( (< т п + і5 „ ) |в іп в п | ) г„ 

Введем вспомогательную функцию
п z <j

a{С. г )  =  П  _  j )  •

где Cj = ( j  + щ ,  Z j  = X j +  i y j ,  j  = 1 , n. Эта функция является ыероморфпой 
функцией по переменным £ из С" и голоморфной по переменным z из (C \R+)n.

Обозначим D* — Umez-Di/4(m)- Заметим, что существует копстанта С  > О 
такая, что выполняется неравенство

рж(\ Іт սւՒ-Іти))
(3.2) \e2iriw - 1| > - ------ - -------  при w e C \ D * .

Из него легко получается оценка

(3.3) |^(Сіг)І <  C7e< ,̂loglxl>֊<(’r~lir֊er*Il),l’7l>

при С 6 (С \  £*)" и z 6 (С \  К+)п.
Используя (3.1) и (3.3) для С 6 (Да, \  D*) ж ... ж (Дап \  D*) и г  6 (С \  R+)n, 

получим

ІѴ?(С)ІІР(С»̂ )| < cfl֊ *e<lH^,,J>e<f,lo*lxl>֊<(ir֊l,r֊ar**l).tol> =

Обозначая

d(z) = (di(zi),...,dn(zn)), dj (zj) = i r - l i r - a r g z j \ ֊ ( r j ~ 6 j ,  j  =  l,...,n , 

получим

(3.4) MC)II<?(C>*)I < cfl-«e«-l0*i*i>-<rfw-w>.

Введем мпожестпа

Kj  =  DRjC4 \  (A°j+2Sj и Ծքկ/շ), Ej > 0 , j  =  1.....n.

Покажем, что

(3-5) dj(zj ) ^ & j  n p u z j G K j  j  = l,...,n .
60



ОВ АНАЛИТИЧЕСКОМ ПРОДОЛЖЕНИИ КРАТНЫХ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ

Рис. 2

Действительно,

d j( z j)  =  7Г -  Oj -  6j -  |тг -  a sg Z jl j  =  l , . . . , n .

Поскольку Zj  6  K j ,  TO

1) ffj + 2Sj < argZj < 7Г, = >  dj(zj) = tt — <jj — 6j — л  + Ծյ + 2Sj > Sj,

2) 7Г < arg Zj < 27Г -  Oj ֊  25j, = >  dj(zj) =2ir - O j -  Sj -  2тг +  Oj +  25j > 5j.

Таким образом, для (zb ..., Zn) 6 (ІГі x ... x Kn) и ( C i , Cn )  € (дАаі \  D*) x 
... x (0АОп \  D*) получим

ІЯ(С,*)ІИОІ < сЯ~?е<{,1овМ> -< **ІчІ> <

<  с Л - £ е < 4 'І08 ( Дв‘ ) > - < 4 >ІЧІ> =  с с < € .е > - < 5 , |і7 І >

Взяв 2tj =  5j sin ctj, j  =  1,..., n, получим

(3.6) ІЖ>з)ІІѵ(С)І < се<-*,ІСІ>.

Для каждого j  6  { 1 , ..., n }  рассмотрим область G j  =  D r ,  и Д ^ , и пусть T j  =  d G j

-  граница этой области, положительно ориентированная относительно нуля. Для 
каждого натурального mj рассмотрим следующий кусок Tj :

r mj =  ( 0  =  ծ  +  Щ  е Гі : կ  Հ тІ +  շ}-

Обозначим через / ՜Հ ,-  вертикальный отрезок с. вершинами (см. рис. 3)

(rrij +  І)(1 iita n o - j)  для mj 6 N,
Հ
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ориентированный движением снизу вверх. Ограниченную объединением Г£,. U 
Ц Пі область обозначим GJm. так, что

ՅՇԼ = Ո կ Հ յ ւ կ .

Рассмотрим следующий интеграл

(3.7) Іт = J  э(С .гЫ С Ж  =
d G ™ l x . . . x O G X n

/ "п
1=1flG“ * x . . .x a c c n

(е2̂ іСі ֊  1) <p{Q<K-

Вычислим эт о т  интеграл с помощью многомерных вычетов. Его подынте­
гральное выражение определяет дифференциальную форму

г<?(С)<*С1 Л ... Л մՀո
ք ձ  (е2” °  ՜ ւ )

с полюсами на дивизорах

Qi = {(Сі.-,Сп): /і  =  е2"*1 - l  =  0 } = Z x  Cn֊1,

Qn = {(Ci.....С»): fn =  e3̂ »  ֊ 1  =  0} = C " ՜1 x Z.
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Так кок пересечение Z  =  Q] Ո ... Ո Q„ = Zn дискретно и якобиан d(f) /d(Q = 
(2тгі)" փ 0 в точках к = (кі,..., кп) е  Z”, то для каждой точкп к е Z" определя­
ется локальный вычет (см. [12], [13]) :

(3.8) гевкь) =  ՜̂ ք խ  =  V(k)zh-

Остов интегрирования в (3.7) связан с полярными дивизорами Qi , ..., Qn следу­
ющими соотношениями:

Qi Ո (ՑՇղ՝1 ж ... x 6 7 » )  =  (Zx  C " ՜1) Ո (0G711 X ... X G?») =  0,

ОВ АНАЛИТИЧЕСКОМ ПРОДОЛЖЕНИИ КРАТНЫХ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ ...

Qn Ո [GTl x -  x dG^ )  = (Cn_1 X Z) Ո (G7‘ X ... X SG ^՞) =  0. 
Согласно тсрмшюлогии [12], это означает, что полиэдр ՇՀ11 х ... х GJJ*" согласо­
ван с дивизорами Qь ..., Qn. Поэтому, согласно принципу разделяющих циклов, 
интеграл (3.7) после умножения на (27гг)~п равен сумме вычетов по всем точкам

к 6 (G^*1 х — X G ^ ")n  (Z X ... X Z).

С учетом формулы (3.8) получаем
ягі т„

(3.9) Іт = У * — ^  ] <р(к\ ,..., kji)zi' ...Z^".
fc,= 0 к„ =0

Представим интеграл (3.7) как сумму 2П интегралов по цепям 

Г т ,  х  -  х  х  ... х

Для каждой такой цепи переменные интегрирования Сі> — і Сп разобьем на 2 груп­
пы: 7?і, 7?2, где /?і -  это номера j  6 {1, ...,п}, для которых կ  € TJmj, а Яа -  это 
номера j  е  {1, ...,п}, для которых կ  6 Г ^ .  Тогда, используя (3.4), получим

(зло) ір(с^)іі^(оі < с  п  П е_еЖіІ-
1 І€Вз

где շ € (£>л, Ո Л՜?) X ... х (£>л„ Ո tf£).

Из (3.10) видно, что, если By ф 0, то интеграл по соответствующей цепи стре­
мится к нулю, когда m j —► оо, j  6 Ві. Рассмотрим интеграл

0=  J  5(С.*МСЖ-
ГіХ...ХГп
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Из оценки (3.6) следует, что интеграл I  сходится равномерно для г из компакта 
(К\  X ... X К„), определяя голоморфную функцию на внутренности этого ком­
пакта. Поскольку Іт ֊*■ 0 при nij -* оо, j  = 1, ...,п, получаем 3{z) =  f[z)  при 
շ  е  (£>д, Ո К")  X ... X (Dr„ Ո К°).  Э т о  означает, что иолидуга 7„ , 2S։R является 
полидугой регулярности для / ,  если 6 достаточно близок к нулю. Таким образом, 
7а,я ՜  полидуга регулярности для / ,  что и требовалось доказать.

A bstract. In this paper we study the sets of regularity on the boundary of the domain 
of convergence for a given multiple power series. As such sets we consider collections 
of polyarcs on the frames of polydisk of convergence of the series. In terms of an 
entire function, interpolating the coefficients of series, we find the sizes of polyarcs, 
constituting the regular set. To compute the sizes of polyarcs we essentially use the 
set of linear majorants for the logarithm of the interpolating entire function.
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Abstract. Astola and Danielian [1], using stochastic birth-death process, have proposed a 
regular four-parameter discrete probability distribution, called generalized Pareto-type model, 

which is an npj>CHling distribution for modeling phenomena in Bioinformatii». Rirbod and 
Gasparian [5], fitted this distribution to  the two sets of real data, and have derived conditions 

under which a  solution for the system of likelihood equations exists and coincides with the 
maximum likelihood estimators (MLE) for the model unknown parameters. Also, in [6], an 
accumulation method for approximate computation of the MLE has been considered with 

simulation studies. In this paper we show that for sufficiently large sample size the system of 
likelihood equations has a  solution, which according to [5], coincides with the MLE of vector֊ 
vaJucd parameter for the underlying model. Besides, wc establish asymptotic unbiasedness, 
weak consistency, asymptotic normality, asymptotic efficiency, and convergence of arbitrary 

moments of the MLE, by verifying the so-called regularity conditions.

M SC 2010 num bers: 62F10, 62F12.
K eyw ords: Generalized Pareto-type frequency distribution; Maximum likelihood 
estimator.

1. I n t r o d u c t io n

The mechanism of biomolecular large-scale systems dynamic often can be explained 

with the help of standard stochastic birth-death process with various specific constraints 

on its coefficients. The stationary solutions of the process, which always are right- 

skewed, can be used as frequency distributions of different events, occurring in large- 

scale biomolecular systems. For details we refer to [1, 4J.
Based on the standard birth-death models, several frequency distributions have 

been considered for biomolecular applications (see, for instance, Bornholdt and Ebel 

[2], Kuznetsov (6 , 7), Kuznetsov et aL [8], and Danielian and Astola [4)). Since then 

Astola and Danielian [1], based on data sets, have introduced the following "four- 

parameter 11 regular frequency distribution, called generalized Pareto-type frequency
65
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distribution (see also [5]):

Pa(fc) =  =  к )  =  Iff(a)] 1 • (*+(,)<■ ' П т = о ( ^  +  (т+ЬУ )> ^  ~  *■> >

1-1(1.1)
Ра(0) =  [5 (a )]  1 =  [ і  +  Е ” = і  T $ W  ■ I C i a  +  ( ^ + 55? ) ]

where а  =  (0 , с, b, p) is an unknown parameter, such that 0 <  ff <  1, 0 <  с <  oo, 0 < 

ծ <  oo, 1 <  p <  oo, Ы’ >  1 -  с.
The model (1 .1) is described by a four-component vector parameter: a  =  (0, c, b, p), 

in which с is the non-linear scale parameter (or exponential scale parameter), b 

is the location parameter, the parameter p describes the shape of the probability 

distribution, as for the parameter Ѳ, its role is explained in [1|, Ch. 4, Theorem 4.2.
The problem of interest is to investigate the statistical properties of the parameters 

for the generalized Pareto-type frequency distribution, given by (1.1). However, the 

model (1.1) suffers from two major drawbacks. First, it lacks a simple closed form 

expression for probability mass function. The second disadvantage is that the r-th 

(r 6  N) absolute moment of this distribution exists only for p >  r - f l  (see [5], Lemma 

1). This leads to a serious difficulties in making statistical inferences about the model 
unknown parameters.

Some aspects of this problem has been considered in [5]. For instance, conditions 

under which a solution of the system of likelihood equations exists and coincides 

with the MLE for the unknown parameters of the model (1.1), were obtained; an 

approximate method (with simulation studies) for estimating the model parameters 

was proposed, as well as, two real data sets on the number of proteins and the number 

of residues have been proposed for fitting the model (1 .1).

The purpose of the present paper is to continue the investigations conducted 

in [5]. Specifically, in this paper we prove that for sufficiently large sample size 

the system of likelihood equations has a solution, which according to the results 

from [5], coincides with the Maximum Likelihood Estimator (MLE) of a vector 

parameter for the underlying model. Besides, we establish asymptotic unbiasedness, 

weak consistency, asymptotic normality, asymptotic efficiency, and convergence of 

arbitrary moments of the MLE to the corresponding moments of the limiting normal 

distribution, lb  this end, we make use the well-known results on asymptotic behavior 

of the MLE (see [3], [9]), by verifying the corresponding regularity conditions, called 

RR-conditions.
6 6



A SYM PTOTIC PROPERTIES O F MAXIMUM LIKELIHOOD ESTIMATORS ..

The rest of the paper is organized as follows. Section 2 contains the RR conditions 

(in the general case), and the asymptotic properties of the MLE. In Section 3 we 

introduce some notation and prove an auxiliary result (Lemma 3.1). The тяіп results 
of the paper are given in Section 4.

2. T h e  R R - condittons  and  t h e  a s y m p t o t ic  p r o p e r t ie s  o f  t h e  MLE

Let X n =  (X j , . . . ,X n) be a random sample drawn from the distribution Pa 
belonging to the parametric family of distributions 7  =  {P0) a  =  (a i , . . . ,c r /c) €

A с  R*}, and let pa (x) be the density function of PQ.

We say that the parametric family of distributions У satisfies the RR-conditions 
if the following are satisfied (see [3]):

1. There exists a compact subset Ո of the parametric set A =  {<*} containing 

an open neighborhood of the true value a 0 of the parameter a.

2. The distributions Pa are distinct, that is, pni (x) փ pai (x) for all a 1 փ a 2 

( o r 1, a 2 6  fi) and all a: €  Supp Pa =  { i 6 R : pa (x) >  0}.
3. The distributions Pa have a common support, that is, the set Supp P0  does 

not depend on a.

4. For all X 6  Supp P0 the functions la (x) =  lnpa (x) are twice continuously 

differentiable in a, and there exists a function M (x) satisfying fR |M (x)|pa (x)dx <

oo and

lim sup /  M (x)pa {x)dx =  0,
a 6 n  J\M (x)\>N

such that for all a  =  (q i, ..., a„) 6  П and x  6  Supp Pa 

| i« (x )  |< M (x ),

where l'J(x) =  ֊ ^ .

5. The Fisher information matrix

1(a) = || Іц {а)  ||i< jj< 4 ,

where h j (a) =  E a [ g ^ i a ^ i )  • gijia(A 'i)] =  - E a [l$ (X i)] is a positive 
definite continuous function for all a  6  i i  such that | I (a) |=  det I  (a) >  0.

Here and in what follows 25e [*] stands for the expectation by the distribution 

PQ of the random variable in brackets.
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Theorem  2.1. (see /3j). Let the RR-conditions be satisfied. Then with probability 
tending to one as n  tends to infinity, there exists a solution a n =  a (X n) of the system 

of likelihood equations

where La (X n) — lu(Xi) is the logarithm of the likelihood function f a (X n) — 

Ո1Լւ Pn(Xi ) ,  possessing the following properties:

(i) a„ is an asymptotically normal and asymptotically efficient estimator for a , 

that is,

tin =  y/n(a„ -  a) - U  и ~  N(0, / - 1(a)),

where и  ~  ЛГ(0,7_ 1(a)) is a k-dimenaional normally distributed random 
vaiiable with mean vector 0 and covariance matrix I ՜ 1 {a), and means 
convergence in distribution.

(ii) a n is a consistent estimator for a , that is, a n a  as n  — ► со, where 

means convergence in probability.

(iii) for a l l k > \

տ „[Հ] -►  տոխ*].

(iv) Sn is an asymptotically unbiased estimator for a , that is,

•Ea[Sn] =  о  +  o(~7=) as n  -> oo, y/n

and օեօ

Ea [(S« -  « )T(Sn ՜  “ )] =  ~  +  ° (~ )  as n  ->oo,

where m T stands for the transpose of a vector m €  R k.

Remark 2.1. It follows from the results of [5| that the solution Sn of the system (2.1) 

coincides with the MLE of the parameter a  (recall that the statistic a n =  S (X n) on 

which the function La (X n) attains its (local) maximal value is called the MLE for 
parameter a).
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3. N ota tion  and  P r elim in a r ies

Let £ be a discrete random variable with probability distribution given by (1.1), 
and let the parametric space П be defined as follows:

ft =  { a : О < 0 о < б < Ѳ о < 1 ,  l < c o < c < C o < o o ,  0 < b o < b < B o < o o

(bo <  1),3  <  po <  p < Rq <  oo}.

For X e  N, a  6  ft, j ,  к e  N and 7  €  R, we denote (see [5]):

h y jfa , a) =  Em=o(m  +  Ь)-^((тп +  ե)բ +  с — 1] - յ ;

Կ j A x ’a ) =  £^ =о(то  +  6)7 [(™ +  b)p +  c -  1]~J • [hi(m +  b)]k\

H (x, a)  =  (c -  l)/»i,i(x, a) +  (x +  b ) ՜1;
A(x, a) =  ( c - 1 )  io,i,i(x,a) +  ln (i +  b).

According to (5], the first and second order partial derivatives of function la (x) with 
respect to ац, where ori =  Ѳ, 03  =  c, 03  =  b, 04  =  p, are finite if po >  3, and can be 

represented as follows.

For the first order partial derivatives we have

=  — Ea№  +  ֊  ^  =  փ « [ 4 ւ ( ^ ) 1  ֊  Л о.і(* .«)}.

=  р { я о [Я & а )] - Я ( х , а ) } ,  = Е а т , а ) \  - Л ( х .а ) .

For the second order partial derivatives we have

«?(*) -  =  р { ( ^ И - » ) - ѵ « - . И } .  f f W  =  -  - f a n M M i« .« ) ] .

Я(€,«М , <” («> =  A t e «Я. _

£ ( * )  =  ֊  Ло,а(*)) ֊

№  =  =  р { ( З Д і - р ,2 (0 ]  ֊  А і-Ла(*)) +  С ви .[А ад(е,в),Я (€,а)]},

№ )  =  ֊ £  =  ֊  іл а .і(* ,в )} +  С ™ „ [ Л о , і М .Л М ,
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1%3 (x) = Դ ե Ի  = Р*Ѵаг„[Н(£,a)] -  p{£a [ ^ ] 2 -  -  Р(с -  l){£„[/i2,i(£,a)]

֊ հ շ , i(x ,a)} -  p2( c -  l){E a [/i2_p.2 (^,a)) -  /i2_Pi2 (x,a)},

l? (x ) = Դ թ  = {Еа [й ( ( ,а )] - Я ( х ,а ) }  +  Р(с֊1){£?0 [/р-ід і(€ ,а)]

-Jp-i,a,i (*»“) } - Р  Соиа [Я ({,а),Л (^,а)],

№  =  դ թ  =  - Ѵ а г в [Л (* ,а )]  -  ( с - 1) { Я „ [ і л 2і3( е ,а ) ]  -  І„ .а,2( х , а ) } .

Lem m a 3.1. For all x  С N, a  С fi, j , k  С N and 7  С R the following inequalities 
hold:

(i) h j j f a  a) <  rrfrrr, if  Р І+  7  >  0;°0

(ii) l-rj,k(x,a) < i f  P j ~ y ֊ k > 0 ;

(iii) t f (x ,a )  <  z +
®0

(iv) A ( x , a ) < Q ^  +  x +  B0.
°0

P roof. We have
1 1 *”“1 լ  ^

h y ' ^ X ' ^  -  ,5 o (m  +  b) 7  [(m  +  b) P +  C -  i p '  < £ > +  Ь )JP+ 7  <

implying the inequality (i). 

lb  prove (ii), observe that

. / ч _  v~i / . [ln(m +  b)]* 1 X

~ 5 >  ՛ ((m +  Ь)р + с -  1 )i < J ^ 0 (m + ь у р - і - ь  <  ’

and the result follows.

To prove the inequality (iii), we use the inequality (i), to obtain

Я (х ,а )  =  (с -  1)Л і,і(х,а) +  (x +  ծ ) ՜1 <  (C0 -  1) • +  (x +  ծօ)"1.

Finally, using the inequality (ii), we can write

A(x, a) =  (c -  l)io .i.i(s , a) +  ln(x +  ծ) <  (C0 -  1) 77^31  +  x  +  B0,
°o

implying the inequality (iv). Lemma 3.1 is proved.
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4. T h e  M ain  R esults

Let, as above, £ be a discrete random variable with probability distribution Pe 

given by (1.1), and let X n =  (X j ,..., X„) be a random sample from the distribution 

PQ. We first prove a lemma, which will be used in the proof of our main result.

Lem m a 4 .1 . For all a  6  f i then exist positive numbers A ij and Bij (i , j  =  1 ,2 ,3 ,4j 
such that the second order partial derivatives t%(x) satisfy the following inequalities:

I # '(* ) \ < A i j + B i r x t i , j  =  1 ,2 ,3 ,4

for all X  6  N.

P roof. The following inequalities from [5] we use repeatedly:

Ea [tk] <  Cfc(O) exp{(C0 ֊  1)C(0)} =  Sfc(O), fc =  1,2,

ASYM PTOTIC PROPERTIES O F MAXIMUM LIKELIHOOD ESTIMATORS ...

where

Cfc(O)Cfc(po.  bo) -  <  oo,

c(o) := со {po, bo) =  f ;  1 w  < І + Е І < ° ° -

<?(*) I< ^ К - Л о , і ( € ,в ) ]  +  ^ а К ]  ■ Ea {ha,!&<*)}.

^ ( «  +  bo)« bg» ^ про 
o°

and Z(/?o) =* 7^0 is the Riemarm’s Zeta-Function.
n=l

Now, we estimate the partial derivatives l'J(x) for i , j  =  1 ,...,4 . First, for la (x) 

we have

I *“ (*) |<  щ  ( e «[(\ +  Ea [d]2 + * ) < Щ  [^i(O) +  52(0)] +  щ ֊ х  =  А п  +  В п - х .  

To estimate l™(x), observe first that

I <?(*) I<

Taking into account that by Lemma 3.1 (i)

(4.1) ho,i{x,a) <  Հ է ,
°o

we obtain

1 w  ^  ՛ £ “ lf1՛ + d p  ՛ № “ K1>1 s  * V S i ( 0 ) = л , ! -
To estimate l™(x), we use the inequality (see Lemma 3.1 (iii))

(4.2) H (xyq) <  - ^ + г  ' x  +  x +  bo’
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to obtain
I £ 3(*) l< t  ■ ^*K • Ш  o)] +  է  • E a и  • £„[Я (С ,«)]

< %  +  % ■  +  2Է {$ > ^  • Е° №  < £  (ւ  +  Տւ(0) +  * g i ^ s 2(o)) ֊  ճ ւ3.

Next, using now the inequality (see Lemma 3.1 (iv))
С ~~ X

(4 .3) A (x , q ) <  -x  +  x  +  B0,

we get
I / “ ( x )  | <  £ { s o [£ • Л ( £ ,а ) ] + З Д  • £ 7„ [ Л ( С , о ) ] }

Հ +  1)-£'»[C2] +  Bo ■ -Ea[£]|

-  ^ { Տօ ՛ +  +  1) ^ ( 0 )}  — •Am-
To estimate i“ (x), we use the inequality (see Lemma 3.1 (i))

X
(4.4) hff։2(x ,a )  <

°o
and the inequality (4.1) to obtain

I l” {x) \< Ea [h0i2(£,a)] +  £ Ա 4 ւ (£>« )]2 +  4 2(x ,a )

<  ^ а й  +  ^ [ f 2] +  z'j

-  ( 5 l ^  +  5 շ ( ° ) )  +  pTjj-X =  Л 22 +  Я 22 X.

Now we estimate l^ (x ). We have

I 1 ™ ( х )  |<  До • { E a [ h o A t ,< > )  ■ +  £Ա /4ս(£.«)] • Я«[Я(£,а )]

+ £ а [/і]_Рі2(£,а)] + / і і_ Рі2( х ,а ) |.

Hence, taking into account that by Lemma 3.1 (i)

(4-5) hi-P .i(x ,a ) < - j ֊ ,

from (4.1), (4.2) and (4.5), we obtain

I *“ (*) l< -Ro • {^ а  [^з- ■ (^&tt£ +  ^ ) ]  +  ^ « [ ^ ] ' Ea

+  ̂ ІТЛ5՜ • -EaK] +  ^ггяз՝}

^  • { l  +  С1 +  ^ )  • <5і(0) +  2[я2+і^ • £2(0 ) | +  х  = Агз +  Вгз х.
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For wc have

I № )  | <  Я в [ А о , |« ,о )  • A f c .a ) ]  +  Я о [А о .і(€ .« )]  • Я « (Л (е ,а )]  +  З Д і2>1 ( * ,« )]  + І л а ,і(* ).

Hence, using (4.1), (4.3) and the following inequality (see Lemma 3.1 (i))

«2/
ІрЛ,і(х,а) < t r —r .

we get

I ^ ( * )  l<  ^ 5՜ • Ea • ( Հ Հ ՜]  Հ +  (  +  So)j +  • -Бой ■ Ea [(1 +  ^o^t)C +  #o]

+  ьп і - т  • Я а й  +  X

— 7 *  ' { ( 2^o +  bo) • S i(0) +  2(1 +  ffi,~'V) • 5 շ (0 ) | +  ^ - r  X — A m  +  B 24 x.

Tb estimate J„3(x), we use (4.2) and the inequalities (see Lemma 3.1 (i))

X շյ
/»2-p ,a(x,a) <  ha,i(x ,a) <  -£Г%+2>

to obtain

I «?(*) |<  Я8 - Ea [H (t, а )]2 +  2До +  Я§(С0 ֊  1) ( jy jw  • З Д  +  յ յ * ^ )

+Яо(Со -  +  bHofi)  ^  2Ло(1 +  До)

+  Лоь̂ 'і 1) ֊ {(«о +  l)Si(O) +  շյն^ - ^ 5շ(0)} +  • X =  A 33 +  Эзз *.

For !^ (x) we have

I i“ (x) |<  Ло{-Ба[Я(С,а) • Л(£, а ) ]+ £ „ [# (€ ,« )]  • £Ц Л(£,а)]} +  Е а[Н(£,а)] +  Я (х ,а) 

+Яо(Со -  1) I Ев [*р-і,з,і (£, а)] +  іР- і ,2, і(х, а )}.

Hence, from (4.2), (4.3) and the inequality (see Lemma 3.1 (i))

X
lP- 1,2,1 (1 , a) <  ^r7 >
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we obtain

|J ? (* ) l< 2Яв$ ~ П { ^ թ  +  & ) • +  ^ « Л 1? + Л о  +  $ £

+  ̂ ^ ) ^ а И  +  д ° ( § ^  +  1 +  B°) +  Ло5° +  2 +  ( ^  +  До) • X

< +  & ) • Տշ(0) +  Д о І1̂  [ Գ  +  bo + 1  +  փ }  +  ւ} • Տւ(0)

+Ro  (р ір т  +  1 +  2Д>) +  2 +  +  -Ro) • x =  Аы  +  Д м  X .

Finally, for l^ (x )  we have

11“ (X) \<  Да [Л(£,а)]2 +  (<70 -  1 ) { ^ р л а.аК ,о)] -H P>3,a (* ,« ) } .

So, using (4.3) and the inequality (see Lemma 3.1 (i))
XIp,2A x , oc) <

we obtain

I І іЧ х )  l <  2 [ f ^  • + E a lt  +  До]2] +  ^  • З Д  +  ■ X

=  2 ( f f i &  +  l ) - S a W + ( 4 £ o  +  i$ = $ ) - S 1(0) +  2B3 +  X % = £ - x ֊ A 44 +  B u x .  

Thus Lemma 4.1 is proved.

The main result of this paper is the following statement.

T heorem  4 .1 . The distribution Pa given by (1.1) satisfies the RR-conditions.

P roof. Observe first that the Conditions 1-3 are obviously satisfied. All the expressions 

on the right-hand side of the representations for the functions l%(x), introduced in 

Section 3, are finite and are continuous functions in а  6  Cl (see [5]). So, we have to 
verify only the Conditions 4 and 5.

P ro o f o f  C ondition  4: We look for a function M {x) to satisfy 11{J (x )  |<  M (x) for 

all a  6  ft and x  €  Supp PQ. To this end, denote 

Lo =  max{j4y}, 1 <  i  <  4, i < j <  4,

N 0 =  maх {Д ц , Д у }, 2  <  t <  4, i  <  j  <  4, M (x) =  L0 +  N0 x.

Then using Lemma 4.1 we obtain

I *o (x ) l<  M (x) fo r  all ռ  £  SI and i , j  =  1 ,...,4 .
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Besides, we have Яа [Л/(£)] <  Lo+ N q-Si (0) for all a  G П. Now we verify the condition 

(4.6) ^Ціп^ sup Ea [jtf(f) • 2M({)>w] =  0.

Observe first that for arbitrary N  >  0

■ SAf({)>w] =  Lq +  No- £?„[£ • 

where N  =  On the other hand, we have

=  l-9(o)] 5 3  (n  +  ъ)р П  ( 1 + (m +  6)") ~  Ц  (ո +  ծօ)*" ~
n > N  m=0 „ > N  4 '  n > N

which implies (4.6), and thus completes the proof of Condition 4.
P ro o f o f  C ondition  6 : Using the representations for functions 1% (x), given in the 

Section 3, we can write

/li(ft)  =  j iV a r a (£), I12(a) =  721(q) =  |С оиа [£,Ло,і(£.«)]>

Խ (ո ) =  Խ  («) =  - |С о и ц[£,Я (£,а)], Tu (a) = / 4і(а ) =  -^С оиа К ,Л К ,а)],

Խ { օ )  =  Ѵага [/іо,і(£,аО], І 2з(а) =  / 32(а) =  - р  Соѵа [/іо,і(£,а),Я(4,а)],

Խ (օ ) =  LaW ) =  -С оѵ а [ Ѵ і( ( ;а),Л (£,а)], Խ Լ*) =  Уага [Л(£,а)]

/зз(а) =  - Р 2 Ѵаг„[Я(£, а)], / 34(a) =  /« ( а )  =  р Соѵа [Н(£, а ) ,Л(£,а)].

Using the results from [5], we conclude that for sufficiently large n  the matrix /(a )  is 

positive definite, and so | / (a )  |>  0 for all a  €  12. The continuity of 1(a) on the set 
fi is obvious. Thus, the Condition 5 is fulfilled. Theorem 4.1 is proved.

As an immediate consequence of Theorems 2.1 and 4.1 we obtain the following result.

Corollary 4 .1 . Let X n =  ( X \ , . . . ,X n) be a random sample from the generalized 

Pareto-type distribution P„ given by (1.1) with unknown vector parameter a  =  (Ѳ,с,Ь,р), 

and let 2„  =  a (X n) be the MLE of a . Then for sufficiently large sample size n the 

statistic 3„ is asymptotically unbiased, weak consistence, asymptotically normal and 

asymptotically efficient point estimator for a , and for any к >  1 the kth moment of 

a„ converges to the kth moment of the limiting normal distribution as n - to o .
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