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Abstract. The main goal of this paper is to  obtain some bounds for the  normalized 
Laplacian energy of a  connected graph. The normalized Laplacian energy of the line 
and para-line graphs of a  graph are investigated. The relationship of the smallest and 
largest positive normalized Laplacian eigenvalues of graphs are also studied.
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We first recall some notions and definitions that will be used throughout the paper. 
Let G =  (V, E) be a simple graph with n  vertices and m  edges, and let A{G) denote 
its adjacency matrix. The eigenvalues of A(G) are called the eigenvalues of G and 
form the spectrum of G. Let L(G) =  D(G) — A(G) be the Laplacian matrix of the 
graph G, where D(G) =  [dy] is the diagonal matrix with entries the degree of vertices, 
that is, dn =  degiyi) and dy =  0 for t /  j .  The Laplacian eigenvalues of G are the 
eigenvalues of L[G).

Suppose {Ai, A2, . . . ,  A„} is the spectrum of G  such that Ai > A2 >  • • • >  A„. The 
energy E(G) of G is a graph invariant, which was introduced by Ivan Gutman (see 
[7, 8]), and is defined to be E(G ) — |Aj|. If 0 =  ц\ < թշ < • • • < Цп-і < Mn
are the Laplacian eigenvalues of G, then the quantity LE (G ) =  ]£”=i \(M -  2m /n| is 
called the Laplacian energy of G. If G is an r —regular graph, then E(G) =  LE(G) 
(see [9]). The normalized Laplacian matrix £(G) =  [£y] is defined as follows:

The eigenvalues of this matrix are called the normalized Laplacian eigenvalues of G, 
denoted by 0 =  <Уі(С?) <  6 2 (G) <  •• • <  6n(G). If G has exactly a distinct normalized 
Laplacian eigenvalues Տւ,6շ , . . . ,Տ տ and the multiplicity of Si is կ ,  1 <  t <  a, then we

1. I n t r o d u c t io n

^xi  ' /̂deg(w() deg(uj)
0 ,

1 , if i = j  and degG(«i) փ 0 

, if t  փ j  and Vi is adjacent to vj.

otherwise
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use the following compact form
f h Sa \

V *1 էշ t .  )  ’
for the normalized Laplacian spectrum of G. In a similar way as the classical notion 
of characteristic polynomial, the polynomial tp(G,6) = det(6In — 2(G)) *s called the 
normalized Laplacian characteristic polynomial of G, where Iu is the unit matrix of 
order n. The normalized Laplacian energy of G is defined as Et(G ) =  EJLil<5i(G) —1|. 
If G is an r —regular graph, then it is well-known that E(G) = rEi(G) (see [3] for 
details).

The line graph of a graph G, 1(G), is the graph whose vertices correspond to the 
edges of G, with two vertices of 1(G) being adjacent if and only if the corresponding 
edges of G have a common vertex. Define l°(G) =  G and lk(G) =  i(ffc—1(G)), к > 1. 
It is well-known that for an r —regular n —vertex graph G, f k(G) is a (2kr — 2k+1 +  
2 )—regular n П^Гц1 (2 ,֊1r  — 2* +  1)—vertex graph.

Following Yana et al. [10], a para-line graph G(G) of G is defined as a line graph of
the subdivision graph S(G), where S(G) is the graph obtained from G by inserting a
vertex to every edge of G. This graph is also called the clique-inserted graph. Suppose 
C°(G) =  G and Ck(G) =  C(Ck~1(G)) for к > 1 . Note that if G is an r-regular 
n —vertex graph, then Ck(G) is an r —regular graph with nrk vertices, where к > 0 . 
It is known that if G is connected, then 1(G) and S(G) are connected, too. For two 
graphs Gi and Շշ, G\ U Շշ is the disjoint union of G\ and G-չ. The join G\ +  Ga 
is the graph obtained from G\ U G2 by connecting all vertices from V(G \) with all 
vertices from V(G2). If Gi, G2, . . . ,G k  are graphs with mutually disjoint vertex sets,
we denote Gi +Ծշ֊\----- hG* by T,k=lGj. In the case where G\ =  Շշ = • • ■ =  G* =  G,
we denote T,k=1Gj by Gk.

The following results are crucial throughout this paper.

L em m a 1.1. (See [3]J. Let G be a graph of order n > 2 without isolated vertices. Then 
0 is a simple eigenvalue of£(G) if  and only ifG  is connected. Moreover, $Z"=i <5,-(G) =  
n  and JZILi $  = n  +  2R֊i(G), where R ֊i(G ) is the Randic index of G.

Lem m a 1 .2 . (See [1]J. Let G be an r —regular graph with n vertices and m edges. 
Suppose that the spectrum of G is r = X1 > Л2 > • • • > A„. Then the spectrum of 
1(G) is 2r 2 , A* +  r  — 2 for 2 < i < n  and —2 with multiplicity m  — n.

Lem m a 1.3. (See [10]/ Let G be an r —regular graph with n  vertices and m  edges. 
We also assume that the eigenvalues of G are r = ճ\ > ճշ > • ■ ■ >  Xn. Then
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the eigenvalues of the para-line graph C(G) are: 0 with multiplicity m  — n; —2 with 
multiplicity m —n, and simple eigenvalues r+2±VT^+4(A,+1)  ̂ where 1 <  » < n.

L e m m a  1 .4 .  (See [ 2 ] /  Let G\ be an n — regular graph on ո ւ  vertices and Շ շ  be an 
rշ - regular graph on ոշ vertices. Suppose 0 < <5i((?i) <  ••• <  Sn(Gi) <  2 are the 
normalized Laplacian eigenvalues of G\ and 0 <  Տ ղ ( Շ շ )  <  ■• ■ <  5n(Gշ )  <  2 are the 
normalized Laplacian eigenvalues of G2 . Then the normalized Laplacian eigenvalues 
of the join graph G\ +  Շշ can be computed as follows:

/  Q ryt+ riS^G i)  n i + r j f j  (Q 3) ՈՅ  _|_Hi  \
I П 3 + Г 1  Ո ւ + Г а  Ո յ + ո  П 1 + Г 2  I

\  1 2  <  i  <  « 1  2 <  i  <  Ոշ 1 J

Throughout this paper we use standard notation, taken mainly from the standard 
book of graph theory. Suppose G is a graph. The complement of G is denoted by G. 
K„ and K n denote the complete and empty graphs on n  vertices, respectively. The 
complete bipartite graph with a bipartition of sizes ni and ոշ is denoted by К„1<Пз.

2. T h e  m a in  r e s u l t s

In this section, some bounds on the normalized Laplacian energy of graphs are 
presented.

P ro p o sitio n  2.1. Let G be a simple connected graph with n  vertices. Then E((G) >

n|y>(G,l)|±.

P roof. By arithmetic-geometric inequality, we have
JL

=  >  ( П № - ч )
t=l \i=l /

I B 1 - * )
i=l

=  %>(<?, l ) | i .

where, ip(G,x) = Ո"=ւ(2  ՜  Equality in the above relation occurs if and only if 
Si =  Sj. This implies that all Si vanish. This contradicts the connectivity of G, and 
the result follows. □

P ro p o sitio n  2 .2 . Suppose G is a connected graph of order n. Then

where A  (G) is the maximal degree of vertices in G.
5



Proof. We have 6\ =  0, and hence Et(G) =  X / ՜  -4 =  1 +  X /  ^ ‘ ՜  Applying
t=l *=  ̂

the arithmetic—geometric inequality, we can write

( l > - n V  =  X > - n 2 +  £
^ = շ 1 <=շ « % .

M. HAK1MI-NEZHAAD, A. R- ASHRAFI

> 2R֊\(G ) — 1 +  (n — l)(n  — 2 ) j П

հհ=հԽ=պ

-  2Я _,(0 ֊ 1 + 2 ( " ; 1) ( П № ֊ 1 )І<П՜ 1’) '

.  ւ ^ օ ւ - ւ + շ ^ 1) ^ » - ! ) ) *

=  2R - L(G) - 1  +  շ ( "  ՜  -1  ( Ц №  -  l ) j

=  2Я_!«?) - 1  +  2  ( ո ~  ^  Я-Ѵ<р(с, I)2.

By [3, Theorem 2], we have R ֊i(G ) > շ^խ յ,  and therefore

&<Q) > 1 +  ^ - ւ  +  ^ ՞ շ 1) ՜ ՜ ^ 5 ^ -

This completes the proof. □

P roposition  2.3. Let G be an r—regular, r > 2 ,  graph with n  vertices. Then,

m m  < ֊  ( — ^ + «(r  -  շ)) •

Proof. It is well-known that the line graph of G is (2r — 2)—regular, and by Lemma 
1.2, the non-zero Laplacian eigenvalues are 2r — 2 — (-2 ) =  2r with multiplicity 
m - n  and 2r — 2 — (Aj +  r  -  2) =  r  — Aj =  Ці , 2 < i < n. By [4], the normalized 
Laplacian eigenvalues of г -regular graphs are equal to Si = where 1 < i < n. 
So, the normalized eigenvalues of 1(G) are 0, with multiplicity m  — n  and 5 ^ 5 1

6
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2 < t < n. So, we can write
Ո m—n

т а »  =  E i^ 2 ֊ m + E i— i - ч  
»=1 1=1

=  2 7 Г 2  ( X ^ i # i i ֊ 2 r + 2 i + n ( r ՜ 2 )

<  — ( е і « - г і + Е і г - 2 і + п (г - 2 ) ^

To complete the proof, it remains to observe that Ei(l(G)) փ _1 +  n (r  _

2)). Indeed, otherwise we would have \щ — (2r -  2)| =  \ці — r | +  |r  — 2|, which is

C orollary  2.1. Let G be an r-regvlar graph, r > 2 ,  with n  vertices. Then E(l(G)) < 
E{G) + 2n (r -  2).

P roof. The result follows from Proposition 2.3 and the well-known equalities E(l(G)) = 

(2r  -  2 )Et(l(G)) E(G) = LE{G).

P ro p o sitio n  2.4. Let G be an r—regular graph of order n. Then Et{C{G)) > 2.

P roof. By Lemma 1.3, C[G) is an r-regular graph, hence the non-zero Laplacian 
eigenvalues of C(G) are r  with multiplicity n r̂2՜ 2̂ ՛ , r + 2 with multiplicity

By [4], the normalized Laplacian eigenvalues of r —regular graphs are equal to 
Si = ІІМ, where 1 <  i < n, and so the normalized eigenvalues of C(G) axe given by

Hence, by the definition of normalized Laplacian energy and triangle inequality we 
have

impossible. □

r - Г-

Ո

Ee(C(G)) =  1 +  ^ |
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To complete the proof, we must show that Ei(C{G)) փ 2- Indeed, in other case,

2 - r 2 — r  +  y'V2 +  4(Aj 4- 1) 2 - r  -  y/r2 +  4(Aj +  1)
r 2r T 2 r

So, both 2~Г+Ѵ̂Г0~И(А‘ — and 2- ' - y ' ra+4(A‘±i2 have the same signs, which is impossible, * 2r  2r
and the result follows. ^

C orollary 2.2. Let G be an r —regular n—vertex graph. Then E(C(G)) > 2r.

P roposition  2.6. Suppose G j’s are r —regular graphs with n  veiiices. Then 
к fc-l 

Et  (  £  Gi )  =  n ( l b - l )  +  r  [rEt{Gk) +  (n(k ՜ 2) + r)E t (  G j)  + Հ ո  "  r)J '

P roof. By Lemma 1.4, the normalized Laplacian eigenvalues of G = Gj are as 
follows:

/  ո n(k-l)+ rS< {G k) ո + r 'td G ')  Н к ~ У -
I U n (fc -l)+ r n + r ' n ( * - l ) + r
\  1 2 < t < n 2 < t <  n(k — 1) 1

where, r' = n(k — 2 ) +  г is the degree of graph G' =  Y ljZ l Gj- Hence, we can write

) ■

Ee(G) = l  +  £  
i=2

n(k  — 1) +  rSi(Gk)
n(*-l)

. V n  +  r '6ՀՇ')
n(k — l)  +  r i=2 n  + r*

n(k - 1) +  n _  г
n(k — 1) +  r n + r' 

r r '
n ( * - l )  +  r ^ - 1> +  n  +  r '  

n(k — 1) n
+  „  .x +

n(k  -  1) +  V 
which completes the proof.

n(k  — 1) +  г n  +  r '

— г — н к а д + " ! * - ? ! t r a ( g )  +  * " - r)n(k — 1) +  г n{k — 1) + r ՛

C orollary 2.3. Let G be an r—regular graph with n vertices. Then,

Et{Gk) =  n № - l ) + r  H <(G) +  (n(fc "  2) +  r ) m k  ~ 1)G) + 2{n "  r)] •
n

Since K n = У ^ К і and КПі>П2 =  K ni + K n,, by Proposition 2.7 and Corollary 
i=l

2.8, we have Et {Kn) = Ег(КП}П) =  2.
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P ro p o sitio n  2.6. Let G be a connected graph with the smallest and the largest 
positive normalized Laplacian eigenvalues <5շ and Sn, respectively. Then

a) 6n -  62 > ^ r r \ / ( n  — l)(n +  2i?_i(G)) — n2,

b )  \pfc + ո հ / ( ո ՜ 1 ) ( ո  +  2 ^ - 1 ( ® ) ) -

P roof. We may assume that n  > 3. Recall the Ozekis inequaUty (see [6]), stating 
that if ai and bi, 1 < t < n, are nonnegative real numbers, then

ai ] £  b* ~  ( £  ̂ ծ<)  ֊  ~  m im 2)2>
»=1 »=1 i=l

where Mi =  m ax i<i<„a>i М 2  =  muxi<i<nbi, m i = ттпі<і<„сц and ուշ =  աւու<<<„ծյ. 
An application of Ozekis inequality with £ц =  1 and b{ = Si, 2 < i < n, yields

(n -  1) £  <5? -  ( f )  Si)2 < (ճո -  ճշ)2.
1 = 2  t= 2

In view of Lemma 1.1, it is easy to see that

S „ - S 2 > —  ^ ( n  ֊  l )(n +  2R-\{G )) -  n 2,

yielding the assertion a).
To prove the assertion b), we recall the Polya-Szego inequality (see [6 ]), stating 

that if aj, bi, Mi, пи, 1 < i <  n, are as in part a), then we have

Applying the last inequality with a< =  1 and bi =  Si, 2 < t <  n, we get

Therefore,

This completes the proof of the assertion b). □
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A bstract.1 In this paper wc study some estim ates of norms in variable exponent Lebesguo 
spaces for singular intogral operators th a t are imaginary powers of the  Laplace operator in 
Rn . Using the Mcllin transform argument, from these estim ates we obtain the boundedness 
for a  family of m aximal operators in variable exponent Lobesguc spaces, which arc cloecly 
related to  the  (weak) solution of the wave equation.

M SC2010 num bers: 42B25, 42B20, 46E30, 44A10, 42B10, 35L05.
Keyw ords: spherical maximal function; variable Lebesgue spaces; boundedness result; 
Laplace operator; Mellin transform; wave equation; initial-value problem; propagation.

1. I n t r o d u c t io n

In the recent paper [8] we studied the boundedness of Stein’s spherical maximal 
function M in variable exponent Lebesgue spaces. The proof is based on the Rubio 
De Francia extrapolation method and one of the corresponding results in weighted 
Lebesgue spaces. The Stein’s spherical maximal functions are closely related to the 
solution of the wave equation in R3. In order to  study the wave equation in R" , n  > 3 
we need to consider the more general spherical maximal function M 4, a  =  ([15]).
To investigate such operators we use a new approach based on a Mellin transform 
argument used for the first time by Cowling and Mauceri in [1], which reduces the 
problem to that one to find sharp estimates for norms of imaginary power of the 
Laplace operator.

1T he research of the second and th ird  authors was partly  supported by Shota Rustaveli National
Science Foundation grants no.13/06 (Geometry of function spaces, interpolation and embedding
theorems) and 31/48 (Operators in some function spaces and their applications in Fburier Analysis). 
Tho research of the  second author was partly  supported by grant no. P201-13-14743S of th e  Grant
Agency of tho Czech Republic and RVO: 67985840.
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Let y(R") be the set of all measurable functions .p : Rn -* [1.°°]. which will 
be called variable exponents. Set p~ =  essinfxeR»p(:r) and p+ =  esssupxeR..p(x). If 
p+ <  oo, then the variable exponent p is bounded. For p 6  7(Rn), let p € T(R ) be 
defined through =  1> where wc adopt the convention — =  0 .

Ebr p 6  y(Rn), let R£, be the set where p =  +oo. The symbol Lp( )(Rn) denotes 
the set of measurable functions real or complex valued /  on R" such that for some

This set becomes a Banach function space when equipped with the norm

11/ 11* . ,=  inf { a > 0 : Pp{.) ( Q  <  l } .

Let B(x,  r) denote the open ball in R” of radius r and center as. By \B(x, r) | we denote 
the n —dimensional Lebesgue measure of D(x,r).  The Ilardy-Littlewood maximal 
operator M  is defined on locally integrable functions /  on R" by the formula

M f ( x )  = sup } [  \f(v)\dy-
r> 0  \ B [X ,r ) \  J B (x ,r )

Define the Spherical Maximal operator M by

A. FIORENZA, Л. GOGAT1SHV1LI, T. KOPAUANI

M/(as) := sup \թէ * /(as) I =  sup 
t> o  t>o

I -  ty)d/it(y)
* {v€Rn:M=l}/{»6R":|«|=1}

where fit denotes the normalized surface measure on the sphere of center 0 and 
radius t in Rn. The Hardy-Littlewood maximal operator M, which involves averaging 
over balls, is clearly related to the spherical maximal operator, which averages over 
spheres. Indeed, by using polar coordinates, one easily verifies the pointwise inequality 
M f ( x )  < M f (x )  for any (continuous) function.

A function p : Rn —► (0, oo) is said to be locally log-Holder continuous on Rn if 
there exists сi >  0 such that

b(« ) -  pM I <  a  to 8 (e+ ^  _  t | )

for all X, у € R” , \x — y\ < 1/2. Moreover, p(-) satisfies the log-Holder decay condition 
if there exist p ^  6  (0 , oo) and a constant շշ >  0 such that

b ( z )  -  Pool <  օ շ -  1log(e +  |as|)
for all a; € Rn. We say that p(-) is globally log-Holder continuous on Rn if it is 
locally log-Holder continuous and satisfies the log-Holder decay condition. We write 
p (') £ y lng(Rn) if p(-) € [P(Rn) and is globally log-Holder continuous on R" If

12
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p(-) € T(Rn) with p+ <  oo, then p(-) 6  3>!og(R") if and only ifp  is globally log-Holder 
continuous on Rn. If p € :Plog(iRn) and p~ > 1, then the classical boundedness theorem 
for the Ilardy-Littlewood maximal operator can be extended to (see [4, 5, 2J). For 
more information on variable Lebesgue spaces, log-Holder continuity conditions and 
their relationship with the boundedness of the Hardy-Littlewood maximal operator, 
son the monographs [3, 7|. If n  >  3, p 6  ? log(Rn) and <  p~ <  p+ <  p ֊ (n — 1), 
then the boundedness theorem for the spherical maximal function M in was 
proved in [8 |.

Wc denote by ®(R” ) the class of all measurable functions p : R" -» (0,oo) for 
which the Hardy-Littlewood maximal operator is bounded on Ս^՚Հ

Throughout the paper, we denote by с, C, Ci, C\, 03, Շդ, etc. positive constant 
which is independent of the main parameters but which may vary from line to line.

2. I m aginary  p o w e r  o f  La p l a c e  o p e r a t o r  in v a r ia ble  L eb e sg u e  spaces

Let S(Rn) denote the Schwartz space consisting of sufficiently smooth functions 
that are rapidly decreasing at infinity. Let A be the standard Laplace operator in Rn, 
given by

л = Е ^
1

If -

№  = [  e2”* t f (x)dx,
J я»

then

( - A / ) л (0  =  |2 < |2/ ( 0 ,  /  e  5(R").

Starting from this relation, it is natural to define Д ^ 2 for any complex exponent 0  
by

((_ Д)^ ) Л(0  =  (2 ,r|fl)* /(0 , /  6 S(Rn).

In particular, for each 0 <  a  < n, the operator

/ 0 : / ^ ( ֊ Д ) ֊ “/ 2/  

is known as the Riesz potential. Here Ia may be expressed as

Taf = K a * f

where K a {x) =  7r~r*/22 ~°T /Г  (^ ) |x|~n+a, the symbol Г denoting the standard 
gamma function, and therefore (see [16] p. 117 and [6 , 3]) Ia is an integral operator.

13



In tliis paper we consider the operator 7է-ս, и £ R\-(0}, given by 

I iuf  = K iu* f , /  6  S(R"),

which makes sense via

( W )A( 0  =  (2*1£ |) - * / ( 0 . /  6  ^ (Rn)-

that is Լ u =  (—Д) , an imaginary power of —A. This operator was studied by 
Muckenhlioupt [14] in 19G0 and used by Cowling and Mauceri [1] in 1978 to prove 
E.M. Stein's theorem on the spherical maximal function [15].

Note that |£ ( f ) | =  |(2тг|£|)-<и| =  1, so that by Plancherel’s theorem we have in 
/,2(Rn)

(2 -1) | |W | |a =  Ц/ІІ2-

By using further properties of the kernel KiU) particularly the fact that it is locally 
integrable away from the origin and satisfies

< C (1 + М Г /2| * Г

and
|Ѵ/Гіи(*)| < C (1 +  M ) " '3* 1! * ] - " ՜1 

for X փ 0 (see [1] and [10]), one may observe that Լ ս also extends to a bounded 
operator on L%,(Rn). By w we mean a weight, i.e. a nonnegative, locally integrable 
function on R“. When 1 < p < oo, we say w € Ap if for every ball В

І С < °° •
By APiW we denote the infimum over the constants on the right-hand side of the last 
inequality.

T heorem  2.1 ([10]). Let be 1 < p < oo and w 6  Ap. For each 6 6  (0,1) and 
u € R\{0}, the following weighted estimate holds wenhever w e  Ap, 1 < p < oo :

(2-2) 1Աս/ | Ա < ^ ( 1  +  խ|)”/ շ^ | | / | Ա ,  /  6  L£,(Rn).

Our extension of this theorem in the variable Lebesgue spaces setting is the 
following statement.

T heorem  2 .2 . Let be p(-) 6  B(R’1). Then for all 6 6  (0,1) there exists a constant С  
such that, for a l l u €  R\{0}

(2-3) IIW IU .) < C(1 +  M r / ^ l l / i u . , ,  /  6  £* )(;R").

14
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To prove this Theorem we need the extrapolation theorem for variable Lebesgue 
spaces. By Մ we will denote a family of ordered pairs of non-negative, measurable 
functions (/,<7). We say that an inequality

(2.4) f f {x)Pow(x)dx < c f  g{x)pavj{x)dxt (0 < po <  00)
Jk ՝՝ J  R"

holds for any (/, g) 6  Э7 and w e  Д , (for some q, 1 <  q < 00) if it holds for any pair 
in Մ such that the left-hand side is finite, and the constant С  depends only on po and 
on the constant А,,ш.

T heorem  2.3. (|7, Theorem 7.2.1, page 214], sec oho [6 , Theorem 4.26, page 87], 
[3, Chap. 5]). Given a family СГ, assume that (2.4) holds for some 1 <  po <  00 , for 
every weight w € and for all ( /, g) e  J .  Let exponent p(-) be such that then  exists 
1 <  pi < p_, with (p(-)/Pi)' 6  ®(R’*). Then

11/ IU 0 <

for all (f , g ) e  'J such that f  € V>U(Rn).

P ro o f  of T heorem  2.2. Using Theorem 2.3, estimate (2.2) and the fact that if 
p ()  e  ®(Rn) then (p( ) /p i) ' € 3 (R n) for some 1 <  pi < p_, (see [7, Theorem 5.7.2, 
page 181]) we obtain (2.3). □

C orollary  2.1. Let = կ ր  +  for some 0 <  Ѳ <  1 and p(-) e  3 (R n). Then 
for all 0 <  S < 1 there exists a constant С  such that, for all и e  R \{0 }

(2.5) ||iiu/ | |p(.) <  C{ 1 +  \u\)en/*+es\ \ f U b  f  6 L*>(R").

P roof. By using the complex interpolation theorem for variable exponent Lebesgue 
spaces (see [7, Theorem.1.2, page 215] ), we have Rn =  [L2(Rn, L^^(R n]g. 
Therefore, p(-) 6  ®(Rn) and

Ь о ч ^ с ,  < С (1 +  М )вп/2+9г.

□

3. T h e  sph e r ic a l  m axim al  f u n c t io n

For a  >  0, let ma (x) =  (1 — | і |2)а ֊ 1/Г (а), where | i |  <  1, and uia(x) =  0 if 
| i |  >  1. With m a,t[x) = m a(x/t )t~n, t > 0, we define spherical means of (complex) 
order R ea  >  0, by

M f/f r )  =  (™a,t * f){x).



A. FIORENZA, A. GOGAT1SHV1LI, T . KOPALIANI

Note that the Fourier transform of ma is given by

m„(() =  7r-a+ 1|^ |-" / 2-a+ i</n/2+a_i(27r|^|).

The definition of can be extended to the region Re a  <  0 by the analytic 
continuation. Indeed for complex a  in general we can define the operator M f by

Note that for a  =  0 we have M af(x)  = cMf(x)  for an appropriate constant c.

Theorem  3.1 (E.M. Stein [15]). The inequality ||Ma/ | | p <  A>,a | | / | |p holds in the
folloiuing circumstances:

(a) if  1 < p < 2, when a  > 1 — n 4- n/p,
(b) if  2 <  p < oo, when a  > ( l /p )(2  — n).

Note that for a  in Steins’s theorem we have the restriction 1 — n /2  <  a  <  1 and, 
moreover, we have

a) if а  =  0, then n > 3, p > jjr j ,
b) If 0 < a < 1 then n > 2, < p  <  oo,
c) Մ 1 -  n /2  < a  < 0 then n  > 3, п_"+а < p <
In this section we study boundedness properties of the Stein’s spherical maximal 

operator MQ on the variable exponent Lebesgue spaces. Our main result is following

T heorem  3.2. Let 1 -  n /2  < a < 1 and let p(-) := 6  B(R") for some
0 < 0 < 1— Then the spherical maximal operator Ma is bounded onZ/^^fR”).

Proof. Let .Fq(A) =  7г֊а+ 1А֊п/2֊а+ Ѵп/ 2+в_ і(2я-А), A >  0, where J„ denotes the 
Bessel function of order u. Then we have

(ЛГ“/ ) Л(0  =  Fa( t \ t \ ) №

Let -F*(A) =  Fa (X) — ^ а (0 )е~л , so that F*(0) =  0. Using the Mellin transform we

that is, F* is the Mellin transform of Aa(u) (for the Mellin transform see [9]). By the 
Fourier Inversion Theorem, this holds if and only if

1 Г°°

(3.1) Maf(x)  = sup |Mt“ /(x )|.

have



For /  6  §(Я") we have

m f  * f{x)  = (m f( 0  • т П х )  = (F«(*|f|) • № Г ( х )

=  ( ( ^ « i f D + ^ w e - i ^ )  - т У ( х ) .

and

( К Ш )  ■ / ( 0 )V(x) =  ( Հ  A a M tK Г * * / ® )  V (*)

=  ^ A ,(u ) t* ( |£ |< “f t O ) V (*)<*«

= Լ ճ 0 (ս)է™{2*)֊*« ((2тг|?|)<“/ ( 0 ) Ѵ (x)du

=  /  A ^ ) * <u(2* r <uW (*)<fo-
J R

Since |(27ք)՜<ս<<ս| — 1, by using Minkovski’s inequality and Corollary 2.1, we obtain

ESTIMATES FOR IMAGINARY POWERS OF THE LAPLACE OPERATOR ...

и к т )  • л о т и * . )  =  II
p(-)

< [  М а (и)(2тг)֊2Ч -Л и/ ( г )||р(^ и 
J r

< [  \Aq (u) IИ/<„/(•) ||p{.)rf«
J  R

< C  [  |ճ«(ս)|(1 +  Ix x D ^ ^ d u ll/llp j.) .
J  R

Using the following expression for Aa (u) (see [11])

> -iuГ (а +  n /2  — 1/2)Г(— ̂ ) ____________________________
47Г1/ 2 [ r ( a  +  n /2  +  iu /2 ) Г (а  +  п/2)

we have -Aa (u) =  О ((1 +  |y |) -“ - n/ 2) . Finally we get

І І Т О К І) • Ш № 1 1 р ( .)  < C  [ ( l  +  |ս |) ֊“֊ ”/ շ (ւ +  Ы )9п/2+9г< Ч / | |р(.)
J  R

= C  f  (1 +  |u |)_° _n/2+en/2+<’,fdu||/||p(.)
J R

If we take 6 very small, such that - a  — n /2  +  &n/2 -f Ѳ8 <  —1, we obtain that

[  (1 +  |u |) -“ - " /2+en/2+wdu <  00 
J r

and therefore

(3.2) m m )  • <  с ц /ւս .) .
17



It is known that (see [16, p. 61]).

I (я ,(о )е - '« і’ • m ) v (*) < о д  * i/i)(*).

where Pt is the Poisson kernel. Since (see [16, Theorem 1, p.62])

sup jPt * |/|(a:) < c.Mf(x), 
t> о

where M  is the Ilardy-Littlewood maximal function, using the assumption p(-) 6  

B(Rn), the identity = ^  + 1111(1 the complex interpolation method

^ ( R ’‘) =  [L2(Rn),L ? t)(Rn)]e>

we obtain that p(-) e  B(Rn), and therefore

~  ' v  <  o w n * . )  <  c \ \ f \ \ v {.y

Л. FIORiiNZA, A. GOGATISHVILI, Т. KOPALIANI

(3.3) (FQ(0)e֊i‘«ia - / ( o ) v (x)
?(•)

Using (3.2) and (3.3) we get

As a conscquence, we can get another boundedness result for Ma in the variable 
Lebesgue spaces. We need the following

Lem m a 3.1. L e t p e  7 loR(R”). I f  1 -  n /2  <  a  < 1 and n_"+a < p_ <  p+ < յք է , 
then there are exist Ѳ, 0 < Ѳ < 1 ֊ £  +  £<* and variable exponent p(-) 6  CPIoe(R"), 
such that we have

(3.4) 1

P( 0
1 - 0  Ѳ 

2 + p(.)'

P roof. We need to find Ѳ such that O < 0 < l - | + | a  and exponent p(-) e  y Iog(Rn) 
such that (3.4) holds. We have

1  a  1 1 , 1 a--------< inf — r <  sup г < 1 --------1- —.
Ո n *eRn p(x) xeR-pfx) Ո n

Let =  5 +  r[x). It is easy to see that

(3.5) ~  ~  ~  ~  r  < inf r{x) < sup r(x)ո n  2 *eR" '  x€r~ w  2 n n

Equation (3.4) is equivalent to
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i  +  6 < եմ r(x) <  sup r(x) < i - -  +  ֊ - ( 5 .  
Հ  x 6 8 n x€R" Հ Ո Ո

Using (3.5) we may take a  small 6 > 0 such that 
1 a
ո ո  ճ *ев» x6Rn

Then for 0, 0 <  Ѳ <  1 — £ +  £ a , 0 = 1 —^ +  — 9q, 0q > 0 we have

ւ < J - . * + * - *і - і  + г а _ Ѳо
1  -  2  -  5 + 6
" ,  " 2 ----— < illf —rp- S  SUP

1 -  I: +  « “  -  0 "хек-
and taking 0o < 25 we get 

(3.7)

FVom (3.6) and (3.7) it follows

1 . . r(x) r(x)- -  <  inf -֊-Հ < sup w
2 xeR" 0 x6Rn 0

1
< 2 -

„ . , 1 ^  1
0 < rnf T  ^  SUP =TT < !•

J=eR" p[x) xGRn p(z)
Finally, it is not hard to prove that p(-) e  Tlog(R"). Indeed we may use the simple 
equality

1 1
=  0

1

P(*)
1

p(v)
1

p(z)
1

p(y)

R em ark  3.1. եւ fact in Lemma 3.1 we use only the simple fact that if p  e  3>u>g(Rn) 
then also p(-) 6  CPIo8(Rn). For applications we need to consider such classes of 
exponents with this property, because they make the Hardy-Littlewood maximal
function bounded on variable exponent Lebesgue spaces. In general the class of
variable exponents 3 (R \  for which the Hardy-Littlewood maximal function are bounded 
on variable exponent Lebesgue spaces have not such property (see [13] and the 
digression in [3, Chap. 4]). The opposite statement by interpolation theorem is always 
true, that is if p(-) € B(Rn), then p  € E(Rn). For example (see [7, Remark 4.3.10, 
page 114]), it is possible to replace the log-Holder decay condition by the weaker 
condition 1 € LJ(')(R") with

1 _ 1 ______ լ
s(x) ՜  p(x) Poo

C orollary  3.1. Let n  >  3, 1 — n /2  < a  < 1. , p(-) 6  T,og(R”) and < p_ <
p+ < ֊ յ .  Then spherical maximal functions M ° яге bounded on Lp( >(Rn).

P roof. Using Lemma 3.1 and the complex interpolation method for variable exponent 
Lebesgue spaces, from Theorem 3.2 we deduce the desired result. □

T heorem  3.3. Let n > 2 andp(-) € !P,os(Rn) with ,,_"+a < p~ <p+ < p_ , 0 <  
a  < 1. Then the spherical maximal operator Ma is bounded on Lp^ ( R n).
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Proof. Fix 7  such that 1 <  7  <  and P + 7  < Define the variable

exponent . _ р(д)п7
՜~  p_(n — 1 +  a ) '

It is clear that p 6  5>log(Rn),
Ո7  n  , __________ P + n ~i ,  n

p- = n - l  +  a > n ֊ l  +  a  “  P + ~ p _ ( n - l + « )  n - a *

By Lemma 3.1 there exists Ѳ, 0 <  Ѳ < l - ֊ + | o  and » variable exponent p 6  У|о8 (Кп),
such that

1 _  1 ֊ ѳ  +  _e_ 
p ( . ) “  2 + p(-)՜

Therefore, by the complex interpolation theorem for variable exponent Lebesgue 
spaces, we have

LP(')(Rn =  [L2(Rn, b*>(Rn)]*.

From Theorem 3.2 we deduce that the spherical maximal functions M“ are bounded 
on (Rn). By the complcx interpolation method for variable exponent Lebesgue 
spaces, we have

[L°°(Rn), L ^ (R ")]e  =  L*>(RB) 

for Ѳ =  p 6  (̂ > !)• FinaUy, by using the fact that if 0 < ft <  1 the spherical
maximal functions M " are bounded on L°°(R” ), we obtain that the spherical maximal 
functions M“ are bounded on L^^(R n). □

Taking a  =  0 in Theorem 3.3, we get the following result.

C orollary 3.2. Let n > 3, p(-) € :Plog(Rn) and ^  < p_ < p+ < p_(n  -  1). Then 
the spherical maximal function M is bounded on £p(-)(Rn).

4 . A n  a p p l ic a t io n

Spherical averages often make their appearance as solutions of certain partial 
dilTereulial equations. We sLale iwo corollaries, whose proofe are immediate consequeuces 
of the boundedness of M“ in the variable exponent Lebesgue spaces and of (3.1).

a) Let q =  — . For an appropriate constant Cn, we have that u(x, t) = CntMf(x), 
where и is the solutiou of the wave equation

d^U
-QP (x,t) = A x(u)(z,t),  

u(x, 0) =  0 ,

A. FIORENZA, A. GOGAT1SHVILI, T. KOPALIAN'I
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(see [16], page 519).

C orollary  4.1. L e t n >  3 andp(-) e  3’lo*(Rn). I f < p_ < p+ < then for the 
weak solution u =  u(x, t) of the wave equation with the initial data in f  e  /^ ^ (R ” ), 
we have the following a priori estimate:

K = M )|(4.1) sup • <  C II /lU o ,
p(-)t> 0  t

where С depends only on p(-) and limt_»o =  /(x ) a.e. x  6  R".

The estimate (4.1) tells that the integrability property of the initial velocity of 
propagation of a wave is preserved in the solution, under an assumption of regularity 
of the exponent, expressed in terms of a logarithmic Dini-type condition. Tn some 
sense (which is made precise by such logarithmic Dini-type condition), in the places 
where the initial velocity does not blow up (in the sense of the boundedness of the 
norm in a Lebesgue space which may vary poinwise), also the wave does not. For a 
more detailed digression, see [8].

b) Let a  =  For an appropriate constant c„, the spherical average u(x, t) = 
(x) solves Darboux’s equation (see [12])

д2и ,  2 дм. . . / \ /
W (*,t) + =  Д*(«)0М)>

u (x ,0 ) =  /(x ),

^ ( x , f )  =  0 .

C orollary  4.2. L e t n >  3 andp(-) 6  y lo8(Rn). I f  ̂  <  p_ < p+ < then for the 
weak solution и  =  u(x, t) of the Darboux’s equation with the initial data f  € Z/P^(Rn) 
we have the following a priori estimate:

| | s u p u ( x ,* ) | | r f . )  <  Շ \ \ ք կ . հ

where С  depends only on p(-) and limt_»0 |w(x, t)\t =  /(x )  a.e. x  € Rn .
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А н н о т а ц и я .  Обобщаются результаты ІЪрдинга, Ларсона, Каттабрига, Ро
дино, Кп-мио о корректности задачи Коши для N  - гиперболических урав
нений. Доказывается, что в общем случае, когда вектор N  =  ( N i , ..., N„) не 
совпадает с вектором (1,0, ...,0) для корректности задачи К оти  необходимо 
па самом деле более сильное условие, которое мы называем гиперболично
стью с весом. Рассматриваются свойства гиперболических многочленов с 
определенным весом.

M SC2010 num bers: 12Е10.
К лю чевы е слова: гиперболический оиератор; гиперболический многочлен с ве
сом; мультианизотропное пространство Жевре; вполне правильный многогран
ник Ньютона֊

1. В в е д е н и е . П о с т а н о в к а  з а д а ч и

Пусть Е п и Я"- ո-мерные вещественные пространства точек х  = ( х \ , х п) и 
Հ =  (£і. —>Հո) соответственно, С" =  Rn xiRJl, R n՛ 0 =  {£ е  R n : Հյ > 0 , j  =
No -  множество исотріщатсльпых целых чисел, Nff = No х ... х ЛГ0-множество 
ո-мерных мультииндексов. Для Հ € Я” , х е  Е п и a  е  Nfi положим |£| =  

I а  I =  ՕՈ+...+0», Հ° =  D“ = где Dj  =  д /Ѳ ^
либо Dj = \ .d /d x j  (j  = 1, ...n).

Для набора точек К =  {а1, ..., aM}, ak 6 Rn‘0 (fc =  1 , M)  наименьший вы
пуклый многогранник 3?(H) в R n՝°,  содержащий все точки набора N называется 
многогранником Н ью тона набора N (см [ 1] или [2]).

Многогранник 3? с вершинами из Я " ՛0 называется полным, если 3? имеет вер
шину в начале координат и дополнительную верпгину на каждой оси координат 
Я"՛ Полный многогранник 3? называется вполне правильны м , если (единич
ные) внешние нормали всех (п — 1)—мерных некоординатных граней 31? (множе
ство которых обозначим через Л(3R))имеют положительные координаты.
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Для линейного дифференциального оператора с постоянными коэффициента
ми P(D)  =  ^ 7aZ)“ , где сумма распространяется по конечному набору мультиин

дексов (Р) = { а  е  Аго : 7о փ 0} , через Բ{Հ) =  £7ա£“ обозначим характеристиче

ский многочлен (полный символ) отвечающий этому оператору, через т  = т(Р)  
обозначим его порядок, а через Рт его главную ( т —однородную) часть и пред
ставим многочлен Р в виде суммы j —однородных многочленов (j = 1,..., т )

(1.1) р ( €  = ' £ рл о  = Е Е ъ е а -
а  3=0 |a |= j

Пусть N  = (N i,...,N n) 6 Е п, П ы -  полупространство, заданное неравенством 
(х, N)  > 0, / — заданная функция с носителем suppf С Пдг- Задача Коппі для 
оператора P(D)  в Пдг с однородными начальными данными состоит в нахожде
нии решения уравнения P(D)u = f  в Е* такого,что вирри С ііц- 

Ниже будем полагать, что N — единичный вектор.

О пределение 1.1. Оператор P(D) (многочлен Р(£)) называется гиперболи
ческим (по Гардингу) относительно вектора N  €  2?” , если Pm (N) փ 0 и для 
некоторого вещественного ть Р(£ 4- i rN)  փ 0 для всех Հ € R n u t  < tq.

Зам ечание 1.1. Легко убедится, что если для вектора N  6 Е п и многочлена 
Р (0  Pm(N) փ 0, то существует вещественное число է  такое, что Բ(Հ +  
i rN)  փ 0 для всех (Հ, г) € R n+1 и т < С7(|£| +  1).

Е с л и  N  =  (1,0,..., 0) часто бывает удобно рассматривать (n -I-1)—мерное про
странство Е п+1 (и л и  Дп+1) и  выделить одну из переменных, которую обычно 
обозначают через է, а группу переменных через (t , x ) =  ( t ,x і , . . . , хп). Чтобы из
ложить некоторые известные результаты, непосредственно связанные с настоя
щей работой, мы поступим следующим образом: будем временно считать, что 
N  =  ,0) 6 ,ЕП+1 и вместо P[D) запишем P(Di ։ Dx), а вместо Բ(Հ) соот
ветственно Р(Х, {), где A G С, Հ € Я” . Оператор

(1.2) P(Du Dx) = D r +  £
И

с постоянными коэффициентами называется слабо гиперболическим  относи
тельно է, или, что то же, относительно (п +  1)-мерного вектора N  =  ( 1 , 0 , 0 ) ,  
если для любого вещественного Հ 6 Л" корни по Л многочлена

- P m M  =  Am +  £  7, . і Г А '
|i/|+j=mjf4n»
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О ГИ П ЕРБО ЛИ ЧЕСКИ Х  М НОГОЧЛЕНАХ С ВЕСОМ

вещественны. При этом, если корни по Л многочлена Рт (А,£) при { е  Я" про
стые, то оператор называется строго гиперболическим или гиперболиче
ским по Петровскому.

Изучение задачи Копти для общих гиперболических и, в частности, слабо ги
перболических уравнений началось с работы Е. Е. Леви [3], где рассматривал
ся двумерный случай. В 1951 году Л. Гордингом было введено понятие общего 
гиперболического оператора (уравнения, многочлена), обобщающее понятие ги
перболичности по Петровскому (см. [4j, [5] или [6, определение 12.3.3]). Было 
доказано, что условие гиперболичности (и тем самым условие слабой гипербо
личности) необходимо для того, чтобы нехарактеристическая задача Коши имела 
решение в классе распределений D'(En) Л. Шварца (см., например, [7], [8] или 
[6, теорема 12.3.1 ]).

Нахождение наиболее широких функциональных пространств, где задача Ко
ши для слабо гиперболического оператора поставлена корректно, привело к клас
сам Жевре (см. [9]). Эти классы являются промежуточными между классами 
бесконечно дифференцируемых и вещественно - аналитических функций. Одна
ко, если условие строгой гиперболичности является достаточным для коррект
ности постановки задачи Коши в С°°, эта. задача вообще говоря перестаёт быть 
корректно поставленной для слабо гиперболических уравнений, в чём легко убе
дится на примере оператора теплопроводности, для которого задача Коши по
ставлена корректно в классе Жевре G* при s < 2, но поставлена некорректно 
в G* при s >  2 или в С°° (см., например, [6, пункт 4.2] ). При этом G *(ft)- 
это множество функций и 6 С°°(Г1) таких, что для каждого компакта К С О. 
существует постоянная С = С (К, U) > 0 такая, что

sup |Dau (i) | <  С ՝0І+1(о:!)*, а  €  N q . 
хек

Для слабо гиперболических уравнений с постоянными коэффициентами кри
терии корректности задачи Копти получены н работах Леии, Гординга, Лакса, 
Свенссона и других (см., например. [3], [10] - [13]).

Слабо гиперболический оператор P(Dt ,D x) называется s-гиперболическим 
(1 <  s < оо) относительно է, или, что то же относительно (п +  1)-мерного век
тора N  — ( 1 , 0 , 0 ) ,  если существует число с >  0 такое, что ІтХ > — с(1-І-]£І)* 
для тех точек (А, Հ) 6  С  к R n для которых Р(А, £) =  0. Если ІтХ > —с, то опера
тор P(Dt , Dx) называют гиперболическим (по ІЪрдиніу) (см.[5], ]15]). Д ля более 
подробных сведений см. монографию Л. Хермандера [6, глава 12].
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В работах |12J и (13J доказано, что для а-гипсрбодического оператора (1.2) за
дача Коти с начальными условиями D^u(0, х) = }к{х) (х Շ Е  ) и начальными
функциями Д. 6 G’a' (Еп) ш <?** (ЕГ) Ո С§°(ЕГ) к  =  0,1..... т  -  1, (0 <  < տ),
имеет решение и  € С’1 (£7"+1). При этом оказалось, что каждый «֊гиперболичес
кий оператор является слабо гиперболическим и каждый слабо гиперболический 
оператор является ^-гиперболическим , где г-максимальная кратность харак
теристик (нулей символа -Pm(A,0 по А) (см. [13) и [9]).

В работе |14| О. Лпссом и Л. Родино (для более подробных сведений см. моно
графию [16]) для символа Բ{է,Հ) оператора P(Dt ,D x) введено понятие весовой 
функции гиперболичности, зависящей только от переменных Հ =  (£і, —,ՀՈ) и 
определены неоднородные классы Жевре, порожденные такими весами. Ими, а 
далее в более общем случае Д. Калво в [17} из учены вопросы существования 
решения задачи Коши в этих пространствах.

Д. Калво в (17| введено также понятие (в, 3R)—гиперболического (мультикваг 
зигпперболического) относительно (ո + 1)—мерного вектора N  =  (1,0, ...,0), опе
ратора, обобщающее понятие в— гиперболичности. Это оператор P[Dt ,Dx) впда
(1.2), для которого существует число с >  0 такое, что символ (1.3) удовлетво
ряет условию: если Р(А, Հ) =  0, то /т«А > — с|£|£, где /і(£) =  |£ |r— никоторый 
(вполне определенный) вес, зависящий от £, но не зависяіций от է. В [17| дока
зывается существование единственного решения соответствующей задачи Копти 
в С °°{[-Т ,Т ]) Ո G*1՝ К(Е") для любых (Т, з) : Т  > 0, 1 <  Зі < з н для произ
вольных начальных даішых из Gq1’ К(Е%).

В серии работ К. Ягджяна изучена корректность задачи Копти для гипербо
лических операторов с кратными характеристиками (см. [18J, [19]).

Во всех работах, посвященных s-гиперболическим или (а, Я)-гиперболическим 
N  6 Еп+1 операторам P(D t, Dx), выделяется одно переменное է, т.е. рассматри
вается случай N = ( 1 ,0 , ..., 0), при этом вес гиперболичности не зависит от է.

В настоящей работе мы выводим необходимые условия для существования 
единственного решения нехарактеристической задачи Коши для гиперболиче
ских уравнений с весом, когда а) (единичный) вектор N  6 Е п+1 произвольный, 
б) вес гиперболичности зависит от всех переменных, следовательно мультиани- 
зотропное пространство Жевре, где ищется решение, порождается общим весом. 
При этом, так как переменные будут играть одинаковую роль, то будем считать, 
что изучаемые операторы действуют в п— мерном пространстве. Исследуются

Г. Г. КЛЗЛРЯ Н . В. Н. М ЛРГЛРЯН
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свойства символов, отвечающих рассмотренным линейным дифференциальным 
операторам.

Пусть К б  Дп>° вполне правильный многогранник и А €  Л(5І). Через 3?° обо
значим множество его вершин и положим

Ո

d( А) =  d( А, й) =  тах(і/, А) =  max ̂  VjXj, 

т։  =  г,(Я) -  ®  0  =  1......»), г0 =  « « г , ,

Ы 0  = Е  lf"l= £  Iff M C I; »(0 = 1+КГ-
і/е к® i/e si0 

В (20] доказано существование числа С  =  С(ЭЯ) > 0 такого, что

(1.3) Л * «  +17) <  <7[Л*(0 +  g(rj)] V ^ e C "

Для вполне правильного многогранника 3?, числа г > 1 и области Q. С EJ71 введем 
следующие мультианизотропные пространства Жевре.

Через ГГ(І2) обозначим (см. [6] ) множество функг^ий /  g С°°(П) таких, что 
для каждого компакта І< с  П существует число С  =  C(f ,  К )  > 0 такое, что

sup ID°f (x ) \  < <71“ 1+1|օ ք  М Ѵа 6 ІѴ0П.
х е к

Положим =  {и е  Я"*0; v / j  6 3?, (j  = 1,...,п)} и обозначим через ГК(Г2) 
множество функций /  g C°°(Q) таких, что для каждого компакта К  С П суіде- 
ствует число С  =  С (/, К ) > 0  такое, что

sup \Daf(x)\  < Cj+1j j  Va e (j = 0,1,...). 
хек

Наконец, следуя А. Корли [21] и Л. Зангирати [22] (см. также [16] или [17]), 
через CR(f2) обозначим множество функций /  € С°° (П) таких, что для каждого 
компакта К  С С П существует число к = к(/ ,  К)  > 0 такое, что

кі
I l l / I lk К,К =  sup mtudsup \DaJ{x)\ -гг] < 00. 

j  аевѵ хек  У

Положим также G j(fi) =  { /  € Gn (En) ,suppf  С П}. Легко убедится, что GR(fi) 
пространство Фреше, притом ГК(П) с  GR(ft). Известно (см. [20]), что ГГ(П) с  
Г*(П) при г > l / r 0(3ft), и f .g е  ГЯ(П) для любых /  6 ГЯ(П) и д е  Гг(П).
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2. Н еобходимое условие однозначной  разреш им ости  задачи  К оши

Л ем м а 2.1. Пусть последовательности положительных чисел {х ,} и {у,} та
кие, что уа —> оо и хя/у„ —> 0 при в —> оо. Тогда для любых г 6 [0,1) и <7 > 0.

Ііш е֊а1/* =  0.
»-*« t>o \  * /

Доказательство. Простые выкладки показывают, что для достаточно больших

8ир (  х‘ +?1 У е-о». =  =  еѵ‘ 1-<г+в֊1 ( +ѵГ1+г)1 >
t>o \  է )

откуда следует утверждение леммы. □

Следующее предложение дает необходимое условпе корректности постановки 
нехарактеристической задачи Коши для гиперболических относительно произ
вольного (единичного) вектора N  € ЕГ1 уравнений. При этом будем считать, 
что вес Ля (£) порождается вполне правильным многогранником для которого
го (9?) <  1. Сначала приведем пример такого многогранника.

П рим ер 2.1. Пусть ո =  2 и R многогранник с вершинами (0,0), (6\, 0), (і/1 , wj), 
(0,Տշ), где Sit ճշ, i/ յ , i/շ € (0,1), удовлетворяющие условиям

7 І  +  1 Г > 1 * 7 1 +  ^  +  7 ՜  <  !•01 Օշ Օշ oi
Легко убедится, что это вполне правильный многогранник, для которого г0(£) < 
1 и Ли(0 =  1 +  Ifil*1 +  |&|fc +  ІйМ бІ**- Например, для параметров =  
2/3, Տշ = 1/3, і/і =  4/9, ілі =  3/18 г0(Я) =  3 /4  .

Теорема 2.1. Пусть 3? вполне правильный многогранник, для которого го =  
г0(й) <  1. Пусть N  € Е" uP{D) линейный дифференциальный оператор такой, 
что для любой /  6 G* (Qjv) уравнение P{D)u =  /  имеет единственное решение 
и  6 Շը(Ոի/). Тогда существует вещественное число с такое, что

(2.1) Բ{Հ + irN) Հ 0 Ѵ(С, т) 6  Rn+\  т <  с М О -

Зам ечание 2.1. Очевидно, любой гиперболический по Гордингу оператор удо
влетворяет условию (2.1).

Д оказательство теоремы  2.1. Так как Gff(Qw) является замкнутым под
пространством пространства Фреше Ск (•£"), отображение P(D ) : C'R(£?n) -> 
GK(En) непрерывно и по условию теоремы задача Коши для уравнения P(D)u  =

28

Г. Г. КАЗАРЯН, В. H. МАРГАРИН



/  при всех /  € Gо (fi/v) имеет единственное решение с носителем в Qjv, то из 
тео]>емы Банаха об обратном операторе следует, что оператор P(D) порождает 
автоморфизм пространства Gq (fi/v).

Пусть у € &n  и °  =  5 ІУ, Ю-  В силу сказанного, для точки у  € П/ѵ существует 
компакт К  С П/Հ и число к > 0 такие, что с некоторой постоянной С\ > О

(2.2) Мѵ)| < Сх ІІІР Р Н ІІ в, к, „ Ѵи 6 G? (Ո*).

Выберем функцию *  6 Г1/ 1՜0 такую, что x(f) =  0 при К О и  *(2) =  1 при է > а. 
(Существование такой функции доказано в [23]).

Предположим обратное, т.е. существует последовательность {({*,тя)}“ ! С 
дп+і .іакаЯі что т,//іп(£*) -> -о о  при տ - t o o  и Р (з#) = Բ{Հ* +  ireN)  = О 
(а =  1,2,...). Положим

пя{ х ) = е ^ ֊ У ‘^ Х{(х,М)) (в =  1,2,...).

Так как (см. [20]) € GR(H) для любых /  6 GR(ft) и <р е  Г1/,Г°(П), то по
определепшо функции х  имеем и, 6 GR(Пдг) (з =  1,2,...). Поэтому, в силу (2.2), 
определения последовательности {г,}, и применяя обобщенную формулу Лейб
ница, для всех s =  1,2,... с некоторой постоянной Շշ > 0 имеем

і Н ^ ( ѵ ) І < а і І № Ы І к і г . « <  

< С і Е  I I I J * V ) Х((*.* ) )  еі(х- ѵ' ^ І І к к . * <

(2.3) < С 2 J 2  |Р (“)(г*)| |||/?ах((х,ЛГ)) е^х~ѵ՝ ***|||ц, к, к,
OjtaeNff

где P W (0  =  £>а Р (0 .
Отметим, что в правой части (2.3) стоит конечная сумма, так как Р ^ ( 0  =  О 

при |а | > т.  В силу определения функции х  отсюда следует существование 
положительных чисел к\ = Лі(«, х)  и Сз =  Сз(Сз,х)  таких, что

1 < С з  £  |р(«)(лг“) | |||е*{*~ѵ,ж̂ |||й ік >։К1 Հտ =  1,2,...),
|o)<m

где К ՛ =  {г 6 К \ 0 < (ж, N) < а}.
Из определенпя полунормы [[[ . ||| для всех з =  1,2,... получаем

1 < С 3 |Р (а^(г*)| sup max sup |D^e^x֊v’x^ | ճ -  =
Icfen J

О ГИ П ЕРБО ЛИ ЧЕСКИ Х  МНОГОЧЛЕНАХ С ВЕСОМ
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Так как многогранник 3? полный, то существует натуральное число I такое, что 
{а 6 jWff, |а | <  тп} С Тогда ( см. [1), Лемма 2.1 ) существует число С4 > О 

такое, что
Y ,  < с М ѵ ) ,  ч е С Г .
в£Я‘

Из последних двух неравенств следует существование постоянной Сь > 0 такой, 

что для всех з =  1,2, ...

1 <  Св8ир |[С 4 /« (Ш і+1в"<,|т*1 J

Отсюда, в свою очередь имеем для Հշ =  С*/si и с некоторой постоянной Со > О

1 <  CeBuph4(?*) е֊а|г*' փ  (տ = 1,2,...).

Отсюда и из свойства (1.4) весовой функции հո  имеем

(2.4) 1 <  Св sup[ М О  + 1  +  \т.|* ք  е~а^  (з =  1,2,...),
і  У

где С  - постоянная пз (1-4). Так как последовательности {xa =  C/c;i[ft«(f *)+1))~ г
и у а =  {|тя| (Скг)1/''0} при г =  г о < 1 и і 7 > 0  удовлетворяют условиям леммы
2.1, то из (2.4) следует

lira sup[(bR( 0  +  1 +  |та|г°) ^ ^ ]* е ~ <г|т*1 =  О,л-»оо j  յ

что противоречит (2.4) и доказывает теорему. □
Исходя из теоремы 2.1, введем понятие весовой функции гиперболичности 

и понятие гиперболического оператора с весом. Причем введенное здесь поня
тие весовой функции отличается от соответствующего понятия, введенного Л. 
Хермандером, О. Лиссом, Л. Родино (см. (14] или Определение 1.8.1 в [16]) 
тем, что весовая функция Л может не удовлетворять неравенству հ(Հ +  ղ) <

с  К  О (1 +  М ") .

О пределение 2.1. Локально ограниченную функцию Л, определенную в Л” на
зовем весом гиперболичности, если հ удовлетворяет следующим условиям

1) К І)  > с > О € Д",

2) lim Л(£)Ж 1=0.іеі-»оо
3 0



3) для каэ/сдогр {>  0 существуют числа 0 <  օՀէ) < a2(t) такие, что

а, (է) Л(0 < A(t О < ea(t) Л(0 V? € Л ՞.

Множество всех весовых функций обозначим через Н. Очевидно, что для лю
бой функции h e  II и числа С  > 0 Ch е  Я.

О пределение 2.2. Пусть N  е  R n u h e  Н. Многочлен Р  назовем հ -гиперболи- 
чсским относительно вектора N  если (см. представление (1.1)) Pm(N) փ 0 и 
существует вещественное число с такое, что

(2.5) +  i r N ) փ 0 V (f,r) 6 Лп+1, т < сА(0-

Из условия 1) на функцию հ  непосредственно следует, что гиперболический 
по Гордингу (относительно вектора /V ) многочлен является h—гиперболическим 
(относительно N) для любой весовой функции h e  Н.

3. С в о й с т в а  Л - г и п е р б о л и ч е с к и х  м н о г о ч л е н о в

Т еорема 3.1. Пусть հ 6 П. Если многочлен Р вида (1.1) հ ֊  гиперболичен от
носительно Ի1 € Я", то его главная часть Рт гиперболична по Гордингу отно
сительно N  6 R " .

Доказательство. Покажем, что при условиях теоремы существует вещественное 
число го, для которого

(3.1) Рт{( +  i rN)  փ О Щ ,  т) е  Яп+1, т  < то.

Положим для Հ е  2?” п է >  О

0(Հ, է) = {Ѳ = 0(£, է) е  С, P(t  Հ + itO N ) =  0}.

Так как для всех f  6 й " , t >  0 и Ѳ £ 0(Հ, է)

0 = Բ{էՀ + Ш  N)  =  P(t  [Հ -  (ІтѲ) N] +  i t(Re0)N),

то из h—гиперболичности многочлена P  следует существование числа С\ > 0 
такого, что

(3.2) t ReS > Ci h(t [e -  (ІтѲ) N]) € R n, t  >  0, Ѳ € 0(Հ, t ).

Очевидно, для каждой пары (£, Ѳ): Հ € R n, Ѳ 6 С

О ГИ П ЕРБО ЛИ ЧЕСКИ Х  МНОГОЧЛЕНАХ С  ВЕСОМ



Так как Pm(N) փ 0, то нули ( по Ѳ) многочлена Qtifi) =  Բ(էՀ+ւէ6 N ) непрерывно 
зависят от է. Следовательно, в сплу ( 3.2), нули ( по Ѳ) многочлена Рт (£ +  iON) 
принадлежат множеству

р ){0  6 C,tRc9 > СіА(*К -  (^0)7Ѵ])> =  f){6>e С, Лев > ֊  (/ттг^)7Ѵ])>.
t>o ‘>0

Отсюда непосредственно получаем, что для тех Ѳ, для которых Рт (£ +  іѲЫ) = 0 

Re9 > с lim /»(t[£ — {Imff)N))/t,
է֊*օռ

где с— постоянная из (2.5).
Если Հ — (Im0)N  =  0 для пары (£, Ѳ), то отсюда следует, что ІіеѲ > 0. Если же 

Հ -  (Im0)N փ 0, то в силу условия 2) на функцию հ имеем

( Э Д 1 к  ՜  ( / т *)іѵг|= °-
Это значит, что нули ( по т  =  т(£) ) многочлена Pm(Z +  iON) лежат в полу
пространстве Rer > 0 для всех Հ 6 Л". Поэтому Pm(f +  iON) փ 0 для любых 
Հ 6 Я", т  <  0 =  то, что и означает, что многочлен Рт гиперболичен по Гордпнгу 
относительно вектора N.  Теорема 3.1 доказана. □

Теорема 3.2. Если многочлен Р  h— гиперболичен относительно вектора N , то 
он h— гиперболичен относительно вектора —N.

Доказательство. По теореме 3.1 многочлен Рт гиперболичен по Гордингу от
носительно N, поэтому (см. [6], лемма 8.7.3 ) можно считать, что коэффициенты 
Рт вещественны.

Пусть Հ € R n п {rj(f) : j  =  l,...,m } нули ( по т  ) многочлена Р(£ +  i9N).  
Применяя формулу Тейлора, получим для каждого I =  0,1,..., т

Рт- ւ(Հ + i r N ) =  £  ~ {DaPrn- l i i rN) =
ОС

ТП—l AQl

=  Tm՜ 1 Pm_ , (iN)  +  Y ,  h Dapm - i(irN).
j=1 M -J a -

Поэтому

P (f  +  i rN)  =  Tm Pm(iN) + Tm~l[ Y ^ ( D j P +  P,a-l(iN))  +  ....
J=1

где не выписаны члены, содержащие т  в степени меньше (յո — 1).
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О ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНАХ С ВЕСОМ 

Следовательно
т  ո

1 > ( о  =  1 m / p n [iN) =
І=1 i-1

ո
=  * +  -Pm- 1 (N)]/Pm(N).

i-1
Так как Pm многочлен с вещественными коэффициентами и /V € Я", то для
Հ շ ռ ո

т
Х > Ж )  =  Яе[*Рт _ ,(N )]/P m a  C7j. 
i —1

Тогда в силу Л—гиперболичности многочлена Р  и условия 1) на функцию Л 6 Н  
имеем с некоторыми вещественными постоянными Շշ, Сз

Лет* =  Cj -  J 2 ReTi  < С і ՀՀ -  I m r ^ N )  <
Іфк &k

< Сз 5 3 հ (Հ -  k = 1֊. •••»ո-
j ^k

Отсюда непосредственно получаем, что P ( f + irN)  փ 0 для произвольных Հ Е R n 
и т  >  Сз(п — 1)Л(0, т.е многочлен Р  h—гиперболичен относительно вектора —N. 
Теорема 3.2 доказана. □

Из этой теоремы непосредственно следует

С ледствие 3.1. Многочлена Р  h—гиперболичен относительно вектора N  то
гда и только тогда, когда Pm(N ) փ 0 и существует положительное число с 
такое, что Р(£ +  i rN)  փ 0 для всех (г, £) € Яп+1, т  >  с հ(Հ).

Следуя Л. Хермандеру для точки Հ б Я", многочлена Р  и числа է > 0 введем 
следующие функции (Хермандера) (см. [6], формулы (10.1.7) и (10.4.2))

Д (0  =  ^ £ | Я “ №  £(*■*) =  ^ £ | Д " ( 0 1 2

Говорят, что многочлен Р  сильнее многочлена Q и записывают Q -ч Р, если с 
некоторой постоянной С  >  0

<3(0 < с Р (о ѵе 6 я п.

Оказывается ( см.[6], теорема 10.4.1 ), что Q < Р  тогда и только тогда, когда 
существует постоянная Сі > 0 такая, что

<§«,«) < C iP tf .t)  Ѵ£еЯ" ,  V t > l .
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Определение 3.1. Пусть Л 6 II. Будем говорить, что многочлен Р  հ - сильнее 
многочлена Q и писать Q -Հ*1 Р, если с некоторой постоянной С > О

Q (S , t )< C P (t , t )  ՀՀ, t) e R n+1, Vt >  Л(0-

Из условия 1) на функции множества II  следует, что Q -Հ Р  влечет Q -<h Р, 
для любой Л е Я .  Обратное не верно, что подтверждается следующпм примером 

П ример 3.1. Пустьп =  2, Р(£) =  (Հ?-£շ)2. 0 ( 0  =  и А(0 =  0 + К І) 1̂ 2- 
Легко проверить, что с некоторыми положительными постоянными Շ՚լ, Շ՚շ, мно
гочлены Р  и Q на последовательности Հ* = (a, a); a =  1.2,... удовлетворяют 
следующим соотношениям

СГ1 s3 <  0 ( f )  <  Сі s3; С ?  в2 < Р (Г )  < С 2 з \  з =  1.2.....

т.е. Q не сильнее Р.
С другой стороны, простые подсчеты показывают, что с некоторыми поло

жительными постоянными С3,С4 и для всех Հ € Л2, է >  0 многочлены Р  п Q 
удовлетворяют соотношениям

<3(£, <) < cbdfi I3+ if 1 i2*+Kii*2+ t4), t) > с4ке?+ Հ » + 44]
из которых следует существование постоянной Сд >  0 такой, что Q(£,t) < 
Շ6Բ(Հ, է) для всех (£, է) е  Я3, է > Л(0 т.е. Q -<л Р.

Л ем м а 3.1. Пусть Р  и Q многочлены от п переменных, а функции Л, Лі £ Н  
удовлетворяют условию

(3-3) е д е )  < л,(е) <  c 2h (0 ,  £ е я п,

Сі и С2 некоторые положительные постоянные. Тогда 1) Q -<h Р  тогда и 
только тогда, когда Q -<hi Р, 2) Q(0-) -<h Р(Ѳ-) для любого Ѳ > 0.

Доказательство. Ясно, что для любого многочлена Л порядка не выше т  и для 
произвольных т > О, Հ 6 Л” , է >  О

(m in{l|T})m% , i )  < Л(£,4) < (тоа:{1,т})т Я({,і).

Следовательно Q Р  тогда и только тогда, когда для любого т  >  0 существует 
число С3 =  Сз(т) > 0 такое, что

Չ(ք, ті) < С3Л(£, r t)  Vf 6 R n, t >  Л(0,

или, что то же самое

<3(е, в) < С3Р((, Ѳ) Vf € Я ՞,  0 > тЛ(0-
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Пусть т =  С\ (см. неравенство (3.3)).  Тэгда в силу левой части (3.3) неравенство 
0 > Խ  (С) влечёт неравенство Ѳ > т/і(£), поэтому отсюда следует, что

Q(e,0) < СэР&Ѳ)  ѴС е  Лп,Ѳ > Лг(0,

т.е. Q -<h' Р. Для доказательства того, что Q ֊Հհ' Р  влечет Q -Հհ Р  достаточно 
воспользоваться неравенством

— Лі(0 < Л(0  < — h i (О < МО, Հ е я п,

являющимся следствием неравенства (3.3).
Докажем пункт 2) леммы. Пусть Q -<Л Р, т.е. с некоторой постоянной С* > О

Q ( e , t ) < C 4P(( ,t ) ,  С е Я " ,  է > ՀՀ),

пли, что тоже самое

<3(Ѳг],і)<С<Р(Ѳті,і), ч е л » ,  * >  Л(«ч).

Применяя свойство 3) функций Л е Я  и доказанный пункт настоящей леммы, 
получаем доказательство пункта 2). Лемма 3.1 доказана. □

Л ем м а 3.2. Если однородный многочлен Рт гиперболичен относительно век
тора N  € Я” , то существует число с > 0 такое, что

(3.4) с ^ Д п ^ . і )  <  |Pm(* +  tt f ) | <  cPm(£,t), (С, է) € Яп+1, է>  О

Доказательство. В монографии [G] доказано, что в условиях настоящей леммы, 
существует число С\ > 0 такое, что

С\Рт(г]) <  |Рт (ч +  i t N ) I, ч 6 Я” .

О ГИП ЕРБО ЛИ ЧЕСКИ Х  МНОГОЧЛЕНАХ С  ВЕСОМ

Отсюда и из однородности многочлена Рт  следует, что

CitmPm{\) < tmPm{-t +  liNOI =  ІДп(£+ itJNOI, с е л

Так как для однородного многочлена Рт  справедливо тождество

tmP m fy  = ^ \ P ™ f y \ t3m =

= y E l pme)(OI -A .tt.tJ , (С,<)елл+1, * >о,

то из последних двух соотношений получаем

СіА .К ,* )£ |Я п«  + йЛ0і, (С. 0  е Я п+1, t > о,
35



что доказывает левую часть (3.4). Правая часть՛ (3.4) получается непосредствен
ным применением формулы Тейлора֊ Лемма 3.2 доказана. □

Л ем м а 3.3. Пусть h e  Н, Рт однородный многочлен порядка m u Q  многочлен 
порядка к < т , представленный в виде суммы j —однородных многочленов

к
(3.5) <3(0 =  £ < Ш -

3=0

Если Q -<и Рт, то Qj -<h Рт j  =  0,1,..., к.

Доказательство. Пусть կ ,  t \ , ..., £* попарно различные, отличные от нуля чис
ла. Так как определитель матрицы (і^)*,=0 отличен от нуля и

к
0 (* і0  =  Х М  <3і(0. І  =  0,1,...,А,

1=0
то существуют числа {եւ , յ }կ֊0 такие, что

к
(3.6) Qi(O =  Z > J « & 0 .  7 =  0,1,...,* .

7=0

Применяя лемму 3.1, в силу условий настоящей леммы и тождества ( 3.6), полу
чим существование положительных чисел С\ , Сі  таких, что для всех I =  0,1,..., к 

к к
QtU,է) < Cl £ t) < C 2 J 2 Рт(ье, t), * € Я», է>  հ(Հ). 

j=0 j=0

С другой стороны, из однородности многочленов {Рт^} следует, что для любого 
числа 0 փ 0 справедливо псравспство

Рш№ , 0  =  ^ P ^ m w  =  ^ | 0 p ( m - N ) | P W ( O |^ l“l <

< C (0)P m(f,t), Հ շ  Я", է > 0,

где С(Ѳ) =  тах{1,Ѳт}. Поэтому положив Сз =  max {С (tj) 0 < j  < А;} получим 
для всех I =  0,1,..., А:

Չւ(Հ, է) < C73Pm(e, t) V£ Շ Rn, է > ՀՀ).

Лемма 3.2 доказала. □

Теорема 3.3. Пусть h e  Н  и Рт—однородный многочлен порядка т  гиперболи
ческий по Гордингу относительно N. Если многочлен Q порядка ordQ = к < т  
Л— слабее Р п , то многочлен Рт + Q h— гиперболичен относительно N.
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Доказательство. В силу ле.чиіы 3.3 имеем ( см. представление (3.5)), что Q, Чл 
Pm j  =  0,1,..., к. Применяя формулу Тейлора и лемму 3.2, отсюда получим с 
некоторыми положительными числами С і, С-չ, СЛ для всех j  = 0 , 1 ,..., к, £ € Яп 
и г е  R M t| >  հ(Հ)

\Qj(t + i r N )I < C i Q M , r )  < Շ2Բա(Հ,r) < C3|Pm({ +  irN)\.

Отсюда для любого cr > 0 и для всех j  =  0,1,..., к получим

\ Q j №  + irN)\  < Շ3\Բո (ԾՀ + ir N )I e Rn, г  е Я 1, \t \ > ՀօՀ).

В силу однородности многочленов Рт и {Qj}  отсюда получаем для всех Հ € 
R n, r  € R \ \ t \ > հ(օՀ)

(3.7) |<ЗЖ +  г֊ІѴ)| <  С3стт ֊*|Рт (£ +  г-ІѴ)|, j  = 0,1,..., к.
Ծ а

к
Выберем число сто >  0 так, чтобы Շշ £  ст™ : < і ,  тогда в силу (3.7) имеем

і=о

О ГИ П ЕРБО ЛИ ЧЕСКИ Х  МНОГОЧЛЕНАХ С ВЕСОМ

к
< |Р™(€+ i — N)  +  £ « , ( *  +  i ֊ N ) I =  |Pm(£ + i — N )+CTq “  ст0 сто

+Չ(€ +  І-А О І < \Pm(t + i± ֊N )I +  £  IQ &  + i — N)\ <
*0 Ծօ ^  CT0

< llPm tt + i^֊N )l,  Հ 6 Rn, T  6 Л1, |r | >  Л(стоО-
i  Сто

В итоге получается, что при соответствующем выборе числа сто для всех Հ £ 
Я” , т  6 Я1, |т| > հ(օօՀ) справедливо соотношение

(3.8) i | p mtf  +  »-LN)\ < \(Pm + Q)(t  + i l - N ) \  < | | P m( f +  < f  JV)|.
I  Сто Сто ձ Oq

Так как в сплу условий теоремы ( см. также доказательство теоремы 3.1) рт к +
i —N)  /  0 при т  փ 0, то ( см. условие 1) па фупкцпю հ) P n t t + ' ^ N )  ^  0 при |т| >
/і(сто£)- Тогда из (3.8) непосредственно следует, что Բ„%(Հ +  iON) +  Q(£ +  i6N) փ О
при всех Հ 6 Яп,0 £ Я1 и Ѳ > cto/i(ctqO-

Отсюда и из условия 3) на функцию հ получаем, что многочлен Pm + Q
Л—гиперболичен относительно N.  Теорема 3.3 доказана. □
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Приведем два примера многочленов, не являющихся гиперболическими но 
Гордпнгу, но являющимися Л-гиперболическимн для определенных функций հ 6 
Я. При этом во втором примере обе координаты вектора N  отличны от нуля.

П рим ер 3.2. Пусть ո =  2 и Р(£) =  (£? -  £շ)2+  £? =  ԲՀՀ) +  Легко
убедится, что многочлен Բհ гиперболичен по Гордингу относительно вектора 
իք — (о, 1). С другой стороны, так как многочлен Рз не слабее многочлена Р4 (см. 
пример 3.1), то по теореме Гордігкга - Свеиссона (см. |11] или |6], теорема 12.4.6) 
многочлен Р  не является гиперболическим по Гордингу относительно N  =  (0,1). 
Однако, так как (см. пример 3.1) Рз -<h Ра для ՀՀ ) =  (1 +  І^І)1̂ 2 € Я , то 
по теореме 3.3 многочлен Р  является Л-пшерболическим относительно вектора 

N  = (0 ,1 ).
П ример 3.3. Пусть ո =  2, Рю (0  =  £?$ , Q ( 0  =  £?$(£? +  £շ)+ Հ? +  £§, 

ՀՀ) = 1 +  ICil1/2 +  І&12/3> Легко убедиться в том, что Рю гипер
болический по Гордингу относительно N  многочлена, Q -<h Рю, но Q не слабее 
Р]0. Поэтому многочлен Рю +  Q не является гиперболическим по Гордингу, но 
является h—гиперболическим относительно N.

A b strac t. The results by Gording, Larsson, Cattabriga, Rodino, Calvo on correctness 
of Cauchy problem for TV-hyperbolic equations are generalized. We prove that in the 
general case where the vector N  =  (ЛГі,..., N n) is different from the vector (1,0,..., 0), 
for the. correctness of the Cauchy problem more stronger condition is required, which 
we call weighted hyperbolicity condition. We also discuss the properties of polynomials 
possessing weighted hyperbolicity property.
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Abstract.1 By UHing the critical point theory, some new criteria for the existence 
and multiplicity of periodic and subharmonic solution» for 2nth-order p-Laplacian 
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1. In t r o d u c t io n

Existence of periodic solutions of higher-order differential equations has been the 
subject of many investigations (see, e.g., [8], [13], and reference therein). By using 
various methods and techniques, such as the fixed point theory, the Kaplan-Yorke 
method, the critical point theory, the coincidence degree theory, the bifurcation 
theory and the dynamical syBtem theory, etc., a number of existence results for 
periodic solutions have been obtained in the literature. Difference equations, the 
discrete analogs of differential equations, occur widely in numerous settings and 
forms, both in mathematics itself and in its applications to statistics, computing, 
electrical circuit analysis, dynamical systems, economics, biology and other fields. 
For the general background of difference equations, one can refer the monograph 
[1 |. Since the last decade, there has been much progress on the study of qualitative
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properties of difference equations, which includes results on stability and attractivity 
(see (12)), and resuits on oscillation and other topics (see [1], [18]). Only a few papers 
are devoted to the periodic solutions of higher-order difference equations. Therefore, 
it is worthwhile to explore this topic.

Let N , Z and R  denote the sets of all natural numbers, integers and real numbers, 
respectively. For a, b € Z (o < 6), define Z(o) =  {a, a + 1, • • •} and Z(o, 6) =  {a, a +  
1, • • • ,b}. The symbol * will denote the transpose of a vector, եւ this paper we consider 
the following 2nth-order p-Laplacian difference equation

(1 .1) A" (rk- n<pp (A "ufc- i ) )  +  ( - 1  r W p  (u*) =  ( -1 )ПД *,«*), Ո € Z(l), fc 6 z ,

where Д is the forward difference operator Au* =  ujt+i ֊  Ufc, A nUk =  Д(Д” ֊ 1м*), 
(fip(s) is the p-Laplacian operator <pp(s) =  |s |p֊as(l < p < oo), {»>} and {g*} are 
real sequences, /  6 C(Z x R ,R ), T  is a given positive integer, դ +т =  r* > 0, 
Qk+r =  Як > 0, /(fc +  T ,v) =  /(fc,v). Some special cases of (1.1) has been widely 
used to study discrete models appearing in many fields. For example, the simple 
logistic equation Un+i =  run was used to approximate the evolution of an animal 
population over time, where u„ denotes the number of animals this year, Un+i is the 
number of animals next year, and г is the growth rate or fecundity.

Note that the equation (1.1) is a discrete analogue of the following nonlinear 
differential equation

(!-2) § :  \r(t)vP + ( - 1)”«(<Ы «(*)) =  ( - 1  ) " Ж « М ) ,
Ч dtn ) \

which was extensively studied by a number of authors (see [1]).
The widely used tools in the study of the existence of periodic solutions of difference 

equations are the various fixed point theorems in cones (see [1]). It is well known that 
the critical point theory is a very powerful tool that deals with the problems of 
differential equations (see [13], [14]). Only since 2003, the critical point theory has 
been employed to establish sufficient conditions for the existence of periodic solutions 
of difference equations. By using the critical point theory, Guo and Yu [9]-[ll] and Shi 
et al. [17], found sufficient conditions for the existence of periodic solutions of second- 
order nonlinear difference equations. Compared to one- or second-order difference 
equations, the study of higher-order equations has received considerably less attention 
(see, e.g., [1], [6], [7], and the references therein). In 1994, Ahlbrandt and Peterson
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[2| studied the 2nth-order difference equation of the form:

(13)  յէ  Д '' ( r ,( fc  ֊  і ) Д *u(k - 1) )  =  О
1=0

in the context of the discrete calculus of variations, while Peil and Peterson [15] 
studied the asymptotic behavior of solutions of (1-3) with fj(fc) =  0 for 1 < i < n  — 1.
In 1998, Anderson [3] considered (1.3) for ft e  Z(a), and obtained a formulation of 
generalized zeros and (n,n)-disconjugacy for (1.3). Tn 2004, Migda |14] studied an 
mlh-order linear difference equation.

If qk =  0, p =  2 and n  =  2, then replacing /(ft, u/t) by - f ( k , u k). the equation

(1.1) reduces to

(1.4) Д 2 (ոէ_շճ2սյէ֊շ) +  /(ft, Ufc) =  0, ft € Z.

In 2005, Cai, Yu and Guo [5] have obtained some criteria for the existence of periodic 
solutions of the fourth-order difference equation (1.4). If qk =  0 and p = 2, then 
replacing f ( k ,u k) by ( - l ) n+1/(ft,Ufc), the equation (1.1) reduces to the following:

(1.5) A” (rfc_„A"ujt-n) +  /(ft,u*) =  0, n  6 Z(3), ft G Z.

Recently, Cai and Yu [4] have obtained some criteria for the existence of periodic 
solutions of the 2nth-order difference equation (1.5) in the case where /  grows superlinearly 
both at 0 and at oo. A great deal of work has also been done to study the existence 
of solutions for discrete boundary value problems with p-Laplacian operator. Because 
of their applications in many fields, we refer the reader a monograph by Agarwal [1]. 
However, to the best of our knowledge, results on periodic solutions of higher-order 
nonlinear difference equations with p-Laplacian are very scarce in the literature. The 
main purpose of this paper is to give some sufficient conditions for the existence 
and multiplicity of periodic and subharmonic solutions for 2nth-order p-Laplacian 
difference equations. Our methods are similar to that of used in [13], [16]. The тпяіл 
approach used in our paper is a variational technique and the Linking Theorem. 
Notice that our results not only generalize, but also improve the results from [4] and 
[5] (for details see Remarks 1.2 and 1.4 below). The motivation for the present work 
stems from the recent papers [6], [7].
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Let P  be the m T  x m T  matrix defined by

P  =

(  2 - 1 0 •• • 0 - 1 )
- 1 2 - 1  •• • 0 0
0 - 1 2 .. • 0 0

0 0 0 •• • 2 - 1
и 0 0 •• • - 1 2 )

The eigenvalues of P  are given by

(1-6) A j=  2 ( 1 - 005^ ) ,  j  = 0 ,1..... m T —1.

Thus, Ац =  0, Aj >  0, A2 > 0, • • • , XmT-i > 0, and hence

Amin =  miu{Ai, A2, • • • , Am r_i} =  2 ^1 -  cos .

(1.7) Ащпх — max{Ai, ճշ, • • • , Ащт—i} —
if m T  is even, 

(l +  cos , if m T  is odd.

Denote

W  =  kerP  =  {u e  EmT\Pu =  0 6  R mT}.

Then W  = [ u €  Етт\и = {с}, с 6 R}. Let V  be the orthogonal complement of Em3՛ 
to W , that is, Emr  =  V  ® W . For convenience, we identify the element и  € Е тт 
with u =  (սւ,սշ, • • • Set

r =  min {г*}, f  =  max {rfc}, q =  min {%}, q =  max {?*}. 
j te z ( i .r )  ! fcgz(i.r) J 1  jtez(i.T ) k e z a .T )1

Now we are in position to state our main results.
T heorem  1.1. Assume that the following hypotheses are satisfied:

(Fi) there exists a functional F (k ,v )  6 C l (Z x  R , R ), such that F{k, v) > 0, f>ejfcv  ̂ =  
f ( k ,v )  and F(fc +  T,u) =  F(fc,v);

(F2) there exist constants Si > 0, a  6 ^0,£ (rA ^„ +  srtchthat F[k,v) <

«[и!1*, for к € Z  and խ| <  Si;
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(F3) there exist constants pi > 0, Հ > 0, 0  e  (гХтлх. +  ց) , + ° o ) . such

that

F(fc, v) > P\v\r -  C, for fc £ Z  and խ| >  p i , 

where ci, ca are constants satisfying (2 -4); and Amin, Aimuc are as in (1.7).

Then for any given positive integer m >  0, the equation (1.1) has at least three m T- 
periodic solutions.

R em ark  1.1. By (F3) it is easy to see that there exists a constant C' >  0 such that

( ^ )  І Ч М ^ Ж - С ' ,  V(*,w) 6 Z x R .

As a matter of fact, let Հւ =  max {|F(fc, v) — 0\v\p +  C| •՛ к € Z, խ| < pi}, Հ' = Հ +  ^lt 
the continuity of with respect to the second variable in bounded closed regions 
implies that we can easily get the desired result.
C orollary 1.1. Assume that (Fi) — (F3) are satisfied. Then for any given positive 
integer m  > 0, the equation (1 .1)  has at least two nontrivial mT-periodic solutions. 
R em ark  1.2. If <7* =  0, p =  2 and n  =  2, Corollary 1.1 reduces to the Theorem 1.1 
in [5]. If 5* =  0 and p =  2, Corollary 1.1 reduces to the Theorem 1.1 in [4]. 
T heorem  1.2. Assume that (F\) and the following conditions are satisfied:
(F4) l i m ^  =  0, Vfc e  Z;
(F5) there exist constants Ri >  0 and Ѳ >  p such that for fc € Z  and |u| >  Я і,

0 < 0F(fc,v) <  f(k,v)V .

Then for any given positive integer m  > 0, the equation (1.1) has at least three m T- 
periodic solutions.
R em ark  1.3. Assumption (F6) implies that there exist constants aj > 0 and օշ > 0 
such that

(Fjj) F (k,v) > a i|v |s -  a2, V(k,v) 6 Z x R.
C orollary 1 .2 . Assume that (F i),(F4) and (F5) are satisfied. Then for any given 
positive integer m  > 0, the equation (1 .1)  has at least two nontrivial mT-periodic 
solutions.

In the case where qk =  0 and /(fc.Ufc) =  Pk9  (ut)» the equation (1.1) reduces to 
the following 2nth-order p-Laplacian equation:

(L8) д ” (Гк-пѴр (Дп«*_і)) =  ( - 1  )npkg (ufc), fc £ Z,

where g 6 C(R, R), pk+т =  p* > 0 for all fc 6 Z. Then, we have the following results.
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T heorem  1.3. A ssiime that the following hypotheses are satisfied:
(С ,) there exists a functional G[v) G Cl {R, R) such that G(y) > 0 and C'(v) =  

<?(«);
(G2) there exist constants 6շ > 0, a  G (o, ֊  Ar̂ n)  such that G(v) < a |y |p, 

for խ| <  Տշ;
(G’.-і) there, exist constants րշ > 0, С >  0, fl 6  (jj ( f f ) ՞  л^ х .+ ° с )  -wnh
G(v) > 0\v\p -  Հ, for խ| > p2 , where Շւ,0շ are constants satisfying (2-4), and 

Amin, Amax are as in (1.7). Then for any given positive integer m  > 0, the equation 
( 1.6)  has at least three mT-periodic solutions.
C orollary  1.3. Assume that (Gi) — (G3) are satisfied. Then for any given positive 
integer m  > 0, the equation (1 .6) has at least two nontrivial mT-periodic solutions. 
R em ark  1.4. If p =  2 and n  =  2, Corollary 1.3 reduces to Theorem 1.2 in [5]. If 
p =  2, Corollary 1.3 reduces to Corollary 1.1 in [4|.

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2 we establish the variational 
framework associated with equation (1 .1), and transfer the problem of the existence 
of periodic solutions of (1 .1) into that of the existence of critical points of the 
corresponding functional. Some related fundamental results will also be recalled. In 
Section 3 we prove our main results, by using the critical point method. Finally, in 
Section 4 we give an example to illustrate the main result. For the basic concepts of 
variational methods, we refer the reader the references [13], [16].

2 . V a r ia t io n a l  s t r u c t u r e  a n d  s o m e  l e m m a s

In order to apply the critical point theory, we first establish the corresponding 
variational framework for equation (1 .1), and give some lemmas, which will be used 
in the proofe of our main results. We start with some basic notation. Let S  be the 

set of scqucuccs « = ( • • •  ,u ֊k , ,« - і ,и о ,« і ,• • • >«*.-••) =  {vic}t= -<»> ^ at
5  =  {{սլ.} : Ufc 6 R , к G Z}. For any u, v G S  and a, 6 6 R  we define au 4- bv by

au + bv = {au* +  bvk} t= ֊00-

Then S' is a vector space.
For any given positive integers m and T, by Ешт we denote a subspace of S, 

defined by

EmT =  {u G S\xik+mT =  Ufci Vfc G Z}.
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II is clear that the subspace EmT is isomorphic to R mT, and it cau be equipped with 

the inner product:
mT

(2.1) <u, v) = Y ,  ui vi  > M>v 6 EmT’
J=1

■which induced the norm || • ||, defined by

(m T  \ 1/2

(2.2) llUl l = ( E Ui l  » « 6 £ mT-

It is clear that Етт with the inner product (2.1) is a finite dimensional Hilbert space 
and is linearly homeomorphic to R mT. Also, for all и  S E„,t  and a > 1, we define 
the norm ||u||„ on £n ,r as follows:

Ur \
(2.3) ІМ І.=  І £ Ы ' 1  •

Observe that the norms ||u||* and ||ս||շ are equivalent, and hence, there exist constants 
ci, C2 (օշ >  ci > 0), such that

(2.4) Շւ||ս||շ < ||u ||. < Շշ||ս||շ, Vu € EmT-

Clearly, ||u|| =  ||ս||շ. For all u e  Етт, define the functional J  on Emr  as follows:
. mT , mT mT

(2.5) J(«) =  i  |Дпи к-і|р +  ֊ E « *
P k=\ P k= 1 k= 1

where =  /(* ,„ ).
It is easy to see that J  £ С 1 (Етпт, R), and for any и =  {tifcjfcez 6 Е шт, by using 

«о =  «тТ, Ui =  UrnT+i, we can compute the partial derivative as

=  ( - 1 ) ПДП {rk- n<fip (Д”и *-і))  +  qk<PP (и*.) ֊  /(A.Wfc).

Thus, u is a critical point of J  on EmT if and only if

Д " {rk֊n<Pp (AnUfc-i)) +  ( -1  )nqk<Pp («*) =  ( - l ) n/(fc,«A-), V* €  Z (l,m T ).

Due to the periodicity of и = {tifc}feez 6 EmT and f ( k ,v )  in the first variable к, 
we can reduce the existence of periodic solutions of equation (1.1) to the existence of 
critical points of J  on Етт- That is, the functional J  is just the variational framework 
of equation (1 .1).

Let E  be a real Banach space. We assume that J  G CX(E, R ), that is, J  is a 
continuously Fr6chet-differentiable functional defined on E. The functional J  is said to
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satisfy the Palais-Smale condition, (PS)-condition, for short, if any sequence { u ^  } С 
E  for which { J  ( u ^ ) } is bounded and J ' -¥ 0 as t -»• oo possesses a convergent 
subsequence in E.

Let Bp denote the open ball in E  of radius p centered at 0, and let dBp denote its 
boundary.
Lem m a 2.1 (Linking Theorem, [1C]). Let E  be a real Banach space, E  =  E\ ® 
E2 , where E\ is finite dimensional. Suppose that J  6 С г(Е, R ) satisfies the (PS)- 
condition and also the following:
(Jj) there exist constants a > 0 and p > 0 such that J\oBpr\&, > a;
(J-շ) Lheiv exists an element e 6 dB i Ո and a constant R q>  p such that J \ qq < 0,
where Q =  (B r0 Ո E \ ) Փ {se|0 < s < До}- 
Then J  possesses a critical value c > a , where

с =  inf sup J(h(u)), 
ftei u(tq

and Г =  { h e  C {Q ,E ) | /i|oq =  id}, where id denotes the identity operator.
Lem m a 2.2. Assume, that the conditions (Fi) and (F3) are satisfied. Then the
functional J  is bounded fi՝om above in Е,пт.
P roof. I11 view of (.£3) and (2.4), for any и  € Етт, we can write 

1 m T .. m T m T

J{u) =  i  | A " u * - i | p +  i  |Ufc|P ֊  £ П М * )
*=1 k=\

Г mT

Lfc=i

f (m T  \  5 mT

Հյէ=ւ /  fc=i
Uk)

< j W p * ) *  + կ \ \ վ Հ  -  £  (iB|ufcP ֊  C')
m T

£ & P x ) i  + l$ \ \u \  15- 
P P fc= 1

< -<SaL«||.|B + Կ ի № ֊ 0

/m T  \  5
<  - * S A i „ | | * i B  +1*511*115 -  H  f £  « 2  J  +  ^  

< ֊^ a L x ||* ||5  +  -c5||u||5 ֊  д е і и б  +  mT<', 
p p

+  mTC'

where a: =  (Дп 1tii,A ” ,Д П 1«>г»т)*- Since
mT

£ ( Д " - Ѵ ч - і - Д п - 2« а ) 5 
լ*=ւ

<

47

mT 5

, £ ( Д " - Ѵ >2
fc=l

MIS.



XIA U U , YUANBIAO ZHANG, HAIPING SHI

we have
Հ «) < ( j c j A  +  | c 5 -  М )  ЦиЦ̂ ’+ т Т С ' <  mTC'.

This completes the proof of Lemuia 2.2.
R em ark  2.1. The case mT =  1 is trivial. For the case m T  =  2, the matrix P  has 

a different form, uainoly, we have P  =  ՜ շ2)  • However, in this special case,

similar arguments can be used, and so we omit the details.
Lem m a 2.3. Assume that the conditions (F t) and (F3) are satisfied. Then the 
fimctional J  satisfies the (PS)-condition.
Proof. Let { J (u(,))} be a sequence such that with some positive constant Мг: 
—Mi < J  (u(()), i € N. Using the arguments of the proof of Lemma 2.2, it is easy to 
see that

—Mj < J  (»W) < f^ c jA iL  + խ ֊  0 Հ )  ||«(i)| [  +  m TC , Vi 6 N. 

Therefore,
IIP

(
ԲՀ  -  ^ а Х с  ֊  ի )  ||u(<)|3 < M l + m T ? .

Sincc թ > i  ^rA^Lc Ւ tf). it is not difficult to chcck that { }  is a bounded 
sequence in Етт■ As a consequence, we conclude that possesses a convergence
subsequence in E„,t , implying the (PS)-condition. Lemma 2.3 is proved.

3. P r o o f  o f  t h e  main r e s u l t s

In this Section, we prove our main results by using the critical point method. 
P ro o f of T heorem  1.1. Observe first that the assumptions (Fi) and (F2) imply 
F(k, 0) =  0 and /(fc,0) =  0 for к 6 Z. Hence «  =  0 is a trivial т Т -periodic solution 
of equation (1.1). By Lemma 2.2, the functional J  is bounded from the above on 
EmT- We define Co =  sup J(u). The arguments of the proof of Lemma 2.2 imply

ueBmT
lim J(u) =  - 00. This means that —J(u) is coercive. By the continuity of J(u),Nla-*+oo J v n

there exists й € E mT such that J(u) = cq. Clearly, й is a critical point of J.
We claim that cq >  0. Indeed, by (F2), for any и e  V  with ||ti||2 <  Si, we have

լ  mT mT mT
J (u) ~  ՜  Ід п « к - і|р +  -  M P -  F(k, Ufc)

y  *= 1 v  fc=l fc=l
Г mT

^  j;*? | £  (A h֊l«k ֊  a ՞ ՜  v - 1)5

5 /mT  \

+gP* ( Լ - * )r U =1 /

5
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> -c f(x * P x )5 + -c f ||«|І2֊ а
& * ) '
( m T 1/P՛

E w p
\Jfc=l

r ւ  a mT
> H A L N i 5 + M w 5 - a £ | « * p  

v  p k=1

— p^^m.nlMlil+pC^llullj—£*Ըշ|խ||5,

where x  =  (An 1и і ,Д п 1սշ,--- , Д П 1ит т)*- Since
Г m T

(Д " - Ѵ + і  -  А“- Яіі*) >
5 m T

A - t a E ( A " ^ W
fc=l

< ■»֊»)!■ 
> a / w S ,

we have

■/(«) >  ^~°ւ^ա 1ո +  ՜ 0? ՜  а с а )  ІМІ2-

Таке (7 =  ( ^ A ut  +  jc f  -  o c jj  <5j, to obtain J(u) > гг, и  6 V  Ո OBsl . Therefore, 
со =  я’Фиея,»!. *7(u) > <7 > 0. At the same time, we huve also proved that there exist 
constants a  > 0 and Ji > 0 such that J\oDtlr\V >  a, implying that J  satisfies the 
condition (J\) of the Linking Theorem.

Noting that J(0) =  0, we conclude that the critical point й of J  corresponding 
to the critical value Co is a nontrivial mT-periodic solution of the equation (1.1). In 
order to obtain another nontrivial mT-periodic solution of (1.1), different from C, we 
use the conclusion of Lemma 2.1. Since J  satisfies the (PS)-condition on Етт, we 
have to verify the condition (մշ).

l b  this end, take e 6 dB \ Ո V, any z e W  and s 6 R , and put u = ае + z. Then, 
we can write

- mT .j mT mT
J(u) =  Т г * ч  |Д"«*_іГ + - X > M P- E  F{k, tt*)

k=il 
m T

*=1
m T

k=1 fc-I

m T

-  ^  £  lA " efclp +  ~ £  I**  +  -  £  F (fc՛ se* +  z*)
fc=l

m T

£ ( Д п - 1ек - Д  ո՜Կ հ- ւ )
U = 1

( m T  \ f  m T

lSek +  2fc!2J  se*+2*)

m T
<  V c § ( y * P V) 5  +  +  l<Z\\z\\\ -  £  ( / ? |s e t  +  zk\* -  О

p  p  p  k= 1
_ /m T  \  5

<  V c 'f o 'F y ) ?  +  +  -с§ ||г||5 ֊  /?с? £  |sefc +  zfc|2 +  mTC'
P P P у

<  V c S a L x M IS  +  ^  +  ^e§||*||5 -  f a f  -  (3c*\\z\\p2 + m TC ,
P P P
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where у =  ( Д п - 1 е і , Д " ՜ ^ ,  • ■ • , Д " ՜ 1^ ) * -  Since
ГтпТ 1 5 Г тпТ

5 =  l g  ( Д '- 2е*+і -  Д п- 3^ ) 2|  <  £  (Д "-2е*)

J(«) < ( J c 5A,T„ +  ^  ֊  м )  *р ֊  ( * !  -  ք  <*) І * к + " * Г  <

N S  +  mTC'-

Thus, there exists a positive constant Яг > Si such that J(u) <  0 for any u € 3Q, 

where
Q =  (ВЯа Ո W) Ѳ {se|0 < s < R-չ).

By the Linking Theorem, J  possesses a critical value с > a >  0, where

с =  inf sup J(h(v)), Г = { h e  C(Q , -Етт) | Л|ѳ<? =  *^}- 
her uGq

Let tt 6 Етт be a critical point associated with the critical value с of J, that is, 
J(u) =  c. If й փ 6, then the conclusion of Theorem 1.1 holds. Otherwise, й =  «. 
Therefore Co = J(u) = J(H) = c, that is,

sup J(u) =  inf sup J(h(u)).
1l6£mT ЛбГи€С}

Choosing h =  id, we get
sup J{u) = Cq- 
ueQ

Since the choice of e 6 SB] Ո V  is arbitrary, we can take - e  6 0B\ Ո V. Similarly, 
there exists a positive number Я3 > Si such that J{u) < 0 for any u 6 dQ\, where 
Q\ =  (Bfij Ո W) Ѳ {—ae|0 <  8 < Яз}.

Again, by the Linking Theorem, J  possesses a critical value Ժ > a  > 0, where

c' =  եմ sup J(h(u)), Гі =  {Л 6 C (Q i,E mT) | /i|0Q, =  id}.h eri „eQ,

If d  փ со, then the proof is finished. If d  =  cq, then we have տսրս£<3ւ J(u) =  cq. 
Due to the facts J\oq < 0 and < 0, the functional J  attains its maximum at 
some points in the interior of sets Q and Qi- However, Q n Q i  с  W  and J(tt) < 0 
for any и  6 W.  Therefore, there must be a point v! 6 Е тт to satisfy ս' փ tt and 
J(u') = Ժ = cq. This completes the proof of Theorem 1.1 .
R em ark  3.1. The proofs of Theorems 1.2 and 1.3 can be carried out by the same 
arguments used in the proof of Theorem 1.1. As for Corollaries 1.1 - 1.3, the results 
are immediate consequences of Theorems 1.1 - 1.3. So we omit the details.
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4. A n  E x a m p l e

In this section we give an example to illustrate our main result, stated in Theorem 
1.1.
Exam ple 4.1. For all n  € Z(l) and fc 6 Z, consider the equation

(4.1) Д” (j'k-n.'Pp (Д "«*-і)) +  (-1  )nqk<PP К О  =  ( ֊ l ) nM ( з  -1- cos2 ^ )  ufc_1>

where {j-fc} and {</*;} are real sequences, T  is a given positive integer, гк+т =  r* > 0, 
qk+т =  > 0, 1 < P < °°i and Ц > p. We have

/ (* ,« > = Հ տ + օ օ տ ( Հ ) ի ՝ = դ Հ ,

П М ) = ( з  +  cos1 ( ֊ £ ) )  Л  

It is easy to check that all the assumptions of Theorem 1.1 are satisfied. Consequently, 
for any given positive integer m  > 0, the equation (4.1) has a t least three mT-periodic 
solutions.
R em ark  4.1. A specific application of (4.1) is discrete models appearing in economics. 
For example, the price-demand curve of cobweb phenomenon Dn =  —rridPn + bd, 
m j > 0, ba > 0 is a special case of (4.1), where D„ is the number of units demanded 
in period n, p„ is the price per unit in period n, and ա յ represents the sensitivity of 
consumers to price.
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A b s tra c t. We study the uniqueness of transcendental meromorphic functions sharing 
two or three values with their derivatives in some angular domains instead of the whole 
complex plane. The obtained results extend the corresponding results of Frank-Weissen- 

bom [8] and Frank-Schid<[9], and improve Theorems 1-3 from Zheng [19]. Some examples 
arc given to show that the obtained results, in a sense, are the best possible.

M SC2010 num bers: 30D35; 30D30.
K eyw ords: Nevanlinna theory; meromorphic functions; shared values; uniqueness 
theorems.1

1. I n t r o d u c t io n  a n d  m a in  r e s u l t s

Let /  : С -4 С U {oo} be a transcendental meromorphic function, where С is the 
complex plane. Let <S(a, / )  be the Nevanlinna deficience /  with respect to о € С and 
T(r, J) be the Nevanlinna characteristic of / .  Moreover, the lower order բ.Ա) and the 
order p(f )  of /  are in turn defined as follows:

r-*oo log Г
f f\  log T(r, / )p{f) = hm sup—  ' ■

г—>oo log Г
For the references, see, e.g., Hayman [11]. An a € С U {oo} is called an Ш  (ignoring 
multiplicities) shared value in a domain X  С С of two meromorphic functions /  and 
g if in X,  f [z)  =  a if and only if g(z) = a. R. Nevanlinna [15] proved that if two 
meromorphic functions /  and g have five distinct Ш  shared values in X  =  C, then 
f  = g. Later on, many mathematicians treated some uniqueness of meromorphic 
functions with shared values in the whole complex plane (see, e.g., Yang and Yi

lThis work Is supported by the NSFC (No.11171184), the NSFC & HFBR (Joint Project)(No. 
10911120056), the NSF of Shandong Province, China (No. Z2008A01), and the NSF of Shandong 
Province, China (No. ZR2009AM008).
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[17], and references therein). In this paper, we consider the uniqueness question of 
meromorphic functions sharing two or three values with their derivatives in some 
nngni.»- domain X  С С. Next we consider q pair of real numbers {ay,#,}, such that

( 1 ,1 )  —7Г <  Oc\ <  0 1  <  օ ւշ <  0 2  <  ■ • • <  (Xq <  P q  <  ո ,

and define

(1Л) „  =

In order to give the definition of the Borel direction of a meromorphic function, we 
first introduce some notation. Let 0 < a  < 0  < 2ir be such that 0  — a  < 2ir, and let 
г >  0. We set

fi(a,/3) =  {z : a  < arg z < 0 }

and
fl(a ,0 ,r)  =  {z : a  < argz  < 0 }C\{z  : |z| <  r}.

The following result was proved by FVank-Weissenborn in [8].
Theorem  A. Let /  be a nonconstant meromorphic function. If /  and /М  share two 
distinct finite values a and b CM,  where к > 1 is a positive integer, then /  =  /М .

Later on, Frank-Schick [9] proved the following result:

Theorem  B. Let /  be a nonconstant meromorphic function. If /  and share 
three distinct finite values a*, օշ, оз IM,  where к > 1 is a positive integer, then 
/  =  /(*).

In 2004, Zheng [19] first considered the uniqueness of meromorphic functions with 
shared values in an angular domain, and proved the following result (see [19], Theorem 
3).
T heorem  C. Let /  be a transcendental meromorphic function of finite lower order
fi and such that for some a 6 CU {oo} and an integer p > 0, S = 6(а, /М )  >  o. For q
pairs of real numbers {ay,/fy} satisfying (1.1) and (1.2), assume that /  and have

ч
three distinct I M  shared values in X  = Ա {z : Qj < argz < fy}.  If ш < p(f),  then

j= 1
/  =  /(*).

Observe that from Lemma 2.1 and the conclusion /  =  f W  0f Theorem С we can 
deduce that every nonconstant solution of /  =  /№  is of order p(f ) = 1, which 
contradicts the assumption p(f )  > w > l i f g > 2 .  Therefore, Theorem С is invalid if 
q > 2. Our Theorem 1.3 improves Theorem C.

The main results of this paper are the following statements.
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T heorem  1.1. Let f  be a transcendental meromorphic function of finite lower order 
H and such that 6 = 6(a, f ^ )  > 0 for some a € С U {oo} and ад integer p > 0. For 
q > 2 pairs o f real numbers խ յ,/9 յ}  satisfying (1.1) and

(1.3)

where а =  max{w,/i} and и  is as in (1.2), assume that f  and fW  share щ , օշ CM  
_ q

in X  =  U {z : otj < argz <  0j}, where oi, օշ are two distinct Snite numbers in the

complex plane, and к > 1 is a positive integer. I f  p(f ) փ ա, then f  =
If in Theorem 1.1 we remove the assumption “/Հ /)  <  oo”, then we have the 

following result.
T heorem  1.2. Let f  be a transcendental meromorphic function such that for some 
а 6 С U {oo} and an integer p > 0, 6 = 5(a, f ^ )  > 0. Assume that for q > 2 radii 
argz =  Qj (1 < j  <  q) satisfying

(1.4) - я  < «1 < a j  < • • • < a ,  < 7Г, a ?+i =  a \ +  2n,

q
f  and share oj, օշ C M  in X  =  С \  (J {z : argz = ay}, where a i, օշ are

5=1
two distinct Suite numbers in the complex plane, and fc > 1 is a positive integer. I f

P(/) *  min {,%,-«;>■. t b e n f  = /<*>. 
i£i<«

T heorem  1.3. Let f  be a transcendental meromorphic function o f finite lower order 
H and such that S = 5(a, /М )  > 0 for some a 6 С U {oo} and an integer p  > 0. For 
q >  2 pairs of reai numbers {09,^ 4} satisfying (1.1) and (1.3), where а  =  шах{ш,д}

_ 9
and u> is as in (1.2), assume that f  and p k> share a i, օշ, аз IM  in X  =  U {z : q:j <

j=i
argz < /3j}, where oi, օշ, аз are three distinct Snite numbers in the complex plane, 
and к > 1 is a positive integer. I f  p(f )  փ w, then f  =  /W .
If in Theorem 1.3 we remove the assumption “n( f )  < oo”, then we have the following 
result.
T heorem  1.4. Let f  be a transcendental meromorphic function such that for some 
а e С U {oo} and an integer p > 0, <5 =  S(a, /W ) > 0. Assume that fo r?  >  2 
radii argz = ntj (1 < j  < q) satisfying (1.4), f  and /W  share a i, սշ, аз IM  in 

q
X  = C \  (J i z '■ argz =  cty}, where a i, օշ, аз are three distinct Snite numbers in 

i= 1
the complex plane, and fc > 1 is a positive integer. I f  p(f ) փ m|n f , -oTT1 ^ en

/  =  /(*).
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2. P r e l im in a r ie s

In this section, we introduce some important lemmas that will be used in the proofs 
of the main results. First we give the following result due to Valiron [16]:

Lem m a 2.1 ([16]). Let f  be a meromorpbic function and let к be a positive integer. 
Suppose that f  is a solution of the following differential equation

aow(fc) +  a ia / fc-1) H------ Ւ ajtw =  0,

where ao, oi, • • • , a* are constants and oo /  0. Then T(r,  / )  =  O(r). Furthermore, 
մ  f  is transcendental, then r =  0(T(r,  /)) .

Let /  be a meromorphic function on the angular domain П (а,£) = {z : а  < 
arg z <  /?}, where a, թ 6 [0,27г], and so 0 < /? ֊  a  < 2я\ Following Nevanlinna theory 
(see [10], pp. 23-26), we define

(2.1) A ,i/}(r, / )  =  £  j T  ( i  -  — )  {l°g+ l/(te ta)| +  log+

(2.2) B a,p(r, f ) = - ֊  J log+ \f(reie)\віпиі(Ѳ -  a)<W, 

and

(2.3) Ca,p{r,f) =  2 Y ,  f i A 7 - % F ) 8i n ^ m ֊ a ),

where и  = ո/ (թ -  a), 1 < г <  +oo and bm = |6m|eie"* are the poles of /  on Ща,/3) 
appearing often according to their multiplicities. Ca<p is called the angular counting 
function of the poles of /  on X(a,/3) and the Nevanlinna angular characteristic 
function is defined as

Sa,e(r, f )  =  Ааф{т, f ) + Ba,p(r, f )  +  Ca<e(r, / ) .

Similarly, for any finite value a, we define A a։0(r , fa), B a,0(r , fa), Ca,0(r , fa) and 
Sa,p(v, fa), where f a =  1 / ( /  — а). БЪг the sake of simplicity, below we will omit the
subscript in all the above notation, and will use the notation A[r, o), B(r, a), C(r, a)
and S(r, a) instead of Aatp(r, f a), Ba<p(r, /„), Ca։p(r, f„) and Satp(r, /„), respectively, 
for any finite complex value a.

Lem m a 2.2 ([10, Theorem 3.1]). Let f  be meromorphic on U(a,fi). Then, for a 
complex number a € С and an integer к > 0 we have

Sa,p = s <*>p Cr i / )  +  o (  1),

56



MEROMORPHIC FUNCTIONS SHARING TW O OR TH REE VALUES .

Sa,0 (r, / « )  <  2kSa,p(r, f )  +  R a ^ r ,  f )

and
•. —  J  =  Да,/»(Л / ) .

where, and in what follows, Ra,p{r, f )  is such a quantity that i f  p{f)  < oo, then 
Ra.e(r, f)  =  0 (1) as г -» oo, and i f  p(f )  =  oo, then R c ^ { r , f )  = 0 {log (rr(r,/))}  
for r & E  and г ч  oo, where, and in what follows, E  denotes a set o f positive 
real numbers with finite linear measure, whicb is not necessarily the same for every 
occurrence in the context.
Lem m a 2.3 ([10, Theorem 3.3]). Let f  be meromorphic on ТІ(а, /3). Then for arbitrary 
q distinct values Oj € С U {oo} (1 < j  < q) we have

(9 -  2)Sa J (r, f )  < J 2 c a,e ( r , ֊ - )  +  i b A r J ) .

For the proof of the next lemma we refer to Edrei [7] and Yang [18].
Lem m a 2.4. Let f  be transcendental and meromorphic in С with the lower order
0 < բ  < oo and the order 0 < p < oo. Then for any positive number a satisfying 
p. < а < p and a set E  with Unite linear measure, there exist a sequence of positive 
numbers {r„} such that

(i) rn # E  and lim ^  =  oo,

(Si) lim եմ 1ս̂ ; ; ւ/? > ° * n d '

( i i i ) T ( t , f ) < ( l  + o(l)) T (rn , / ) .
A sequence {rn} satisfying (i)-(iii) in Lemma 2.4 is called a Рбіуа peak of order а 

outside E.
For r  > 0 and a e  C, we define
(iv) D(r, a) := {<? 6 [֊тг.тг): log+ jj f a h ) ֊ a\ > ] ֊ :T(r, / ) }  and

D(r,oo) := e [-тг.тг): log+ |/(гей )| >  ^ T (r . / ) |  •

The following result is a special version of Baernstein’s theorem from [1].
Lem m a 2.5. Let f  be transcendental and meromorphic in С with the finite lower 
order /л and the order 0 < p < oo, and 5(a, f )  = S > O f o r  some о 6 С U {oo}. Then 
for an arbitrary P61ya peak {rn} o f order ծ > 0, ц < а < р ,  we have

f 4liminf тпея£)(гп, а) > min < 2ir, — arcs in п-юо I Ծ
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R em ark  2.1.. Lemma 2.5 was proved in [1] for the Рбіуа peak of order /i, the 
same arguments can be used to derive Lemma 2.5 for the Рбіуа peak of order a,

H<<7 < p.
For the next result we refer to Hayman and Miles [12].

Lem m a 2.6. Let f  be a transcendental meromorphic function in C. Then for each 
К  > 1, there exists a set M (K)  of the lower logarithmic density at most d(K) = 
1 -  (2eK՜ 1 -  l ) ՜ 1 > 0, that is,

logdensM(K)  =  liminf [  — < d(K),
------  r-+oo log г Ум(к)п[і,г] է

such that for every positive integer k, we have

rgU(K) 1 w Հ

The following result is due to Edrei [6]:
Lem m a 2.7. Let f  be a meromorphic function with S(oo, / )  =  S > 0. Then for given 
e > 0 we have

mesE(r, f )  > [T (r> /)],[logr]i+e , r  *  F’

where F  is a set o f positive real numbers with finite logarithmic measure depending 
on e and

E (r , f )  =  jfl e [ - ir .i r ) : log՜1՜  |/ ( re ,9)| > j T ( r , / ) }  .

Lem m a 2.8 ([10], Theorem 2.7). Let f  be a meromorphic function on Щ а,0). I f

SaA r’f ) =  ° ( ! ) .  tbe*1

log |/( re ‘*)| =  r"c8in(ш(ф -  а)) +  о(г“ )

uniformly for a < 4 > < l 3 a s r £ F  and r -+ oo, where с is a positive constant, 
w =  and F  is a  set of Snite logarithmic measure.

3. P r o o f  o f  t h e o r e m s

P ro o f of T heorem  1.3. Suppose that /  փ / ^ .  Then, in the same manner as in 
the proof of Theorems 8.22 and 8.23 in Yang and Yi [17], using Lemmas 2.2 and 2.3 
for 1 < j < q  we can write

Saj,pj (r , f)< Aaj'Pj f r,  Ճ  )  +
0<«Kfc+2 ՝  J x'
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(ЗЛ) Bai֊P> ( r՝ J _ b)  + 0 (logr)
0 < i < j < k + 2  '  J

(3.2) < 0 { lo g rT (r , f ) }

as г £  E  and r  -> oo, where b\, եշ, • ■ ■ , Ь*+і> ծ*+շ are some finite numbers. First we 
prove that

(3.3) p(f )  < u>.

Suppose the opposite that (3.3) does not hold, that is,

(3.4) p (/) > w.

Now we are going to show that (3.4) contradict the assumptions of Theorem 1.3. To 
this end, we consider two cases: p(f )  > p( f )  and p(f )  — p( f ) .

C ase 1. Suppose that p{f ) > p(f ) .  Then, taking into account that p(f )  =  p(/W ), 
M(/) =  /*(/W) and a  =  max{w,/i}, we obtain

(3.5) p ( f W ) = p ( f ) > * > p ( f )  = fl( f M) .

In view of (1.3) we can find some sufficiently small positive number e such that

4 4 /7
(3.6) 5 Z (“ i+ i -  0j) +  2e < arcsin -

3=1
and

(3.7) p ( / « ) > a  +  2e > /* ( /« ) .

Applying Lemma 2.4 to we conclude that there exists a Рбіуа peak of order 
ծ + 2e outside E.  Combining this with Lemma 2.5 and

(3.8) a + 2e>cj  + 2e>cj j  + 2 e > l  + 2e, 

we get

MEROM ORPHIC FUNCTIONS SHARING TW O OR TH REE VALUES ...

(3.9) measD(rn , o) > —-  — arcsin у  -  -  e.

Without loss of generality, we can assume that (3.8) holds for all n. Then, setting

(3.10) K n =  meas ^D (rn , a) Ո (J (ay +  e, 0j -  ,

from (3.6), (3.9) and (3.10), we obtain

K n > measD(rn, a) -  meas ^[0,2ir) \  ( J  (ay +  e, pj -  e)^
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=  measD{rn,a) -  meas ( ( J  (#, -  e. kj+i +  £)
\J = 1

(3.11) =  measD(rn, a) -  У](оу+і -  Pj +  2e) >  £■
>=1

It follows from (3.11) that there exists some positive integer j 0 with 1 <  j 0 < q, such 
that for infinitely many positive integers n, we have

К  6
(3.12) meas (D{rn,a) Ո (a ,0 +  e, Pio - £ ) ) > ֊ > ֊ •

Without loss of generality, we can assume that (3.12) holds for all positive integers 

n.
Next, we set E„ = D(rn,a) Ո (aJ0 +  £,Pja - e ) ,  and use (3.12) and the definition

of Z?(r, o) in part (iv) of Lemma 2.4, to obtain

(3, 3) ր - ,og.  > - M  >  г ь а . *  >  լ - գ տ ^ ւ .
J aja+e | /w ( r nfi‘fl) ֊  a| logr„ q logrn

On the other hand, by (3.3), Lemmas 2.2 and 2.6, and the definition of Ва^(т, f )  
from (2.2), we can write

l06+ |уЫ (Гпе .» ) - „ |<Ю 

£ (r“՝

Pju (’՛ու / )  +  ^QJo,/9j0 (rm / ) )

<  Ъ о,'Г ?°  log(rnr ( r „ ,  / ) )

(3.14) < Кь.сГ? 0 {logr„ +  log T (rn , / « ) }  +  0(1),

where rn g  E  and wJO =  fooZajo , ^  a positive constant depending only on j 0
and e. Prom (3.13) and (3.14) we have

(3.15) log T (rn , / (p)) <  log log T(r„, /М )  +  ujo logr„ +  3 loglogr„ +  0(1),

where r„ £  E  and rn oo. Noting that {r„} is a Рбіуа peak of order a + 2e of /W
outside E,  from (3.15) we get

a  +  2e < lim I p g ^ n . / ^ )  < <; w
r„-»oo logr„ — Jo
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which contradicts the assumption ծ =  max{w, fi}.
C ase 2. Suppose that p(f )  =  p ( /) .  Then we have /*(/) =  p (/)  =  =  p ( f ^ ) .

By the same arguments as in the Case 1 with a  (=  n{f )  =  p (/)) instead of cr +  2e, 
we can derive that p(f )  = cr < ui, which contradicts (3.4).

Next, from (3.1), (3.3) and Lemma 2.2 we have

(3.1G) Saj։0j (r , f )  = O{ 1) for 1 < j < q .

From (3.16) and Lemma 2.2 we get

(3.17) 5a jf t  ( Г)_ і _ _ )  = 0 (i) for l < j < q.

From (3.17) and Lemma 2.8 for 1 < j  < q we have

1
(3.18) log = гШіCj տհՀս)յ(Փ -  ocj)) + о(гШі)/(р)(гс'Ф) — a I

as r  £  F  and r  —i oo, where Cj is some positive constant, uij =  and ctj < ф < թ).
Finally, from (3.3) and (3.18) we have

M ir“ < Լ £  Г lo2+ 
27Г1

<-hi>
/ ^ И - а  

1
d4>

(3.19)

/(p )(re^) -  a 

=  ™ (г, < T(r, /<”>) +  0(1) < 2T(r, / « ) ,

as r  & F  and г —> oo, where M i is some positive constant.
By the standard arguments of removing exceptional sets (see, e.g., [13], Lemma 

1.1.2), in view of (3.19) we conclude that there exists some positive number r<j such 
that for all r  > гц

(3.20) M ir" < 2T (ra, /<*>).

Hence, from (3.20) and the definition of the order of a  meromorphic function we 
deduce

(3.21) w <  p ( / « ) .

Noting that p (/)  =  p ( / ^ ) ,  from (3.3) and (3.21) we obtain p (/)  =  w, which 
contradicts the assumption of Theorem 1.3. This completes the proof of Theorem 
1.3.



P ro o f of T heorem  1.4. Suppose that /  փ / w . Then in the same manner as in 
the Case 1 of the proof of Theorems 1.3, we have

Saj,ai+l(r , f )  <  £  AajtP} f r,  * _  )  +
0 < t< I< fc + 2  4 J '

(3.22) +  £  ( r> f J ) ~ T - )  + 0 ( lo g r)
0 < i < j < k + 2  4 1 '

(3.23) < 0{ log rT (r,/)}

for 1 < j  < q, as r  Հ E  and r  -4 oo, where ծւ,6շ, • ■ • ,ծ*+ւ>ծ*+2 are some finite 
numbers. Next, we prove that

(3.24) /»(/) < oo.

Indeed, observe first that for the exceptional set F  in Lemma 2.7 and the exceptional 
set E  in (3.23r$), we have logdena(F\JE) =  0. Hence for M( K)  in Lemma 2.6, where 
К  > 2 is a positive number, we have

logdena(M(K)  U F  U E) < logdena(M(K)) < d{K),

where d(K) =  1 -  ( 2 c * ՜1 ֊  I ) ՜1.
Therefore, applying Lemma 2.7 to /М , we conclude that there exist a sequence of 

positive numbers rn & M( K)  U F  U E  such that as rn —»■ oo

(3.25) m e a sE ' ՜  *

Setting

XIAO-MIN LI AND HONG-XUN YI

( r " ’ /W  ֊ a ) PX fn./W Jl'llogtn]1-1* ՜ 

1 1
(3‘26) £n 2? +  1 [T(r„, / ^ ) ] e(logrn]1+e ’
from (3.25) and (3.26) we have

meaa ( r n, Ո (J  (a j +en,aj+1 ֊  en) j

> measE (r„, - թ — j  ֊  meas ^ Ц  (oy -  en, պ  + £„)j

> (29 +  1)£ո ֊  կ £ ո  = £n, 
implying that there exists some jo with 1 < j 0 < q such that

(3.27) meaa ( e  (rn, յ ^ ֊ յ  Ո (ajo +  en, ajo+1 -  en)^ > ^ .
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Without loss of generality, we can assume that (3.27) holds for all n. Next, setting 

(3-28) En = E  ^r„, ( j )  Ո (ау0 +  en, o j0+i — en) ,

by (3.28) and the definition of Ё  (rn , > we have

f a i  0+1 ՜ *Ո  1  Г լ

Լ 0+' Ո l0g+ \ f ^ r ne ^ ) ֊ a \ dB ֊  Լ  l0g+ \/Щтпв « ) - а \ М

> meaa(En) S{a՝ ^ P))T(rn, f M )

(3.29) > £n<?(° ,/(P))r ( r n,/W ).
Կ

On the other hand, from (3.23), Lemmas 2.2 and 2.6, and the definition of BQ,^(r i / )  
in (2.2), we have

Լ ս+։ ո b g  \1Ь>Чгпе » ) - а \ М

^ _______r WiO D (r _________^ ^
֊  2wja sin(e„Wj0) *******  ѴГп> /W (rne«) -  o j

-  2ыл біп(еа;л ) г” і0 Տ°*՝°*+ ՝ (г»* / )  +  ■“*.+» (г"> Л )

(3.30) < K ja,eTnio log(r„T(rn, / ) )  < {logr„ +  logT(r„, /<*>)} +  0(1),

as r„ £  M( K)  U F  U E  and rn -► oo, where wJO =  ^ - +*_а^ , K j0,e is a positive 
constant depending only on jo and e.

Next, from (3.29) and (3.30) we have
(3.31)
<5(o, /<p))[T(r„, /М )]1-  < Aq(2q+l)Kj0t€rnlD [logrn]1+‘ {logrn+log r ( r n, /« )}+ < ?( 1),

as r„ £  M( K)  U F U E  and rn -*■ oo.
Finally, from (3.31) we derive

K f )  =  #*(/W) < wio <  w,

implying (3.24).
Now, by the arguments, similar to that of used in the proof of Theorem 1.3, from

(3.22) and (3.24) we can get the conclusion of Theorem 1.4. Theorem 1.4 is proved.
P ro o f o f T heorem  1 .1 .. Suppose that /  փ /W . Then, in the same manner as 

in the proofs of Theorems 8.16, 8.17, 8.19 and 8.20 from Yang and Yi [17], we can 
use Lemmas 2.2 and 2.3 to conclude that under the assumptions of Theorem 1.1,
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the estimates (3.1) and (3.2) hold. Next, the arguments, similar to that of used in 
the proof of Theorem 1.3 can be applied to get a contradiction, yielding the result.

Theorem 1.1 is proved.
P ro o f of T heorem  1.2. Suppose that /  փ f w . Then, in the same manner as 

in the proofs of Theorems 8.16, 8.17, 8.19 and 8.20 from Yang and Yi [17], we can 
use Lemmas 2.2 and 2.3 to conclude that under the assumptions of Theorem 1.2, 
the estimates (3.22) and (3.23) hold. Next, the arguments, similar to that of used in 
the proof of Theorem 1.4 can be applied to get a contradiction, yielding the result. 

Theorem 1.2 is proved.

4. C o n c l u d in g  r e m a r k s  

We first recall two theorems from Zheng [19].
T heorem  D ([19], Theorem 1). Let f  and g be transcendental meromorphic

functions. Assume that f  is o f finite lower order p  and that for some а € С и  {oo} and
an integer p > 0, S = S(a, /М ) > 0. Fbr q pairs o f real numbers խյ , /3 յ}  satisfying
(1.1) and (1-3), where er =  max{w, p.) and и  is os in (1.2), assume that f  and д share 

_ ч
oi, «շ, аз IM  in X  = [J {z otj < argz < թյ}, where ai, ոշ, аз, օհ, a5 are five 

i =1
distinct numbers in the extended complex plane. I f  p{f ) > ա, then f  = д.

T heorem  E  ([19], Theorem 2). Let f  and д be transcendental meromorphic 
functions such that for some а € С U {oo} and an integer p > 0, S = 5(а, /М )  > o.. 
Assume that for q radii argz = Qj (1 < j  < q) satisfying (1.4), f  and д share a i, a j,

аз, «4. as Ш  in X  = C \  \J {z : argz =  ftj), where а і, a j, аз, a4, а0 are five distinct 
i =1

numbers in the extended complex plane. I f  p( f )  > min ——-r , then f  =  д.
i+l

Using the methods of the proofs of Theorems 1.3 and 1.4, we can get the following
results, which improve Theorems D and E, respectively:

T heorem  4.1. Let f  and д be transcendental meromorphic functions. Suppose
that f  is o f finite lower order p  and that for some а 6 С U {oo} and an integer p > 0,
6 =  5(a, f M)  > 0. Fbr q pairs of real numbers {a j ,f i j} satisfying (1.1) and (1.3),
where а  =  тах{ш,р} and ա is as in (1.2), assume that f  and ց share aj, օշ, аз IM  

_ я
in X  = (J ( z ■ Պ  < arg* Ճ Pj}, where a յ, օշ, аз, օհ, as are five distinct numbers in 

i =1
the extended complex plane. I f  p(f )  փ ա, then f  = д.

T heorem  4.2. Let f  and д be transcendental meromorphic functions such that 
for some а 6 С U {oo} and an integer p > 0, S = 6(a, /М )  > o. Assume that for q
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radii argz =  ay (1 <  j  < q) satisfying (1.4), f  and ց share <կ, օշ, a3, a4, a8 /М  in 
ч

X  =  С \  (J {* : “ g^ =  ay}. w Ĵ&re a ii a2> a3> <4 . «о are £ve distinct numbers in the
jml

extended complex plane. I f

P(f ) Ф -  , *------- T ,
!<4<« ~

then f  = д.
Now we consider three examples, showing that the obtained results, in a sense, are 

the best possible.
E xam ple A ([19], Remark A). Let On =  n2/3, consider the functions:

/ М = ^ + i + £ f —  - 1 ) .  e w = * + i - £ f — + i Vt A * n - z  z )  w + z

Then we have p( f )  = p(g) =  3/2 and w = 1. I t follows from a result by Cebotarev [5] 
(see, also, [3], [14]), that there exist five distinct real numbers bi, Եշ, b3, 64,65 6 C \R  
such that all the equations f ( z )  =  bj and g(z) = bj have only real roots for 1 < j  < 5, 
and so, all.the bj are IM shared values of /  and g in С \  R. But f  փ g. This implies 
that the assumption “S(a, /М )  > 0 for some a € С U {00}" in Theorems 4.1 and 4.2 
cannot be removed.

E xam ple В  ([19], Remark A). It is easy to see that for each real number a 
satisfying 0 < a <  1 , sin z and cos л can take over a only on the real axis, and so they 
can I M  five distinct values in С \  R and w =  1.

Obviously, p(sinz) =  p(cosz) =  1 and <У(оо,віпг) =  J(oo,cosz) =  1 . This example 
shows that the assumption “p(f )  փ w" in Theorem 4.1 and the assumption "p(f ) փ 
7Г/  ^min {aj+i ~  aj}"  fo Theorem 4.2 are the best possible.

The next example shows that the condition /і ( / )  <  oo in Theorem 4.1 is necessary, 
and hence can not be removed. We use the theory of complex dynamics, for the basic 
concepts of which we refer to Bergweiler [4].

E xam ple С  ([19], Remark A). Consider the following function:

/ ( . ) = , ֊ ( . + ц + і Ц £ * ,

where L  is the boundary of the region {z  : Rez >  0 ,— ir < Iniz  < 7г} specified 
in a clockwise direction. Then /  is an entire function with infinite lower order. It 
follows from the proof of Theorem 2 in Baker [2] that, for suitable chosen a and h, 
the Julia set J ( f )  of /  lies in the region {z : Rez > —a , —h < Imz < h}. Since 
J( f )  does not contain any isolated Jordan arc, there exists a horizontal straight line
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which intersects ./( /)  at least at five points. By a translation, we conjugate g to 
an entire function f ( z)  such that the Julia set J( f )  of /(* ) contains at least five 
real points cj (1 <  j  < 5). Then all the roots of /(z )  = cj (1 <  j  < 5) He in 
G =  {z : Rez > - a ,  -2 /i < Imz < 2h}. It is well known that tan z =  с,- (1 < j  < 5) 
have only real roots. Thus, /  and tan z share five distinct I M  shared values in C\GUR 
and J(oo, / )  =  1 , but /(z ) փ tan z.
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О С*—АЛГЕБРАХ П О РО Ж ДЕН Н Ы Х  И НВЕРСНЫ М И  
ПО ДПОЛУГРУППАМ И БИЦ И КЛИ ЧЕСКО Й  ПОЛУГРУППЫ
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Казанский Государственный Энергетический Университет 
E-mail: karen.hov8cpQgmad.coTn

А н н о т а ц и я . В работе приводятся ряд свойств С*-алгебр порожденных ин
версными подполугруппами бициклической полугруппы Z^_. Доказывается, 
что такие алгебры обобщают алгебру Теплица. Дастся описание неприводи
мых представлений С*-алгебр по]юждснных инверсными подполугруппами 
полугруппы Z+ .

M SC2010 numbers: 12Е10.
Ключевые слова: индекс монома; алгебра Теплица; неприводимое представле
ние; С*-алгебра; бпциклическая полугруппа; инверсная полугруппа.

1. В в е д е н и е

Кобурн в [1| показал, что неунитарные изометрические представления полу- 
грушіы псотрнцатслышх целых чисел Z+ порождают С'-олгсбры, колопичо- 
ски изоморфные алгебре Теплица. Дуглас [2] и Мерфи |3] доказали подобные 
утверждения для абелевых полугрупп с полным порядком. С другой стороны, 
Аухадиев и Тепоян в работе [4] привели критерий на полугруппу, при котором 
каждое неунитарное изометрическое представление расширяется до представле
ния инверсной полугруппы, порожденной этой полугруппой. Из этого критерия 
следует, что каждое изометрическое представление полугруппы Z+ расширяет
ся до изометрического представления бициклической полугруппы Z \ .  В данной 
работе вводится понятие индекса элемента полугруішы Z+ и исследуются под
полугруппы Sm, m e  Z+, порожденные элементами, индексы которых имеют 
общий делитель m и S(m), порожденная элементами от  и о*т . Показывается, 
что неунитарные изометрические представления таких полугрупп порождают 
подалгебры алгебры Теплица 7т и Т (т), состоящие из тех элементов, которые 
неподвижны относительно некоторой конечной группы автоморфизмов порядка 
т. Дается полное описание неприводимых представлений (7*-алгебры Тт .
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2. П о д п о л у г р у п п ы  б и ц и к л и ч е с к о й  п о л у г р у п п ы

Полугруппа S  называется инверсной, если для любого а е  S  существует 
единственный инверсный элемент а* б 5, такой, что справедливы равенства 
а*аа* =  а* и «а*« =  а. Из определения следует, что о** =  о. Идсмпотенты 

инверсной полугруппы образуют коммутативную подполугруппу Р5 =  {а 6 S : 
а =  а2} в полугруппе S.
Инверсная полугруппа с единицей е называется бициклической полугруппой, 
если она порождена одним элементом о и соотношением а’а =  е. Отметим, 
tjto бициклической полугруппой является инверсная полугруппа, порожденная 
изометрическими представлениями полугруппы неотрицательных целых чисел. 
Ввиду этого в дальнейшем би циклическую полугруппу будем обозначать через

К -
Из равенства а*а =  е непосредственно следует, что каждый элемент би

циклической полугруппы имеет вид о”*а*", где т и п  неотрицательные це
лые числа. В дальнейшем будем полагать а0 =  (а*)0 =  е. Индексом элемента 
Ь =  ата*п из Ъ \ назовем число т — п и обозначим его через ind(b). Отметим, 

что ind(6 • с) =  ind(6) +  ind(c) для любых элементов 6, с € Z+.
Рассмотрим гомоморфизм г: Z+ —¥ Z+, т(Ь) =  оба*, который есть вложение 

нолугруішы Z+ в себя. Замети*!, что ind(Tn(b)) =  ind(t>) для любого п е  Z+ и 
Ъ € Z+. Зафиксируем целое число т. Пусть Sm =  {Ь € Z+ : iud(b) =  k- т, k 6 Z}. 
Отметим, что в случае m =  1 полугруппа Si =  Ъ \. Пусть S(m) инверсная 
полугруппа, порожденная элементом ат. Очевидно, что Տ,ռ и S(m) являют
ся инверсными подполугруппами бициклической полугруппы Z+. Отметим, что 
полугруппа S(m) также является бициклической. Укажем связь между полу
группами Sm и S(m).

Лемма 2.1. Полугруппа Sm представляется в виде:

Sm = ] j  r*(S(m)).
*=о

Доказательство. Покажем, что для любого элемента 6 €  Sm справедливо Ь € 
т1 (S(m)), для некоторого 0 <  і <  m — 1. Действительно, если Ь е  Sm, то b =  
am*+iQ,mr+(, где О < і < m ֊  1, к, r e  Z+. Тогда

i  =  e'a’n‘e-mV ' e r ,(S(m)).
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т - 1
Включение (J Tk(S(m)) С Sm очевидно. □

к = 0

Рассмотрим гильбертово пространство (2(Z+) с естественным ортонормиро- 
вшшым базисом { e/c}fcez+- Пусть Т  -  оператор сдвига на i2(Z+), то есть па 
базисе действует следующим образом:

Тек =  е*+і.

Очевидно, что Т*Т =  / ,  где Т * -  сопряженный оператор к оператору Т, I  -  
тождественный оператор, и ТТ* =  Р  -  проектор на i2(Z+\{0}). Следовательно, 
полугруппа, порожденная операторами Т  и Г*, образует бициклическую по
лугруппу. Элементы бициклической полугруппы в дальнейшем будем называть 
мономами [5]. Конечные линейные комбинации мономов образуют инволютив- 
ную подалгебру алгебры B(l2(Z+)) всех линейных ограниченных операторов 
гильбертова пространства /2(Z+). Равномерное замыкание этой подалгебры в 
B(i2(Z+)) называется алгеброй Теплица и обозначается через Т.

Пусть 7  подалгебра алгебры Теплица 7  состоящая из конечных линейных 
комбинаций мопомов.

Определим представление ст: S1 —> Aut (У) единичной окружности S1 в группу 
автоморфизмов алгебры 7  полагая:

a{z){TnT ,m) =  Z<n~

Из результатов, полученных в работах [6], [7] вытекает следующая лемма.

Лемма 2.2. Представление ст: S1 —► Aut(tP) расширяется до сильно непрерыв
ного представления сто: S 1 —»■ Aut(T).

Напомним, что представление называется сильно непрерывным, если 7-эначная 
функция A(z) =  CTo(z)(i4) непрерывна для любого А из Т.

Пусть ѣ -  С*-подалгебра унитальной С*-алгебры А. Положительное линей
ное отображение Р: А  ѣ называется условным ожиданием, если Р(Ь) =  Ь 
для любого b е  В, и Р(аЬс) =  аР(Ь)с для любых о, с € ®, b е А .

Пусть 7т -  С*-подалгебра алгебры Теплица Т, порожденная мономами, ин
дексы которых кратны числу т.

Теорема 2.1. Существует условное ожидание: Рт : Т —► Тт
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Доказательство. Пусть Gm -  конечная подгруппа группы S1 порядка т . Оче

видно, что
Gm =  { z e S 1 : z m =  1}.

Определим Рт ■ 7  —► 7т, полагая

р т(А) = J 2  ог0( г ) ( Л ) .  
xeGm

Если 7тТ*‘ любой элемент из 7т, то ind(T"T*') =  jm , j  С Z, и тогда для г 

из Gm
<70 (z)(rnT*1) =  zn- lTnT ‘l =  (zm)^TnT*1 =  Г"Т“ .

Обратно, пусть D такой элемент из Т, что сг0(z)(D) =  D для любого г  из Gm, 
следовательно, Pm(D) =  £>. Покажем, что тогда D принадлежит 7 т. Так как 
конечные линейные комбинации мономов плотны в 7, то D можно аппроксими
ровать с такими комбинациями, то есть: Ѵе >  0

I
(2.1) \ \ D - J 2 a ni,mtT ntT*mt\\< e.

<=ւ
Применяя выше определенный Рт к (2.1) и используя непрерывность Рщ> 

получается:
(2.2)

I I
ИPm(D -'Е <*гч,тіТ п'Т™ ‘)\\ =  ||D - 5 > fWinKzn‘-"“ r n‘T*m<И < e||Pm|| =  £. 

i= l i= l
Из неравенств (2.1) и (2.2) следует, что zn,~m‘ =  1. Последнее значит, что 

(щ -  тпі) /тп € Z для любого 1 <  і  < I.
ТЬким образом, получили, что элемент D  приближается с конечными линей- 

ными комбинациями мономов из 7т, следовательно, D  принадлежит 7т. Отсюда 
получается:

7т =  { А е 7 : <т0W(A) =  А, г  е  Gm}.

Можно проверить, что Рт{АВС) =  АРт(В)С, где Л,С из Тт , а В из Т. □

3. П р е д с т а в л е н и я  а л г е б р ы  7т

Пусть 7г: -> 7  -  точное представление бициклической полугруппы 1*+ в
алгебру Теплица:

тг(апат ) =  Т пТлт .

Очевидно, что сужение представления 7г на подполугруппу Sm порождает ал
гебру 7т.

К. Г. ОВСБПЯН
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Определим эндоморфизм а: Т —> Т :

а(Л) = Т А Т \А  е Т  

Заметил», что при этом следующая диаграмма коммутативна:
z;  — z;

' I  1 *
7  — ^  Т

Действительно, тг(г(Ь)) =  Тк(Ь)Т" =  a(n(b)), Ь € Z+.
Обозначим через 7(тп) -  С*-подалгебру алгебры Теплица, порожденную по

лугруппой 7r(Z +(rn)). Очевидно, что 7(тп) С  Тт .

Лемма 3.1. Ллгебро Tm является С * алгеброй, порожденной операторами 
Т п, T*m и проекторами Т1Т '1, где 0 < і < т - 1 .

Доказательство. По определению алгебра Тт порождается элементами V, ин
декс которых кратен тп, то есть V =  7'mfc+/T*mn+l, где k ,n ,l е  Z+, 0 <1 <  т —1. 
Тогда К =  тткТіТ ,1Т~тп =  (Tm)k(TlT*l){T 'm)n. Отсюда получаем утвержде- 
пие леммы. □

Будем обозначать проектор Т 1Т*1 через Pi, 1 <  I < m  -  1. Очевидно, PiPj =  
PjPt =  Pj для 1 < i <  j  < m - 1. Это означает, что Բհ >  P j,i  < j .  Таким образом, 
справедливо I =  Pq > Р\ >  ... >  Pm֊ i .

Представим гильбертово пространство і2(Z+) с базисом {e*}*6z+ в виде пря
мой суммы

(3.1) l \ Z +) =  Но ® Н\ ® ... ® Hm— 1,

где базис пространства Ні состоит из {ej+jtm}*ez+, 0 <  г <  тп — 1.

Лемма 3.2. Подпространства Щ, 0 <  г <  тп—1, инвариантны относительно 
алгебры Тт .

Доказательство. Пусть А € 7т есть линейная комбинация элементов вида 
V =  Т кТ*1, где ind(V) =  к -  I кратен тп, то есть к — I =  dm ,d  е  Z. Тогда 
для любых Ні и Cj 6 Hi если Vcj յէ 0, то Ve.j =  e.j+ш іѵ) =  ej+dm 6 Hi. 
Следовательно, Aej € Щ. □

Теорема 3.1. Сужения С*-алгебры 7„, на Н\ , 0 <  t <  m  — 1, образуют 
семейство т  унитарно неэквивалентных, неприводимых, бесконечномерных 
представлений.

71



К. Г. ОВСБПЯН

Доказательство. Рассмотрим представление тг: 7т —> J3(l2(Z+)), п(А) — А, А 6 
7т. По лемме 3.2 все пространства Hit 0 <  t < т -1 ,  инвариантны относительно 
алгебры 7т, следовательно:

іг(А) =  тго(Л) 0  тг1(Л) ® ■ • • Ѳ тгт _і(і4),

где ігі(А ) =  А  Iя, для любого Ճ е  Т™, 0 <  t <  т п - 1.
Из леммы 3.1 следует, что алгебра 7т действует на каждом из пространств 

П{ как алгебра Теплица. Действительно, поскольку 7т порождается операто
рами Тт, Т*т,Т 1Т т1, 0 < I < т -  1, и 7™էկ+„ւե =  вц*1{/|!+1) для любого А:, 
a T,mp.i+mk =  et+m(fc—1) при М О и  Г*т е< =  0, то оператор Г"1 являет
с я  оператором сдвига на базисе {е*+ьп}*еz+ в  пространстве Щ. А  проекторы 
P j,l  <  j  <  т  — 1, действуют на подпространствах Щ ,\ < і < т, следующим 

образом:

Таким образом, представления щ, 0 < і < т -  1, неприводимы и алгебра 7т 
имеет m неприводимых представлений.

Покажем, что представления 7Г* унитарно не эквивалентны. Предположим об
ратное, что среди щ, 0 < і < т  — 1, есть унитарно эквивалентные, то есть су
ществуют 7Гі, ttj, 0 < i , j  <  m — 1 и унитарный оператор U: Hj —► Hi такой,

для любого А € 7т. Для определенности будем считать, что t > j .  Возьмем 
А =  Т*Т*4. Тогда щ(А) =  (№ < ) |я , =  І\Ні, а тгу(А) =  ( № ‘)|я, փ І\щ , так 
как T*T*‘ej =  0. Следовательно, Unj(A)ej =  І7яу(Т*Т**)е  ̂ =  0, а 7Г»(̂ 4)С/е7 =  
7Г{(/1)е< =  Пі(Т^Т*г)еі =  ец փ 0. Получили противоречие. Таким образом, у ал
гебры Тт  есть m неприводимых, унитарно неэквивалентных, бесконечномерных 
представлений. □

Это означает, что

что

Unj(A) = щ(А)и,

Лемма 3.3. Пусть тг: 7т -► В(Я) -  неприводимое представление 7т на гиль
бертовом пространстве Н, тогда сумсение 7г|т(т): Т (т) ->■ 5 (Я ) тоже непри
водимо.
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Доказательство. Так как іг(Тп1) -  изометрический оператор, следовательно, 
по теореме Уолда-Фон-Неймана [8|, есть сумма операторов сдвига и унитар
ного оператора, то есть гильбертово пространство Я  представляется в виде:
я  =  0  Я' ѳ Яр, где іг|т(т)(Я{) С Я', і 6 / ,  t =  0. Покажем, что тогда HL г е  I, 

іет
t =  0 также являются инвариантными для алгебры 7г(Тш). Таким образом, по 
предположепию тг(Т"‘) па Н-,і  6 I  действует как оператор сдвига, а на Н։0 как 
унитарный оператор. Из равенства TmT*m Pk =  T mT*m,k  <  m, где =  T kT*k 
-  проектор, следует, что іг(Гт Т*т )?г(Р*) =  п(ТТГ1Т Фт). Так как 7г(Гт ) на Н'0 
действует как унитарный оператор, то іг{ТтТ ՝т) =  тс(І) =  I  и, следовательно, 
тг(Р*) =  / ,*  =  0, ...,тп — 1. Из этого и из того, что я-|Т(т)(Яо) С  H'Q следует, что 
Яо -  есть собствепное инвариантное подпространство для іг, а это противоре

чит, тому что тг неприводимое представление 7т. То есть Hq =  0. Таким образом,
Я  =  ®  Н[. Это означает, что ядро Լդ =  К ег(Т т) оператора Т™ не пусто. 

іет
Пусть к — dim(Lo). Если к =■ 1, то тг|т(т) -  неприводимо и теорема доказана. 

Предположим противное, то есть к >  1.
Покажем, что проекторы Ро =  I ,Рі =  =  1, m — 1) переводят Lq в

себя, то есть jr(Pt)(L0) С  Loi* =  0,..., яг -  1. Действительно, пусть h 6 L0, тогда 
=  =  0, то Pth  e  L<,, i  =  0 , 1 , та - 1 .  Построим из

семейства коммутирующих проекторов Г =  Pq > Р\ >  ... >  Рт֊ \  семейство орто
проекторов Q o ,Q i ,- ։ Qm -i следующим образом: Qi =  Pj—Pj+i,t =  0 ,1 ,...,та—2 
и Qm-i =  Pm-i-  Тогда пространство կ  можно представить в виде прямой сум
мы подпространств:

Լօ =  Eq ® Е\ ® ... 0  Ет—і,

где Ej =  n(Q j)(Lo),j =  0,..., та — 1. Заметим, что хотя бы одно из этих под
пространств отлично от нуля. Так как dim(Lo) >  1 найдутся x j , x 2 6 Լօ 
такие, что х\ -Լ х? хі,х? принадлежат одному и тому же Ej,  либо разным 
Ei,Ej t l < i ^ j  < т а - 1 .

Рассмотрим подпространства К \  =  7г(Т(т))яі, К<х =  7г(Т(т))х2. Очевидно, 
что К \  ±  К?. Ввиду вышесказанного іг(Рі) (К і) С К\,  тг(Рі)(К?) С ճ շ  для і =  
0,..., т а - 1. Поэтому согласно лемме 3.1, получаем тг(Тт )(ЛГі) С Кі,чт(7т)(К2) С 
К -չ. То есть 7г -  приводимо. Получили противоречие. □
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Известно, что у бшціклической полугруппы Z* существует с точностью до 
унитарной эквнвалентностп одно бесконечномерное неприводимое представле
ние и серия одномерных, унитарных представлений, параметризуемых единич
ной окружностью 5 1(см., например, [9]).

Поскольку алгебра Т (т) изоморфна алгебре Теплица Т и порождается бицик- 
лической полугруппой, то у нее есть одно бесконечномерное неприводимое пред
ставление. Возникает вопрос, в некотором смысле обратный к лемме 3.3: как 
можно расширить неприводимое представление алгебры Т(тп) до неприводимых 
представлений алгебры Т,„, п сколько всего таких представлений существует? 
Оказывается, верна следующая теорема.

Теорема 3.2. С"-алгебра 7 т имеет ровно т неприводимых, унитарно не эк
вивалентных, бесконечномерных представлений.

Доказательство. Пусть 7Г: Т (т) -> В(Н) -  неприводимое бесконечномерное 
представление алгебры Т (т). Доопределим представление тг до представления 
алгебры Т(тп). Из леммы 3.1 получаем, что для этого необходимо доопределить 
7г на проекторы Р<, і =  1,..., т — 1. Так как T mJ№mpi =  7’mT'rm,t =  1, ...,tn — 1 
и тг: 7 (т ) -> В(Н)  -  неприводимое представление, то I  -  n(TmT ,m) одно
мерный проектор. Поэтому либо тг(Р,) =  7г(Тт Т*тп), либо тг(Р) =  I  для всех 
і =  l,...,m  — 1. Таким образом, в силу неравенств 7 >  Рі > Р2 > ... >  Рт _ ,, 
получаем т  различных представлений алгебры 7т:

1) тгоСГ"՝) =  тг(:Г"),тго(Рі) = -  =  7T0(Pm—і) =  тг̂ ГтТ*т)
2) М Т т) =  іг(Г"),ігі(Я) =  /,тга(Р2) =  ... =  М Р т- і )  =  7r(Tm7’*m)
3) ոշ{7™) = -Іг(Тт),1Г2(Рі) =  7Г2(Р2) =  I, ТГ2(Р3) =  ... =  ^ (P m - i)  =  7г(Гт Т*т )

т )  тгт- і ( Т п) =  7г(Гт ),тгт _і(Р і) =  ... =  тгт _і(Рт _і) =  I-
Очевидно, построенные представления исчерпывают всевозможные расшире

ния предсгавления тт.
Заметим, что построенные представления 7Го, тгі,..., 7rm_i унитарно эквива

лентны представлениям, построенным в теореме 3.1. Действительно, рассмотрим 
представление — п\Пк для некоторого к из теоремы 3.1. Базис-простралства 
Нк совпадает с множеством { е ц + п т } ^ .  Очевидно, что все проектора тг^Р*),

1 <  » <  т — 1, сохраняют все элементы базиса, кроме начального элемента е*, 
и я*(Р»)ек =  Ск при і <  к и 7Tfc(Pi)cjt =  0 при і > к. Поэтому справедливо 
тождества пк(Рг) =  ... =  тг*(Pt) =  і и  Trfc(Pfc+i) =  ... =  irfc(Pm_i) =  n{TmT*m).
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Из теоремы 3.1 следует, что представления ж0, щ тгт֊і  неприводимы и уни
тарно не эквивалентны. □

В заключении, автор выражает искреннюю благодарность профессору Гри
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обсуждения и за ценные указания.

Abstract. The paper presents a number of properties of the C*-algebras generated 
by the inverse subscuiigroups of bicyclic semigroup Z+. We prove that such algebras 
generalize the Toeplitz algebra. A description of the irreducible representations of 
C* algebras generated by the inverse subsemigroups of semigroup Z \  is also given.
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А н н о т а ц и я . В  работе исследуются поверхности БорагРимана над обобщен
ной плоскостью Д. Доказывается, что тоисшогическнй изоморфизм р : G х  
(О, +оо) —► С(0, +оо), связывающий две интерпретации проколотой обобщен
ной плоскости Д°, индуцирует некоторый морфизм в категории накрытий 
пространства Д° с однозначным восстановлением по Д° групповых структур 
в накрывающих щххггранствах. Далее этот факт используется для обосно
вания алгебраичносги произвольного п-листиого накрытия грушіы Д°.

M SC2010 num bers: 22D05, 22D12, 22D35.
К лю чевы е слова: Поверхности Римана; алгебраические накрытия; накрытия 
Галуа; обобщенный диск.

1. В в е д е н и е

Появление обобщенной плоскости Д и разворачиваемой на ней теории функ
ций, как ее иногда называют, полутора комплексных переменных, оказалось воз
можным благодаря следующей известной дихотомии для произвольной подгруп
пы Г аддитивной группы вещественных чисел R: Г изоморфна группе целых 
чисел Z, либо Г плотна в R в евклидовой топологии т. Применение конструкции, 
восходящей к Аренсу и Зингеру (переход к группе характеров G = Г и построе
ние конуса Д =  G X [0,оо)/G  х {0}, см. [1]), в первом случае приводит к G -  Т 
и Д  =  С, где Т ֊ единичная окружность комплексной плоскости С, и опреде
ление обобщенной аналитической функции не выводит теорию за рамки теории 
аналитических функций одного комплексного переменного. Во втором же случае 
возникает целая шкала пространств, венчаемая компактом Бора G =  R^, где R<*
-  группа вещественных чисел в дискретной топологии, порождающая теорию 
функций, существенно отличающуюся от своего классического прототипа (см.
[2], [3]). Тем не менее, одной из задач теории обобщенных аналитических функ
ций остается поиск новых эффектов при "прокручивании” классических сцена
риев. ІІа этом пути естественным образом возникают поверхности БорагРимана.
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2. П о в е р х н о с т и  Б о р а - Р и м а н а

Пусть Г ֊  аддитивная подгруппа группы R, всюду плотная относительно ев
клидовой топологии т (то есть имеет место второй случай отмеченной выше 
дихотомии), и G  =  Г группа характеров группы Г. По теореме двойственности 
Понтрягина, группа характеров группы G  изоморфна группе Г: Շ =  Г. Пусть 
Х° €  G -  характер, соответствующий элементу о б Г. Очевидно \ аХЬ =  Ха+Ь-

Рассмотрим локально компактное пространство Д, полученное из декартова 
произведения G x  [0, оо) путем отождествления в точку слоя G x  {0}. Элементами 
Д будут точки (а, г), а  € G, г > 0 и * =  G х  {0}. а топологией на Д -  стандартная 
фактортопология = {U С А  : U Е к х  t j0|Oo)}> где к -  топология па G,  а т|0|Оо)

-  сужение на [0, оо) евклидовой топологии т. Обозначим далее Д° =  Д\{*} и 
тдо S* к X Т(о,+оо) -  топологию на Д°, определяемую аналогично тд. Простран
ство Д будет локально компактным хаусдорфовьш пространством, канонически 
отождествляемым с пространством С =  {аг : а  6 G, г  е  [0, оо)} -  аналогом ком
плексной плоскости С, состоящим из гомоморфизмов от : Г —> С : а >-* а(а)га. 
Всгсду в дальнейшем считаем Д =  С. Представление a = аг  будем называть по
лярным разложением, а число г  =  |з| -  модулем элемента в 6 Д. Обобщенным 
диском будет множество Д г =  {s 6 Д; |а| < г}.

Пусть Г+ =  {а е  Г : о > 0}. Каждый характер х ° ,а  6 Г+, можно расширить 
до пепрерьшпой фупкции <ра па Д, полагая для а =  аг

<Ра ( з )  =  х ° ( а ) г а

с х°(а) =  «(а)-

О пределение 2.1. Пусть D открытое множество в Д. Непрерывная на 
Ո функция /  называется обобщенной аналитической, если для любого a € D 
найдется такая окрестность U С D, что сужение /  на U равномерно аппрок
симируется линейными комбинациями функций <ра, а е  Г+.

Множество всех обобщенных аналитических функций на D будем обозначать 
через 0(D ).

Рассмотрим теперь отображение а  : R —> G : է —> где а*(а) =  еш ,а  е  Г. В 
силу плотности Г это отображение инъективно. Также, пользуясь тем, что a(R) 
разделяет точки группы Г, можно доказать, что образ a(R) является плотным 
в G (см. [4], стр. 55). Таким образом, G -  компактный соленоид.
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Множество Д° — Gy. (О, +оо), которое канонически отождествляется с про
странством {аг : а  £ С ,г  £ (0,оо)}, является локально компактной группой 
относительно покоординатного умножения с единичным элементом ао =  а(0).

Наконец, перейдем к определению поверхности Бора-Римана. Прежде отме
тим, что для удобства читателя в статье приведены детальные доказательства 
всех изложенных утверждений. Как известно (см. [5], стр. 25) отображение топо
логических пространств ж : У —у X  называется (вообще говоря, развлетвленньш) 
накрытием, если оно непрерывно, открыто и дискретно, то есть для каждою 
X £ X  слой 7г֊1(г) - дискретное множество в У. Отображение топологических 
пространств я- : У -*■ X  называют неразвлетвленным накрытием, если каждая 
точка X € X  имеет (так называемую ровно накрытую) окрестность U, такую, 
что

ir- Հ Ս )  =  □  Ѵі 
іел

-дизъюнктное объединение открытых множеств в У и все сужения тг |у(: Ui -» U
-  гомеоморфизмы. Если множество Л  конечно (и, следовательно, все слои накры
тия состоят из одного и того же числа точек), то (неразвлетвленное) накрытие 
называется конечнолистным, а  число точек слоев называется его числом листов. 
Д ля  определения поверхности Бора-Римана нам понадобится понятие ѵшнкого 
множества из Д, для определения которого мы воспользуемся тем фактом, что 
пространство Д° =  Д\{*} локально имеет структуру вида Ѵу.\Ѵ,Ѵ  С Ga, W  С С, 
где G0 =  {<* 6 G\ £*(<*) =  1}, а 6 Г (см. [2], стр. 10-11).

О пределение 2.2. Пусть D открытое множество в Д. Подмножество К  в 
Ո назовем тонким, если оно замкнуто в D и выполняются следующие условия:

(1) для каждой точки а е D,a փ *, существует окрестность Ս С D ,U  =  
V  X W , и функция ք 6 0(17), ք փ О обращающаяся в нуль на К ՈՍ,

(2) для каждого а  € V сужение /  на \Ѵа =  {а} x W  не равно тождественно 
нулю,

(3) если * 6 D, то найдется нетривиальная функция ք € 0 (Д г) ,Д г С D, 
обращающаяся в нуль на А Г П К .

Перейдем теперь к определению поверхности Бора-Римана.

Определение 2.3. Топологическое пространство X  называется поверхностью 
Бора-Римана над Д, если существуют тонкое множество К  С Л и  накрытие
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7г : X  —»• Д, такие, что сужение іг на множество X '  ֊  Х \ к  1[К) есть нераз
влетвленное конечнолистное накрытие множества Д* =  А \К .

Отметим, что так как множество К  — {*} очевидно является тонким множе
ством, то существование накрытия 7г : X  —> Д, такого, что сужение гг на множе
ство Х ‘ =  X \ir~ L(*) есть неразвлетвленное конечнолистное накрытие множества 
Д" означает, что пространство X  является поверхностью Бора-Римана над Д. 
Приведенное определение можно распространить и на открытые подмножества 
А.

О пределение 2.4. Пусть D -  открытое множество в Д. Топологическое про
странство X  называется поверхностью Бора-Римана над D, если существуют 
тонкое множество К  С D и накрытие іг : X  -4 D, такие, что сужение іг на 
множество X * =  Х\іт~1(К) есть неразвлетвленное конечнолистное накрытие 
множества D * =  D \K .

3. Н е р а з в л е т в л е н н ы е  н а к р ы т и я

Перейдем к исследованию основных свойств неразвлетвленных накрытий про
странства Д°. Для этого сначала определим понятие цилиндрической окрестно
сти кривой в Д°.

О пределение 3.1. Пусть 7  : I  —► Д° -  непрерывное отображение определя
ющее кривую 7 (7) в Д° и U- произвольная окрестность единичного элемента 
ао 6 Д°. Тогда (открытое) множество W  — С/-7 (7) будем называть цилин
дрической окрестностью кривой 7 (7) или открытым цилиндром. Множество 
U- 7 (0) назовем началом, a U- 7 (1) -концом цилиндра W .

Из определения следует, что если W- цилиндрическая окрестность кривой 
7 (7), то для любого s € U множество W  будет цилиндрической окрестностью и 
для кривой 7 , ( 7), где 7 ,(է) =  8դ{է),է 6 7.

Пусть теперь я  : Х °  -> Д° - неразвлетвленное ո-листное накрытие и 7 (7) С 

Д° - некоторая кривая без точек самопересечения с 7 (0) փ 7 (1). По теореме 
о поднятии кривой (или, как ее еще называют, теореме о накрывающем пути), 
существуют ո непересекающихся кривых

7»(7) С Х ° , і = 1,...,п,
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накрывающих кривую 7 (7): ц ( І )  =  * ° 1 ւ ( Ա '  =  l . - . n  (си. [5], §4). Болес того, 
покажем, что у каждой кривой 7і(7) найдется такая окрестность W{ Э 7,(7), что

„(W{) = x ( W j ) , l < i , j < n ,

и сужение іг на Wi является гомеоморфизмом между Wi и V  =  7r(Wi). Действи
тельно, в силу хаусдорфовости Х °, для компактов 7<(7) найдутся попарно непе- 
ресекающиеся открытые множества Wi С Х °, такие, что 7<(/) С Wi, і =
(см. [6], стр. 197). Тогда, очевидно, кривая 7 (7) лежит в каждом ir(Wi) и, сле
довательно, в пересечении ] 7Г(Wi) := V, Положим Wi — Ո 7г *(!/). То
гда при і = 1 ,...,«  будем иметь 7r(Wi) =  7г(Т#і Птг_ 1(Ѵ)) С я-(тг֊ 1(Ѵ)) =  V. 
Покажем теперь обратное включение. Пусть д 6 V, тогда, по построению V, 
существует ц  6 Wi такое, что тг( і і )  =  д, то есть ац е  7г- 1(д) с  7г- 1(Ѵ) и 
3 =  п(хі) 6 іг($іТИг- 1(Ѵ)) =  ir(Wi). Таким образом, 7r(Wi) =  Ѵ,і =
Так как множества Wi (а, значит, и Wi) не пересекаются, то вновь по постро
ению V  отображение тг |iy,: Wi —► V  для каждого і, 1 <  » < п, является би
екцией (сюръективность и инъективность сужения п-листного накрытия л  на 
каждое из множеств Wi, і  =  1,.., п прямо следуют из установленных соотноше
ний 7r(Wi) =  Ѵ,і =  1 , ..,п  и njLj Wi =  0 ) а так как оно открыто, то будет и 
гомеоморфизмом (см. [6|, стр. 64-05).

Используя компактность 7 (7) можно показать, что любая окрестность кри
вой 7 (7) содержит ее цилиндрическую окрестность. Очевидно, что если U С V -  
цилиндрическая окрестность кривой 7 (7), то W* := Wi Птг- 1(І/) является окрест
ностью кривой *(і(і ) ,которую мы также назовем цилиндрической. Таким образом 
справедлива следующая

Л ем м а 3.1. Пусть 7 (7) С Д° -  кривая без точек самопересечения, 7 (0) փ 
^{1).Тогда у нее существует такая цилиндрическая окрестность Ս, что мно
жество W  — 7Г—1(С/) представимо в виде дизъюнктного объединения

Ո

w  = \J W i  
і= 1

цилиндрических окрестностей Wi кривых 7і( і) , причем каждая окрестность 
Wi гомеоморфна множеству U.

Из леммы и непрерывности 7г следует, что если У  (7) некоторая кривая в U, 
то каждая накрывающая ее кривая содержится в некотором Wi, 1 <  і < п.
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В следующей теореме представляется способ определения структуры группы 
на пространствах накрывающих группу Д°, и описывается строение этих групп 
с точностью топологического изоморфизма-

Т еорема 3.1. Пусть іг : Х °  -> Д° -  неразвлетвленное п-листное накрытие 
проколотой обобщенной плоскости Д° связным топологическим пространством 
Х °. Тогда на Х ° можно так задать структуру группы , что п  станет груп
повым гомоморфизмам Х °  на Д°, а группа Х °  -топологически изоморфной де
картову произведению G\ х (0,+оо), где G\ -  компактная подгруппа Х ° .

Доказательство. Пусть (х,4) 6 Х °  х (0,+оо) и 4 > 1. Рассмотрим в Д° путь 
7г(а:) ,̂ ք € [1,4]. Пусть тг(х )£, Հ 6 [1,4], путь в Х° с началом в точке х, накры
вающий путь 7г(х)£, то есть тг(х) =  х, 7г(х){ = п о  іг{х)£, (  € [l,t]. Определим 
Tt(x) =  7г(і)4 (конечная точка пути 7г(х)£, £ 6 [1,4]) и Ті(х) =  7г(х) =  х. Имеем

(3.1) тг(х)4 =  ж о Tt(x).

При 4 е  (0,1) кривая тг(х)£ и соответственно функция Tt(x) определяются ана- 
логичным образом путем рассмотрения поднятия кривой 7г(х)£, £ е  [4,1]. Рас
смотрим отображение

Т : Х °  X (0, +оо) -► Х ° : (х, 4) ^  Tt(x).

В последствии мы определим интересующий нас лист прообраза окрестности 
точки 7г(х )4 6 Д° относительно ո-листного накрытия п  : Х °  —» Д° и, следова
тельно, из (3.1) получим более явный вид функции Tt (x) =  7г(х)4 с помощью 
гомеоморфизма, локально обратного к яг.

Положим G\ = 7r֊1(G) с Х ° и  рассмотрим сужение р = Т  |с іХ(0,+оо)>10 встъ 
отображение

р : G\ X (0, +оо) -»■ Х °  : р(и,г) =  Тг(и).

Заметим, что из определения множества Gi Э и  имеем я-(и) £ G => |т(іі)| =  1, 
откуда, пользуясь (3.1), получаем что |7r(Tr (ti))| =  |тг(и)г| =  г. Отсюда, как легко 
проверить, следует что обратное к отображению р имеет вид

q : Х °  ->• Gi х (0, + о о ): д(х) =  (Г1ж(і)|-і(х ), |тг(х)|).

Покажем, что р является гомеоморфизмом из G\ х (0, +оо) на Х °. Для этого 
локализуем ситуацию с использованием леммы 3.1. Зафиксируем произвольное 
(х,4) е  G\ X (0,+оо),4 >  1. ІЬгда, согласно лемме 3.1, у кривой п(х)(, Հ е
[1,4] существует цилиндрическая окрестность U = Uqtv(x)£, Հ € [1,4], такая, что
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ո֊1(Ս) =  й  ѴѴі, где каждая цилиндрическая окрестность Wt гомеоморфна U

(Uo -  окрестность единичного элемента ао е  Д°, определяющая цилиндрическую 
окрестность U). Обозначим через W  то множество Wi  которое содержит кривую 
7г(а0?. Հ € [1,і]. ТЬгда л(х)£ c W n i r : W - + U  -  гомеоморфизм. Обозначим 
ф ■ Ա w  обратное к нему отображение: фоіг = id \y. По определению топологии 
тдо =  к X Т(о,+оо) в д ° найдутся окрестность U 6 к единицы а0 в G и число 
6 > 0 такие , что окрестность p(U х (е~Л,е'5)) =  й(е~й,е£) единицы а 0 уже в 
до лежит в Uo, где р-определенный выше топологический изоморфизм между 
двумя интерпретациями обобщенной плоскости Д°.

Следовательно, p(ir{x)U х {te~6,te&)) =  тг(x)U (ter։ ,tes) С n(x)U0t с  U, то 
есть множество 7г(г)С/(<е՜'5, <ей) лежит в области определения полученного вьппе 
гомеоморфизма ф : U -¥ W . Из построений сразу следует, что (х, է) 6 ф(п(х)й) х 

іе4), то есть ф[тт{х)й) х іег) является окрестностью точки (і, է) п Х °х  
(О, +эо). Исследуем теперь отображение р в этой окрестности. Пусть й б У  и г 6 
(te~l ,tes). Тогда, по определению отображения р, р{ф{тт{х)й),г) = Тт{ф{ж{х)й)). 
Из (3.1) имеем, что ж оТг(р(7г(х)й)) =  7г(<£(тг(я)й))г =  тг(і)йг. Так как 7г(х)йг 6 
7г(а:)U(te~s,tes) С U то мы можем применить ф =  7г_1 к выведенному выгне 
равенству, и получим: Тт(ф(п(х)й.)) =  ф(л(х)йг). Следовательно, р  отображает 
множество ф(іг(х)и) х (te~s,tes), которая является окрестностью точки (х, է), на 
ф{-к{х)и[іе~г‘, tes)). Ввиду произвольности (x , t ) и биективности отображения р, 
требуемое заключение устанавливается следующей локальной факторизацией р:

Փ{Վւ)Ս)  X {te~s,tes) — - — ►  ф(іг(х)й(te~s,tes))

(тг(х)й) X (te~s,tes ) — - — ► i\{x)U[te~s,tes)

в которой все отображения, составляющие р, будут непрерывными и открытыми 
(случай է € (0,1] рассматривается аналогично).

Итак, р - гомеоморфизм. Компактность G\ следует из компактности G и от
крытости и непрерывности 7Г. Покажем, что Gі связно. Действительно, так как 
Х °  связно, а р  (следовательно и q) - гомеоморфизм, то G\ х (0, +оо) =  q{X°) связ
но, и значит Gi также связно. ТЬким образом, для сужения <р = ж \сл'- Оі —у G 
выполнены условия Теоремы из [7]. Согласно этой теореме на Сі можно так за
дать групповую структуру, что (р = я- |g, будет групповым гомоморфизмом G\
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на G. Очевидно, что имея групповую структуру на G\ можем определить груп
повую структуру и на G\ х (0, +оо). Обозначим через операцию умножения в 
группе G\ X (0 , +оо). Определим теперь умножение в Х °  следующим образом:

ХЦ2 :=р(д(хі)-?(х2)),

для х і,х 2 6 Х °. Тогда, как легко проверить, Х °  становится группой, с единич
ным элементом р(е, 1), где е ֊  единица С и  и с х ՜ 1 := р (д {х ) ՜1) - обратным к 
элементу х  € Х °. Из определения умножения следует, что

р(<7(хі))р(9(х2)) = х іх2 =  p(q(xі) ■ ef(x2)),

ДЛЯ Хі,Х2 е  Х °, то есть р -  гомоморфизм, что означает, что Х °  -  топологически 
изоморфно Gi X (0, +оо). Наконец, установим гомоморфность jr. Пусть х  € Х °  
и X = р(£,г),£ е С і,г  6 (0,+оо). Тогда из (3.1) получим іг(х) =  л(р(£,г)) =  
w(Tr (£)) =  Հ Հ Ի , следовательно, для х , ,х 2 € Я ՜0 с ц  =  р (( і,г г),х 2 =  p(£2, r 2), 
используя гомоморфность р И сужения 7Г ІС,, получим

тг(хіх2) =  тг(р(^і,гі)-р(^2,г2)) =  я-(р(£і£2,г іг2)) =  тг(^і^а)гіга =

=  я-(4і)гцг(^2)г2 =  7г(хі)7г(х2), 

то есть 7г групповой гомоморфизм. Теорема доказана. □

4. А л г е б р а и ч е с к и е  н а к р ы т и я

О пределение 4.1. Поверхность Бора-Римана X  называется алгебраической 
над D С А, если существуют такие полиномы Pj{x ,s )  =  x k> +  f i j{ s ) x kl՜ 1 +
— +  ք կ ,յ(տ) с f mj  С 0(D ), 1 < т  < kj, j  = 1,7Ѵ, что X  гомеоморфно подпро
странству Х ц  =  {(s, z i , ...,гц )  6 D  X CN : Pj(z j , s )  = 0,1 < j  < N }  общих нулей 
указанных полиномов.

Нам неизвестно, каждая ли поверхность Бора-Римана является алгебраиче
ской поверхностью. Пока мы можем утверждать только, что алгебраическими 
будут неразвлетвленные накрытия над проколотой обобщенной плоскостью Д°.

Л ем м а 4.1. Пусть групповой гомоморфизм <р : G\ -4 G осуществляет нераз
влетвленное п-листное накрытие (компактной соленоидалъной) группы G связ
ной группой G \. Тогда группа Gі коммутативна, и существуют такие а і , аm е  
Г+ и п і ,. . . ,п т 6 N, что G\ изоморфна алгебраическому накрытию группы G с 
помощью алгебраических уравнений
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Отметим, что алгебраичность накрытия следует из [8] ,[9], однако в лемме 4.1 
приводится построение конкретных алгебраических уравнений определяющих 
алгебраическое накрытие в рассматриваемом нами случае.

Д о к а за т ел ь ст в о .  По определению накрытия существуют окрестности V  э  ао и 
W  э  е единичных элементов групп G и G\ соответственно, такие что <р на W  есть 
гомеоморфизм между W  и V. Пусть Wo С G\ окрестность единицы е, такая, что 
WD2 с  W. ТЬгда, из коммутативности группы G С Д, для любых «,/} е  Wq имеем 
<р{а/3) = <?(a)tp(P) =  <р(Р)<р(<х) =  ір(/9а), откуда а/9 =  /9а, так как </> гомеоморфно, 
а следовательпо илъективио па миожесгве W Э Wq Э а/?,/За. Связность Gi 
влечет за собой цредставлехше Gi =  UJJLjWq*, что позволяет распространить 
коммутативность на всю группу С\. Из этого следует, в частности, что группа 
К  =  kerip есть конечная абелева группа (из ո-листности накрытия имеем, что 
IК\ = п). Обозначим через tp~ : Շ -* Շ і сопряженное к <р отображение, где G 
и С і-  группы характеров G и Сі соответственно. Из определения сопряженного 
отображения, для д 6 G имеем <р~(д) = д ° <р € Gi. При к £ К  имеем, что д о 
</?(*:) =  <?(a0) =  1, откуда следует, что образ <p~(G) при сопряженном отображенпи 
ір~ : G -> Շ\ имеет вид

(4.1) у Г (£ )=  {х€<?і:х(ІІГ ) =  1}.

Из сюръективпости следует, что отображепие գ>~ ияъективпо, и, следоваг 
тельно, осуществляет топологический изоморфизм Շ  на {х 6 Gi : х(К )  =  1} -  
подгруппу группы G] (</?' наследует непрерывность и открытость от ір (см. [10], 
стр.498). Рассмотрим гомоморфизмы a  : R —f G : a  (է) =  а» и а  : a(R) —> Gi : 
a(a(t)) =  Tt(e), где Tt(e) =  а(і)-путь в G\ с началом в е, накрывающий путь 
a(t) = a t, t  е  R, в G. Обозначим R« =  {Tt (e) : t  e  R) =  o-(a(R)) С Gj. Так как

— G1 (см. [7]), то образ гомоморфизма л : R —> Gi, задаваемого суперпозици- 
ей к = оо а, плотен в Gi՛. /е(М) =  Gi, и, следовательно, сопряженное отображение 
к ՜  : Gi -> R =  R инъективно. Обозначим Гі :=  k~(Gi), откуда Гі ֊  алгебраи
ческая подгруппа R, и Гі =* G\ -  алгебраический изоморфизм, следовательно, 
топологический изоморфизм дискретных групп, а значит Г і G\ -  топологиче
ский изоморфизм компактных групп. В силу вышеизложенного, пользуясь (4.1) 
и тем, что G -  группа характеров группы Г, можно считать, что

(4.2) Г =  { Ь е Г 1 : Хь(АГ) =  1},
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где b »-» X* ~ (общая для G и G i) параметризация характеров групп ՇՇՇ\ груп
пами Г С  Гі, вытекающая из теоремы двойственности. Найдем явный вид ГѴ Ко
нечная абелева группа К  изоморфна прямому произведению К \...К т, где каж
дая группа Кі циклическая порядка щ ,і = l ,m  (ուո՚շ...»^ =  ո). Как известно, 
группа характеров АГ,- - циклическая того же порядка: Кі =  {ё, 7і, ...,7,'Կ՜ ’}, 
t  =  1 ,т  (ё -  единица группы Gj). В силу компактности К  каждый характер 
из К  “  К \...К т продолжается до характера группы G\ (см. [4], с. 56). Поэтому 
для каждого », 1 < і < т , найдется а  € Г]+, такое, что Xе* \к ,=  ЧиУ?' IKj= 
e j , յ ՜ ^  1 <  i, J <  тп (являющийся продолжением соответствующего характера
из к \ . . .К т на G\). Тогда для 0 <  к < щ  имеем, что х*с‘(Я՜) փ 1, следовательно 
из (4.2) получаем, что к а  է  Г, 0 < А: <  щ , а для <ц := тца уже имеем х а‘(К) = 1 
откуда следует, что (ц G Г+. Из вышесказашіого следует, что группа Га будет 
иметь вид

(4.3) Гі =  {к\С\ + ... +  ктСт + d : d е Г ,0  < кі < т ,і  =

при этом, снова по определению Сі , і ֊  1 ,т , имеем к\ су +  ... +  к,пс,п փ Г. Для 
построения требуемого алгебраического накрытия, изоморфного G \ , рассмотрим 
множество

G0 =  { (a ,z i , ...,Zm) € G ж Г  :

являющейся компактной абелевой группой относительно покоординатного умно
жения

(a, zi,...,z jn )(p ,w i ,...,w m) =  (a fi,ziw i,... ,zmwm)

(аі =  ПіСі ). Отображение хр : Go —t G : (a ,z i,...,zm ) а  есть гомоморфизм 
групп, осуществляющий ո-листное алгебраическое накрытие группы G (гомо- 
морфность прямо следует из определения умножения на Go, а  п-листность следу
ет из того, что для данного а  уравнение г"* =  Xе* имеет гц решений, і =  1,..., m, 
и ті]ոշ...Ոյո =  ո). Итак, нам осталось показать, что Gi =  Go- Найдем дуальную 
к группе Go- Группа Go является подгруппой декартова произведения G х Тт . 
По Теореме 54 из [11] (с.283), имеем

(4.4) Go ^  ( Г Р г п/А{б^Рт тп, G0),

где А((ГхТ™ , G0) =  {х б G х Тт  : х(^о) =  1} -  аннулятор группы G0 в группе 
сГхТ՞* =* Г X Zm. (Отметим, что в силу компактности Со, каждый характер из 
Go продолжается до характера из G х Т771, таким образом, можно считать, что
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Go С Г X Z”*.) С использованием топологического изоморфизма двойственности 
Г X Zm — G x T m действие группы Г х Zm на G х Т”1 можно описать следующим 

образом:

Г X Г п Э (с, qi,...,qm) [х{с'4' .....0т) ■ (о, *1, Zm) *֊► х Ж ’ - Հ ]  G G x F 1.

С помощью такого описания группа Go представляется в виде

(4.5) G0 =  { (a ,z i,...,2m) 6 G x T m : =  1,і =

где X» ~  Х(_а,,°....0,ո<'0....=  М й, потому как zj4 =  Xй1 (a) X~e‘(“ )*?' =
], i =  1, m. Применим это представление для описания аннулятора A (G х T ^G o ).
Мы утверждаем, что характеры хі<—<Хт составляют его систему образующих:

(4.6) Л(сГх Т ՞1, G0) =  {х і1 • • • х5Г : Pi. —tPm € Z}

Действительно, включение "э"  следует из (4.5), а для того, чтобы доказать вклю
чение "С" предположим, что

(4.7) =  J 

Представляя д,- =  բհոհ + Կ ,0 < էկ < Пі , і  = l ,m ,  получим
 9m ) _  л^(с,Р1 П1 + * 1 , . . - , Р т П т + * т )  _  ^ , ( с + р і  Оі - p i a  յ  + . , .+ р т a m  ֊ P m a m ,p j  ո ,  + * ! ............. n„ , +fcm )

— ^ ( c + P l a i + . . . + p m e m ,* 1 1" . ու  ,0 . . . ,0 ) , ,  , 1̂ ( ՜ Р т Л т іО . . . ,0 ,р т П т )  — 

g j  _  ^ ( c + P lO l+ .- .+ P m O m .f e l ....... f c m )^ P l . . .  ^ )> n

Рассмотрим =  (a o .l ,—.1 .еа’гі/пЛ 1 ,...,1 ) ,і =  1,m (a0 ֊ единица G). Очевидно, 
Xi(ffj) =  l . t  =  l,...,m , и, следовательно, все g j , j  =  l ,m , принадлежат Go- Имеем

x ( c + P i a i + . . . + p m a m ,fc i,...,fcm ) _  g2r i k j / n j

что в силу (4.7) должно быть равно 1, откуда kj =  0, j  =  1 ,m. Тогда, согласно
(4.7) и (4.8) (используя также тот факт, что *i(G0) =  1,< =  1 ,т )  получим

^ ( с + р і в і + . . . + р т о т ,0 ...... ° ) ( ( 5 0 )  =  1 ч

что означает
^ ( c + P i a i + . . . + p m o m ) ^ ^  _  շ

откуда с +  р\а\ + ... +  pmam =  0, и (4.8) дает нам (4.6). Таким образом, в силу
(4-4), ___ _ ____

G0 — G X Тm/A(G  X Т">, G0) =

-  {Х(с,в1.... ,т^А {(Г хТ ”', G0) : с 6 Г, 9< =  р{щ + kit 0 < կ  < щ , і = 17^} =

= {X(c+Pl0)+- ^ ’-e”'fc՝...fc- )xf,-xSrA(G'7r»,Go) : се Г,0 < fe < щ,і = Т^},
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откуда, в силу того, что պ е  Г, г =  1 , т  (и, следовательно ріСц е  Г ,і =  1, тп) и 
Хі € A(G ж Tm,G o),i =  l ,m,  получаем, что

Go *  { х ЫМ....*m) А ( С х Г " ,  Go) : d e r , 0 < k i <  тц, г =  Т7т}

Из (4.3) получаем, что правая часть последнего соотношения изоморфна группе 
Г ], откуда G0 -  Гь  следовательно G0 ^  Гі G i. Лемма 4.1 доказана. □

О пределение 4.2. Пусть X  и У -  топологические пространства, 7Г : У —► 
X  накрытие. Накрывающим преобразованием этого накрытия называется 
послойный гомеоморфизм }  : У —» У, то есть гомеоморфизм f , такой, что 
7Г о /  =  7г. Нсразвлетвленное накрытие тг : Y  —у X  называется накрытием 
Галуа, если для любых у \ ,у і  6 У с іг(уі) =  7г(у2) существует накрывающее 
преобразование /  : У -» У с /(у і)  =  յ/շ.

Применяя теорему 3.1 и лемму 4.1, получим следующее утверждение.

Т еорема 4.1. Каждое неразвлетвленное п-листное накрытие ж : Х п -> Д° 
является алгебраическим накрытием Галуа.

Доказательство. Рассмотрим пространство

У° =  {(s,w i,...,tum) € Д° х Ст :w?‘ =<ра‘(з) ,і = Ьтп}

и соответствующее ему алгебраическое накрытие о  : У0 -* Д° : (з, и>і, ...,Wm) >-» 
s пространства Д°. Из леммы 4.1 имеем Со =  С і, следовательно Со х (0,+оо) Շ* 
G1 X (0, +оо) =* Х °  (теорема 3.1). Изоморфность накрытия тг: Х °  —> Д° алгебра- 
ическому накрытию о  : У0 —► Д° теперь следует из следующего топологического 
изоморфизма групп, которое мы обозначим через т):

г): Go X (0, +оо) -> У0 : (а ,г і,. .. ,г ,п,г) >-► ( e r . r * ^ ! . . . . . ^ ^ ^ )

(с обратным

г ] ՜ 1 : У0 -► С0 X (0, + 0 0 ) :  ( s ,u > i , . . . ,w m )  ( ф | - 1,и / і |л Г Сі,.. . ,г и т |в |~ Ст, |« |) ) ,

где числа d  определяются по тг» и а*: с*тц =  a*, t =  1,тп. Наконец покажем, что

7Гі : Gi X (0, +эо) - 4  G X (0, + о о ) : 7П ( £ ,г )  =  7г(^)г

является накрытием Галуа, откуда, в силу G\ х  (0, +оо) ^  Х° и Gx(0,  +оо) ^  Д°, 
будет следовать, что накрытие я : Х ° —► Д° также является накрытием Галуа. 
Для Ѳ е  kern  |g, определим отображение fe : Gy х  (0,+оо) -» С і х (0,+оо) : 
/ 9(£,т-) =  (0£,г). Так как іг(0) =  се0 ֊  единица группы G, то тгі о /в(£, г)  =
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7Гі (8Հ, г )  =  іг(0Ог =  Հ Պ Հ Հ Ի  =  Վ Հ ) ք  =  Ъ  (£>г)՛ то е с г ь  71-1 °Л  =  771 • Поэтому / 9 -  
накрывающее преобразование. Наконеп, если ігг((,г) = Пі(ш,г) то ո[Հ) = ոխ )  и, 
следовательно, Ѳ =  ա Հ ՜1 € кегтг |q ,, причем для накрывающего преобразования 
/ д имеем, что /е(£,г) = (Ѳ(,г) =  (w,r), то есть щ  а, следовательно, и я՝, является 
накрытием Галуа. Теорема доказана. □

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках науч
ного проекта No 12-01-97016 р-иоволжье-а.

A b strac t. Тп the paper the Bohr-Riemann surfaces over a generalized plane Д are 
investigated. It is shown that topological isomorphism p : G x (0, +oo) -> <7(0, +oo), 
which connects two interpretations of punctured generalized plane Д0, induces a 
morphism in the category of coverings of the space Д0 with unique reconstruction of 
the group structures on the covering spaces by Д 0. Further this fact is used to prove 
the algebraicity of an arbitrary ո-fold covering of a group Д 0.
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