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А ш ю тлц ия . Д ля функішй ]  голоморфных но внутренности данного угла 
и нгпрсрывшлс пв угле рассматриваем задачу равномерного и касательного 
приближения ші уіѵю мероморфными функциями имеющими оптимальный 
рост на Сссконсшости Этот рост заиисит от роста функшш /  и угле и от 
дифференциальных свойств на границе угла; рост оценивается их неванлик- 
іювскоЛ характеристикой. Прн этим |>ассматрн»иется расположение полюсов 
приближающих функций на комплексной илоскости.

MSC2010 num bers: ЗОЕЮ, 30Dxx.
К лю чевы е слова: равномерное и касательное приближение; мероморфная функ
ция.

1. В в е д е н и е  и  в с п о м о г а т е л ь н ы е  с в е д е н и я

П работе рассматривается задача равномерного и касательного приближения 
и углах мероморфными функциями имеющими оптимальный рост. Аналогичная 
чадача об оптимально равномерном и касательном приближении целыми функ
циями в углах исследовалась в работах |1]-[5].

Дня угла А,, =  (С 6 С : |argC| < а/2} рассмотрим класс А{Д „) функций / ,
непрерывных на Аа н голоморфных на Д ° . В [G] Тср-Исраслян рассмотрел зада-

>1
чу равномерного приближения фуіжцнн /  мероморфпымп функциями д на Д п-л 
для Л 6 (0, а), с оценкой роста функции д на комплексной плоскости С в терминах 
роста неванлиііонской характеристикой функции д. Затем в [7|, [8| Аветисяном 
и Аракеляном был уточнен рост приближающих мероморфных функций.

Здесь для равномерного приближения в Д„ мы предполагаем, что приближа
емая функция /  € Л'(Д„): т. е. голоморфная на Д° и непрерывно дифференци

руемая на Д о. и получаем, что рост приближающих функций зависит от роста 

/  нн Д„ и от роста {' на УД„
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В [4] доказана, что если функция /  6 А (Лп) допускает равномерное прибли
жение целыми функциями на Д„, то порядок приближающих функций нельзя 
уменьшить от тг/ (2тг -  а), но в случае мероморфного приближения, мы можем 
рост приближающих функций в терминах их неванлиновской характеристики

сделать меньше чем схр{тг/ (2тг — о:)}.
В случае касательного приближения рост приближающих мероморфных фуігк-

ций зависит также от скорости приближепия.
Задача оптимально равномерного и касательного приближешія мероморфпы- 

ми функциями на вещественной оси R рассмотрена Аракеляном и Аветисяном в 

работе [9]. Аналогичная задача на полосах рассмотрена в [Ю|.
Работа состоит из двух параграфов. Первый содержит введение и вспомога

тельные сведения, а второй - формулировки и доказательства основных резуль
татов об оптимально равномерном и касательном приближении на углах меро- 

морфнымн функциями.

1.1. Обозначения и определения. Для множества Е  С С, замыкание, внут
ренность и границу Е  в С обозначим соответственно через Е, Е° н дЕ.

Пусть Е  замкнутое множество в С. Для класса С (Е) непрерывных функций 
/  : Е  —► С обозначим через /а  сужение функции /  на дЕ, и положим

Mf (r) = M f (r,E) := ||/|І£П£, =  sup | / ( г ) | ,
i£finOr

Сь(Е):= ( f e C ( E )  : ||/Ц* < +оо}.

Для замкнутого множества Е  С С положим

Л (Е) = С (Е) Ո Н (Е°) и АЬ(Е) = С Ь(Е ) П Н ( Е ° ) .

Положим также:
R+ := { і  е  R : I  > 0} и R ՜ := { і  е  R : I  < 0};
Dr ■■= {z е  С : \z\ < г} для г > 0;
Sh ■= {г 6 С : |Ішг| < Іі} для Ա > 0 - полоса;
U (Ѳ) := {z € С : arg(z ֊  а) =  Ѳ) для Ѳ е [ ֊п /2 ,тг/2] и а е  С - луч;

(£) := {Се С : |a rg £ -0 1  < а/2} для о , /3 6 (0,2тг);
7о =  ад„ и 70,,. =  7а П Д Г.

с. АЛЕКСАНЯН
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Мы будем использовать функцию Р. Нсванлнны log+ : Р.+ —> R+, опрсдсляс- 
мую формулой:

, * Гf), если 0 < х <  1,log х =  <
llogx, если X >  1.

Очевидно, log+ неотрицательная и неубывающая функция на R4՜.
Пусть Т(г ,д)  нсванлиновская характеристика мероморфной функции д. д(0) /
т с :

Т ( г , д ) - ( 2 ц ) ՜ 1 [  hi+ \g(re'e) \d e+  f  n ( t , g ) t~ ldt,
Jo Jo

где ո (է,ց) число полюсов д и Dt (с. учетом их кратностей).

Диффеі>енцнруемая функция />(г) > 0 на (0, ос) называется уточненным по

рядком в смысле Валирона (см. [12]), если вынолшнотся следующие два условии:

lim р(г) =  р < +00  и lim гр՛ (г) In г =  0.Г-ЮО I—юс

1.2. П риближ ение на Да ф ункциям и из А (Дд) , f) > а.  В этом пункте мы 

приблизим функцию /  € Л' (Дп) на Дп функциями F  из класса А {Ад) с оценкой 
роста F  на Ад.

Л ем м а 1.1. Д ля  0 < а  < ft < 2п (если ռ  <іг, то и fl < п) существует функция 

q(( , z )  е С (А е X Ад) и <?«,•) 6 Н{Ад), такая что

( 1 .1 ) .  ? « , < )  =  1 Л и  С 6  Д „\Д “

и рост (I оценим неравенствам

(1.2) |<7 (С,г)| <с((1п(|и| +  1)֊1п(|л | +  1))2 +  1 ) ՜ ՛  в Ад х  Ар, 

где (, =  и +  іѵ и с =  с (а, 0) > 0 зависят лишь от а  и /3.

Доказательство. Сначала рассмотрим случай /3 < іг. Пусть G конформное отоб
ражение из Տ°/շ в области С \  (Կ (іг/2) Ս і֊ і (-7г/2)) (см. [9]):

* =  G  И  =  і ( е “ - е - “ ) .

Очевидно

(1.3) G(|Rew |) < \G(w)\ < G'(|Retu|) +  h для w 6 S°t, 0 < h < 7r/2.

Положив z = X + iy = G (и + iv), получим

X =  І  (cu — c֊ “) cos и и у =  ^  (e“ +  e~“) sin v.I» Հ
5
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Из (1.3), для 0 е  (О,*) существует постоянная Л =  h(fi) 6 (0,*/2), такая что 

G ՜ 1 (Д/s) С Տհ. Искомую функцию можно определить формулой:

(1.4) q (С, շ) =  25 [ ( G ՜1 (С) -  G ՜1 00)2 + 25] для 2 е  И С е  А ^\А “ .

Из (1.4) следует 9 (С, С) =  1 для С 6 Д5\Аа- Очевидно, что q (С, •) 6  Я  (А*) для 
фиксированного С € Ар. Теперь мы должны оценить рост функции g (С,*) для 
(  € Д ^\А ՞ и г 6 Д/з- Учитывая, что |G ՜ 1 (С)| ^  ^(ІСІ + 1 ) +  2. из (1.3), (1.4)

получим
25 Հ

|(7(С’ * }| -  ( R e G - 4 C ) ֊ R e G - 4 2 ) r  +  3 ՜

(1 .5 ) <  с((1п (խ | +  1) -  1п(|г| + 1))2 +  1) l -

Для случая P > ос > 7г возьмем
Г \  ^

(1.6) 7(С,2) =  2 5 [ ( ^ - 1 ( ѵ/с) - С - 1 (Ѵ5) )  + 25

(с \ Д  =  1). Здесь G ՜ 1 (Ар/շ) С 5/,, и мы приходим к верхнему случаю.
ТЬким образом из (1.4) - (1.6) ириходим к (1.1), (1-2)* □

Теорема 1.1. Пусть J  6 А! (До), «  < Р < шіп{а +  я՝/2> * +  ft/2}< Ч3 € А (Ар) '«* 
£ > 0. Тогда существует функция F  6 А (Ар), такая что

(1.7) \ f ( z ) t p ( z ) - F ( z ) \ < e д л я z € A n

и рост функции F  на Ар удовлетворяет, для г > 0, неравенству

(1.8) M f  (г) < 3М/ (Ir) Мѵ (г) +  сеехр {і +  ее-1 А (3lr, f )  Mv  (г )} , 

аде

(1і9) л (Г<Л =  {(ІСІ +  1) I fa  (01}.кі<*-
I = 1 +  tan ((fi -  а) /2) > 1, в постоянная с = с(а,/3) > 0  зависит лишь от а и
Р.

Доказательство. Заменяя /  на е ՜ 1/  и .F на e~l F,  можем свести доказательство 
к случаю е =  1.

Мы докажем лемму двумя шагами. Сначала функцию /  6 А'  (ДЛ) приблизим
на До, функцией Ф € А  (Л), потом функцию Ф приблизим на А а функцией F  е 
А {Ар).

С. АЛЕКСАНЯН
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ОПТИМАЛЬНО РАВНОМЕРНОЕ II КАСАТЕЛЬНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 

Шпг I. Пусть / .  С 1 продолжепие /  на Д^, взяв / .  (О = /  (С) для С € Да и

(1.10) / .(О  :=  » / (н + » ) +  (1 -  » )/(« ) для С € Д з \Д ОІ

іде V — <//.տէ 'Հ, 7 ,J  > О I I  u -  \J\(,՝2 -  V 2  на 7 Q дтя С € Д ^ \Д “ . Из (1.10) следует, 
•по рост / .  на Дд удовлетворяет неравенствам

(1.11) А//. (г, Д^) < ЗА//, (/г. Д а ) .

Из формулы Коши-Римгша с)/. (С) =  0 для С € Да и из (1.10) следует

(1.12) թ / . ( 0 |  < 2dAI/Հւ ІСІ,Tnr) для С е  ДЙ\Д ° ,

где Л =  r/ія/ (С, 7«) > 0.
Пусть Հ —У п = п (|С|) € N для С € тз будет кусочно постоянная функция; 

фиксируем ո (|С|) условием

(1.13) о < Ո (Id) ֊  {Id  I fa (01) IV (01 - 1 < i для с e  7*.

Теперь определим замкнутую область Л с гладкой границей, такую что 

(п — 1) /  Inn < dint (ЗЛ,С) < п /  Inn для Հ 6 7„.

Введем новую функцию Q (Հ, г), такую что Q (С, С) — 1 Д'1Я С € Лр:

( ՝ ■ » > .  « (ւ:՚- ՚, = ( ^ 1 ) ո ՚

где Հո выберем так, что tlist (<о,7 «) =  Idist. (С, 7 ,,) для С £ <9Л. Очевидно, Q (С, •) 6

II (Л) для фиксированною Հ € U =  Л \Д а .

Из теоремы и формулы Коши

(1.15) /  Q ( С , г ) ( г ) 9 (С,г)tte =  ( ՜ 2^ ’ °“ "  „
Jeo  [О, если ( € A - D

для любой жордановской области D С Д/з с кусочно гладкой, положительно 
ориентированной границей.

Теперь для г > 0 рассмотрим интегралы

(1 -16) (շ) =  я՜՜1 I Ծհ (г) (Խհ для  z  е Лр,г,
Jur

с подынтегральной функцией Gc (2) =  (<pdf.) (Հ) Q {Հ, z) Q  (г) 9 (£, z), где զ (d  2) 

выбраны из Леммы 1.1 удовлетворяющим условиям (1.1) и (1.2), C<(z) =  (С — z) ՜ 1 

и Ur = U Ո £>,..
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Введем новые функции Fr € С  (Лг) формулой

(1.17) Fr (z) =  / .  (*) +  h  (*) А"я * е  Л*"

Из (1.1), (1.16) и теоремы Морера следует, что Fr (z) € Н  (Д/},г)- Очевидио

также, что Fr £ А  (Лг) для любого г > 0.
Теперь должны доказать, что Tr (z) локальноравномерно сходится на Л, при

г —ѵ оо, к несобственному интегралу

(1.18) loo G< W  A"» z e  Л-

Тогда в силу (1.17), искомую функцию Ф 6 А  (Д^) можно определить формулой

(1.19) Ф (г) := <р (г) / .  (г) +  /«> (*) для г € Л.

Из определения (1.19) следует, что

( 1 . 2 0 )  І І / Ѵ - ф і и „  =  І І ' о с | д „ ,

и

(1.21) |Փ(շ)| < |/.(г)ѵ>(г)| +  |/оо(г)| для z е  А,

так что приближенно функции ք<ք на Да функциями Ф е  А  (Л) и оценка роста 

Ф на Л сводится в этой схеме к оценке /со-
Перейдем к доказательству локально-равномерной сходимости интегралов І г (г) 

на Л, при г -> оо. Из (1.16), для z € Л и Հ € U, мы получим

(1-22) \G( (z)\ < \q (Հ, z)\ Հ ֊ Գ  ( Щ ^ у (‘и),

где С =  м +  іѵ, и, V 6 7„ и / («) =  п  (|С|) /  1п ո (|С|).
Пусть К  - компактное множество и К  С А. Существует г0 > 1, такое что 

К  с  Dro н г" > г ' > Зг0. Отсюда следует, что |С -  Со| < с |г -  Со|. Огсюда 
получаем следующую оценку интеграла

(1.23) ր  ( т ^ і у ՝ , іѵ <  - Ш .
Jo V 21 (іі) /  ո (Խ) + 1

Учитывая, что

(і-24) И / .  (01 < ci tm (lu) /и  для С 6  U,
8
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и неравенства (1.2) и (1.23), где с\ =  сі (а, 8) > 0, мы получим

г’" ՜ ' 0 du

ОПТИМАЛЬНО РАВНОМЕРНОЕ И КАСАТЕЛЬНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ...

\ІГ« (z) -  Ir> (z)I < C.2 [
Jlj - rn, u(lnu -  ln(|z| +  l))2

< C2 (  Ы г 1 -  r 0) ln (r" -  r0) )  ° ’

ранномерно для z € К , при г", г7 —> ос,. Это доказывает абсолютную и локально
равномерную сходимость интеграла Іж (г) для г 6 Л и что Іх  6 А  (Л).

Для доказательства (1.7), мы должны оценить \1^ (z)| для г 6 Л. Представим 
интеграл (г) в виде суммы двух интегралов:

(1.25) (г) =  -  [  Օհ (z) dac + ^  f  Gc (z) dcrc = Jx (շ) +  J2 ( г ) ,
w Ув(і) ж J e \B{z)

где В (z) := {С € С : Հ 6 Л и -  z\ < 1}. Для Հ € А \ В  (շ) следует, что |£ -  СоІ < 
q\z -  Со|, где զ =  q(6) > 0. Из (1.22)-(1.24) получим

/•ОС շ
(1.26) | յ 2 (շ ) |<  /  „ d u < c A

J  շ ս ա ս

I Іредетавим Հ — շ =  гк'й и из (1.22)-(1.24) получим

(1.27) Լ  < » *  =  « •

Таким образом, с учетом (1.26), (1.27), из (1.25) получим ^  (շ)| <  сц.
Пусть сейчас г б Л .  Представим /«, (շ) в виде суммы двух интегралов:

(1.28) о̂о (г) =  [  Շհ ^)Ժհ7հ + [  Gt(z)dcrc = J3 (z) + J 4 (z),
JD(z)  V e \d (* )

где

Л (շ) : = { ( б С : ( € В и  |< -  z| <  3Z (|z|)}.

Второй интеграл уже оцоиили в (1.26).

Учитывая, что пеп < е2п и

-—:<Խհ < слу/ m c s D  (z),
Jut/ d (z) 1C -  A

из (1.23) и |C| > (tan J) |z| мы получим

(1.29) J3 (շ) < oxp{2n (31 |շ|)}

Из (1.29) и (1.30) мы приходим к оценке (1.8).

Шаг 2. Фупкцшо Ф непрерывно продолжим, так что Ф € С 1 (Дд):

Ф(С) := іФ (ս +  ѵ) +  (1 -  і) Ф (и) для Հ = и +  гѵ 6 Д/ДЛ,
9



С. АЛЕКСАНЯН

где է» =  *'«<((, Л) И к =  / |С |2 - * 2. Рост функции Ф удовлетворяет неравенствам: 

Л/Ф (г, Д в) < ЗА/ф (г, Л) для всех г > 0.

Из (1.31) II определения функции Ф следует՝ чт0 Jr(z)  1|!і Д/5 при г —у оо 
локально-равномерно сходится (повторяя рассуждения, использованные в шаге

1) к интегралу Joe-
Оценим ./со на Д„ и Д^. Сначала оценим ./«, Для г е  Д„. Из определения 

функции Ф (С), следует

Введем следующие функщін

где W  =  Д Д Л 0 II т  (|С|) = max{n(|CD и р  =  Мф (|С|)-

|0Ф  (С)| <  2 (2”  +  А/ф ( |( |) )  д л я  всех С е  W .

Для оценки Joo на Дп из (1.31) мы получим

где р и п зависят от |z|.
Если п  > Іпр, то 2" > р и получим

Если п < Іпр, то имеем

Таким образом доказало, что

(1.31) Моо (շ)| < С для z € Д„.

Оценивая функции J (z) как и выше, мы получаем

(1.32) |*/оо (շ)I < cxp{2m (/ |z|)}.

Учитывая (1.25)-(1.27) и (1.32), из (1.20) получим, что 

I/ (г) Ч> (շ) -  F  (շ)| < с для 2 6 Д„

и заменяя с на 1/с, получим оценку (1.7).

Определим искомую функцию F  формулой (см. (1.19))

(1.33) F  (z ) := Ф (г) +  (z) для z € Д^,
10
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и с учетом (1.30) и (1.32), (1.33), мы получим

|/' (г)I < 3M j  (I \z\) M.f  (\z\) +  exp{2n (31 |z|)} +  cxp{2m (/ |г|)} д і я г б  Д«, 

доказывающее оценку (1.8). Теорема 1.1 доказана. □

2. Приближ ение мероморфными функциями

Процесс оптимально равномерного приближения в угле Д„ мероморфныігп 
функциями реализуется двумя шагами. На первом шаге мы приблизим функ
цию F  Բ. А (Ац) па Да меромофпыми функциями G с оценкой роста G на С,
потом используя следующую Лемму 2.1, получим мероморфное приближение 

/ 6 / 1 '  (Д0 ) в Д„.

2.1. Равномерное мероморфное приближ ение на Д„. Ниже нам понадо
бится следующая лемма (см. [7|, стр. 548-549).

Л ем м а 2.1. Д ля  ветви аналитической функции z —> sjz, v/T =  1, однозначной 
в области С \(-оо ,0], и д м  числа 6 € [0,1] существует мероморфная функция 
ш — wg, с нплюепми на (—ос, —1), такая, что

(2.1) |w(z) - y / z \ <  (1/2)У [г| для |argz| < тг -  <5, |z| > 6

и

(2.2) Т  (г. ш) = О (log2 г) при г оо.

Теорема 2.1. Пусть F  € у4(Д^), 0 < а  < ft < 2іѵ, р > 1 и е > 0. Тогда 
сірцсг.твует мкрамоі>ф>ная в С функция G, такая что

(2.3) |F  (г) — G (z)| < е  для z  € Д„ и \z\ > р 

и рост функции G на С ограничен неравенством

(2.4) T ( r , e ~ ՝ G ) < k [  [  log՜*՜ l֊J^L +  fc iog2 (r  +  i) для r > p,
J l J l £ Tt

где к > 0 постоянная, зависящая лишь от a, ft и р. При этом, возмоэісныс 
полюсы приближ.ающих функций расположены на мнимой осы для ft < ж и на 

левой части вещественной осы для ft >тг.

11
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Мы докажем «У  КОРИУ «сползу» метод рѳзвитая для д». 
Теоремы 1 из работы |7]. Из Леммы 3 с в -  1 пусть «<») -  ад («},казатсльства 

так что

(2-5) |w (01 > ІС|1/2 для С 6 75 и |w(z)| < *1 +  fca 1*|1/2 для г е  Д а , 

где здесь и в дальнейшем через կ  > 0, j  =  1,2,- ■ • обозначаются постоянные, 
зависящие лишь от а, /3 and р. Из Д .  С Д , следует, что существует постоянная 

*з 6 (0,1), такая что

(2.6) |С ֊  *1 > *з (ІСІ +  И ) для С 6 Г and г е  Д„,

где Г =  (7fl\^i) U {9D\ ո До)-
Теперь введем функцию Q (С, z) рациональную по г и кусочно-аналитическую

по С С 75:

(2-7) <3(С,^)= ( ^ )  .

где выбор нолюсов С' и их кратностей ո ՛ осуществляется внизу. Фиксируем число 
9 = m in f^ ,  cos2 6 (/3) /  cos2 S (a)} > 1, где 6 (a) =  (тг/2 — a /2 ) для a  < іг и Ճ (a) =  
(я- -  a/2) для a  > 7г; и рассмотрим последовательность (ո*)^=լ, л* е  N Ս {0}. 

Обозначим 7* =  {С € 75 : 9fc֊1 < ІСІ ^  9*}> 7+ =  {С 6 7 ^ : ІтС  > 0} и 
7 ՜  =  {С е  75 : ІтС  < 0}.

Для случая a  < /3 <ж определим множество полюсов приближающих функ

ций (С7) полагая С' =  iqk/  cos (ж/2 — /3/2) для С е  7*՜ и Հ' =  —,W  003 (тг/2 — Д/2) 
для С 6 7 *; и при я- < а  < р  полагаем Հ' =  - g fc/  cos (7г -  /3/2) для С € 7 jf и 
С' =  “ 9*/ cos (я՛ -  /3/2) для С 6 7 * ; и С' =  0, если С € 70 =  Г Ո dDi  для обеих 
случаев.

Полагая qk =  g*/ cos (я՛ ֊  0/2) и оценивая Q (С, z ) для z  е  Дa\D p и С 6 Г, мы 
из (2.7) получим

,0 0 , С - С '  „  y j  92 8Іп2 5  О5) +  (f -  ! )2 cos2 & (/9)
՝  '  »— 77  -------------------- '■ а г \-------------------- =  di <  1.z -  С gsinJ(a)

Из определения полюсов следует, что для фиксированного d € (di, 1) суще
ствует постоянная ц = ц  (а, 0) 6 (0,1) и ц փ q~m для каждого m € N, такая 
что

(2-9) С ֊ С '
Z - C J

12
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для С € Г и г е  Dm . Очевидно, что (2.9) выполняется еще и для С 6 Г \ГГ, где 

Гг = Г Ո Dr и \г\ -  рцк-
Таким образом из (2.7)-(2.9) имеем

(2.10) \Q ( ( ,  *)| <  <Г*, *  =  1 .2 , • • •,

для всех случаев рассмотренных выше.
Отсюда повторяя шаги доказательства Теоремы 1 работы [7], мы получим 

доказательство згой теоремы. □

С ледствие 2.1. Из Тещсмы 2.1 ս (2.3)-(2.Հ) следует, что функцию F  6 А  (Дй) 
порядки 0 <  pf  < +00 можно на А а равномерно приблизить мероморфными 
фіращіиили G г. полюсами на мнимой ог.ы для а  < /3 < п  и на R ՜ для тг < а  < ,в 

с Т  (г, G) = О (rPF), при г -» + 00.

Следующая теорема является основным результатом этой работы.

Теорема 2.2. Пусть /  G А' (Да ), а  е  (0,2іг), <ք е  А (Ад), /9 > о, р > 1 и е > 0. 
Тогда существует меромо])фная функция у, такая что

(2.11) | /  (г) (z) -  g (z)\ < е для г е Д а и \ г \ > р

. т ( г , г ֊Ѵ ) < k j T  J ‘ |iog+ M (֊T- ') .p z x l  + ձ ճ ւ մ ճ ճ ճ }  dJ ± +

(2.12) +fclog2 ( r + l )  для r > p,

где k = k ((*,p) > 0 м А (г ,/)  определены в (1.9). При этом, возможные полюсы 
п]тблиэн:ающііх функций лежат на мнимой осы для а  < п и в левой части 

вещественной осы для а  > п.

Доказательство, непосредственно следует из Леммы 2.1 и из Теоремы 1.1. Фик

сируем р > а  и 0  < шіиіог +  тг/г, 2п}, такую что tan (/3/2 -  а/2) < р - 1. Из (1.10) 

имеем

(2.13) log՜*՜ < k log* M< (prl M* (г) +  k ճ (3рт’ > \м (П  Ѵ),

где к = к  («, р) > 3.
Таким образом из (1.7) и (2.3) мы приходим к (2-11); а из (1.8)-(1.9), (2.4) и

(2.13) получаем оценку (2.12). □

13
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Замечание 2.1. Если в теореме предположить, что ք С Л ' ( A „ U D P), то

(2.11) будет выполняется для всех z е А,г-

В Теореме 2.2, вчяв = 1, получим равномерное приближение функции /  е 

>4' (Д„) на Д„ мероморфнымп функциями.

Теорема 2.3. Пусть /  € А! (Д„), о  £ (0.2тг), р > 1 ы б > 0. Тогда существует 

мероморфная функция д, такая что

I /  (г ) -  Я (-01 <  £ для z £ Д„ и \z\ > р

с. АЛЕКСАНЯН

и

г ( г , « - м  < վ  Լ  {ь«*  “ ь а + і & д }  f r + 1 )

Л и г > р, где к = к (а, р) > 0 и А (г, / )  определены в (1.9). При этом возможные 
полюсы приближающих функции расположены на мнимой осы для а  < тг и 
левой части вещес.тне.нной ось: для гг > ж.

В [4] получен следующий результат: если функция /  6 А (Дц) допускает рав
номерное приближение целыми функциями на Д„, то порядок приближающих 
функцпй нельзя было уменьшить от п /  (2тг — or). Из Теоремы 2.2 мы можем ука
зать новые условия на / ,  допускающее равномерное приближение на Д„ мг.ро- 
морфиыми функциями g порядка р 6 (0, ж/ (2ж — ռ)յ (т. е. Т  (г, д) =  О (гр) при 
г —► +оо). Непосредственно из Теоремы 2.3 следует:

Следствие 2.2. Пусть ք е А! (Дп) для а  € (0,2п) с р{ > 0 и функция zf'0 {z) 
ограничена на ՜քռ- Тогда ք допускает равномерное приближение на Да меро- 
морфными функциями порядки pj.

2.2. К асательное мероморфное приближение на Д„. В работе [7] каса
тельное приближение функции /  € А (Д„) мероморфнымп функциями реализо
вано на Дո-տ для фиксированного Л € (0, о). Здесь оно реализуется на всем угле 
Да . Доказывается следующий результат.

Теорема 2.4. Пусть /  е А' (Л„), а  € (0,2тг), р > 1 и е > 0 Тогда существует 
мероморфная функция д, такая что

(2-14) I/ (•’) -  0 (*)| < £ |*|~р(|*,) для z е  Д„ и \z\ > р,
14
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(2.15) +fc(l +  p{r)) log2 :'r 1) д л я г > р ,

гг)с к =  /•• fa. /j.p) > I) іі р (г) уточненный порядок а смысле Валхіронп. При .ітом, 
полмож.ныг: полюсы прчбмюісаюіций функций лсэіг.ат на некоторых угловых об
ластях.

Доказательство. Из теоремы -'>.1 работы (11] (ггр. 99) следует существование 

голоморфной функции քր 6 Н  (Д„+* Ս D \)  для фиксированного 5 6 (0.2к  — о) и 
постоянной ki > 0, такой что

(2-16) 2 < l/p (* ) IM " ',(W)<fci.

Применим к функции /„ и к области Д«+* Ս Di Теорему 2.1 полагая е =  1, 
р = 2 мы пз (2.3) и (2.16) получим, что приближающая мероморфная функция 
д,, удовлетворяет неравенствам

(2.17) 1 < \а „ {г)\\г \-^А) <2кі

а согласпо (2.16) и (2.4) рост фѵігкпии ցր ограничивается нсрявспством

Т (г,д„) < Լ  Լ  р(т) l o g r ^ ^  + fc2 log2 (r f  1) <

/
2г Г1 rlrrlt

J  p (t) logT -j^- +  fc2 log2 (r +  1) <

(2.18) < k3/> (r) log3 (r +  1), r > 1.

Применим теперь к функции fg,, и к углу Д„ Теорему 2.1. Если у\ - прибли
жающая функция, то требуемую мероморфную функпию д получим, полагая 

д — ді/ур. Тогда согласно но (2.11) мы имеем

I /  (г) -  И (г)І < jg ; а), для г  € Д „, \г\ >  р,

откуда, с учетом (2.17), получим оценку (2.14). Кроме того

Т  (г,е~1д) < Т  (г,е~1ді) +  Т  (г,др) + կ ,

где Կ  > 0, зависит лишь от выбора функции р. Оценка (2.15) следует из (2.12) 
и (2.18), если в (2.12) взять <р = дѵ. □
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с. АЛЕКСАНЯН

A bstract. For functions that arc holomorphic on the interior of given angle and 
continuous in the angle, wc discuss the problem of uniform and tangential approximation 
in the angle by meromorphic functions having optimal growth at infinity. We show 
that this growth depends on the growth of underlying function in the angle and the 
differential properties on the boundary of the angle. We estimate the growth of the 
function by its Nevanlinna characteristic. Also wc describe the possible set of the 

poles of the approximating functions on the complex plane.
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А нкотлния. В статье получены явные выражения ковариограммы и зави
сящей от ориентации функции распределения длины хорды для параллело
грамма. Также получено выражение фунхшгп распределения длины хорды 
для параллелограмма.

M SC 2010 n u m b er: 60D05; 52А22; 53С65.
К л ю ч ев ы е  слова: ограниченная выпуклая область; ковариограмма; распреде
ление длины хорды; зависящая от ориентации функция распределения длины 
хорды.

1. В в е д е н и е

В [5] Ж . Матерон сформулировал гипотезу, что ковариограмма выпуклого те

ла D определяет ее в классе всех выпуклых тел, с точностью до параллельных 

переносов и отражений. В. Наі-ель в [3] доказал что плоский выпуклый много

угольник восстанавливается в классе всех плоских выпуклых многоугольников 

по ковариограмме (с точностью до параллельных переносов и отражений). В [4] 

Г. Бианчи и Г. Аверков доказали, что каждая плоская выпуклая область опреде

ляется в классе всех плоских выпуклых областей по ковариограмме, с точностью 

до параллельных переносов и отражений. Выражения ковариограммы и завися

щей от направления функции распределения длины хорды известны только для 

треугольника (см. [9]), для правильного многоугольника (см. [10]) и эллипса (см. 

[10]).

Основной целью данной работы является расширение класса областей, для кото

рых можно записать в явном виде ковариограмму и зависящую от направления 

функцию распределения длины хорды.

В настоящей работе получены следующие результаты:
17



1. Выражения ковариограммы и зависящей от ориентации функции распре

деления длины хорды для любого параллелограмма.
2. Выражение функции распределения длины хорды для параллелограмма.

Пусть Л" - ո-мерное евклидово пространство, D  С Я" - ограниченное выпуклое 

тело с внутренними точками, S " ՜1 - (п ֊  1)-мерная единичная сфера с центром 

в начале координат, а Ѵ^(՛) ո-мерная мера Лебега в R  .

О пределение 1 .1 . ([5])- Функция

(1.1) C (D ,h) =  V « (D n (D -f t) ) ,  А 6 R n, 

называется ковариограммой тела D . Здесь D — h = {х  — h, а; €  D}.

Ковариограмма C(D, h) инвариантна относительно параллельных переносов 

и отражений. Ж . Матерон (см. [2], [5]) доказал, что для ( >  0 и  u  £  S" 1

(1.2) 9С (П ,Ы ) =  _ Кп і({у 6 . y l(D  ո  (/и +  у) > է}),
a t

где Լա+ у есть прямая, параллельная направлению и и проходящая через точку у, 

причем и ՜1՜  - ортогональное дополнение к и. Правая часть (1.2) есть функция X -  

лучей тела D в направлении параллельном и  (см (6J) и является распределением 

длины хорды множества D  в направлении и.

Обозначим через 6(D, и) ширину области D С Я2 в направлении и. Случайная 

прямая, параллельная направлению и и пересекающая D  имеет точку пересече

ния (обозначим ее через г) с прямой, параллельной направлению и ՜1- и проходя

щей через начало координат. Точка пересечения г равномерно распределена в 

интервале [0,6(D,u)]. Можно отождествлять точки интервала [О, Ь (Д  и)] с пря

мыми, которые пересекают D  и параллельны направлению гі.

О пределен ие 1.2. Функция

(1.3) F (D , ы, է) = ֊ Վ 2 :  Ѵі Ы ц) п Р ) < 0
6(D,u)

называется зависящей от ориентации функцией распределения длины хорды 

области D в направлении и 6 S 1, где gt (u) - прямая, параллельная направлению 
и 6 S 1 и пересекающая интервал [0,6(D,u)] в точке z.
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П р едл о ж ен и е  1.1. Зависящая от ориентации функция распределения длины 

хорды области D в направлении и € S 1 определяется по формуле

(1.4) F(D,  u ,t)  =  1 -  6(քՕՐ6((Տ  ս )Ա);Ա))’ 1 -  ° ՜

Связь между ков&риограммой и зависящей от ориентации функции распреде

ления длины хорды обнаружил Ж . Матерой в [5].

Л ем м а  1.1. Д л я  и  € Տ1, пусть է > 0 такое, что D Ո (D — էս) содержит 

внутренние тонки. Тогда С(D, էս) дифференцируема по է и

(1.5) ֊  =  (1 ֊  f  (D, Ц. *)) • Ь(D , ті).

Очевидно, что

(1.6) bfD ,u) =  - 5C7(D,tu)

КОВАРИОГРАММА ПАРАЛЛЕЛОГРАММА

at 1=0
Обозначим через G  пространство всех прямых g в евклидовой плоскости Ft?, и 

пусть (tp,p) - полярные координаты основания перпендикуляра, опущенного на 

прямую g из начала координат О.

Обозначим через /і(-) локально-конечную меру в пространстве G, инвариант- 

пую относительно группы всех евклидовых движений (параллельных переносов 

и вращений). Известно, что элемент этой меры с точностью до постоянного мно

жителя имеет вид ([1]) n(dg) = dp dtp, где dp -  одномерная мера Лебега, a dtp -  

равномерная мера на S 1.

Д ля ограниченной выпуклой области D , обозначим множество прямых, пересе

кающих D через

[D] = {g € G, g r \D ? tl) }

Имеем (см. [1]) /i([D]) =  0D , где <9D длина границы области D.

Случайная прямая в [D] есть прямая с распределением пропорциональным суже

нию меры /і на [D],

О п ред елен и е  1.3. Функция

(1.7) f b ( 0  -  ^ е 1 Р |’> - П Р ' < ,1 ) , < €  Л ‘

называется функцией распределения длины хорды области D , где Ո Dj - длина 

хорды пересечения g с D .
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2. КОВАРИОГРАММА И ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДЛИНЫ ХОРДЫ В

НАПРАВЛЕНИИ U

Пусть A B C D  - параллелограмм. Обозначим \АВ\ =  аи  \AD\ =  а2, Z B A D  =  а, 

ZC AD  =  х, Z B D C  =  у -  а , площадь ABC® через 5 . Пусть ՃԼ> лежит на луче 

с нулевым направлением, а направление против часовой стрелки берется в каче

ств е  положительного. Не нарушая общности предположим, что A B C D  лежит в 

левой полуплоскости относительно AD. Отметим, что всегда у  <  тт. Обозначим 

через tmax(u) хорду направления и 6 S 1 максимальной длины. Получаем

^щ і2 — (օշտաս +  а і 8Іп(а — v))t +  «շ, и  6 (0,0;), է 6 [0, tm»x(tO] 
—K\t^ —(օշ sin U +  Ol sin(« — o))t +K2 , u  € (a:, ir), І € [0, tmax(v)] 
Ա-լօւշ sin a  — a it  sin a , u  =  0, t  6 [0, օշ]

[օւօշտտօ -  օշէտաօ, t* =  a , < €  [0,ai].

Здесь и ниже щ  =  8ln“ffi0Q~^ ,  «շ =  а га2 sin а , С  {ABC D , էս) = С  (էս), причем 

C{tv) равна 0 при t ^  ^max (u).

А. ГАСПАРЯН. В. К. ОГАНЯН

(2.1) C(tu) =

(2.2) F (u ,t)  =  s

*  e  (о ,«), t  € [o, u « ) |  

e  («■ *). * 6  to. W « ) ]
0, «  =  0, t 6 [ 0 , a 2]
0, u = a , t e [ 0 ,a i ]

Здесь и ниже F (A B C D , и, է) =  F (u , է). Значение F (и, t) равно 0 при է <  0 и равно 

1 при է > tmax(w), ГфИЧвМ

(2.3) — л

t ai ain a 
аіп(ог—u ) ’ 
ai ain a 
ainu ’ 
Qa ain a 

ain(u—a) ’
a2,
ail

и  € (о, i]  
и 6 [ х ,у \ ,и ф а  
и  £ [у.тг) 
u  =  0 
и = a

Из (2.3) легко заметить, что <шах(«) неіферывная функция на S 1, следова

тельно, если мы имеем величины tmax(u) параллелограмма на всюду плотном 

подмножестве из S 1, то можно единственным образом восстановить tmex(u) для 
любого направления и 6  S 1.
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3. Д о к а з а т е л ь с т в а  (2 . 1; - (2 .3)

Вычислим ковариограмму параллелограмма A B C D  для направлений и 6 (0, а). 

Если интерпреі ировать точки параллелограмма A B C D  векторами ֊էս  в резуль

тате мы получим параллелограмм A tuB txlCtuD lv. Пусть A B C D  Ո A iuB tuCtuDtu 

содержит внутренние точки. Точки пересечения A B C D  и A tuBtuCtuDtu на сто

ронах AD  и А В  обозначим череч Е  к F  соответственно. Рассмотрим прямые, 

проходящие через точки Е  и F  и параллельные направлению и, тогда пересе

чение этих прямых со сторонами CD  и В С  обозначим, соответственно £ fU и 

F tu. Легко заметить, что E E tu =  FFtu = է. Значение ковариограммы в tv  равно 

площади параллелограмма A F C tuE\

(3.1) C{tu) = SafCiuB = A F A E • sin I F A E

Легко заметить, что A E  =  օշ — E D , A F  =  aj — F B  н Z F A E  — a .

Можно найти E D  из A E D E tu. A E D E tu = n  —a, Z D E tuE  = а  —и. По теореме 

синусов имеем

КОВАРИОГРАММА ПАРАЛЛЕЛОГРАММА

E D  _  s i n ( a - u ) r r  =  t s i n ( a - u )
(3.2) տա a  sin a

Найдем F B  из A B FFt„. Z F F t„B  =  «, ZFtuB F  =  тг — a . По теореме синусов 

получаем

(3.3)
sin a  sin q

Подставляя (3.2) и (3.3) в (3.1) для каждого и € (0, а ) получаем

\ s in u sin (a  -  ս ) յ2 . . . . . .
М.4) G(£u) = ----------------------- 1 — (օշտւոս +  a 1 s in (a  -  u)) t  +  օւօշտւոօ.

Sill cx
Вычислим ковариограмму A B C D  для направлений и 6 (а, я-). Пусть вектор, 

который образует угол и  с лучом A D  образует угол и' с лучом D A. Так как 

и 6 (а, 7г), то и ' е  (0,7Г — а). Этот случай был фактически рассмотрен (ес

ли рассматривать D A  как нулевое направление, а в качестве положительного 

направления взять направление по часовой стрелке), здесь ձ B A D  заменен на 

Z. A D C  =  тг — а. Следовательно, для и  6 (а, 7г) используя соотношение и' = тт — и 

получаем
» s i n u s i n ( u - a ) , ,  , . - . . .

(3.5) C(tu) = -------- :----------- 1 — խշտաս +  a i sm(u — a ))t +  օւօշ sin a.
sin a

Легко заметить, что C(tO) =  օւօշ sin а  — a iis iu a ,  и C (ta ) =  օւօշտաօ — օշէտա».
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Поскольку C (D ,tu) =  +  «)). то мы получаем ковариограмму парал

лелограмма для каждого и  6 S 1.
Если A B C D n A tuBtuCtuDtu не имеет внутренних точек, то С  (էս) =  0 (ясно, что 

tmax(u) =  min{* > 0; C(tu) =  0}). С другой стороны, если A B C D n A tuB tuCtuDtu 

имеет внутренние точки (то есть է <  W M ) .  то С  (էս) > 0 и справедливо (3.4) 
или (3.5). Так как ковариограмма непрерывная функция, то наименьший из кор

ней (3.4) и (3.5) совпадает с tmax(u)-
Из теоремы Виета следует, что корнями (3.4) являются ^ “ “յ и f а

/ г ,  г* \ а л  s i n a  _  ցւդ  н іп  ctкорнями (3.5) являются Івіпи и a g p z g j ՛
Найдем <mox(u). для u 6 (0,а ). Неравенство эквивалентно

а2 sin u  <  оі sin(a -  tx) =  оі (sin a  cos tt -  cos a  sin u ) ,

разделяя обе части которого на sin а  получаем эквивалентное неравенство cot и > 

a i°?nor +  co ta , отсюда и  6 ( 0 ,a r c c t g ( ֊ j ^  +  cot а)]. Используя теорему синусов 

в A C A D  и тождество 1 +  cot2 х  = получаем

(3.6) X =  arcctg ( — ------------------------------------------ Ւ cot a  )
4 ' \ o i s m a  /

отсюда следует

(3.7) W » >  =  “ձ է ճ
լ - f c r *

Найдем tmax(u), для и  6 (а,7г). Неравенство °>.р°а <  эквивалентно

օշ տեւ и > ai sin(u — а) =  oi (sin и  cos a  — cos и  sin a),

разделяя обе части которого на sin а  получаем эквивалентное неравенство cot и  >  

“ rt а  ~  a .rina ՛ отсюда и  6 (or, arcctg(cot а  -  - - ^ п а )1. Обозначим Z A D B  через уг. 

Используя теорему синусов в C±ADB и тождество 1 +  cot2 у\ =  у і, получаем

(3-8) ух =  arcctg [ — —--------------------------------------------c o ta ]
\ a i s m a  )

Так как у  =  7г -  уи  то используя тождество arcctg г +  arcc tg (-z) =  -к и (3.8), 
получаем

(3-9) у  =  arcctg ( c o tа ------- ——  ̂
V а і з ш а /
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КОВАРИОГРАММА ПАРАЛЛЕЛОГРАММА

Следовательно, из (3.9) имеем

(3.10)
լ  <ա1ս—ս) ’ ~ W> *W

Из (3.7) и (3.10) получаем (2.3).

Таким образом используя (3.4), (3.5) и (2.3) получаем (2.1).

Дифференцируя (2.1) получаем

І 2/сі* -  օշ sin u -  oi sin(a -  и), и  е  (0, а), է € [0, imax(u)]
-2 /t if  -  օշ sin и  -  O ism fc  -  а), и е  (а,тг), է 6 [0,tmsx(u)]

«1  sin а , u =  0, t е  [0, օշ]
օշ sin а . и = a , է €  [О.аі]

Согласно (1.5) и (3.11) получаем ширину параллелограмма

(3.12) Ь(и) = ! а2 sinu  +  a i sin(Q -  u )> и  е  [° .Q)
լ0շտ ա ս +  0ւտ1ո(ս-0ք), и б [а ,;г ]

Из (3.11) и (3.12), используя Лемму 1.1 получаем (2.2). Здесь и ниже Ь(и) =  

b{AD CD ,u).

Из (2.2) ясно, что зависящая от ориентащш функция распределения длины хор

ды имеет правосторонний разрыв в точке է =  tmnx(u) почти для всех и  6 S 1. 

Вероятность того, что случайная прямая в направлении и образует՛ хорду дли

ной tm»x(«)i равна

(3.13) Р ( х Ы  = tmax(u)) =  <

а 1s in fo r—ц ) —а д  ь іп  и  
8 І п ( о —Ա ) + Օ շаі

ց շ  s i n u —а і  s in
+ а о ь і п и *

ад sin  и + а і  sinl 
ад  s in  и —а і  sinl 
ад s in  и + а і  sin
օլտ1ու
а і  a im  

1.

Q —U) 
U—ft)
U—Ck) } 

ց շ  a in i i  
+ а д  ьІп и  >

и e  (о, i]
и e  [x, а ) 
и 6 (а , у] 
и 6 [і/,7г] 
и =  0, а

где х(и) есть хорда образованная случайной прямой направления и. На рисунке

1 изображен график вероятности того, что случайная прямая в направлении и 

образует хорду длиной £max(u) для параллелограмма с параметрами оі =  1, օշ =

2, а  =  7г/5. К ак видно из графика при и  совпадающей с направлениями сторон 

параллелограмма Р (х(и )  =  <max(u)) равна 1, а в паправлении диагоналей - 0.
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РИС. 1

4. ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДЛИНЫ ХОРДЫ ДЛЯ ПАРАЛЛЕЛОГРАММА

Пусть оі <  օշ и а  < ք . Обозначим диагонали параллелограмма через d\, ձշ

(di < ժշ), а высоты через hi, հշ (hi < հշ). Легко вычислить, что

(4.1) di =  (а? +  օ՛շ -  2оіа2 соз а) *

(4.2) da =  (а? +  а2 +  2аіа2 cos а ) *

(4.3) h i  =  a i s i n a

(4.4) հշ = օշ sin a.

Из (3.6) следует, что co tx  =  следовательно, используя (4.2) и (4.3)

получаем 1 +  cot2 ж =  +°afакУа СОа °  =  xf ՛ Отсюда

hi(4.5)

(4.6)

В Ш Х  =

cosa: =

d2

ai cos а  +  օշ 
di

(4.6) имеет место так как х  < % (последнее вытекает из предположения a  <  շ ) . 
Из (4.5) и (4.6) следует, что

(4.7)

(4.8)

■г \ հշ 8in(a ֊ X )  = —  
Օշ

cos(a - х )  = օշ cos а  +  ai
ճշ
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КОВАРИОГРАММА ПАРАЛЛЕЛОГРАММА

Иэ (3.9; следует, что cot у =  . следовательно, используя (4.1) и (4.3)

получаем 1 +  cot2 у  =  а^ а^ ? іааз ш а  = Отсюда

(4.9) sinj/ =  ^ i
“ 1

. .  օյ cos a  — օշ(4.10) cosy = ---------------------  --------
“ 1

(4.10) выполняется так как cos or <  и cosy <  0 (последнее вытекает из 

предположения ^ < у <  тт). Из (4.9) и (4.10) следует, что

(4.11) s i n ( y - a )  = !y-
“ 1

/ а / ч а і ~  օշ cos а(4.12J cos(y -  а ) = ------- ---------
“1

Из (4.1), (4.10) и (4.12) имеем

(4.13) di =  a i cos(y -  а) — օշ cos у 

Из (4.2), (4.6) и (4.8) имеем

(4.14) d-չ =  оі cos(a — х) +  օշշօտւ

Из (4.1) ясно, что неравенство di >  оі эквивалентно неравенству Օշ — 2ai cos a  > 

0, следовательно, из (4.3) и (4.9) получаем.

С л едстви е  4 .1 . Следующие три неравенства эквивалентны:
Աշ

o i < d j ,  cos ot < - — , sin у <  sin a.
2ai

Из (4.1) ясно, что неравенство d\ >  օշ эквивалентно неравенству a i — 2օշ cos a  > 

0, следовательно из (4.4) и (4.11) получаем следствие 4.2.

С л ед стви е  4.2. Следующие три неравенства эквивалентны:
аі

օ շ < ճ ւ ,  cosa < - — , s in ( y - a )  < s in a .
2օշ

Из (4.12) следует, что неравенство у —а  >  |  эквивалентно неравенству cosa  > 

следовательно получаем следствие 4.3.

С л едстви е  4.3. Следующие два неравенства эквивалентны:
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Чтобы получить выражение для функции распределения длины хорды для A BC D ,

вычислим

(4.15) іл(1) := ц({д е  [ABCD], \д Ո ABC D \ <  է}). * 6 R.

Для этого проинтегрируем Ь(«) * W )  на интервале [0,тг]. Из (3.12) и (2.2)

имеем

(4.16) F (u ,t)-b (u )  =

ր 4 ռ ս * ո չ* -սչէէ „ 6 ( 0 ,* ] ,  է 6 [ 0 , ^ | յ ]  

u £ fXl Q)> * 6 [0'
« e  (° . »]• * 6 1°. 
« 6 [y.»), « € [0, ;g ^ a a j]

o, «  =  0, t  e  [o, օշ]
.0, u  =  o , іб [ 0 ,а і ]

Значения F (u ,t) ■ b(u) равны b[u) когда t  >  ^max(u ) и равны 0 когда է <  0.
Вычислим m in ttnaxiv) и m axtmax(u) для  направлений tt 6 [0,s], и  6 [x,a], и  €

[or, у] и u € [у,тг].
Если 0 <  и < X,  то sin(a -  х) <  sin(a -  и) < s in a  (так как 0 <  a  < ж/2 и sin 

возрастает на интервале [0,7г/2]), следовательно из (2.3), (4.4) и (4.7) получаем

(4.17) min tmax(u) =  օշ и max tmax(u) =  <Լշ.
4 '  ue[o,*j ս6[օ,*]
Если X  < и < а, то sin х  <  sin и < sin q  (так как 0 < а  <  гг/2 и sin возрастает на

интервале [0,7г/2]), следовательно из (2.3), (4.3) и (4.5) получаем

(4.18) min <nuuc(n) =  оі и max tmax(ti) =  d2.
u6[*,ar] ue[l,Q]

Если cos а  < ^ - и а < и < у ,  to  siny <  sintt <  1 (так как a  < ж/2 <  у и из 

следствия 4.1 siny < sina), следовательно из (2.3), (4.3) и (4.9) получаем

(4.19) min tmax(u) =  hi и max tmex(u) =  dj.
ue[a,v] ue[a,v]

Если cos а  > ^ - и а < и < у ,  то s in a  <  sinu  < 1 (так как a  < п /2  <  у и из

свойства 4.1 s in a  < siny), следовательно из (2.3) и (4.3) получаем

(4-20) min tmax(u) =  Лі И  max tmax(u) =  oi.“€[a,v] ue[o,v]
Если cos a  >  ^ и у < и < 7 г ,  to  s in a  <  sin(u —a ) <  sin(y —a) (так как sin убывает

на интервале [ж/2 , ж] и из следствия 4.2 sin(y -  a ) >  sin а ), следовательно из (2.3)
и (4.3) получаем

(4.21) min *m«(«) =  di и max imax(u) =  a2.

26



Если ՀԷ < cos а  <  Հէ и у < и < 7Г, то sin а  < sin(u — а )  <  1 (так как из 

свойства 4.3 следует, что іг — а  < тг/2 < у — а, а из следствия 4.2 следует, что 

sin/у -  а) > sin а ), следовательно из (2.3) и (4.4) получаем

(4.22) min t,atx(u) = հշ и max « „^ (ս ) =  а2.
u€[v,ir] u6ty,*]

Если cos а  <  շյէ  и у <  м <  ?г, то sin(y — а ) <  sin(« — а) <  1 (так как из 

следствия 4.3 следует, что ж -  а  < тг/2 < у -  а , а из следствия 4.2 следует, что 

sin(j/ -  а ) < sin а ), следовательно из (2.3), (4.4) и (4.11) получаем

(4.23) min tmbx(v) = հշ и max <max(u) =  di.
ue[y,ir]

С точки зрения функции распределения длины хорды получим следующие семь 

случаев для параллелограмма:

1. cos а  > jJJ- и cos а  > [d\ <  щ и у -  а > f );

2. co sa  >  ք է  и cosa  <  (di <  aj и у  -  а  < §);

3. cos а  <  Հ է  и cosa >  U  (di >  а і и у -  а  >  | ) ;

4. cosa  >  cosa  <  cosa <  и s in a  <  (di <  a2, a i <  d i, y - a  <  §

и /і3 < oi );

5. cosa  >  сача <  Հ է ,  cos a  <  §£ и s in a  >  £  (di <  a2, aj <  dlt у  -  a  < f

и հշ > oi );

6. co sa  < и s in a  < յէ  (dj >  а2 и /і2 < а\ );

7. cosa  <  ֊ է  и s in a  >  յէ  (di > а2 и /і2 >  a i );

5. С л у ч а й  п а р а л л е л о г р а м м а  т и п а  1

Если 0 < t < հ ս  то используя (4.17). (4.18), (4.20) и (4.21) для максимальной 

хорды, получаем, что множество {и : tmax(u) <  է} Ո (0,7г) пусто. Следовательно, 

интегрируя (4.1G) получаем явное выражение (4.15) для 0 < t <  hi

/.ч Г " , ,  ч V , 2 s in u sin (a  — u) ,fi(t) =  /  ծ(ս) X F(u. t ) d u =  /  --------- :----------tdu
Jo Jo 8ln a
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В случае հլ  < է < du  используя неравенства (4.17), (4.18) для максимальной 

хорды, получаем следующее равенство для множеств

(5.2) {u :< m ox(u)< *}n(O ,a) =  0

Так как hi < է < du  то из (4.3), (4.9) и следствия 4.1 получаем, что а  <  тг ֊  

у  <  arcsin °’*|по < f  и f  <  7Г -  arcsin а‘ a‘n-  <  у ■ Следовательно, множество

{и : «то. (и) =  <  *> ո  (“ ՚ совпадает с множествОМ
{  ai sin а  . Oi sin а

(5.3) ( arcsin — -— , ո  ֊  arcsm -

Для случая h i < t < d i ,  используя неравенство (4.21) для максимальной хорды, 

получаем следующее равенство

(5.4) {«  : tm ax(v) <  է} Ո [у, 7Г) =  0

Используя (5.2)-(5.4) мы получаем явное выражение (4.15) для կ  < է < di 

интегрируя (4.16)

Ր  Га 2 s in u sin fa  — и)  .
Л М - Հ  b(u) X F ( u r t )du  = Լ  --------^ --------tdu

+  28m u s m ( u ֊ a ) t(iu +  8inu +  a i M u  _  Q))du
Ja Sin a
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2 sin и  sin(u — a)  
fir—erc»in i L i i i  sin a- FJ  i r —

\ . a i s in a . ,  _ Լ  o?sin2 a
(5.5) =  2t -  (2a — arcsin— -— )i cot a  +  2օշ t / 1 -----—

Для случая d\ < t  <  a i, используя неравенства (4.17) и (4.18) для максималь
ной хорды, получаем следующее равенство для множеств

(5.6) {u : tmaxiu) <  <} Ո (0, а) =  0

Так как d\ < է < в і, то из (4.3), (4.9) и следствия 4.1 получаем, что а  < 

arcsin аі< ^а < 7 г - у и у < т г  -  arcsin а> ” по <  п  -  а. Следовательно, множе

ство { «  : <mox(u) =  “‘in ՞0 < է} Ո (օ, շ/] совпадает с множеством

/г 7\ (  o is in a  . a i s i n a \ՀՀ./) I arcsin— -— ,7г —arcsm — -— J

Так как d\  <  է <  օ յ, то из (4.4), (4.11) и следствия 4.1 получаем, что arcsin °3*lnt> +  

а  <  arcsin + a < i r - y  + 2 a < y u y < n  + a -  arcsin <  тг +
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а  -  urcsin ,ձշ " ս < Следовательно, мпожество направлений {и : tmax(v) =  

Jnlu-n) <  О ո  12/> совпадает с множеством

(5.8) ----------  -----;_ а 2 s in a lу, тт — a  — arcsin -
է

Используя (5.6)-(5.8) мы получаем явное выражение (4.15) для d\ < է < а\ 
интегрируя (4.16)

к о =  Гк « ) х  « « . о * . -
Уо Уо sm Q

r „ in i^ 2 s .n u s j n ( u _  r + a . ^ in ^
+  /  --------- :------------ ta u +  / (aosinu +  aisin(w — a))au

Л, sina  7« .io  suasa

f
/ a r c s in  -

2 sin ц 5Іп(ц -  a )
tdu

ir+a-arcsln  £ * 4 ^  Տ1Ո a

(5-9)

„ճ /0 . a is in a  . a2 s in a w I a?sin2 a  I a?sin2 <=  3 t—(3a-arcsin  — ------- arcsin— -— ) tc o ta + a iy  1 ------------------------------ ha2W 1 --- լ - ^ —

Д ля случая aj < է < a2, используя неравенство (4.17) для максимальной хорды, 

получаем следующее равенство для множеств

(5.10) { и  : t maх(«) <  О Ո (0, х] = 0

Из (4.3), (4.5) и а г < է <  a2 следует, что і  <  arcsin <  arcsin °* *ina < а  и

7г — a  < 7Г — arcsin M " "  <  7Г — arcsin ° լ ^ ո օ . Следоьятельно. множество 

{ս • tmax (tt) =  “‘յո” 0 <  է) Ո [і, а ) совпадает с множеством направлений

/С і , \  (  a i s in a  ^(5.11) la rc sm — ֊----- , а  I

Д ля случая aj <  է <  օշ, используя неравенство (4.20) для максимальной хорды,

получаем следующее равенство для множеств

(5.12) { и  : t max(u) <  է} Ո (а, у] =  (a, у].

Так как а\ < է < о2, то из (4.4), (4.11), следствии 4.1 и 4.3 получаем, что 2а <

arcsin +  а  <  arcsin +  а  < у,

. a2s in a  „ . a2s in a  ,
7Г +  а  — arcsin----------< тг +  а  — arcsin ----------- < п.

Оі է

Следовательно, множество {u : tmaa;(u) =  g°n(u-a) <  *} ո  [?/. ̂ ) совпадает с мно

жеством направлений

(5 .13 )
. a2 sin 

у, 7г +  a  — arcsin

29
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Используя (5.10)-(5.13) и интегрируя « .« в .  » » Р > ™  С4.15)

ДЛЯ 01 < է < Օշ
.я - л а гс в іп  ° 1 “  2зіпцвіп (а  —  էէ)

^(4) =  J  b(u) x F ( u , t ) d u  =  Jo
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tdu  
s in a

. օշ «In a/чг+а-агсвіп - ----—вгсвіи j—
+  Г  (օշ sin u+O! sin(a—u))d«+ /  ( “ 2 sin u + fll s in (u -a ))d u

Уоr c i a S J ^
, Г  2 s in u 8 in ( t i -q )^ ,  =  2ei +  t

Л + а - а г Ы п ^  8ІПа

(5-14) ,---------- ------- I---------- ------
a, sin a  . օշ sin a . . . „ ° 2 sin2 a  , - а?зш а а- ( a  +  arcsin --------------------------arcsm — -— )ic o ta  +  a i y  1 -  +  o2y l  ̂

Для случая օշ < է < da, из (4.4) и (4.7) следует, что 2а -  х  -  тг <  агсзіп +

а - 7 г < 2 а - т г < 0 и 0 < а  -  arcsin °2 < х. Следовательно, множество

направлений {« : ima*(u) =  < *} Ո (0,*] совпадает с множеством

/  . ՕշՏաՕէՀ
(5.15) (0 , a - a r c s m —  -)

Д ля случая օշ < է < մշ, из (4.3) и (4.5) имеем, что х  <  arcsin я  < а  и 
а < 7г — Q < 7r — arcsin а іЖ я  <  „• _  Следовательно, множество {ս : =

< է} Ո [і, а ) совпадает с множеством направлений

(  ал s in a  \
(5.16) ( arcsin— -- . а )

Д ля  случая օշ <  і <  d2, используя неравенства (4.20) и (4.21) для максимальной 

хорды, получаем следующее равенство для множеств

(5.17) (и  : tmoafu) <  О Ո (а,  7г] =  (а, тг]

Используя (5.15)-(5.17) интегрируя (4.16), мы получаем явное выражение (4.15) 
для օշ < է < СІ2

ր  ла-arcain ՞ 3 Հ"°
/*(*) =  J Հ ս) * Р(Ці t )du = J  (օշ sin и  +  oi sin(a -  u))du

. „ ы в а і ^ а -  2 8 in u s in (Q _ u )
+  /  , --------“T~---------- tou +  /  (օշ sin ti +  oi sin(a — u))dti

V a-urcein^^i Sina Уагсаіп У1't‘—

+  /  (a2 sinu +  a i s i n ( u - a ) ) d u  
Ja

— %  j  o_ * / ■ a i sin а  . a2 sin a  .— 2oi +  2օշ — t  — (arcsm — ------- Ւ arcsm ------------- a ) t  cot a
I t
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(5.18)
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օ-շ sin2 а  / ,  а2 sin2 q+•» V1 ՜  -®ayi ֊ ֊կշ֊

Таким образом, из (5.1.)« (5-5), (5.9), (5.14) и (5.18յ получаем выражение функции 
распределения длины хорды для параллелограмма типа 1.

б. О с т а л ь н ы е  6 т и п о в  п а ра л л е л о г р а м м о в

Аналогичными рассуждениями, используя (4.1)-(4.23) и следствия 4.1-4.3 полу

чаем выражения функций распределения длины хорды для параллелограммов 

типов 2-7. Отметим, что функции распределения длипы хорды во всех 7 случаях 

являются непрерывными функциями.

Прямоугольник является параллелограммом типа 7. Подставляя а  =  тг/2 в вы

ражение для функции распределения длины хорды для параллелограмма типа 

7 получаем ]>езультат работы [7] для прямоугольника. Ромб - параллелограмм 

типа 2 или типа 6 (зависит от того, угол в 0 < а  <  |  или |  <  а  <  | ) .  Подстав

ляя а\ =  օշ в выражение функции распределения длины хорды типа 2 или типа 

G получаем результат работы [8]. В частности, явный вид функции распределе

ния дайны хорды F o(t) для квадрата можно найти в [11]. Введем обозначения

Ь  =
Д ля параллелограмма типа 1 получаем
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Для параллелограмма типа 2 имеем
է < 0  
0 <  է <  Лі0,

5р (2  +  (тг — 2а) cot а),
-L  (2  -  2  ( а -a rc s in ^ - )  cot а) +  і < է < հ շ
^ ( 2 -  (я- +  2 а -  2 arcsin^- ֊ 2  arcsin ^ )  cot а )  +  +  $ $ к 2, Л2 <  է < di
3^(3  -  (За -  arcsin Գ  -  arcsin Գ )  co ta) +  jfe k i  +  ffcfc2, di <  t  <  oi

+  ^ ( i  _  (q +  arcsin Գ  -  arcsin *f) cot a) +  fifcki + jfe k 2, ai < t < a 2
1 _  ‘ (1 -  (a  -  arcsin ^  -  arcsin Գ )  co ta ) +  +  J d ^ 2’ a2 < t < d 2
, t  > d 2

Для параллелограмма типа 3 окончательно получаем

Го, * < о
5 ^ ( 2  + (я-- 2 a )  co ta ), 0 <  է < hi
ցյյ(2 -  2 ( а - arcsin^1-)co ta ) +  hi <  t <  <ц

5d +  ! d * i > a i < t < d i
+  s b ( 1 ~  (a  +  arcsin Գ  -  arcsin Գ )  cot a ) +  -jjfcki +  jfekz , di < t  <  a2

1 -  g£j(l -  (a  -  arcsin Հէ -  arcsin Գ )  co ta ) +  +  jjfck2, a2 < t  < ձշ
U , t > d 2

Д ля параллелограмма типа 4 имеем

0, է < 0
5^ ( 2 +  (7 Г -2a) co ta ), 0 <  է < hi
^ ( 2 - 2 ( a - a r c s i n ^ ) c o t a )  +  fgfci ,  հ ւ < է < հ շ
ցք(2 -  (7Г +  2a -  2 arcsin Գ  - 2  a rc s in ^ )  cot a ) +  ^ ռ Կ  +  ^ k 2, h2 < t  < a  i 

_  д Ы 71՝ -  2 a rc s in ^ )c o ta  +  +  |^ A :2, a i  <  t  < di

31$ +  r o t 1 -  (Q +  arc8in a ) +  $ fc* i +  5fefc2 , d i  < t < a 2
1 -  э Ы 1 -  (“  -  arcsin Գ  -  arcsin Գ ) cotQ) +  Ѣ кі +  $ Ь к2- a2 < t < d 2

I 1» t  >  Ժդ

Д ля параллелограмма типа 5 получаем

է <  0
gfe(2 +  (я՜ ~  2a) cot а ), о <  է < hi
g ^ ( 2 - 2 ( а - arcsin^- )cota)  +  ^ f c i ,  hi  <  է <  օյ
ffe +  W^kh oi < t < h 2
W$ -  m ( *  -  2 “ csin n?) cot a  +  fgfci +  ^ A 2, h2 < t < d i
%% +  з Ы 1 - ( “  + ^ - ֊  arcsin ^f) cota) +  ffefci +  JfeA*. di < t  < a2
1 -  a b ( l  -  (a  -  arcsin Գ  -  arcsin Գ)  cot a) + -jfcki + j fck2, a2 < t < d 2

֊1* t >  d2

32
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Рис. 2

В случае параллелограмма типа 6 имеем

0, է <  О
ց յյ(2  +  (тг -  2 а ) cot а), 0 <  է < hi

ց յյ(2  -  2 (а  -  arcsin ^ 1-) c o ta )  +  հ \ < է < հ շ

5 0  (2 -  (я- +  2 a  -  2 arcsin գ  — 2  arcsin ^1) cot а )  +  հշ < t  < a i

life ՜  и5(тг ֊ 2 arcsin ^ 1) c o t a  +  и§А:і +  $£fc2l <ц <  t  <  a2

1 ՜  s fc (2 +  ~  2 a ) cot a )  +  +  |j£fc2, a2< t < d i
1 -  g g ( l  -  (a  -  arcsin Գ  -  a r c s in ^ )  cot a)  +  f fckx +  gfefc2, d i <  t  <  d2

1, i > d 2

В случае параллелограмма типа 7 имеем

О,
5^ (2  +  ( T r - 2 a ) c o t a ) I 
5 ^ ( 2  — 2(a -  arcsin ^ )  c o ta )  +  fg fc i,

&  +  & * ! :

s f t  -  -  2 “ “ “  Գ )  c° t  а  +
1 ՜  а Ы 2 +  ՜  2 a ) COt a ) +  I d *! +  S D fc2-
1 ՜  э Ь ( 1 -  ( «  -  a rc s in  i t  -  o ican  Գ ) շ օ է a) + jfek-i + ^ k 2,

u .
На рисунке 2 изображен график функции распределения длины хорды паралле

лограмма типа 3 с параметрами а і =  1, а2 =  2, а  =  тг/5.

է < О
О <  է < hi  
h i < t < a i
ох < է < հշ 
հշ < է < а2 
а2 < է < d\
di < է < ժշ 
է > d2

A b s tra c t. In this paper we obtain the explicit forms of the covariogram and the 

orientation-dependent chord length distribution function for any parallelogram. The
33
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explicit form of the chord length distribution function for a parallelogram is also

obtained.
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ИНТЕРП ОЛЯЦ ИО НН Ы Х ПОЛИНОМ ОВ ФУНКЦИЙ 
ОГРАНИЧЕННОЙ ГАРМ ОНИЧЕСКОЙ ВАРИАЦИИ
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А н н о т а ц и я .  В статье рассматривается вопрос сходимости частичных сумм 
двумерных тригонометрических интерполяционных полиномов. Доказана схо
димость по Прингсхейму для функций двух переменных с ограниченной гар
монической вариацией.

M SC2010 num bers: 42А15.
К лю чевы е слова: многомерная тригонометрическая интерполяция; гармони
ческая вариация.

1. В в е д е н и е

Пусть N  -  произвольное натуральное число, to G Т := [-7г,7г] -  произвольное 

действительное число, и

27Г
(1.1) Ии = 2N  — 1, U = t0 + ihN, t =  0 ,± l ,± 2 -----

Для 27Г-периодической, интегрируемой по Риману на Т функции /  через / \ -( / , х) 
обозначим единственный тригонометрический полином вида:

n N  N  N

Խ(ք, х) =  —  +  cos их + Ь? sin их) = Հ  еіих,
u—1 I/=—N

который совпадает с /  в точках Ա (см. [1], гл. 10):

Խ(ք,Ա) = ՈԱ), І = 0,1, . . . ,2ЛГ.

Точки ti называются фундаментальными или узловыми точками интерполяции. 
Если обозначить через

-  ч Щ г -  , € К ' .  =  0 , 1 ..................
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ядро Дирихле, то имеет место следующая формула

2N 1 Г
IN(f ,x )  =  ՜ и) =  г  / т ~  -

где ь»2лг+і(*) непрерывная слева ступенчатая функция, имеющая скачки hN в 

точках Ա.
Коэффициенты интерполяционного полинома / „ ( / )  называются коэффициен

тами Фурье-Лагранжа и определяются следующими формулами:

О?=-J  /(І) cos(vt)dw2N+i(t), Ь? = ̂  Լք (t) sm(vt)dwiN+l(t)
и

cZ = ±-J^f(t)e-+ *du2N+i{t).

Частичные суммы интерполяционного полиноме» имеют вид (71 =  0} 1?. . . ,  ІѴ)і

Щ / , х )  =  4 ՜  +  У2(°и 003 ̂  8ІП,/І) =  ~  /  /(0 А г(*  -  t)dW2W+l (է).
Հ  ,  / I|/= 1

Имеет место следующий аналог хорошо известной теоремы Дирихле-Жордана 
([1], гл. 2) о сходимости рядов Фурье функций ограниченной вариации.

Теорема 1.1 ([1], гл. X). Если, функция ք имеет ограниченную вариацию на 
отрезке [—7Г, 7г], тогда Դ{ք,  х) сходится при п  —V co ,N  > п  к f (x)  в каждой 
точке X  6 Т, где функция /  непрерывна. Сходимость равномерна на каждом 
отрезке непрерывности функции f .

В работе Д. Ватермана [2] было введено понятие Л-вариации функции.

Определение 1.1. Пусть {Аа} -  неубывающая последовательность положи
тельных чисел, такая что ряд £  А ՜1 расходится. Л-вариацией функции f(x),  
X  Շ  I  на отрезке 1  вещественной оси называется следующая величина:

VA( f , I ) : =  a u p ^ J M .

где sup берется по всем системам {/п} попарно непересекающихся интервалов 
из I, и / ( Д) =  /(/3) -  / ( а )  если Д =  (а, 0).

Обозначим

КВѴ = АВѴ(І) = { /  : VA(f , r )  < оо}.
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В ՝частном случал, когда А„ =  п, класс АВѴ называется кгассом функций огра
ниченной гармонической вариации и пишется Ѵ ц ( / . І ) и Н В Ѵ  вместо Ѵд(/, 7) 
и А В Ѵ  соответственно.

Теорема 1.1 была обобщена Д. Ватерманом и X. Ксингом [3] для класса функ
ций с ограниченной гармонической вариацией.

Теорема 1.2 ((3]). Если функция f  имеет ограниченное гармоническое измене

ние, тогда 7 ^ (і, f  ) стремятся к /(х ) в каждой точке непрерывности функции 
S . Сходимость равномерна на каждом отрезке непрерывности функции }.

В двумерном случае сходимость по Принтсхейму рядов Фурье функций огра

ниченной гармонической вариации была доказана А. Саакяном в [4], где при
ведены определение и основные свойства гармонической вариации в двумерном 
случае.

Определение 1.2. Пусть f (x ,y )  2ж-периодическая функция по каждой пере
менной. Д ля  интервалов I  =  (а, Ь), А  =  (а,/3) положим

У„іѴ( / ; / х Д) =  8ЦР £ І & М ,
ո,к

где sup берется по всем систсма.кі {/„}” .̂х и { попарно непересекающих- 
ся интервалов из I  и А  соответственно, и

(1.2) / ( / ,  Д) := /(а , а) -  /(а , 0) -  ДЬ, а) +  /(ծ, 0).

Двумерная гармоническая вариация функции ք на прямоугольнике I  х А  опре
деляется следующим образом:

Vh U , I  X Д) := Vx<v{ f \ I x  А)  +  sup Vx{f(x ,y0), I)  +  sup Vv(f ( x0,y) ,A),
]/o€A *o 6/

где Vx и Vy -  одномерные гармонические вариации относительно переменных х  

и у соответспіч* ино. Класс функций ограниченной гармонической вариации на 
прямоугольнике I  х Д обозначают через Н В Ѵ  =  Н В Ѵ ( І  х Д).

В данной статье доказывается следующая теорема о сходимости частичных 

сумм тригонометрических интерполяционных полиномов для функций двух пе
ременных с ограниченной гармонической вариацией.
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Пусть узлы էւ определены как в (1-1), и

(1.3) =  = 3° + Ш Т і '  j  =

где М  -  натуральное число, и а0 £ Т. Для заданной функции /(* ,у ), (*, у) 6 R2, 
2тг-периодической по каждой переменной, существует единственный тригономет

рический полином

w / . * . » )  -  Е  Е
ir= —N

который совпадает с /  в точках (է,-, տյ):

= f fa»aj)> * =  о, 1,.. . ,2N , j  = 0,1,

Частичные суммы этого полинома имеют вид (п =  0 ,1 ,. . . ,  N, т  = 0 ,1 ,. . . ,  М):

« < / . * )  - Е Е
и——ո /і=—m

(1.4) =  -4- I  f ( t , s )Dn{ x - t ) D m( y - 8)du3N+1 (t)dw2M+i{8)
7Г յ յ դ

=  A [  f ( x  + t ,y  + 8 )Dn(t)Dm(s)dbbN+i(t)d&2M+i(s), 
n J t 1

где աշ/Հ+ւ(է) =  « 2л-+і(а: + 1 ), աշքյ+ւ(տ) =  с*^м+і(ѵ +  տ) Основным результатом 
настоящей работы является следующая теорема.

Теорема 1.3. Пусть функция ք € НВ Ѵ (Т 2) интегрируема по Риману. Тогда в 
каждой тонке (х, у) 6 Т2, где существуют пределы по квадрантам f ( x ± 0, յ/±0), 
имеет место следующее равенство

(1-5) n,m“ ooW ( f ՛ * . » ) - j E / ( * ± 0 , y ± 0 )  ( N > n ,  М > т ) ,

при условии, что отношения N /n  и М /т  равномерно ограничены. Если f  непре

рывна на открытом множестве Е  6 Т2, то сходимость равномерна на любом 
компакте К  С Е.

2. В с п о м о г а т е л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы

В дальнейшем мы через С обозначим абсолютные постоянные, которые могут 
быть разными в разных формулах.
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Л ем м а 2.1. Пусть для натурального N  и (0 € Т, тонки, է, определены в (1.1), 
и 1 < п < N . Тогда,

к

СХОДИМОСТЬ ДВУМЕРНЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ...

У  sin nti 
<=з nh,\ > l < j < k < 2 N .

Для доказательства леммы достаточно умножить обе стороны неравенства на 
sin տ̂քլ  и использовать неравенство sin է > £է (0 < է < ք ).

Л ем м а 2.2. Если ց € ЯВК([а,Ь]), [а, ծ] с  Т, тогда

(2.1) j\ ( t ) ֊ d w 2N+l(t) < с  • ֊֊ (Ѵ я(г, [а,ь]) +  іір іісцм ],) .

Доказательство. Обозначим +  1 ,...,ա շ}  := {i 6 N : Ա € [a,ծ]}. Без
ограничения общности можем считать, что [а, 6] С [0,7г], и что tmi > 0 (полагаем

=  ո, если է =  0). Применив преобразование Абеля, будем иметь:

I \ Tltmi .
+ ffUm,) —-— -h N“tn I

£  9(tk)-
fc=mi

та —1
հի/ £

k—rrii +1

հո ^(^m2)
^т а

sin ntfc. 
tk

m а

*=mj+l

sin ntfc 
tk

հի;

g fa ) _  g fa + l) l * 
tfc tfc+1

sin ntj
J=mi+1

7Ոշ
sin ntj sin ntmi

tmi

Обозначив последние слагаемые через I i , h , h ,  с учетом леммы 2.1 будем иметь,
что

27Г
< Л^|І5 ІІС([0,Ь])П= 2 ^ — уІІРІІооП<2я-||р||С(|аіЬ])

h  <
^  ІЫІСЦа.Ь)) 7Г < II*7IIС([а.ծ]) Я՜ _  27Ѵ+ 1

է

Й-2)< л*

+ /іуѵ

ьшз Tihfj 
та —1

/ІДГ Ո 

к
2п ■|І5 ІІС([о,ь])-

£  g fa )  -  g fa+ i) £  8 i n n t .
к—тгц +1 j=mi +1

та—1
5 2  5 (^ + 1 )

fc=mj +1
та —1

+ MMIc([a,b]) 5Z
fc=mi*fl

լ ___ l
ifc+l.

sin 7lfy
j=mi+l

AT

լ ___ l
tk tk+1 .

<  с ■ ^  (V/f(g, [a , ծ]) +  ||g||c([a,b])) •
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, N  M  C(f ,  g) 
՜ ո  m  IniW

Суммируя неравенства (2.2), получим (2.1)- ' ՜'

л- п  \ -Հ- ,л с ЯЯѴ(Т7) и на каждом прямоугольнике Лемма 2.3. Пусть /(x ,y), д(х,у) Հ н и ѵ \ і  ) ѵ.™
решетки функция д зависит только о т  х  или от у. Тогда

I I  f i x  + t,y  + s)g[t, a ) ^ ֊ - e imtdu2t/+i(t)dubM+i(«)

для любых i , j / 6 T ,  1 < п  < N, 1 <тп < М .

Доказательство. Обозначим

F(t, s) =  f{ x  + 1, у +  s)$(t, s), </>(s) =  Լ  F(t, s)——  du2N+i(t).

Согласно теореме 2 из [3], имеем, что

J ^ s ) e im,du2M+\{a) < ^ - ^ Ѵ я ^ Д )  :

Для получения оценки гармонического изменения Ѵя(^, Т) рассмотрим вариа

ционную сумму ір на интервалах {Д*}*0 =  (a t, Л ) і° ■

'  =  Е  Т  И & )  ֊  =  Е  Т  A F(*-А > "  ^ (<1 a k))— du>2N+1 (է) =
*=1 * ' т

Լ  Е  А ) -  a/fc)]— =  J ^ m ֊ d u b N + i ( t ) ,

где
fcfl

# )  =  Е і № л ) - ^ , ^ ) ] .  < * = ± ւ .

A. P. НУРВЕКЯН, А. А. СААКЯН

Из леммы 2.2 вытекает

m = |  j Tm ֊ d u 2 N+i[t)
2ЛГ 4-1

< с ± ^ ( у н ( А Т )  + м  с ) .

Повторяя оценки из доказательства леммы 2.1 из [4], получим:

|/ | <  ^ — C (/,s ) ,

что и завершает доказательство леммы 2.3. □

Л емм а 2.4. Для произвольной функции /  6 НВѴ (Т 2) и е > 0 справедливо 
соотношение:

fN'Mif ՝ Х’Ѵ) — - շ J  J  f ( x  + t ,y  + s)— — ■ —^— dw2iv+i(£)dw2M+i(s) + o (l),

где o(l) стремится к 0 равномерно на квадрате Т2, когда п, т  -¥ оо так, что 
отношения % и £  равномерно ограничены.
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Доказательство. Запишем ядро Дирихле Dn(t) в следующем виде:

где

Dn(t) = --Ո-ռէ՛ +  ց(է)Տաոէ + І  COS Ոէ, t 6 [—7Г, 7t],

9{t) =  օ ^ է ' “ 7* 0 <  1*1 <  5(0) =  0.2 tan շ

Согласно (1.4), имеем, что

**ад(/.*.у) = f '  Լ  f (*  + t ,y  + s ) ֊ - ? ֊ d w . 2„ +l(t)dZ2M+l(S)

Г Г  .. . .sin
+  /  /  / ( i  +  f.y +  s) —

■/— ir */e< |t|<ir *

+  f  I  f ( x  + t , y  +  a ) -
Jc<\>\<* J\t\<։

+ Г  Г  քխ  + է,у + a ) ֊
J —* j  —1Г 

+ f  f  f ( *  + t ,y  + a)
J —ir J—n

nt  sin ms
a

sin nt sin ms 
a

d%2N+l {է)<Թշ Af+i (s) 

<£>2N+1 (t)du>2M+l (s)

, sin nt  
՜ է ՜  

sin me
-1Г J —X 
rlt rlf

g(s) sin m s +  -  cos ms  

g(t) sin nt +  ^ cos nt

d£>2N+\ (t)dW2M+ 1 (s) 

rfW2W+l ( t ) ^ M + l  (я)

+ I J  f ( x  + t ,y  + a) g(t) sin nt +  -  cos nt

p(s) sin M s  + շ cos M s <fc>2N+l (t)dui2M+l (s) 

6
=  [  Г  / (x  +  (,y + S) ^ — ^ +ւ ( № 1ք+1(Տ) +  ^  W ( x , y ) .

J - t J - t  t  s  p=!

Докажем, что в условиях леммы,

(2.3) lim / ™ ( * .ѵ )  =  0, р =  1,2,3,4,5П,Ш—тОО *

равномерно по (х, у) € Т2, N  > п, М  > т.  В случаях р =  1,2,3,4 это следует из 
леммы 2.3 при соответствующем выборе функции g(t, s). При р =  5 соотношение

(2.3) вытекает из следующего утверждения.

У тверж дение 2.1. Пусть /  6 Д([—7r,7r]2), а функция д ограничена. В этом 

слу^іае коэффициенты Фурье-Лагранжа функции F(t ,s) = f ( x  + t , y  + s)g(t,s) 
равномерно no x, у € [—7г,7г]2 сходятся к 0, когда п,тп —► оо.
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Утверждение вытекает из того факта, что при его условиях функции F(t,a) 
равномерно R  интегрируемы но х , у  6 [֊тг.тг]2. Определение понятия равномер
ной R  интегрируемости и доказательство сходимости коэффициентов в одно
мерном случае даны в [1], гл. 10. В двумерном случае все суждения остаются 

неизменными. ^

Следующая лемма была доказана в [4].

Лемма 2.5. Пусть /  6 HBV{D ), D = I  х Д С Т 2.
a) Если в точке (х , у) 6 D существует предел / ( х +  0, у +  0), тогда

Ііт Ѵи(/, (х, I  + e) * (у, У +  «)) = 0.с—>0

b) Если функция f  непрерывна на открытом множестве Е  С D, то для любого 

компакта К  С Е

Ііт  Ѵя(/, (х — е, х +  е) х (у — е ,у  + е)) =  0.
с- fO

равномерно по (х , у) 6 К.

3. Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1.3

В силу лемм 2.4 и 2.5 достаточно доказать (для остальных трех квадрантов 
доказательства аналогичны), что для любых (х, у) 6 Т2 , £ > 0 и L  > 0 , --

п <  N  < Ln, т  < М  < Lm,

A. P. НУРБЕКЯН, А. А. СААКЯН

. если

то

(3.1) |/ | := I ֊  Г  Г / (*  + 1, у +  s) ֊ ™  (i)d S W i(s )
l 71̂  JQ  JQ  Z 3

֊ i / ( x  +  0,y +  0) < В ■ Vw(/, (x, X + e) X (у, у + e)), 

где В -  постоянная, зависящая только от L .

Пусть п, Лг, т ,  М и (х,у) 6 Т 2 фиксированы. Без ограничения общности 
можем считать, что

х  = у = 0, ֊հիք<է0 <0,  - h M < so < 0, Л„,Лга е  (О.е),

где <о и s0 -  точки из (1.1) и (1.3).
Положим

»=[&]• -ե տ ;]-  - [£ ]■  —  Ьж?].
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где [а] целая часть числа а. Обозначим

(3.2) т* = to  + (jpi + i)hx,  * =  1 ,2 ,. . . .р ь  .7 = 0 ,1 ,.. .

Հ  = so + ( f a  + к)Іщ,  к = 1 ,2 ,...,р 2 , Z =  0,1, —

Теперь, обозначив Հ>(է, a) = f(t .  s) — /(0  +  0,0 +  0). будем иметь:

о» Ր  Ր  . s i n n i s i n m a  , . . , . . . . .тг2/ = / / <W,s)—----------du,-2,v+i(f)dw2.v/+i(s) + o(l)
Уо Уо i s

- ր ր + г г + г г + г  гJo Jo Jhm Jo Jo Jlin Jqipihu Jh„
rUPihM /■« /ЧаРаЛм r4\Pihs в

+ + / +o(l) = J >  + o(l).
Jhm Jq\p\h,s Jhjn Jhn j.=i

Отдельно оценим каждый из интегралов Д . Имеем:

|/i I < ( Гр- +  О  ( г 2 ՜ + О  SUP |0(t. s)|nmh^/»Af\ЯЛГ /  \Л м  /  0<t<h„, 0<в<Л„
< С sup »)| <  С • Ѵя(/, (0,е)2).

Далее, из леммы 2.2 вытекает 

ГЛ" 2М + 1/* " 2 Л/ 4- 1
\h\ < С — -----  К,(0(«,я),(О,£:))+ sup |</>(*,я)|

Jo 2m  Լ «6(0,e)

•< В  +  l )  Ѵдг(/, (0, e)2)nhN < В ■ V„(f,  (0, e)2).

При к =  3,4,5 интегралы Ik оцениваются аналогично. Остается оценить /в- Име

ем:

/в =  ր հ"  Г ''" Փ(է, տ)Տ[Ո Ոէ SiD m3-dw2N+l (t)du2M+i(a) 
Jhm Jh* է 3

P i Pa 7 1 - 1 9 a ՜ 1P i Pa , /  i  j \

(3.3) =  Jt t  sin nTi sinmo*•
i=l fc=l J=1 1=1 Ti (7k

Для фиксированных t, к оценим следующую сумму

(3.4) J  :=  £  £
յ=1 1=1 Ч °к

Обозначим
і  I

Qi = Y , a[nni*> F ՝k =  ] C sinm<r*-
r = l  r = l
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Используя преобразование Абеля получим ^
ет‘.) I sinm f Հ ^1 ф Н ,а ‘к)

у -  Հր  ФЩіЕкі sinՈՀ  sinпитк =  2 2  — J -  2 ^  լ ֊  
J Հ-հ Հ Հ  , =1 Ո  I=1 Ok

A. P. НУРБЕКЯН, А. А. СААКЯН

Հ

j ^ i  Г= 1 ’М  ' - 1

sinпт/ 'v—'2 Г</’(7f  I ° І )  ФЫ ՝ ак )
= £ —- j -  Ճ  — ^ ------- -'+>

j=l ’ I «=1
<73—2 g i —1

-  £ * S £
1=1 J=1

7=1
*՛ / p * i - l  

O f *  Pfc

a fe V l)  » ( Հ Հ +1) 
•քք՜Հ ^ Հ +1

^  , ^ Ա ( Հ Հ )  » ( Հ Հ +1) * (Հ “ ,Հ )  , ^ +1,Հ +1) 
= ճ ^ ճ [ - ^  З Д * -  ^ « Հ +

/=1 
92-2

+ Е И  
1 = 1

т?1 ֊ 1 оі+ 1

V ՝2 r̂ .g f ՜1) _  *Ы+\°Ѵ՜')
2 ^  т’сг91՜ 1յ=ւ լ  Ч °к

=: Ji +  Ja +  / 3  +  «/4 -

+ n~x

J_1 77  Wl.

Q{
4 °k ч  °  k 

Q V ՜ 1
а? 4

^ +Pfc Q<

Начнем с оценки Ji.
ф —2 5i—2

Ji = v ՝ 2  v ՝ 2  « Հ Հ + 1 )  .  ФЫ+1А +1)
ե հ  Г м  w ՝  "  ,

,„ ,.4  v ^ v 1՝2 Г Д 12^ ( 7і ’ . <70  А і ^ ( т / . ^ + 1 ) Р 2 Л м  A 2 ^ + 1 , f f f c ) p i / » N
( J -  հ կ  т>о\ Հ օ Ս * 1 r W +1<H■ՀՀ 4ՀՀ+1

+  P ih N P 2 h M j ( - j +1, Հ + 1)

где (см (1.2))

3 3 + 1 3  „.(+1 ч ч  °k°fc

^ + 1 Հ

QiPk =: *1 +  * շ  +  j^3 +  ^4ւ

Ді20(т/,<ті) =  ^((քք ,7ք+1) , ( ^ , Հ +1) ) ,

А і ^ . о І +1) =  ^ +1.Հ +1) ՜0 ( 7 ք .Հ +1), 
Лаф(т/+\аі) = ^ +1,Հ +1) - ^ +1,Հ ) .  

Учитывал неравенства (см. (3.2) и [3], стр 551)

Վ  > JPi/iw, Հ  > lp*hM, \Q{\ < 2, |р£| < 2,

будем иметь:

(3.7) \Кх\ < — 4 -  V  V < ___ £ ___ ѵя ( /  (о *)»)
P\hNp2hM Է հ j l  PihNp2hM Մ’1 ’ '  ' ՜
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СХОДИМОСТЬ ДВУМЕРНЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ...

ч- յ-  2 «1-2

та S Е Е т
4

(3.8)

|£ւժ(7ք;<Հ+1)|
1)Բշհ.սքւևքք

у ՝  1 у->2 ІАіу Оч ^ է ՜1,)
P ih s ip ih N 1(1 +  1) j

7 1 -2

Аналогичным образом получим

(3 ՚9) № |  տ м ^ Ь ^ 10՛ ^ ՛
< 7 3 -2 9 1 -2

1*1 *

Из соотношений (3.6) (3.9) находим, что
С

(3.10)

Оценим ./շ.

\ J i \ < ѴиѴЛ  о, г)2).

іл і *  ^ г Е  
Ті i=l

П г
.7 1 -1  ձ - յ

— 1 I 73—2

IQV

P ih flrp iliM

Փ ( Հ ՝ - \ Հ )  փ ( ^ - \ Հ +1)

я
փ № ՝ - \ Հ ) - փ ( Հ 1- \ Հ +1)

l=> 1 
- 1 |  7 3 -2

\ H \

\P lk\

(3.11) +
ri /=1

J + 1 \ H \

7 3 -2

(9i ~  l)PihNp3hM

f o - 4 p 1ft* W o № ‘>,) £

I

7 3 -2

Հ  ai+1Հ+

\Ун{Ф, [0,e]2) +  ||^||c((0,e)»)] <
P\hNp2hM ' Pih-NPzhM

Величина J3 оценивается аналогично, а  для J4 имеем:

P7i —1 „ 7 3 - 1 )
(3.12) ш  =

Ti °fc

£  Տ Տ Տ Հ W » » W )  S  ( M 1)-
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Из (3.5) и (3.10) -  (3.12) находим, что

<3 -“ > м * д 5 г о и , ( л ( а д ’ )>
что вместе с (3.3) и (3.4) доказывает, что

Как отмечалось выше, отсюда следует неравенство (3.1). Теорема 1.3 доказана.

A bstract. The paper considers a question of convergence of partial sums of two- 
dimensional trigonometric interpolation polynomials. Convergence by Pringsheim for 
functions of two variables with bounded harmonic variation is established.
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energy functional.
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1. I n t r o d u c t io n

We are concerned with the existence and multiplicity of nontrivial nonnegative 

solutions of the following problem:

' - A p(«)ti =  in Ո,

(11) - Д Л*)Ѵ= Z t f ^ f ( x ) W a(x)H 0(x)~2v іпП,
. I |Vu|PW-3 Օա =

. |Vv|P(l) ՜ 2 g* =  fih(z)\v\*<x) - 2v on on, 
where Ո С (Л՛ > 2) is a bounded domain; p, q, a  and fi belong to C(fi) and satisfy: 

1 < q(x) < p{x) <  a{x) +  fl{x) <  p ’ (x) (p'(x) =  if N  >  p(x), p m(x) =  oo

if N  <  p{x)), 1 <  p~ := e s s m /i e n p(x) < p[x) <  p+ := ess supx€n p(x) < oo, 

1 <  q~ < q+ < p~ <  p+ <  a~  +  0~ < a + +  0 + , (A,p) € R2\ ( 0 ,0). and the weight 

functions / ,  g, h satisfy the following conditions:

(A) /  б С(П) with П/Цое =  1 and f + =  m ax{/,0} փ 0;

(B) g,li 6 C(dfl) with ЦдЦоо =  ||Л||оо =  1, 0* =  пш х{±д,0} =է֊ 0 and h± =  

inax{±/i,0} փ 0.

The main interest in studying such problems is motivated by the presence of 

the p(x)-Laplace operator, dtv(|Vti|pto ֊2 Vti) in (1-1). This is a generalization of 

the classical p-Laplace operatoj dtu(|Vti|p~2Vu), obtained in the case when p is a
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positive constant. We point out that problems involving elliptic equations with p(x)- 

Laplace operators are not trivial generalizations of the similar problems, studied in the 

constant case, since the p(x)- Laplace operator is not homogeneous, and thus, some 

techniques, such as the Lagrange multiplier theorem, used in the classical case are 

no longer applicable in the general setting involving p(x)-Laplace operators. On the 

other hand, stimulated by the development of the study of elastic mechanics, interest 

in variational problems and differential equations with p(x)-growth conditions has 

grown in recent decades (see, e.g., [3, 4, 8]), and systematic discussion of the spaces 

becomes necessary. Also, note that the study of Lebesgue spaces and 

Sobolev spaces has been a subject of active research area (see, e.g., [7, 9]).

In a recent paper [1], Brown and Wu considered the corresponding semilinear 

elliptic system. They showed that the above problem has at least two nonnegative 

solutions if the pair (A,/i) belongs to a certain subset of R2. In [10], the authors 

extended the results of [1], to the corresponding p-Laplacian system. The main 

purpose of this paper is to develop the approach used in [10], and to extend the 

results obtained in [10] to the case of p(i)-Laplacian with multiple parameters. This 

extension is nontrivial and requires more detailed analysis of the nonlinearity and an 

application of the variational methods under certain conditions.

In this section we discuss some basic properties of the Sobolev spaces Wrl,Ĵ I^(fi), 

which will be used later (for details we refer to [5, 7, 9]). Denote by S(fi) the set of 

all measurable real-valued functions defined on ft. Two functions from S(f2) will be 

identified, when they are equal almost everywhere. We set

2. N o t a tio n s  a n d  p r e l im in a r ie s

C+(U) =  { h : h €  C'(fi), h(x) >  1 for any x 6 П},

h~ := m in/i(i), h+ := m ax/1(2;) for every h e  С+(П), 
fi fi

and define

Lp(x)(fl) =  {ti e  Տ(Ո ): /  |и(х)|р^  ̂dx <  +00 for p  € C_(fi)},
Ո

with the norm

|и|ір(.)(п) =  |«|p(*) = inf {A > 0 : J  | - - ֊ | p(z) dx <  1},
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and W 1՚**>(Ո) =  {u e  Լ**>(Ո) : |Ѵи| €

with the norm |խյ|^> »'*)(ոյ =  1ս 1ճ»'»>(ոյ +  1^1ւ>'*)(Ո)- Observe that Մ ^ Լ Ո )  and 
W , p,zUU) are separable and reflexive Banach spaces (see [7]).

Setting р(к) =  fn խ (* )|^ ք"(Ո) f a  for any v  g Lpfli(n ), w-e can write

(2-1) 1Ա1ւ»(*){Ո) =  A <=> р ( д ) ~  1

(2-2) і« іі»<»)(п) > 1 => | < (. , (ո) <  p(u) < | < (. , (n)

(2-3) 1Ա1յ^'*)(ո) <  1 => М£,(*>(П) — ^ (Ա) — 1ա 1հ,»(*)(Ո)՛

With p(u) =  / Г1 |Vu|p(x) dx +  / п |u|p(l) dx, we have similar to (2 .1)-(2 .3) relations 

with ||m|| instead of |ս|չ*(>>((ո.

In the spaces IV1,p(*)(Q) the Роіпсагё inequality holds, that is, there exists a 

positive constant Co such that

Мі*.>(П) < Cb|Vu|i,(«)(n)t Vu 6 ^ ^ ( Ո ) ,

implying that | Ѵи|£,<,)(5}) is a norm equivalent to the norm ||u|| in the space W1,p(x>(n). 

Later we will use this equivalence, and for simplicity, we will write ||u||p =  |ѴиІ£,<ж)(П).

The embedding ІѴ1,Р̂ (П )  —► Մ ^ Լ Ղ )  is compact and continuous (p* =  нІр*1) 

if p(x) <  N  and is p* =  oo if p(x) >  N )  (see [7]).

If q € C+(f2) and g(x) < p'(x)  for any i  6 П, then there exists a compact 

embedding iy 1,pW (n) «-► L,( l ) (3Q) for 1 < q(x) < p°,  where pB is when

p(x) <  N,  and Ls oo, when p(x) > N  (see [5]).

3. T h e  m a in  r e su l t s

Let W 1,p(z) =  ІУ1,Р̂ Х̂ (П) b the usual Sobolev space. In the Banach space W  =  

ІѴ1'р(*)(П) X i y 1,pM (n) we introduce the norm

Uu,v)\\w  =  ( J  |Vu|p{l) dx +  J  |V*|pW d x ) ^ ,

and for (u, v) € W  denote by дх,цЫ) the energy functional associated with problem

(1.1), defined by the formula:

3 x j u , v )  := Լ  ^ ~ ( |V u |p(l) +  |V«P<-)) dx

~ Ф ) 1 т  L / (* )w “w w № >*  -  ՛
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where .

v) =  A J gn ds +  lJ JBn *■

Denote by N*,„(0) the Nehali manifold’ defined ^

ХАі/1(П) := {(«,«) 6 W \ { m }  : < ^ ( « . «).■(«,»)> =  0}-

The energy functional 3a,  ̂ is not bounded below on the whole space W, implying 

that («,«) €  X x M  if and only if

з(«, V) =  & > , « ) ,  ( « , « ) >  =  ^ ( і ѵ « 1 ” (я ) +  | Ѵ « р М )  < f e  

-  [  Я * ) № (я,М“(і) =  o.
Jn

Therefore for (u,v) € КА,М(П) we have

(3.1) (3,(u,v),(u,v)) =  Լ ք№(\Հ7ա\*տ) +  |Vv| * x)) d x -

-  f  {a ( x ) + f i W ^ M alsM Pl’ ) d x ֊ .q {x )K Xl̂ u , v ) <
J  n

< (p+ -  («" +  P~)) [  / ( і ) Н а(х)Н ^( і)^  +  (Р+ -9 " Ж А іМ(«,ѵ).
Jci

We split 1<\էԲ into three parts:

Na,/i =  6 NAlM( n ) : (3'(u,v), (u,vj) >  0},

=  {(«,*) 6 Хд,м(П ): (З'(и,v), (и, v)) =  0}.

Щ ։ІІ =  ((u>w) 6 ^А,М(П) : (f (u ,  v), (u ,v )) < 0}.

Let Co =  (*=-) (»"-»+) С  (a, 0, q, S, S) be a positive number, where 

C { a , 0 , q t S , S )  =  ( ° + ՜ + ( 2 І  +  ՜ рр -  q* а  +  р -  q~

Theorem  3.1. If the parameters A and p. satisfy 0 < |A|*~-»+ +  խ| *--«+ < Co, 

then the problem (1.1) has at least two solutions (tij .u j ՜)  and (uq ,Vq ) such that 

«о >  0, > 0 in Ո and u$ փ 0, v£ փ 0. And, i f f  >  0, then սՀ > 0 ,v j  >  0 in Ո.

Lemma 3.1. The energy functional Зх,ц is coercive and bounded below on ЗѴдіМ(П).
50 • '



Proof. Let (u, v) 6 and ||(u,t/)||iy >  1. By the Sobolev embedding theorem
we have

З л > '") -  Լ  3 5 ® * * "  +  *  -  Լ  *  -

"  ѵ ) ֊ ^  j^(\Vu\p{x) + |V t, |^ ))  dx -  — К ^ ( и , V)

֊  а - \ ֊ р .  (Я Ѵ к р «  +  |Ѵ -Г « )  ֊  **,„(« . V))

> ( ֊  ֊  — р )  j f  ( |Ѵ « Г «  +  |Ѵѵ|**>) dx

+  < ^ T F  -  £ > * ֊ < ■ . . )  г  Հ Հ * ™  -

-  ^  է $ - ) 1 ՜  X W *՜* ՜’* +  с»аМ, ~~,*)ІІ(ц’'0ІІи'-

Since р~ >  q+ , we have 2 \ ։lt(u,v) —► oo as ||(it, v)||vv —► oo, implying that Зл,ц(и,ѵ) 

is coercive and bounded below on Х*іА1(П).

Lem m a 3.2. I/O < |A|*~-«+ +  |/հ|p--»+ < C(a,(3,q,S,S),  then Мді#1(П) =  0 .

Proof. Assume the opposite, that is, փ 0 . Let (u,n) 6 ^ іД(П) be such that

||(«,w)||w >  1. Then for 0 <  |A|*"-»+ +  |/i| * < C (a,/3 ,q ,S ,S)  we can write

0 =  (O'xju, v), (u, t»)) =  [  p(x)(|\7ti|*e> +  IVwpW) dx -
J n

֊  (e(*) +  0{x)) [  /(* ) |ս |“<*>խ|«*> dx -  q ( x ) K x A w )
J n

> p~ [  (\Vu\pM +  \Vv\pM )dx
J  n֊ q+ ((|Vu|p(l) + IVvl̂1))dx- J  /(®)|ti|a<x>|u|«x>dx)

֊  (a+ + P +) [  /(* ) |u |“W|t»|«x) d i  
Jfi

> ( p ՜ ֊  <i+) [  р(*)(ГVu|p(l) +  |Vt,|*->) dx
J  n

+  (q+ -  (a+ +  0 +)) [  /(ւ)|ս|°<«>|ւՀ<*> dx.
J  n

Therefore

o > (p- ֊  9+)ІК«,ѵ) | |£  +  c10(<7+ ֊  (а + +  і8+ ))5 а++Д+ІІ(«,ѵ)ІІ^+/,+,
51
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implying ,
I  P~ -  Գ+ c a ++ /9 ՜^  0++А -Я -

(3.2) ||(«it>)l|w >  cw ^a + +  թ+ ֊՜Հ+ )

Similarly, we obtain 

0 =  РліМ(« .«)»(«.«))

< P+ / n (lVulp(l) +  lVvlp(x)) d x - ( a ~ +  0 ՜ )  f a  /(a ) |u |“(x,|t»|We) dx -  q ' K ^ i u ,  v)

< p+ / n(|V «|^>  +  \V v \M )  dx — ( a ՜  +  ^֊ ) ( /n (|Vu|p(l> +  | Vv|p(l)) dx -  Kxtll(u, v))

-q~K \,»(u ,v).

Therefore

o < (p+ -  (a +  j8))||(U|t>)||iy +  ( a ՜  +  0 ՜  -  q~)Kxtll(u,v),

implying

(3.3) ||(u,u)||w  < Clfi( a - + ^ -  _ p ՜ )  +  H p"",+ )-

EYom (3.2) and (3.3) we get ||(u,v)||w <  1 and |A|<--֊«+ + H » J'-.+ >  C ^ ^ q ^ , ^ ) .  

The obtained contradiction implies that >^ M(fi) =  0 .
* Г < •՛ . - 1

Lemma 3.3. Suppose that (no, щ) is a local minimizer for Տ\։թ on N \ ։tl(Sl), and that

(uo.vb) *  М ,м(П)- Then =  о in w ֊ 1’».

Proof. The result can be obtained by the arguments similar to that of used in Brown 

and Zhang [2], and so is omitted.

Lemma 3.4. We have

•  if {no, vo) 6 Wji|tl then K Kli{u,v) > 0;

• if  (uo.vo) e  then Кх,^и,ѵ) >  0 and f n /( s ) |t i |eM|v|*W  dx >  0;
• if Ы ,  vo) € >Г£М, then f n /(x ) |u |a<x>|v|^x) dx >  0.

Proof. The proof is an immediate consequence of (u, v) € N \tll and (3.3).

We write Хл,^(П) =  N £M(fi) U and define



• fi) K *  < °>
• (*)  eA,M >  f ° r some do =  do(a, 0, q, S. S, А, ц) >  0.

Proof, (ij Let fu, vj € ^a,m- From (3.2) we have

(3.4) 9 x j v ,  v ) <  —  [  (|Vu|pfl) +  |V v |*x>) dx
P J n

Since (u,v) 6 ^ iM(ii)i we can write

(3.5)

P+ j ^ ( |V u |^  +  |V i> r « )dx - ( а ՜  +  Г ) f  f i x ) |и|**«|ѵ|Лв)d x ֊ q ֊ K x, ^ v )  >  0. 

Next, by (3.4) we have

(3.6) Լ  /(ւ)|ս |“(*>խ|«*> dx < Q_ ^ ~ _ 9~ g_ Հ ( 1?ս |”(ւ> + |V«pM) dx, 

and by (3.5) we can write

(3.7) 3 x j u ,  v) <  (֊L  -  - 1 )  /  (|Vu|p(l) +  IVv|p^ )  dx
P Я J n

+ ( F  ՜  a + T F ) Լ / (*)|“ Г <‘ )М№ >dx.

It follows from (3.6) and (3.7) that

3 * ' M  <  ՜  -  ~ ( £  <  «•

Thus, =  in f ^ ^ g ^ f f i^ A ^ .v )  < 0.

(ii) Let (u,v) € ,/і(П). By (3.2) we have

< / n /(*)M “w w l’w * ’-

By the Sobolev embedding theorem we obtain

[  П х) \и \°Ы \ѵ \М  dx < S “+^ + ||(U, v ) | |^ ^ +.
J n

This implies

i t * .* ) ! »  >

ON A CLASS OF ELLIPTIC SYSTEMS ...
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Therefore

3\,ц(п>ѵ) ^  И М И и ' 

֊  S*

p+[a~ +  P )
+ а - + Г - Л І (|А|Г^  +  Ы Г^

I*
q~(a  +  0 ՜)

/  p~ - q + oa++0+ \  “++e+֊ ’
՜5” Ѵа+ + 0 + - 9 +  '

а - + Г ֊ Р + '  "_ ֊ л+քց +/9 — P /  P — Я pg++fl+,\ •+V ֊ f- 
I. p + ( a ~ + 0 ~ )  \ a + +/3+ — q+ '. p+(a~ +  P~)

_ ^ + a - + r - r  +
g - ( a - + / 3  ) J

Choosing 0 <  +  |/х |^ = ^  < Co, we get 3\,»(u,v) >  do for all (u,v) 6

and for some do =  <*о(а,/3,9Д5, A,/i) >  0. This completes the proof.

We put
» ІІІІ/  V l i e ՜ 1

a+ + 0+ -p-
ta _ ( ________ ( р ~ - 9 +)іі(Ц.«)1іѵу

V (a+ +  p + -  9+) fn /(® )|«|e t*)|t>|^W dx)

Lemma 3.5. For each {u,v) G W  with Jn f(x)\u\a^ \ v \ ff̂ d x  >  0 we have

(i) i f K \ ։li(u, v) <  0, then there is a unique է ՜  >  tmax such that {է ՜ս , t~v ) 6 Щ

and

3 \A *  u>* v ) = s u p 3 \ ։ll(tu,tv)] 
t> 0

(ii) if  K \ ։lt(u,v) >  0, then there іа a unique 0 <  t+ <  tmax <  է ՜  such that 

(i+u, t+v)  6 (է ՜ս , t~v) 6 Щ ։/1 and

3x,v(t+U, t+v) =  inf 3 \ A tu< tvY’ B X t ~ v )  =  SUP 3\,fi {tu, tv).
t>o

Proof. Fix (u,v) 6 W  with /n  /(*)№ <*> |w|«*> dx >  0. Let

m(t) =  tp" - ,+ ||(ii,«)||&  ֊  ta++B+-'+  [  /(aO|ti|e to|«|«*> dx for t  >  0.
J  n

Clearly, m(0) =  0, m(t) —► —oo as f —> oo. Moreover

m'(t) =  (p~—?~)tp~~,+ ֊1 ||(u,v)||y^—(a++/?+—7)t°++^+- ,+֊1 /  /(®)|u|aW|i»|«*)dar.
J n

Hence we have m'(t) =  0 at է =  >  0 for t  6 [0, W )  and m'(t) <  0 fort 6 (*max.oo). Thus, m(t) achieves its maximum at tmax, increases for t  6 [0,imax) 
and decreases for է S (tmax, oo).
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Furthermore, we have

m(tmtx) =  л м и &

V Jn f(x)\u\aW\v\B(x)dx)

(3.6) >  l l (~ .» ) lg (^

(t) Let K xtli(-u,v) <  0. There is a unique է ՜  >  fmax such that m (t~) =  Kx,h{u,v) 

and m'(t~) <  0. Then we have

(P~ - 9 + ) ( П Р՜  l l ( « , *  ֊  (a+ + Д + - 9 +) ( Г ) “+^ + /  /(* )խ |“<*>խ|«-><էէ =
J  n

=  (t~)1+,+ 17l'(t~) <  0, 

and hence, we can write

( f t Г . ) )  =  ( П ’ + [ т п ( П  ֊  / Г А , „ ( « , г О ]  =  0,

implying that (է ՜ս , է՜՛ս) £ д . Thus, for է >  imax we have

( p ֊ - ^ l l ( t « , ^ ) l l ^ - ( a ++/3+ ֊ 9 +) ^ / ( * ) I H a(s)N « - ) dx <  0, ^ d x A t ^ t v )  < 0, 

a n d

- З х А ^ , tv) =  i l l M I l k  - *, + -  1а++0+ Լ ք ( x ) \ r i d x  =  0,

for է =  է ՜ .  Thus, 3\,n(t~u,t~v ) =  supt>0 3*i#1(£u,ti;).

(«) Let K \ tll(u,v) >  0. Using (3.8) and

m(0) =  0 < K*,M(u,v) < S4 (|А |я֊-ч+ +  |м||*-Р-«+ ) ||(u ,v ) ||£

<  ll(֊.«)»C <£  է  թ  ՜ յ ^ -  m ( w ) .

for 0 <  |А|я~Р-*+ +  խ|>>՜*-4+ <  C (a ,f) ,q ,S ,S ) ,  we conclude that there are unique t+ 

and է ՜  such that 0 < t+ < <majt <  է ՜,  and

m(t+) =  K \ iti(u,v)  =  m ( t ՜) ,  m'(t+ ) >  0 >  m '( t ՜) .

Then (t+u ,t+v) 6 >fJM.(t֊ u ,t֊ u) € 811(1 3\^ ( t~ u ,t~ v )  >  d x A tu t̂v) ^

3 \ ։l, ( t+u’t+v) о̂г еасІ1 * 6 [*+ >*~] ^  3aA t+U’t+V) -  3x։fj(tu,tv)  for each t e
55
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[0,*+]. Thus,
Яг (t+ u t+v)  =  inf and 3A ^ (i-u ,i_ v)=8up3A,M (hi,^).

This completes the proof. ,, -г ( {п~ +в~-я~Жх.и̂ ,ѵ) \  >  о for (it, v) e  W and K \  J u ,  v) >
We choose W  -  ր+)||(Հս)8^ J ,MV '

0.

T h e o r e m  3 .3 . A r  еасЛ («,«) 6  W  with K ^ { u , v )  >  0, we have

•  if In /(* )M e(s)M « x) dx < 0 ,  then there is a unique 0 <  t+ < tmtx such that 

{t+u, t+v) € յ վ էէչ and

3 \ A t+u<t+v) =  toj&Arf.(*«.t»);

•  >  0» ^ en there ** 0 “n*9«« 0 <  t+ < tmax <  І ՜

such that (t+u, t+v) 6  {t~u,t~v) e Э ^ ,  ond

3a,„(*+u. *+v) =  inf0<(<im„  0a,m(*“ .*0; 0A,/*(*“ «, է ՜ս )  =  supt>0 ад,д(Лі, to). 

Proof. Fix (u,v) e  W  and Kxtll(u, v) >  0. Let

(3.9) rn (t)=*p+~°"_*" ll(u .«)llw - t 4~~a~ - fi՜  Kx^{u ,v)  fo r i> 0 .

Clearly, m -* -o o  as t -» 0+ and m(t) ч  0 as Ы  oo. Now the proof can be 

completed using the arguments of the proof of Lemma 3.5.

Theorem  3 .4 . If 0 <  |A| р~-ч+ +  |/t|»--»+ <  Co, then the functional 3x,M has a 

minimizer (u j, v£) in ԳՎ։11 and satisfies:

(i) 3a,m(u 2 > 0+) =  Ѳ+^;
(H)(uq ,Vq ) is a nontrivial nonnegative solution of problem (1.1), such that u£ >  

0 , Հ > 0  in fi and u j  ^ 0 ,V q փ 0.

Proof. Let {мп.ѵп} be the minimizing sequence for Зх,ц on N jiM. Then in view of 

Lemma 3.1 and compact embedding theorem, there exist a subsequence {սո.սո} “ d 

(uj, Vq) 6 W , such that (uq , v j )  is a solution of problem (1.1) and

u+ -*• Uq wealdy in W01,p(fi),

u+ -* Uq strongly in L g $ (d n )  and in

1Հ  weakly in W01,p̂ ( n ) ,
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Հ  Հ  strongly in վ (1\(ծՈ) and in

and we have

K xtll(u£,v+) -*■ ^а.д(«о.Ь'о) B s n - ю с ,

f  / ( * ) | է £ | ° (ւ)1 Հ ք (l) d x ֊ +  [  / ( * ) | ւ Հ |“ « | Հ | « * >  d x  as n  ^  ос.
J n  J n

We can write

3a,m(u^ , < )  =  p+(Q-  +y3- )  ІКип .ип)ІІѵи -  g- ( Q-  +  Д- 

Therefore

3a,m« , < )  - + 9 ^ < 0 a s n - + o c .

It is easy to see that /Сх,Лио > vcT) >  0 as n -* oc. We prove 

u+ -> tiQ strongly in W 1,p̂ ( f i ) ,  

v+ -» Vq՜ strongly in W 1,p(l)(Q).

Otherwise, suppose

սՀ -f* Uq in ІУ1,р(*)(П) and v+ -** in W 1,p̂ ( f t ) .

Then we have

lluO IIW1 ^  /ІГЛп-чос inf ||«ПІІИГ1.,(.) or ||г>о'||цгі.р(») <  itrrin-^ao inf ||է’̂  11^1,,(I).

Let К ^ ( и „ , ѵ п) > 0 and

W O  =  m(t) -  [  / (x ) |e |“W |ii |« 4  dx,
J  n

where m(t) is as in (3.9). We have /(« ,« )(t) —oo as i ֊4  0+ and

/(„,„) (է) -  [  /( ւ )խ |“ ւ̂ )խ|^^*) dx as t  —> oo.
J  n

We have /[„„)(*) =  յո՜(է). Using the argument of the proof of Lemma 3.5, we 

conclude that <max(«>v) is a maximum of /(u,„)(t), for t  6 (0,£mox(U|W))i ^(u,u)(0 

increases and for t 6 (ітлх(и,ѵ),оо) it decreases, so that

-t ( (a~ + P ~  ֊  Я~)Кх։ІІ{и,ѵ)\ - р ^ г

mox 4 a - + 0 - - p +) l ! M l l £ '

Since/fA,/i(«o i^o ) > 0, there is a unique 0 < վ  < tmax(«o >vo0 such that (<o uo vô ) 6  

X t , Therefore

ON A CLASS OF ELLIPTIC SYSTEMS ...

За.^ Ф ' о .Ф ' о ) =  ՛ոք ( Հ , Հ ^ ( * Հ , է Հ ) ,
0<*<*max
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aiid we can write

/ K+,Uo+)(tf)  =  (<о+) - (а+Д)( -  W * o « o  .* օ Հ )  -

֊  /  / ( * ) | ф £ | а(в)|ф >?1*х)<Ь:) = 0 -  
J  Ո

Moreover, for sufficiently large n we have

W » > ( * 0 ) >  o.

implying that tm«(wn,v„) >  1. Furthermore, we have

W » > ( 1 )  =  IKt®»)Hw -  ֊  f  Я * Ж І “(г)|ѵп|Д(х) dx =  0.
J*l

Since /(«„,«„)(*) increases for t e  (0,Jm«(«n , vn)), for a llt  G (0,1] and for sufficiently 

large n we have /(„„,„„)(£) < 0 . Therefore 1 <  <  tmBX(v.Q , tig").

On the other hand, (<ouo . *оѵсГ) e  ftnd

, ^V(f) =  b f  (Uo , Vo)3\,ii[tuO > ûo ՜)-

Therefore За,м(Ф*о , Ф $ )  <  3 \ A uo <vo ) <  1ітп-юо2х,ѵ(иІ>ѵ£ ) =  Վ թ, which is 
a contradiction. Thus both

un "+ uo andv+ -+ Ѵд strongly in W01,p(x)(n),

and we obtain

3a.m( « + Հ )  -+ дх,„(ио>ѵо)  =  ѳх,м а а п - ю о .

Hence, (uq , ^ )  is a minimizer. With 3a,/i(«o , uo՜) =  5а,м(і«о 1.1Սօ՜1) . (I« o l> o  I) e  
>/д м(П) and Lemma 3.2, (u j, vj՜) is a nonnegative solution of the problem (1.1). 

Now, we prove that u j  փ 0 ,ւ$ ՜ փ 0. We assume that v j  =  0. Then, since u j  is a 

nonzero solution of the problem

{ —Ap(x)t* =  0 , I 6 f l ,

|Ѵы|р(«)-з*і =  Aff( i ) |u |«W ֊2u, X 6  dSl,

we have

Ы й Х) = ь [  fl(®)|tx+|9(x)d 5 > 0 .
Jen

With w 6 W1՛* * ^ )  \  {0}

\M\$x)= n [  л(*)н,(х)<ь>о,
Jen

S. H. RASOULI AND К. FALLAH
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we have

>w) =  [  9(x)\uq\4{x) d3 +  Ц [  /i(z)|tu|’ fl) ds >  0,
Jbn Jen

implying that there is a unique 0 < t+ <  tmkX such that (է+սՀ,է+սս) € >Г^(П).

We have

t =  ( ( a ՜  +  0 ՜  ֊  Я~)Кх,„Ыо ■w) \  =  ( a - + 3 -  - q ~ \ ^
ты ' ( a ՜  + 0 ՜  - P+)\\(«о >w)\\w \a ~  + 0 ՜  - p +)

and

3a,m(*+Uo >t +w) =  0<(‘nf 3x,n(tu£,tw).

Therefore

3 x A t+r 4 , t +w) <  2х*Ы ,ѵ>)  <  3a,„(uJ,0) =  0 + ,,  

which is a contradiction, and the result follows.

T heorem  3.5. If 0 <  (|A|» --*+ -f |/հ|»--»+ < Co, then the functional 2x,բ has a 

minimizer (uq,v^՜) in and satisfies:

(i) 3a,/i(«o . Vq) =  ՕԼ^;

(U)(u q ,Vq ) is a nontrivial nonnegative solution of the problem (1), such that щ  >  

0) Vq >  0 in Cl and Աը փ 0, ѵЦ՜ փ 0.

Proof. The proof is similar to that of Theorem 3.4, and so is omitted.

T he P ro o f o f  T heorem  3.1. In view of Theorems 3.4 and 3.5, we conclude that 

there exist (uj}՜ ,Vq) € and (u q , V q ) e  such that u* > 0, u* >  0 in fi and

«J  փ 0,«օ փ 0. We have Ո յՀԼ^ =  0 ,  implying that (uf.ujj՜) and (ug ,Vq ) are

distinct. If /  > 0, then by the maximum principle we have Uq >  0, v* > 0.
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A b strac t. We prove th a t every m -th root metric with isotropic mean Berwald 
curvature reduces to a weakly Berwald metric. Then we show th a t an m -th root 
metric with isotropic mean Landsberg curvature is a  weakly Landsberg metric.

We find necessary and sufficient condition under which conforma! 5-change of an 
m -th root metric is locally dually flat. Finally, we prove th a t the conforma! 5-change 

of locally projectlvely flat m -th root metrics are locally Minkowskian.

M SC 2010 n u m b ers : 53C60, 53C25.
K eyw ords: Conformal change; m -th root metric; ^-change; locally dually flat metric; 
projectively flat metric.

1. I n t r o d u c t io n

Let (M , F) be a Finsler manifold of dimension n, T M  be its tangent bundle and 

( x ',y ‘) be the coordinates in a local chart on T M .

An m -th root Finsler metric on M , denoted by F , is defined to be F  =  \TA, where 

A  is given by A  :=  Oi1...im{x)yi ։y i։ . . . y 'm with symmetric in all its indices

(see [4], [9], [14] ֊  [16]).

The theory of m -th root metrics has been developed by Shimada [14], and applied 

to Biology as an ecological metric [2]. It can be regarded as a direct generalization of 

Riemannian metric in the sense tha t the second root metric is a Riemannian metric.

Let (M, F) be a Finsler manifold of dimension n. Denote by t (x , y) the distortion 

of the Minkowski norm Fx on TXM 0, and let ծ(t) be the geodesic with a(0) = x  

and <j(0) =  y. The rate of change of t (x , y) along Finslerian geodesics <r(t) is called 

S-curvature. The Finsler metric F  is said to have isotropic 5-curvature and almost 

isotropic S-curvature if S =  (n +  1 )cF  and S =  (n +  1 )cF + dh, respectively, where 

с =  c(x) and h — h(x) are scalar functions defined on M  and dh =  hx> (x)yl is the
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differential of h [19]. Taking twice vertical covariant derivatives of the S-curvature 

gives rise to the E-curvature. The Finsler metric F  is called weakly Berwald metric 

if E  =  0 and is said to have isotropic mean Berwald curvature if E  =  *±±cFh, where 

с =  c(x) is a scalar function defined on M  and h  =  կ & է ե է  is the angular metric.

T heorem  1 1  Let F  = y/A be an m-th root Finsler metric on an open subset 

U c r .
(t) For a scalar function с =  c{x) on M , the following are equivalent:

: (ia) S =  (n +  l)c F  +  4;

: ( ib)  S  =  T).

(ii) For a scalar function с =  c{x) on M , the following are equivalent:

, (На) E  =  =±!cFh;

: (iib) E  =  0.

Let (M, F) be a Finsler manifold. There are two basic tensors on Finsler manifolds: 

the fundamental metric tensor gv and the Cartan torsion C v, which are the second 

and the third order derivatives of ^F£  a t у 6 TxM q, respectively. Taking a trace 

of Cartan torsion C v gives us the mean Cartan torsion Iy. The rate of change of 

the Cartan torsion along the Finslerian geodesics, L„, is called Landsberg curvature 

(see [17], [18]). Taking a trace of Landsberg curvature L„ yields the mean Landsberg

curvature J„ . The metric F  is called isotropic mean Landsberg curvature if J  =  cFI,

where с =  c(x) is a scalar function on M .

T h eo rem  1.2. Let (M ,F ) be a non-Riemannian m -th  root Finsler manifold. For a 

scalar function с =  c{x) defined on M , the following are equivalent:

(ia): J  +  cF I =  0;

(ib ): J  =  0.

There are two important transformation in Finsler geometry: the conformal change 

and the /9-change. Two metric functions F  and F  defined on a manifold M  are called 

conformal if the length of an arbitrary vector in the one is proportional to the length 

in the other, tha t is, if glj =  ipgij. Here the length of a  vector e m e a n s  the fact that
62 '•
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W yI as well as yi}, must be Fiiisler metric tensors and showed that <ք falls into a 

point function.

A change of Finsler metric F  -» F  is called a 5-change of F, if F (x, у ) =  F (x, у ) +  

f)(x, yj, where &(x,y) = b<(x)y' is an 1-form on a smooth manifold M . It is easy to 

see that, if supjr(1<u)ml |b<(x)j/*| <  1, then F  Ls again a Finsler metric. The notion 

of a /З-change has been proposed by Matsumoto, named by Hashiguchi-Ichijy5, and 

was studied in detail by Shibata (see [6], [8]. [13]). If the Finsler metric F  reduces to 

a Riemannian metric, then F  reduces to a Handers metric. So, the Զ-change is also 

called the Randers change of Finsler metric.

Let (M , F) be a Finsler manifold. We consider the conformal ,3-changes of Finsler 

metrics F  =  en,z^F +  f), where B(x, y) =  b,(z)y* is an 1-form on a smooth manifold 

M  and a  =  a(x) is the conformal factor. It is easy to  see that, if supF(l yJ=J j|^ || <  1 , 

then F  is again a Finsler metric.

Let F  = V A  be an m -th root Finsler metric on an open subset U С Rn. Put

A - 9 A  A -  d *A A -  dA  A -  A .
dyi ! j  ~  Qy’d y ) ' x< ~  д х і ' Ао - А *'У-

Suppose tha t A{j defines a positive definite tensor and let denote its inverse. The

following equalities hold:

9 ij  =  "  շ  2 [m A A ij +  (2 ֊  m ) A iA j \ t

g 4  = A ~ £ [m A A tj + —— 2֊ y V ] ,  
m  — 1

y*Ai = m A , y 'A ij = { m ֊ l ) A jt A ijA { =  -  -1—
TTl — 1

Vi =  1  A * - 1 At, A iA jA ij =  ֊ A .  
m  m  -  1

In [1], Amari-Nagaoka introduced the notion of dually flat Riemannian metrics 

when they studied the information geometry on Riemannian manifolds. A Finsler 

metric F  on an open subset U С Rn is called dually flat if it satisfies the equality 

(F 2)l V j,k =  2 (**),, (see [12], [19]).

We consider conformal ^-changes of locally dually flat m-th root Finsler metrics 

and prove the following result.
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T heorem  1 3  Let F  = 'tfA be an m-tli root Finsler metric on an open subset 

U С R", where A  is irreducible. Suppose that F  = eaF  + 0  is a conformal 0-change 

o fF , where 0  =  Ы{х)у< and a  =  a(*). Then F  is locally dually flat i f  and only if  

then exists an 1-form Ѳ = Ѳі(х)уі on U such that the following equalities hold:

(1.1) 0010 + РФ0 =  200*'»

(1.2) A xi =  ■—  [тпАѲі +  2 ѲАі +  2(ao At — a xiA )],

(2 3) £[(-1 _  2)AiA~1Ao -  4 յկ ւ  +  Qo-^] +  2[>U0o +  (A )0)i] =  - 2 т е “ЛФ, 

where 0o, = 0x»v<yk, *o =  0*' =  (6< W .  0° =  0*JV<» 0oi =  №0 o and Ф =

ao0i +  0oI — 20*' ~  2а *'0 -

A Finsler metric is said to be locally projectively flat if a t any point there is a 

local coordinate system in which the geodesics are straight lines as point sets. It is 

known that a Finsler metric F (x, y) on an open domain U С Rn is locally projectively 

flat if and only if <?՝ =  P y \  where P (x, Ay) =  AP (x, y), A >  0 (see [7]). Finally, we 

study conformal /9-change of locally projectively flat m -th root metrics and prove the 

following result.

T h eo rem  1.4. Let F  = \/A  be an m -th  root Finsler metric on an open subset 

U С R", where A  is irreducible. Suppose that F  =  eaF  +  0  is a conformal 0-change 

of F , where 0  =  bi(x)y' and a  =  a(x). Then F  is locally projectively flat i f  and only 

i f  it is locally Minkowskian.

2. P reliminaries

Let M  be a n-dimensional C°° manifold. Denote by TXM  the tangent space at 

X e  M , by T M  =  Ux<=mTxM  the tangent bundle of M , and by T M 0 = T M \  {0} the 

slit tangent bundle. A Finsler metric on M  is a function F : T M  -> [0, oc) which has 

the following properties:

(i) F  is C°° on Щ ;

(ii) F  is positively l-homogenecrus on the fibers of tangent bundle T M ;

(iii) for each у  6 TXM , the following quadratic form g„ on TXM:
1 d2

gy («,«) :=  շ օ ձ ձ  [-F2 (у +  atx +  tv)] | , it=0, u, v e  TXM
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is positive definite.

Let I  €  M  ajid Fx To measure the ռօռ-Euclidean feature of Fx , define

c „ : тхм  г  тхм  г  тхм  -> a  by

c„(u, w, tu) := ~  [g»+tu,(w, v)] |t=o, u, v, w € ТХЛ/.

The family С := {Су}уетМп called the Cartan torsion. It is well known tha t C = 0  

if and only if F  is Riemannian.

Given a Finsler manifold (M, F), then a global vector field G  is induced by F  on 

T M q, which in standard coordinates ( i 1, j/‘) for TMo is given by

G - y > ± ֊ 2 G 4 * , y ) ±

where Gl(y) arc local functions on T M .  G is called the associated spray to (M ,F ). 

The projection of an integral curve of G  is called a geodesic in M . In local coordinates, 

a curve c(t) is a geodesic if and only if its coordinates (c'(t)) satisfy the equation 

+  2 Gi(c) =  0.

Define B„ : TXM  ® TXM  ® TXM  -> TXM  and E„ : TXM  ® TXM  R by 

B v(u ,v ,w )  :=  B 'jkl(y)u^vkw l ^ | x and E „(u ,v) :=  Ejk{y)v?vk , respectively, where

B ‘>M  := т т {ѵ)՝  E i M  :=  l B " - ^

u =  u 'g |r |* , t/ =  г;‘д |т |1 and w = го*д|г|х. В and E  are called the Berwald curvature 

and the mean Berwald curvature, respectively. A Finsler metric is called Berwald 

metric and mean Berwald metric if В =  0 or E  =  0, respectively.

A scalar function r  =  r (z , у ) on T M  \  {0}

T{x' y) :=  ,n [ ^V o i(B "(D ) ^ - Vol{ (yi) e  R"l р ( у іѢ и )  к  ^ ] ’ 

is called the distortion. Let

d
S (x ' v)

where a (t) is the geodesic with o-(O) =  x  and <r(0) =  y. S is called the S-curvature. S 

said to be isotropic if there is a scalar functions c(z) on M  such that

S (x ,y )  =  (n +  l)c(x)F (x , y).
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3. P r o o f  o f  T h e o r e m  i . l

In local coordinates ( x \y %  the vector filed G =  is a global vector

field on TMo, where &  =  <?*(*,») are local functions On T M 0 given by

By a simple calculation, we have the following result (see [22]).

L em m a 3.1. Let F  =  V A  be an m -th root Finsler metric on an open subset U С Rn. 

Then the spray coefficients of F  are given by

Thus the spray coefficients of an m -th root Finsler metric are rational functions 

with respect to y.

L em m a 3.2. L e tF  =  \ /A  be an m -th  root Finsler metric on an open subset U С R". 

Then the following are equivalent:

a): S =  ( n +  1)cF  + t);

b): S =  17,

where с = c(x) is a scalar function and r) =  щ(х)у* is an 1-form on M .

P roof. By Lemma 3.1, the Ք-curvature of an m -th root metric is a rational function 

in y. On the other hand, by taking twice vertical covariant derivatives of the S- 

curvature, we get the iJ-curvature. Thus the 5-curvature is a rational function in 

y. Suppose tha t F  has almost isotropic 5-curvature, S =  (n +  l)c (x )F  +  rj, where 

с =  c(x) is a scalar function and rj =  rji(x)yl is an 1-form on M . Then the left ЬрпН 

side of S -  Г] =  (n +  l)c (z )F  is a rational function in y, while the right hand side is 

an irrational function, implying tha t с =  0 and S =  rj.

L em m a 3.3. Let F  = Հ/ ՜A  be an m -th  root Finsler metric on an open subset U С Rn. 

Then the following are equivalent:

a): E  =  s± ic F h ;

b): E  =  0,

where с =  c(x) is a scalar function on M .

&  = \ ( A o j - A x,) A ii .
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P ro o f. Suppose that F  =  \fA  has a и isotopic mean Benvald curvature:

E = ֊ o F h ,

where с =  c(x) is a scalar function on M . The left hand side of E  =  ^ ip c F h  is a 

rational function in y, while the right hand side is an irrational function, implying 

tha t с =  0 and E  =  0.

P ro o f  o f  T h eo rem  1.1 is an immediate consequence of Lemmas 3.2 and 3.3.

From Theorem 1.1 we infer the following result.

C o ro lla ry  3.1. Let F  =  'VA be an m -th root Finsler metric on an open subset 

U С E ". Suppose that F  has isotropic S-curvature S =  (n +  l)c F , fo r some scalar 

function  с =  c(x) on M . Then S =  0.

A Finsler metric F  satisfying Fxk =  FFvu is called a Funk metric. The standard 

Funk metric on the Euclidean unit ball 5 n(l), denoted by Ѳ, is defined by

e ( x ,g) . -  ^  >»)+  <  x ,v  > _ # е 3 і в . ( 1 ) = К п

where < •, • >  and |-| denote the Euclidean inner product and norm on Rn, respectively. 

In [5j. Chen-Shen has introduced the notion of isotropic Berwald metrics. A Finsler 

metric F  is said to be isotropic Berwald metric if its Berwald curvature has the 

following form:

(3.1) B ljki = c{Fyi vkSil +  FvkviSx j  +  Fuiuj& \  +  Fv, ykyiy '} ,

for some scalar function с =  c(x) on M . Berwald metrics are trivially isotropic 

Berwald metrics with с =  0. Funk metrics are also non-trivial isotropic Berwald 

metrics. In (3.1), putting i =  / we get

Е ц  = ^ c F ֊ 4 > .

Plugging it into (3.1) we obtain

(3.2) В<]к1 = ֊  {EjkS'i + E kl6) +  E tjS i + Ejk ,lV'} .

This means tha t every isotropic Berwald metric is a Douglas metric. For the definition 

of Douglas metrics we refer to [3].
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Now, let F  = V A  be an m-էև root Finsler metric on an open subset U С R". 

Suppose that F  has isotropic Berwald curvature given by (3.1). By Lemma 3.1, the 

left hand side of (3.1) is a rational function in y, while the right hand side is an 

irrational function, implying that с =  0. Thus we have the following result.

T h eo rem  3.1. Let F  =  V A  be an m -th root Finsler metric on an open subset 

U С Rn . Suppose that F  has isotropic Berwald curvature. Then F  is a Berwald 

metric.

In (21], Tayebi-Rafie Rad proved tha t every isotropic Berwald metric (3.1) on a 

manifold M  has isotopic 5 -curvature S =  (n + l)a F , for some scalar function с =  c(x) 

on M . Thus, as an immediate consequence of Theorem 3.1, we can state the following 

result.

C oro llary  3.2. Let F  = '\/A  be an m -th wot Finsler metric on an open subset 

U С Rn . Suppose that F  has isotropic Berwald curvature. Then S =  0.

4. P r o o f  o f  T h e o r e m  1.2

The quotient J / I  is regarded as the relative rate of change of the mean Cartan 

torsion I  along Finslerian geodesics. Then F  is said to  be isotropic mean Landsberg 

metric if J  =  cFI, where с =  c(x) is a scalar function on M . In this section, we are 

going to prove Theorem 1.2. More precisely, we show tha t every m -th root isotropic 

mean Landsberg metric reduces to a  weakly Landsberg metric.

P ro o f  o f T h eo rem  1.2: The mean Cartan tensor of F  is given by the following 

formula:

Լ  = g^kCijk = - A - 3[m A A ^  + ֊ | y V ]  
m  m  — 1

X [A2Aijk +  ( ֊ ֊  1 ) { ( -  ֊  2 )A tAi A k + A[AiAjk + A jA ki + ճ * ճ 0 ]}] • 

The mean Landsberg curvature of F  is given by

Ji =  Ր Կ *  = A - *  [m AA* + — v V ]  [ ֊  ֊ A * - ՝ A . G ; jk]

A. TAYEBI, A. NANKALI AND E. PEYGHAN
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Since J  =  cF I, then

A ^ b ^ - i c A b - ^ A w + i l - l w l - i ' l A i A j A t + A l A i A j k + A j A u + A k A i j ] } ] .

By Lemma 3.1, the left hand side is a rational function in y, while its right-hand side 

is an irrational function in y. Thus, either с =  0 or A  satisfies the following PDE:

A Aijk +  ( — — 1) ( ~  ~  2)AiAjAk +  ( — — l)A{A,Ajk  +  Aj A m +  AkAij} =  0.

This implies tha t Cy* — 0. Hence, by Deike’s theorem, F  is a Riemannian metric, 

which contradicts our assumption, and hence с =  0. This completes the proof. □  

By the similar method can be proved the following result.

T h eo rem  4.1 . Let F  = y/~A be an non-Riemannian m -th root Finsler metric on an 

open subset U С R ". Suppose that F  has an isotropic Landsberg curvature, that is, 

L =  cF C , where с =  c(x) is a scalar function on M . Then F  reduces to a Landsberg 

metric.

5. P r o o f  o f  T h e o r e m  1 .3

A Finsler metric F  =  F (x, у ) on a manifold M  is said to be locally dually flat if at 

any point there is a coordinate system (x*) in which the spray coefficients have the 

form G* =  - ^ g , jH v>, where H  =  H (x, y) is a C°° scalar function on T M q =  T M \{0} 

satisfying H (x, Xy) =  A3H (x, y) for all A > 0. Such a coordinate system is called an 

adapted coordinate system (see [15]). Recently, Shen proved tha t the Finsler metric F  

on an open subset U С Rn is dually flat if and only if it satisfies (F 2)xkviyk = 2(F2)xi . 

In this case we have Я  =  — g[F 2]xmj/m.

In this section, we prove an extended version of Theorem 1.3. More precisely, 

we find a necessary and sufficient condition under which a conformal /З-change of a 

generalized m -th root metric is locally dually flat. Let F  be a scalar function on T M  

defined by F  = \JA 11m +  B , where A  and В  axe given by

A  := - i m (х)у ’ 1 -У ՝ т . В := M a O v Y  •

Then F  is called generalized m -th root Finsler metric. Suppose tha t m atrix (.Ay) 

defines a positive definite tensor and (Лу ) denotes its inverse. Now, we are going to 

prove the following result.
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T heorem  6Л . Let F  =  vMa/ m +  В  be a generalized m -th  root Finsler metric on an 

open subset U С Rn, when A is irreducible. Suppose that F  = eaF + P  is a conformal 

P-change of F , where p  = Ь(х)у< and a  =  a(x). Then F  is locally dually flat i f  and 

only i f  there exists an 1-form Ѳ = Ѳі(х)у‘ on U such that the following equalities hold:

(5.1) e2n[2Bxi + 4axiB  -  B 0i -  2aaBi] =  2{PiPa +  PPoi ֊  2PPX>),

(5.2) A x։ =  ^-[т А Ѳ  1 +  2ѲАі +  2(a0Ai -  a xiA)},
4 9 3m
(5.3) T ,T 0/9 =  2T[((To/3), +  T«A +  a Qp T t -  2Tx,p) +  2е°ТФ],

where T  :=  Ճ »  +  B , Pot = Px*v>Vk . «о =  < W ,  Px‘ =  (Ь<)Х‘У\ Pa =  (MoV՛', 

Poi = (bi)o, and

T  P = - A * - 1A P + B P,
Ւ m

Top =  — A ™ ՜2 [(— -  1)APA 0 +  AAop] + В  op,

Ф =  օւօԲւ +  Poi -  2/9*' — 2axip-

To prove Theorem 5.1, we need the following lemma.

L em m a 5.1. Suppose that the equation ՓՃ՞-2  +  ՓՃ"՜1 +  0  =  0 holds, where 

Փ, Փ, Ѳ are polynomials in y and m  >  2. Then Փ =  Փ =  Ѳ =  0.

P ro o f  o f T h eo rem  6.1: We have

F 2 =  е2“ (Л *  + B )  +  2е“/9(Л" +  В )1/2 +  p 2,

(F2)xk = 2axke2a(A "  + B ) + e2a( ֊ A ^ ֊ ^ A x.  +  B x*) +  2axkeap (A *  + B ) i  

+ e“ [(A" +  B ) - V 2{ ^ A " ~ l A4 . +  B xk)P +  2 (Ճ *  +  B )1/ 2^ * ]  +  2px„p. 

Then

[F2]* * ,,./ =  2a0e2a T( +  e2a T 0, +  2a0e“A T * + а 0еар Г ~ іГ і  +  2еа /90,Т*

+  е0/90т - і т ,  +  eQ/9«T -iT 0 ֊  - е а/9 Т -* Т ,Т 0 +  eaP ? - * T ol 

+  2 A A) +  2PPoi.
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Since F  is a locally dually flat metric, we can write

е °Т -$  [ -  +  ТОЗТо/ +  A To +  5oT, +  q 03T, -  2/3Tx.)

+ 2e0T 2(aoA +  Ди — 2qxi3  — 25*0]

- І - ^ е ^ Л * - 2 [2а0ЛЛ| +  ( "  1)Л|Л0 4- A A 0i -  2ax,A 2 -  2AAx,j 

+ e 2a \2օսյ13ւ 4- В ы  — 4 a z i B  — 22?z i J

—AB3xt +  23(/3o +  235oi =  0.

By Lemma 5.1, we have

(5.4) 2 ао Л Л і +  ( --------1 )ճ (ճ օ  +  ЛЛоі — 2 axi Л2 =  2Л Л І і,т

(5.5) І/З Т ,Т 0 =  Т[03То), +  5оТ, +  ao/ЗТ, ֊  2-ЗТ,. +  2еа ТФ],

(5.6) е2а [2а 0В, + В ы -  4ах«В  -  2В х,] =  2(23/9,. -  /3/До ֊  М и ).

The equality (5.4) can be written as follows

(5.7) Л (2ЛТ, ֊  Лоі +  2 ахіЛ) =  ( ( ֊  -  1)Л0 +  2а0Л)Л,.
тп

Irreducibility of Л and deg(Ai) =  m — 1 imply th a t there exists an 1-form Ѳ =  Ѳіу1 

on U such that

(5.8) Aq = ѲА.

By (5.8) we get

(5.9) A qi =  АѲі +  ѲАі — A xi .

Substituting (5.8) and (5.9) into (5.7) we get (5.2). The converse assertion can be 

obtained by a  direct computation. This completes the proof. □

6. P r o o f  o f  T h e o r e m  1.4

It is known th a t a Finsler metric F (x ,y )  on U is projective if and only if its 

geodesic coefficients G* have the form (?‘(x, y) =  P (x, y)yl , where TU  =  It x R" —*• R 

is positively homogeneous with degree one, while P{x, Ay) =  AP[x, y), A >  0. We call 

P (x , y) the projective factor of F (x, y). The following lemma plays an im portant role.
71



L em m a 6.1. (RapcsAk) Let F (x ,y )  be a Finsler metric on an open subset U С R". 

Then F(x, у ) is projective onU  i f  and only i f  it satisfies

(6.1) Fxkviyk = Fxi.

In this case, the projective factor P{x, y) is given by

(6.2) P  շ F  '

Much earlier, G. Hamel proved tha t a Finsler metric F (x ,y )  on U С Г  is 

projective if and only if

(6.3) ^ x V  =

Thus (6.1) and (6.2) are equivalent.
In this section, we prove an extended version of Theorem 1.4. Specifically, we study 

the conformal ^-change of a generalized m-th root metric F  =  \ / - f  В, where A  

is irreducible, and prove the following result.

T h eo rem  6.1. Let F  = V A 2/ m +  В  be a generalized m -th  root Finsler metric on an 

open subset U С R", where A  is irreducible. Suppose that F  =  eaF + 0  is a conformal 

0-change of F , where 0 = bi(x)y՝, a  =  a(x). Then F  is locally projectively flat i f  and 

only if  it is locally Minkowskian.

Tb prove Theorem 1.4, we need the following lemma.

L em m a 6.2. Let (M, F) be a Finsler manifold. Suppose that F  = eaF  + 0  is a 

conformal 0-change of F . Then F  is a projectively flat Finsler metric i f  and only i f  

the following holds:

(6.4) ea(Fol -  Fai) =  ea(ax,F  ֊  a 0f l )  +  (6, W  -  (b,)0.

P ro o f. We have

F  = eaF  + 0,

Fxk =  a xke°F  + eaFxk +  (bi)xky \

Fq = ctQeaF  + eaFo +  (Ь*)оУ*,

Fn = *oeaFt + eaFo +  (6f)o,
72
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and the result follows. This completes the proof.

P ro p o s itio n  6.1. Let F  — V A 3/m +  В  be a generalized m -th  root Finsler metric 

on an open subset U С R", where A is irreducible, m > 4 and В  փ 0. Suppose that 

F  = enF  + Հ is a conformal 3-change of F , where 0  =  bi(x)y', a  =  a(x). I f  F  is a 

pivjtclivbly flat metric, then F  reduces to a Berwald metric.

P ro o f. By Lemma 6.2 we have

2 Л2/ ”‘ЛХ, + m A B x>Fx,=
2 m A \J  A™ -f* В  

Therefore

Fx^ y k = (Л » +  B ) ՜1' 2 +  В ,)(А І  + В ) ՜ 1

I A A ^ A qA, 2A2' mA 0l 2A2' mA 0A, _ ,1
+  2 ( 7Ո2Ճ2 + — ^ ------------- ^ ~  +  So,)J-

Thus

Fji -  FxI =  e ՞  ^  +  (1 -  тп)і4(>1о +  тААщ -  m A A xi)

+Ճ™ (mAAiBao + ^ m2A2Biao +  (2 -  m)AiA^B  +  mAAoiB)
£•

+ ̂ m A™ +1 (mABoi — AoBi — A iB q — A xiB  — m A B xi) 

+ )jm 2A 2(B B la Q +  B otB  -  ^ B 0B , -  B fixt)].

By (6.4) we obtain ФA& +  9 A « +  Ѳ =  0, where

Ф =  — — j^o-Si +  BoAi +  2B(j4zi — i4jao — Ao/) +  m A (B x i — Bjao — Boi)j 

— (m  — 2)AqA iB,

Ф =  тЛ(Лш +  Aiato -  Axi) — (m — 1)Ло-4і,

Ѳ =  j m2A2 ^2BB/Qo — 2BoiB + BqBi +  2Bxi ,

+  m 2A 2(A » +  B )^e-2 a | (̂b|)o -  (bi)xiy‘ +  ea (aIu4^ -  ^ Q 0i4 " ֊1>l()j.

By Lemma 5.1 we have

(6.5) Ф =  0,
4 t

(6.6) Ф =  0,

(6.7) 0  =  0.
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It follows from (6.6) that

mA(Aiao + Aqi — A xt) = (m  — 1)AqA i .

The irreducibility of A  and deg(A,) =  m  -  1 <  deg(A) imply tha t A , is divisible by 

A. This means that there is an 1-form Ѳ = Ѳіу1 on U, such that

(6 gj Aq =  2mАѲ.

Substituting (6.9) into (6.8), we obtain

(6.10) Aoi = A xi — Aioto + 2(m — 1)9 Ai.

Plugging (6.9) and (6.10) into (6.5), we get

(6.11) тА(2ѲВі — B qi — Bjc*o + B xi) = Аі(4ВѲ — Bo).

Clearly, the right-hand side of (6.11) is divisible by A. Since A  is irreducible, and 

both deg(j4j) and deg(20B -  \B )  are less than deg(/l), we have

(6.12) B 0 =  4 ВѲ.

By (6.9) and (6.12), we get the spray coefficients G1 =  P y ' with P  =  Ѳ, showing that 

F  is a Berwald metric. This completes the proof.

The Riemann curvature

K„ =  R \ d x k ® \x : TXM  TXM

is a  family of linear maps on tangent spaces, defined by

оі ^  d G id G i
k d xk Մ д х ід ук д у ід ук дуі дук •

For a  flag P  =  span{y, u} С TXM  with flagpole y, the flag curvature К  =  K (P, y) is

defined by
КГР ■= gy(tx,K „(u))

{ , V ) ’ еѵ (У ,У )§ѵ К «)֊еѵ (У ,«)2 ’
When F  is Riemannian, К  =  K (P ) is independent of у  6 P , which is precisely

the sectional curvature of P  in Riemannian geometry. We say th a t a Finsler metric

F  is of scalar curvature if for any у  6 TXM , the flag curvature К  =  K (x, y) is a

scalar function on the slit tangent bundle T M q. One of the important problems in

Finsler geometry is to characterize the Finsler manifolds of scalar flag curvature (see
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[10], [11]). If К  =  constant, then the Finsler metric F  is said to be of constant flag 

curvature.

Prrjof of Theorem 6.1. By Proposition 6.1, F  is a Berwald metric. On the other 

hand, according to N um ata’s theorem, every Berwald metric of non-zero scalar flag 

curvature К  must be Ricmaniann. This contradicts to our assumption. Therefore 

К  =  0, showing tha t F  reduces to a locally Minkowskian metric. □
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