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А н н о т а ц и я . В статье изучаются функции распределения в направлении 
для некоторых ограниченных, выпуклых тел на плоскости и в простран­
стве. В частности, приведены формулы для распределения длины хорды в 
направлении для правильного многоугольника и эллипса. Функция распре­
деления длины хорды в направлении известна только в случае круга и тре­
угольника. Получены выражения для распределения площади случайного 
сечения выпуклого тела плоскостью для эллипсоида и цилиндра. Функция 
распределения случайного сечения известна только в случае шара.

M SC 2010 numbers: 60D05; 52А22; 53С65.
Keywords: ограниченное выпуклое тело; функция распределения длины хорды 
в направлении; ковариограмма; функция распределения площади сечения.

1. Введение

Пусть G пространство прямых на евклидовой плоскости Ra g 6 G, (р, <р)= по­
лярные координаты перпендикуляра, опущенного из начала координат на пря­
мую д՜, р >  0, ч> 6 S 1 (S 1 единичная окружность на плоскости с центром в начале 
координат).

В пространстве G рассмотрим локально конечную меру /х(-), инвариантную 
относительно группы всех евклидовых движений плоскости (т.е. вращений и па­
раллельных переносов). Элемент этой меры с точностью до постоянного множи­
теля имеет вид (см. [3]) n{dg) =  dp dtp, где dp одномерная мера Лебега, a dip -  

угловая мера на S 1.
Для выпуклой области D  и діш некоторой точки О внутри D  обозначим через 

Sd {<P) опорную функцию в направлении <р € S 1, т.е. максимальное значение р 
относительно точки О для которой прямая д(р, <р) пересекает D:

Sd M  =  max{p : д[р, ір) Ո D փ 0}.
3
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Если D  имеет центр симметрии, то обычно за точку О берется центр симметрии. 

Функция

Եըկք) =  Տռկ?) +  Տռկբ +  ff)

называется функцией ширины и не зависит от выбора точки О.
Для области D  зависящая от направления функция распределения длины хор­

ды Fo{x,ip) определяется как вероятность, что случайная хорда \ {д )  =  д Г) D, 
для д из пучка прямых имеющих направление ѵ» или ір+п, будет иметь длину не 
превосходящую х. Случайная прямая которая перпендикулярна направлению 
и пересекает D  имеет пересечение (обозначим точку пересечения через у) с пря­
мой параллельной направлению <р и проходящей через начало координат. Точка 
пересечения у равномерно распределена в интервале [—Տք(<ք +  іг),5и(ѵ>)] (или 

[О, Ьо[Ф)])- Таким образом, имеем

„ , ч -МѴ : Х Ы Ф ))  <  *}
(11) Fd{x' ™ ------------- м й

где ду[<р) есть прямая перпендикулярная направлению tp и пересекает отрезок 

[-Տըկք  +  тг)і 5d(¥>)] в точке у.
С 30-х годов 20-ого века изучаются не только виды этих функции дчя различ­

ных областей но и возможность единственным образом восстановить ограничен­
ную выпуклую область с помощью этих функций.

В [2] Матерон ввел понятие ковариограммы сформулировав гипотезу, что ко­
вариограмма выпуклого тела D  определяет D  в классе всех выпуклых тел, с 
точностью до параллельных переносов и отражений.

Пусть R” ո-мерное евклидово пространство, D  С R" -  ограниченная выпук­
лая область с внутренними точками, S n * — (ті — 1)-мерная единичная сфера с 
центром в начале координат, а £„(•) -  п-мерная Лебегова мера в Кп. Функция

Со (ж) =  L„(D  I ] {D  +  х}) для любого i g R "

называется ковариограммой области D. Ковариограмма CD(x) инвариантна от­
носительно параллельных переносов и отражений. Ж . Матерон (см. [2]) доказал, 
что для է > 0 и ip €  5 ”՜ 1

(1 2 ) dCo(t(p) _  _ Լ ո 1 ԱԱ 6  . L ^ D n ^  +  y)) > t } ) ,

где lv +  y  есть прямая, параллельная направлению ір и проходящая через точку 
у, а -  ортогональное дополнение к <р.
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Нетрудно убедиться, что для п =  2 (1.2) эквивалентна следующему выражению:

т.е. гипотеза о восстановлении выпуклого тела D  по ковариограмме эквивалент­
на гипотезе восстановления тела D  через зависящую от направления функцию 
распределения длины хорды.

В [6] доказана гипотеза Матерона для ո =  2. В [7] доказано, что для п >  4 
гипотеза не верна. Для п =  3 проблема пока не решена.

Все вышеупомянутые результаты и факты говорят о том, что распределения 
длины хорды в направлении, а так же ковариограмма, являются ключевыми 
понятиями при изучении ограниченных, выпуклых тел, и изучение этих функций 
в частных случаях могут дать результаты, которые могут՝ быть обобщены на все 
ограниченные выпуклые тела, или на некоторый подкласс этих тел.

В 3-мерном пространстве можно рассматривать два типа распределений зави­
сящих от направления. Первое представляет собой вероятность того, что хорда 
образованная при пересечении пространственной прямой с телом имеет длину 
меньше или равную данного числа. Во втором случае рассматриваются случай­
ные плоскости и их пересечения с телом.

Обозначим через Е пространство плоскостей в R3. Каждое е € Е можно опре­
делить направлением и  =  (<р,Ѳ) 6 Տ2 (ір 6 Տ1, Ѳ 6 [—тг/2,7г/2]) и расстоянием р 
плоскости е от начала координат. Обозначим через А(е) площадь сечения тела 
D  плоскостью е, а через So(w) опорную функцию в направлении ш относительно 
некоторой внутренней точки О области D:

Случайная плоскость которая имеет направление ш и пересекает D  имеет точку 
пересечения у  с прямой параллельной направлению ш и проходящей через начало 
координат. Точка пересечения у  равномерно распределена в интервале [0, հըԼо»)], 
где 6jd(w) функция ширины в направлении ш (Ьд(w) =  So(w) +  S o (—w)), которая 
не зависит от точки О. Мы можем отождествлять точки отрезка [0,Й£>(и)] с 
плоскостями, которые пересекают D  и имеют направление ш. Таким образом, 
имеем

(1.3)
дСр(іір)

dt

ՏռԼս) =  max{p : e(p,ա) Ո D փ 0}.

(1 .4 )

Տ



где е„(ы) есть плоскость которая имеет направление и) п пересекает отрезок 

[О, 6jj(w)] в точке у.
Целью настоящей статьн является расширение класса тел для которых из­

вестен вид функции распределения длины хорды (ковариограммы) и функции 
распределения площади сечения в направлении. Получены следующие результа­

ты:

(1) Функция распределения длины хорды в направлении для правильного 

многоугольника,
(2) Ковариограмма и функция распределения длины хорды в направлении 

для эллипса,
(3) Функция распределения площади сечения в направлении для эллипсои­

да,
(4) функция распределения площади сечения в направлении для цилиндра.

Г. С. АРУТЮ НЯН, В. К. ОГАНЯН

2. Случай правильного многоугольника

Рассмотрим правильный п-угольник 
П со сторонами а*, к =  1,2, длипы 
а. Мы полагаем, что начало координат 
совпадает с центром многоугольника, а 
ось О Х  проходит через вершину много­
угольника.

Очевидно, что Fn{x,4>) =  0, если х  <
О и Fa(x,ip) =  1, если х >  Xm*x(<fi), где 
Х тж х (р ) максимальная хорда в направ­
лении ір. Пусть 0  <  X <  Х т а х (р ) -

Пусть Л и г  радиусы описанной и 
вписанной окружностей соответственно.

Нетрудно убедиться, что а* есть множество точек (х, у) которые принадлежат 
прямой Ik проходящей через а* и удовлетворяют г < у/х2 +  у2 < П.
Нормально.? уравнение прямой կ  имеет следующий вид:

2А: — 1 . 2Jfc -  1
X сое-------- іг +  у տա---------тг -  г =  О,

ո ո ’

следовательно,
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п ( 2 к  1 2к  1 ^
ОТ =  и  < ( і ,  у)| X cos — - — я- +  у зіп ——— 7г -  г  =  0, г  <  у/х2 +  у2 < Д >.

к = 1

Пусть Sn(<p) опорная функция многоугольника П а направлении ір отнесенная 
к началу координат. Мы будем рассматривать только случай <р е  [0, ֊ ] ,  посколь­
ку Sn(v’) и &п(х, <р) являются периодическими функциями от у? с периодом 2*, 
и, кроме того, для <р € [^,

Snip) =  5п (~ 7  ~  ^ )  и Fn (z, ¥>) =  *n (x, —  -  <p̂  .

Для tp 6 [0, 5 ] и p 6 [0, Sn(v»)L Sn(<p) =  Rcosip. Рассмотрим нормальное 
уравнение прямой д(р, <р) и ее пересечения с границей П:

(2.1)
f IC O S¥>+ysin^ -p  =  0  

X COS sin -  Г =  0

г <  у/х2 +  у2 <  R.Решая последнюю систему, получаем

(2.2).

р»Іп г а іп ^

pcoe ՚ ՜ 11Г—Г СОв^
v =  —

pa -2 p rc o e (" 'Г <

_2 _ 2 p r cosf 7Г 1 յ-Д
j. Действительно, г2 < ------a[n,^a-"i Մ —у —  эквивалентно неравенству

»(ЗІ5Гі і г - ^ ) + г2 ^ 0 2
- и М А )  - л -

Легко убедиться, что левая часть третьего неравенства системы (2.2) всегда вы­

полняется.
( ^  )Г > о 

•іпа( ~ * -¥ > )
Понятно, что для фиксированного направления <р € [О, -J прямые д(р, <р) пере­
секаются только с некоторыми сторонами многоугольника, когда р  изменяется 

на отрезке [0, Sn(vO]-

/„04 I • /2 f c  — 1 \  ^ Г 7Г . /7Г 7Г\
(2 .3 ) *  Л =  с0 8 й = 8ШІ 2 - п і -

Решая (2.3) получаем, что прямые д(р,ч>), где <р 6 [О, * ], пересекаются только
СО СТОрОН&МИ О-і, Օշ, И j յ ••• յ О-п j ГДѲ

і м - Е - г і .  * » - £ + г ь

и [ і]  наименьшее целое число не меньше х, а [xj наибольшее целое число не 

больше X.
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Далее, найдем значения р  х ія  которых прямая д(р, <р) пересекает пару сторон

( « , ,« , ) ,  гд е  і  6  { 1 ,2 , . .. ,< (* )> . 3  €  Ш М  +  1 .......п >' Н е т Р у д н 0  ™

для ір 6 [о, 2 ]
если р е  [Л cos ( £  -  ѵ?) ,5п (?)]. ™ $(?•*) пересекает ві и в„,
если р  6  [Ясое ( £  +  „) , Я cos ( £  -  ¥>)]. то рСр. V5) пересекает а2 и а„,
еслирб [Я cos ( £ - р ) ,  R  со« ( £  +  ¥>)], то р(р,Ѵ>) пересекает а2 и а„_ь  .

если р  6  [о, Я cos ^  , то р(р, ѵ?) пересекает alCv>) п aj M .

Пусть р  6  [Я cos (2з* +  tp) , Я cos (2“  -  tp)} ■ Имеем, что прямая д(р, <р) пересека­
ет dk+i и Օո+1-fc, при этом точки пересечения удовлетворяют системам 

р .іп г ііія -п іп а  Г ^ р *in
Z k + 1 =  s in ( % T , _ ^ - >  I . In  Լ Յ ս կ օ ձ ո -Հ Ր '

pcos2ttlir֊rcos^ 1 _  pco»3'" . ^ ‘ и-гсяу
 ̂ Vk+i = ------, i n ( % i ff- v ) '■ [  J/n-fc+i ֊  « որ - ՞- * > է լ ,-1 3 -

Расстояние между точками (z*+bV*+i) и (xn-JH-i, Vn-fc+i) (т.е. х(Р> ¥>)) равно 
՝ _ (гсо8 (2 -у)-рсоа2*7г)8щ 2*7г

8 ш (2 ^ г г -^ )8 т (2 ^ -7 г  +  ¥?)

Отсюда нолу чаем, что когдаі> е  [Я cos (22* +  tp) , Я cos (22* — tp) ] максимальная 
длина хорд образованных прямыми д(р, <р) равна

(г COS (“ — tp] -  Я COS (2?* +  <ք) COS 2*7г) 8ІП --7Г
(2.4) Mk(tp) =  2ձ------- Д̂-  — ------- \  *! .Հ Հ ,-----гЦг------—

Sin ( 2^ i f f  -  ^) 8И1 (2*^7Г +  <р)
а минимальная —

м  - 2 (Г003(" Г  ^ Дсоа(,у  ՞տա ( 2*±±7Г ֊  у?) sin (2*ртг +  <р)
Итак, для X 6  (mfc(^), M*(y>)] хорда длины х образована прямой д(р, ір), где 

2rs in 2 *jrcos ( 2  -<р) -  a: sin ( 2^-тг -  tp) sin ( 2^ 1 тг +  tp) 
p  2 1

следовательно, мера значений р  образующих хорды длиной не превышающих х 
равна 
(2.6)

О, если X  <  т*(у>),
Я cos (22* -  <р) -ѵ ո ՚ sln^ir ՚

если т к(ір) < х <  Мк(<р), 
^Rcoa (22* — tp) — Ясо8 (22* +  tp) , если х  >  М к{<р).

Теперь пусть р  6  |я  cos (22* — tp) , Я cos +  p j  j . В этом случае прямая
д(р,<р) пересекает о* и Оп+і-*, и точки пересечения удовлеа՝воряют системам

8
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рвіп Зк~ 1 тг—гаІпу 
**+і =  ,>„(% ե-*) ■ 

pros
Vk+1 ~  ,in(2t=i7r֊^]՜’

Нетрудно убедиться, что

2 k —1 '  И  *——-7Г—Г СОЯ \р

м   pain շւ֊ ՚^ճ՚ք՜17г—rain  ч>
Хп-к+\ ֊  r i n( »t— >

рсоч аі"~*)'І~1я--гсо»у 
Ѵ" - * +1 ՜  "  aln ( 1 -r—էք} ՜

_  ( r c o s y - p c o s ^ T r )  sin ^ і т г
аіг> г /  ձ . ( 2fc—1 \ • /2к—\ \ »տա (2^-я- -  v>) տա ( ^ І Г  +  tp)

следовательно, когда р € [л  cos (—֊  -  tp) , R  cos (  M * ՜1) +  ^  | длина максималь­
ной хорды равна

,  а ( ՛ • " “ »’ :  д  ”  ( ^  7 ) у 1») ■* V »
տա (^=І7Г -  tp) sm ( ^ т г  +  у>)

(2.7)

а длина минимальной хорды -

(г cosyj — i?cos (  2іг(*-~х) +  cos sin
(2 .8 ) ւՀ (* ) =  2 ^-------------— У , ^

8Ш ( n n -  v )  sm i n n +  V)

Итак, если x  6 \тп.'к{<р), M'k(ip)}, то хорда длины x  образована прямой g(p, tp), где

2rsin ^р^7гсозр -  xsin -  <p) sin +  tp)
P — : 4k—2 1S in ^ T T

следовательно, мера значений p  образующих хорды длиной не превышающих х 
равна
(2.9)

О, если X  <  m k(tp),

Д соз ( I +  </Л _  * в і п ^ ՜ 1
\  п аіп п а іг ’

Р*(*і^) =  если rn'k(tp) <  х  <  M'k(tp),

R cos ( ~ ^ ~ a  +  V>) -  Я  COS (— ֊¥>) .
k ССЛГИ X  >  K M -

Если p e  [о, Я cos ^  j , xo g(p,tp) пересекает ац^) и Օյ(^), и для
точек пересечения имеем

pain 3- ̂ ՜ - 1- 7Г—г  si n tf 
*<(*>) ֊  ,ln(2 ik r ix_v)->

pcoe 21 ̂ —-IT—Г СОЯ ф
_ УіМ  -  ,ւո(%ձ^_^) >

Так как,

рвіп УМ*)-—- 7Г—г sin
xm  -  sin(2jbtLiiw_ ^ ->

pcos ™ ~ ‘ IT—г cos у

cos ^ճճ1±ճճյ—- 7г — ^  — p cos ճ ճճ -ճ ճ!^  sin ІІКІ—ІІгід-
*(?,*>) =  շ
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то подставляя р  =  0 в последнем выражении, получаем 

(2.10)
г cos 1f ЧтО+ЛуЬі- հ ) sin

sin 1 1 sin (

и подставляя Л cos ^ ճ ճ ճ Լ յճ  _  , получаем

(21f L  ( Ч г М М - І *  — ір\ — R cos -  V)  COS sin

2  8Іп ( 2 іІгЫ т _ ѵ, ] 3іп (М £ Ь 1  n - ^  '

Обозначим через Mo(<p) максимум пз (2.10) п (2.11), а через тпо(<?) — минимум. 
Итак, для X 6 [тоЫ .А /оМ ] хорда душны х образовывается прямой д(р, <р), где

2 rsin ■l^ fi'^7rcos|f 1 7T—y?) —X sin ( ” ( # - * —» )  sinl
— sin - t i o n i m 1Г

следовательно, мера значений р  образующих хорды длиной не превышающих х 

равпа

։ \ ո  ( 2  (‘(V5) ~  1) w ^Ро(а:,<р) =  Лсо8 ^------- ------------<fij -

2 r sin ^ ^ —^ 7гсоз|  ̂Վք)+ՅՀք) — 7Г— - І 8ІП 7Г
-------------  f W d O E f f l l я-

если максимальная хорда получается при значении р  =  0, и равна
(2.13)

Ро(*.¥>) = ----------- 2-----------^ "--------ռ  Հ ^8ІП —

в противном случае. Кроме того, из (2.12) и (2.13) следует, что ро(х,р)  равен 0, 
если X < то(ір) и равен Я cos ( ճ ճ ճ ձ ճ  _  ^  _ если х >  М0(ір).

Обозначим

(2.14) Gn(x, Ѵ) =  ро(х, *>) +  Е‘£ } - аРк(х, ѵ ) +  E ^ > -V fc(*. ¥>)•

Окончательно, для функции распределения длины хорды в направлении ір для 
правильного ո-угольника получаем



2.1. Правильный треугольник. Рассмотрим частный случай (2.15), когда П 
есть правильный треугольник со стороной а. Обозначим его через Та. Нетрудно 
убедиться, что в случае ո =  3

если 0  <  ч> <  {յ,

ЗАВИСЯЩ ИЕ ОТ НАПРАВЛЕНИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЕЧЕНИЙ

а д = { ' ;
s < » < 5 .  “  І М = 3 -

Р о (* . Ч>) =  <

Пусть 0 <  у» < f  • Имеем (см. (2.10), (2.11)),

М о М =  2 s m ( f ֊ ^ X ( f +  ^ ) ’ ՞ * 0 ^ 0  и GT.(x,<P)=Po(x,v),  где

Ր ,|ո(ք-յք);1ո(*+*), если о < д < . ___
(2.16) P o ( z , < / 0 = < * adn(f-v)dn(f+».)'

1 Д с о ^ . если x > , g|n(f: ; r i ( f + y ) ,

Если f  <  ч> <  § , то

m oM  =  ac° s ( f ֊ ^ )  М оЫ  =  =  Хтах( ^  и
2 s i n p s i n ( §  +  <р) v '  2 s i n ( f + v s )  л т а х ѵ ^

(2.17)

Далее, из (2.7) и (2.8) следует, что

м і(<Р) =  =  М0 (ѵ?) =  Х т « Ы . =  0 и
\ 3 w

(2.18) * ( * „ ) . = * & Z ^ i i + Ճ ,  если 0  < , < * « ( * ) .
81П з

Из (2.17) и (2.18) получаем, что если f  <  ѵ5 < § . то
(2.19)

C r .  ( . , ! » )  =  ^ - Я о о ,(5 ֊  »,) +

Итак, из (2.16) и (2.19) (для |  — у>), получаем, что когда 0 <  ^ <  f , 

» C M ( y - g ) s i n ( f + у )  =  2хзіп ( |  +  tp) =  а;
Т“ ’ sin ^  (Лсозѵ^ +  Я cos (^ — ір)) аѴ3 ХтахМ

Тот же результат мы получаем в случае f  <  <  f , следовательно

( 2 Щ  =  v e s K
11



(2 .2 0 ) есть частный случай результата полученного в [8 ] когда треугольник
Հ

правильный.

2.2. Случай квадрата. Рассмотрим квадрат 5а со стороной а. Нетрудно убе­
диться, что для п =  4  (мы полагаем •р <  J) Վփ) =  2  и — 3- Имеем (см. 

(2.10), (2.11)),

іѴ/оЫ =  ™о(ѵ?) =  sin Լղ+ ՜ё) =  Xmax^ ’

Г. С. АРУТЮ НЯН. В. К. ОГАНЯН

поэтому

(2.21) если X  <  ХішкОгО. 
если X  =  ХтвхМ-

Итак, Xmax(v’) тяжелая точка для Fs.fovO - Этот факт связан с присутствием 
параллельных сторон в квадрате.
Из (2.7) и (2.8) получаем М[(<р) =  ХпшхМ и тЦір) =  0, следовательно 

(2 .2 2 ) х,ір) =  zsin ^  — y j  sin ( ՜£  +  ¥*) ՜  — շ—~ւ если 0  <  а: <  Хшах(^)- 

Окончательно, имеем

'0 , если X <  0 ,
(2.23) Fs. { х , <ք) =  < хсоз2 tp 

ау/2 сое tp 1 если 0 <  X < Xmax(<p)i
X cos 2<ք , ւ.__ _

ւ « Л ео .» +tan<^ если X = Хтвх fa).
где <р € [0 , J] и Xmnx(v’) _ a

»ln(}+v>) ՛

3. Случай эллипса

Рассмотрим эллипс б

X2 w2-----и — =  1
о2 ծ2

Обозначим через Se(tp) опор­
ную функцию эллипса в наг 
правлении ц>.

Найдем Se(ifi), а также 
Х(р, <р) для любого ip е  S 1 и 
p 6 [0 ,S e(v>)].

Чтобы найти Sc(<p) нам 
нужно найти расстояние каса­
тельной параллельной прямой



д(р, tp) от начала координат. Переходим к параметрическим уравнениям:

/  x(t) =  acos< у'(*о) .
(  y(t) =  bsm t  " x'ffo) лгир~  ’

где to параметр соответствующий точке, где касательная к кривой перпендику­
лярна прямой у  =  xt&atp. Не умаляя общности будем полагать, что 0 < <р <  
§, x(t0) >  0, у (to) >  0. Имеем,

b cos to а--- ;----- =  cot tp ИЛИ cot to =  — cot tp.a sin to b

Нетрудно убедиться, что

a cos ip b sin tocosԿ  =  . —  . =, sin t0 =
a.2 cos2 tp +  Ь2 sin <p у  a2 cos2 tp +  b2 sin tp

следовательно уравнение касательной в точке (x(to), y(t0)) имеет вид

ЗАВИСЯЩ ИЕ О Т НАПРАВЛЕНИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЕЧЕНИЙ

а 2 cos Iрb sin Iо (
(3.1) у ----- , ■ - . : =  cottp I X ----- г______________֊

V о2 cos2 <р +  b2 sin <р Հ у  a2 cos2 tp +  b2 sin tp յ

Подставляя у  = x tan tp и решая (3.1) мы находим абсцису точки пересечения 
касательной в точке (z(*o)> ѵ(£о)) с прямой у  =  х tan tp:

X =  X s c(v ) =  cos tp \J  a2 cos2 tp +  b2 sin2 tp.

Очевидно, что Se(tp) =  ■ Окончательно получаем:

Se(ip) =  \ J a 2 cos2 tp +  b2 sin2 tp.

Найдем длину хорды x(p, ՛$)■ Концевые точки хорды х(Р> ‘Р) равны 

а2р  cos tp ±  օծ| sin tp\ \Ja2 cos2 tp +  b2 sin2 tp — p2
* 1.2 = -------------------- й-----n— ~  io ’.~ a--------------------- •a* cos՛' tp +  b? sin tp 

С другой стороны очевидно, что х(р, Ѵ>) =  , следовательно

/о  .4 _  2 аЬ \ /“ 2 cos2 V  +  Ь2 sin2 < Р ֊ Р 2 . 2 a b y / S 2{ t p ) - р 1
(3.2) ХІРіФ) — շ շ .о . 2 Q2/ \

а 1 c o s ^ <р +  h r s m  <р

для всех 6  տ1 и р е  (о, s e(p)].
Нетрудно убедиться, что для фиксированной tp и р € [0,5е(<р)], х(р, ¥>) <  £ тогда 

и только тогда, когда р > Տ,կք)  ̂ /і — следовательно получаем

ք ե ա 1  5 *(^) ՜  S ' M ] / 1 -  Г  x2S 2(tp)

13



Окончательно, для функции распределения длины хорды в направлении для

эллипса с полуосями а и b получаем:
’п если X <  О,

(3.3) Fc(x,<f) =  - 1 -  y j l -  если 0 <  X <  ХпиисМ,
1 еСЛИ X >  XmaxfaOi

к *

где Хтяхіѵ*) есть максимальная хорда в направлении

2 “ ծ  ___________

Х м хЫ  ՜  v V c o s ^  +  ^ s i n V  

Подставляя в (3.3) а =  Ь =  г, получаем функцию распределешія длины хорды в

направлении ^ для круга.
Используя (1.3) получаем, что для ковариограммы эллипса имеет место сле­

дующее равенство
_ 9 С ^ ) = 2 з е Ш _ г е(і։Ѵ>))>

следовательно

/** / х^(а^ cos2 +  Ь2 sin2 (р) ,
C cfo )  -  Се( 0) =  -2 S e(v?) Уо у 1 -  — --------4 ^ 2 ------------ **■

или

С . М  =  +  - 1 ‘^ ֊

(3.4)
2ab

Фактически, ковариограмма эллипса связана с максимальной хордой следующим 
образом:
(3.5)

Се(t?) =  (  2аЬ 0  -  “ “ ІП , ССЛИ 0 <  է <  Х тахИ ,
Լ 0 , в противном случае.

В (3.5) выражение есть ФУ“*Ция от ֊ Щ .
Похожая зависимость получена и в [8 ], поскольку доказано, что ковариограмма 
треугольника имеет вид

СД( ^ ) =  | АЛ ( 1 ֊ ^ І Т ) 2 еСЛИ 0  < * < Х т « М .
լ 0 , в противном случае,

где Ад площадь треугольника Д.

Г. С. АРУТЮ НЯН. В. К. ОГАНЯН
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ЗАВИСЯЩ ИЕ ОТ НАПРАВЛЕНИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЕЧЕНИЙ

Кроме того, нетрудно видеть, что функция посредством которой ковариограмма 
зависит от с точностью до постоянного множителя совпадает с неопре­
деленным интегралом границы соответственной области.
Отсюда возникают следующие вопросы:

(1) При каких условиях ковариограмма Co(t<p) выпуклой области D  зависит
от <р через функцию CD(t<p) =  Cx>(t,xmax(</>))?

(2) При каких условиях ковариограмма ՇռԼէւք) выпуклой области D  есть 
функция зависимая только от

(3) Пусть у  =  /(х )  уравнение границы области D  в окрестности точки пере­
сечения 3D  с лучом у?. При каких условиях Co(tip) представимо в виде

Օռ[էգ>) =  С\ +  С2 [  /( i)d x ,
Jo

где Сі, Շշ и Сз постоянпые?

4. Случай  эллипсоида

Пусть дан эллипсоид Е  с уравнением
X2 V2 г 2(4Л) _  +  _  +  _ ш і .

Найдем функцию распределе­
ния площади случайного сече­
ния эллипсоида. Из (1.4) имеем 

г, / . ,  .л Ь і{р :  А (р ,ш )< х }
Г е{х ՝ ш )- --------- ы д --------- ■

Для нахождения Se (lj) нуж­
но найти расстояние касатель­
ной плоскости Е  с нормалью 
имеющей направление и  6  S2 
от начала координат.
Из цилиндрического уравнения плоскости е(р,ш) имеем (ш =  (<р, Ѳ)):

X cos Ѳ cos ip X cos Ѳ sin ip z  sin Ѳ — p =  0.

Уравнение касательной плоскости к Е  в точке (хо,уоі-го) € Е  имеет вид:



следовательно вектор { * * , £ , $ }  является нормалью касательной плоскости. 
Поскольку мы пшем касательную плоскость перпендикулярную направлению 
&,Ѳ), следовательно вектор должен быть параллельным вектору

{cos Ѳ cos tp, cos Ѳ sin tp, sin 5}, т.е. для некоторого to

=  *оСО30СО8^,

(4.3) ' =  <ocos Ѳ sin tp,
ՀԷ =  £g sin Ѳ.

Подставляя (4.3) в (4.1) получаем
______________________ 1

 ̂ yja2 cos2 Ѳ cos2 <p +  bi2 cos2 Ѳ sin2 tp +  c2 sin2 Ѳ

Расстояние точки (0 ,0 ,0) от касательной плоскости равно
_2 ,.2 -2

v/f» +  #  +  #  N '
Окончательно, получаем

Г. С. АРУТЮ НЯН, В. К. ОГАНЯН

(4.4) Se (.tp, Ѳ) =  \Ja2 cos2 Ѳ cos2 tp +  b2 cos2 Ѳ sin2 tp +  c2 sin2 Ѳ.

Теперь найдем A(p, tp, Ѳ). Для этого нам нужно найти площадь замкнутой обла­
сти с границей удовлетворяющей системе

[ք? +  1£  +  քյ =  1 , 
լ X COS Ѳ COS tp +  у CO!

(4.5) , ------л -------. ^cosflgin^ +  ^aing — p =  о.

Хорошо известно, что сечения эллипсоида являются эллипсами. Чтобы привести 
эллипс (4.5) к каноническому виду мы определим преобразование координатной 
системы, в результате которой полуоси эллипса совпадут с осями координат но­
вой координатной системы.
Первым шагом мы вращаем систему O X Y  против часовой стрелки на угол tp от­
носительно оси OZ. Обозначим новую систему координат через OX'Y'Z'.  Имеем 
(см. [5]),

( X =  х7 cos tp — յՀ sin tp, 
у =  X՜ 8ІП tp +  у' COS tp, 
z  =  zf.

После этого вращения мы можем переписать (4.5) в виде:

+  у  <р+у՛ ո»?)* + պ չ  =  1' 

cos 6 +  z' sin Ѳ — p  =  0.
16
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Вторым шагом мы вращаем новую систему OX'Y'Z'  относительно оси OY'  на 
угол f  — 0 против часовой стрелки. В результате получаем новую координатную 
систему OX"Y"Z", где

{ х‘ =  х" sin Ѳ +  z" cos Ѳ,
V’ =  V",

z' =  —x" cos Ѳ +  z" sin Ѳ.

Следовательно, мы можем переписать (4.6) в виде
’ \ ы "  «іп в+ я"  соз в) с о » у - у '  aln ч>)3 ((х"  eiii8+ »" cosO) діп у>+ц" с м » ) а յ

(4.7) « +  {~х" со’ в+І"а,іпв.)і. =  1]

г "  - Ѵ  =  0.
И наконец, мы переносим центр координатной системы OX"Y"Z"  на величину 
р в направлении оси OZ" . Новая координатная система O X Y Z  удовлетворяет

( х =  х",
\  ІІ =  У",
{  z  =  z " - p .

Окончательно, для границы сечения е(р, <р,Ѳ)Г\Е имеем следующее представле­
ние:

( ( і  sin 0 +  р cos 0) cosy? — у sin V?)2 , ((Ssin0 +  pcos6 )sin ^  +  j/cosi^ ) 2 ,
; a 5 +  &

(4 .8 ) + ( p . m » - i c o . 8 )- _  յ

Кривая определенная уравнением (4.8) есть плоская кривая в O X Y  и имеет 

форму

(4.9) о ц і 2 +  2аі2і  у  +  а22у2 +  2аі3х +  2 а23у +  03 3  =  0,

ЗАВИСЯЩ ИЕ ОТ НАПРАВЛЕНИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЕЧЕНИЙ

где
cos2 tp sin2 Ѳ sin2 tp sin2 Ѳ cos2 Ѳ

° u  = ------------^ ------------+ --------------& ------------+

cos tp sin tp sin Ѳ cos tp sin tp sin Ѳ 
012 =  021 = ------------- ^ ----------  +  ---------- j2 ---------- ,

sin2 tp cos2 tp 
022 =  ՜  +  &3 ’

p cos2 tp cos Ѳ sin Ѳ p sin2 tp cos 0 sin 0 p cos 0 sin 0013 = 031 = ------- - 2-------  + j2 ֊2  .
p cos tp 8ІП tp cos Ѳ ։ p  cos tp sin tp COS Ѳ 

023 =  0 32  = ------------ ^ 5 ------------1------------------------ 1
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Кривые определенные посредством (4.9) есть кривые второго порядка 1см. [5]),

и известно что их образ зависит от инвариантов

ац օւշ аіз
, D  =  det a il а і2

(4.10) Д =  det Օշւ а շշ 023 օշւ օշշ
азі 032 азз

, I  =  O i l  +  Q2 2 -

Нетрудно убедиться, что для (4.8) D  > 0 и Д /  <  0, и этот факт является еще 
одним доказательством что сечения эллипсоида являются эллипсами (см. [5]). 
Кроме того, если кривая второго порядка является эллипсом, то ее площадь 

можно найти формулой (см. [5])

|А|5  =  іг(4.11)

Используя (4.11) получаем

(4.12) —

\/р з '

SU<P,0) - Р 2 _  тгаЬс ( л _  р2 Հ\
, Ѳ ) Ѵ

Подставляя р =  0 в (4.12) мы находим максимальную площадь сечения в направ­

лении (ѵ»і0 ):
. Л. каЬс 

Ашлх(<р,в) -  S e M -

Очевидно что для любого направления (у>, Ѳ) и х >  0 А(р, ір,Ѳ) < х  тогда и только 
тогда, когда

следовательно

_  ,  _  յ̂ ա ա .
оеѵРіѴ) V тгаос

Окончательно, получаем 
(4.13)

’ о,
F e {x , tp, Ѳ) =  1

х <  О,
1 , /І o’ „  .

V ----------------------- ^ ----------------------------. 0  <  Z  <

1.
5 Ж 5 У ՛

5. Случай  цилиндра  

Рассмотрим эллиптический цилиндр С с полуосями а и ծ и высотой 2 Л.
18



ЗАВИСЯЩ ИЕ ОТ НАПРАВЛЕНИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЕЧЕНИЙ

Уравнение цилиндра С  можно 
представить в виде

I N  < ь  .

или
X  =  a cost 
у =  bsini

|> 1  <Л .
Для любого ш =  (tp, Ѳ) € S2, плос­
кости е(р, ш) для различных зна­
чений р образовывают сечения в 
виде эллипса, или в виде усечен­
ного эллипса (эллипсы без одно­
го или двух эллиптических сег­
ментов). Найдем функцию рас­
пределения площади сечения ци­
линдра С.
Сперва найдем значения р в слу­
чаях когда сечения являются эллипсами.

По симметрии рассмотрим только случай 0 < Ѳ < Для любого р мы рас­
сматриваем сечение плоскости е(р, и) с С.

Есть два значения р для которых е(р,ш) Ո С  является точкой. Одна из них 
является значением опорной функции в направлении [tp, Ѳ), а второе -  значение 
после которого сечение меняет образ.
Чтобы найти эти пересечения решим следующую систему:

( хсозѲсовір +  усовѲвтір +  квт Ѳ - р =  О

Следовательно,
Ь  + $  = 1 ՛

' 2 (р — hsinO — хсозѲ costp)2X‘
—к  + b2 cos2 Ѳ sin tp = 1,

которое является квадратическим уравнением вида Ах1 +  Вх  +  С  =  0, где
2 ( р -  h sin 0) cos Ѳ cos tp. 1 cos2 Ѳ cos2 tp

A  =  —, +____________________Q  _  _____ _________________________  ^  _
a2 ՜ 1՜  b2 cos2 Ѳ sin2 tp' b2 cos2 Ѳ sin2 <p ' b2 cos2 Ѳ sin2 <p

Очевидно, что e(p, tp, Ѳ) будет иметь пересечение с границей верхнего основания 
С  тогда и только тогда, когда В 2 -  4.АС >  О, т.е.

о2 cos2 0CO82 <p +  b2 cos2 Ѳsin2 tp -  ( h sin Ѳ -  p)2 >  0.

Последнее эквивалентно

c _  ( P -h s in g ) 2 լ

(5.1) h sin Ѳ — cos 9 \J a2 cos2 tp +  b2 sin2 tp < p  < h sin Ѳ +  cos 6 \J a2 cos2 tp +  b2 sin2 tp.
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В (5.1) вьфажешіе в правой частп представляет собой опорную фу нкдию в  на 
правлении {р,Ѳ) 6  S2. где 0 <  Ѳ <  f . Это означает что в общем случае опорная 

функция цилиндра С  имеет вид:

Sc (tp,Ѳ) =  Л| sinѲ\ +  cosѲ\[а2 cos2 tp +  V2 sin2 Հ.

В (5.1) мы видим что могут быть значения 0 (для фиксированной >р) для которых 
сечения не могут быть эллипсами для любого р 6  [0, Sc {'fit 0)]- Этими значениями

Г. С. АРУТЮ НЯН. В. К. ОГАНЯН

являются
ѵ / в 2 COS2 tp +  bi2  s i n  <р 

Ѳ <  arctan------------- -̂-------------■

Итак, мы рассматриваем два случая:
Случай 1 . 0 е  [О, arctan Ѵ° 006 g j _

Чтобы найти уравнение границы сечения, нам нужно решить систему:

[  &  +  Ն  =  1
(5.2) < xcos0cosy> +  ycos0 siny3 +  zsin0 — р  =  О

I 1*1 <  Л.

Как в случае эллипсоида, мы преобразуем координатную систему, чтобы приве­
сти кривую (5.2) в плоскость, где она представима в каноническом виде. После 
преобразований

( X \  /  sin0 0 — СО80 \  /  cosV? sini/J О
у  I =  I 0 1 О I I —sin tp cos<ք О

z  )  \  cos 0 0  апѲ  J  \  0 0 1

сечение образованное плоскостью е(р, tp, 0) переводится на плоскость O X Y  коор­
динатной системы O X Y Z .
Из (5.3) имеем

{ X  =  (х sin 0 +  (z +  р) cos Ѳ) cos tp — у sin tp, 
у =  (xsin 0  +  (z +  p) cos 0 ) sin tp +  yxx>s tp, 
z  =  (z +  p) sin 0 -  X  cos 0,

которое означает что в новой координатной системе (5 .2 ) будет иметь вид:

■5 Г ((* «Іп 9+р со» сое y - f l .ln  у>)а +  a t  sin 8+р соа 9 լ . |ո v +q сов у ) 3 _  յ

լ |psin0  — xco s0 | < h.

Когда 0 =  0, то сечение является прямоугольником с площадью

ճ(ր , tp, 0 ) =  i a b f l  ̂ աՂ c o s3  v  +  8Ід2 V - P 2 
a2 cos2 tp +  b2 sin2 tp
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Когда Ѳ փ О, первое выражение системы (5.4) характеризует кривую второго 
порядка (см. (4.9)) где

cos2 І/>8ІП2 Ѳ 8ІП2 (£8ІП2 0

ЗАВИСЯЩ ИЕ О Т НАПРАВЛЕНИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЕЧЕНИЙ

о ц  =
в2 ծ2

c o s  ւք s in  '~P s i n  Ѳ COS ՀՁ s i n  ip  s i n  Ѳ
օ ,շ =  021  = -----------^ -------- + --------- p ---------,

s i n 2 IP COS2 Փ
° 22 ՜  ՜է ր ՜  +  ՜ ծ 2՜ ’

p r o s 2 ^ co s  0 s i n  0 p  s i n 2 ip c o s  Ѳ s i n  Ѳa i3 =  азі =
ծ2

p  cos ip sin ip cos Ѳ p  cos ipsintp cos Ѳ 023 = 032 = -------- ֊ Ղ----------------  + -p -----,
p2 cos2 <p cos2 Ѳ p2 sin2 <p cos2 Ѳ

033 = — մ —  + — ծ2---------- L
Очевидно, что эта кривая является эллипсом. Поскольку мы рассматриваем
только те значения этого эллипсы, для которых |psin# — £ co s 0 | < h, нам нужно 
перевести его в каноническую форму чтобы разобраться с его сегментами.
В [5] доказано, что существует угол /9, где cot 2/9 =  , что вращение коор­
динат на угол Р переводит кривую второго порядка в форму

А іі2 +  A2j/ 2 +  ^  =  О,

где Аі и ճշ являются корнями квадратического уравнения А2 — IX +  D  =  О (/, D  
и Д определяются по (4.11)).
Фактически, после вышеупомянутого преобразования (5.4) будет иметь вид эл­
липса усеченного двумя параллельными прямыми, которые могут не быть парал­
лельными полуосям эллипса. Для нахождения площади этой области нам нужно 
найти площади двух эллиптических сегментов.
Д ія  простоты рассмотрим случай кругового цилиндра, т.е. а =  b =  г. В этом 
случае (5.4) имеет следующий вид :

(5'5) շ շГ ((zsin 0  +  pros 0 ) cos ̂  — увіпір) +  ((xsin 0 + p c o s 0 )sinyj +j/cosip) =  1,2 
\  |psin0 -  xcos0| <  Л.

Когда 0 փ 0, первое уравнение системы (5.5) характеризует э л л и п с  вида

(5.6) sin20 ( х  +  p cot0 ) 2 +  у2 — г2

Е сл и  перенести начало координат системы O X Y Z  в направлении ОХ:

{ X  =  х  +  р  c o tB

У =  У 
2 = 2,
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то (5.5) примет вид:
Г sin2 Ѳ X 2 +  у2 =  г2

(5՜ 7) I Ыг? ~ ic o s l̂ — հ՛
Нетрудно убедиться, что площадь области А' замкнутым эллипсом fy +  =  1

и прямыми X =  х\  и X =  xj (—/ < Хі < ха <  0  равен

(5-8) ______ ______ ___

А' =  Ы [ ՝  y f i^ ֊ d x  =  q х2 У Г ^ ֊ х іѴ/ Г ֊ ^ -  +Կ  [arcsinղ - — arcsin —  ] 

Сравнивая (5.7) с (5.8) получаем, что А(р, <р, Ѳ) равен

А(р,ѵ>,Ѳ) = г
р+ИвшѲ I (p +  h s m e f  p - h s m O  Г  [ p - h s m O ) 2 

sin Ѳ cos Ѳ у г2 cos2 Ѳ sin Ѳ cos Ѳ у *"2 cos2 5

г2 Г . р +  h sin 0 . р  — Л sin 0 ]-----  arcsm --------- ----- arcsin ------- -т.— isin ̂  լ rcos0 гсозѲ  J
где 0  <  p  <  г cos# — h sinfl.

Для p >  r  cos h sin Ѳ сечение является эллипсом отрезанный из одного конца,
следовательно имеем:

г2 р — Лвіп0 р — ЬвіпѲ Լ  (р — квшѲ)2
^ ’^ е) =  і і ^ аГСС0 3 - ^ - - Г- і і ^ ? Ѵ ------ Г2 cos2 0  •

Случай 2. Ѳ F arctan ^ ° ” ^ + ճ ճ ճ ճ ,  |  j  .

В этом случае сечение образованное плоскостью е(р, tp, б) может быть эллипсом, 
или эллипсом без одного эллиптического сегмента. Полноценными эллипсами 
являются сечения для которых

О <  р < h sin Ѳ — cos a? cos2 tp +  b2 sin2 tp, 

и в этом случае используя (4.12) получаем

(5 .9 ) * * » • > - Ш -  ' '

(5.9) правильно (для всех р) и тогда, когда Ѳ =
Теперь пусть р > квіпѲ — cos cos2 tp +  ծ2 sin2 у». Сного для простоты рас­
смотрим случай круіовоі-о цилиндра. Имеем эллипс (5.6), отрезанный прямой

V—հահճ€х =  SSTSnU следовательно

(5.10) А(р,<р,Ѳ) =  - i L a r c c o s ^ ! ^
sm0 rcostf sin $ COS 0 V Г2 С082 Ѳ

Заметим, что подставляя р =  ЛвіпЯ+г cos0 получаем А(р, tp, Ѳ) =  0 , что логично.
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ЗАВИСЯЩ ИЕ О Т НАПРАВЛЕНИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЕЧЕНИЙ

Итак, мы получили следующие результаты:

(1) Для любого эллиптического цилиндра с высотой 2 h и полуосями а и ծ, ес­
ли сечение образованный плоскостью е(р, tp, 0 ) является эллипсом (непре­
менно 0  փ 0 ), то его площадь равен

ттаЬ
(5.11) А ( р , ѵ , Ѳ )  = |s in 0 | ’

Когда 0 =  0, имеем

А(р, tp, Ѳ) =
babhy/a2 cos2 tp +  b2 sin2 <p — p2

л ( р , ^ . 0 )  =

a2 cos2 tp +  ծ2 sin2 tp 

В частном случае, когда имеем бесконечный эллиптический цилиндр (Л =  
ос), то все его сечения эллипсы 0 ^ 0 , следовательно шющадь сечения 
вычисляется через (5.11) (для бесконечного цилиндра А(р, tp.O) =  оо).

(2) Для кругового цилиндра с высотой 2h и радиусом г  площадь сечения 
образованной плоскостью е(р, tp, 0 ) равен

(5.12)  
4h \ / r 2 - р 2, если 0  =  0 ,

Г p+ hahifl / ,  (p+ h  b m j f  p - h s ln 9  / ,  (p - h  aiii O f
T sin $ соав V  r5 cos2 9 tin  9 cos 9 V  г5 сое3 в

+Ж 5 [“ “ Ь1 Е£й п Г  -  -
если 0  <  |0 | < arctan jj, р < rco s0  —/i|sin 0 |,

г2 ________ р - /і |в іп 9 | p -h |s in £ l  Г. ( p -h |a in g |) ?
|sln9 | ^CCOS г ton 9 |ain9| cos в V га сой3 в *

если 0  < |0 | < arctan£, |p —rco s0 | <  h |sin 0 |, 
խ °0 |, если arctan jj < |0 | <  \ , p < /»|sin0 | —rco s0 ,

r a ________ p - h |s in 9 | _ p - h |s i n 9 |  Гл ( p -h |s in 9 |) aуддт arccos г в  ‘ -  г ! a| j, 1 -  г!| ‘^ г Г ֊ .
если arctan £ <  |0 | <  f ,  |p — /i|s in 0 || < r cos0 .

Чтобы найти функцию распределения площади сечения цилиндра нам нужно 

решить систему (5.12) относительно р. Как видно в некоторых случаях невоз­
можно найти это решение в явном виде в терминах г, h, tp, Ѳ и А. Поэтому мы 
не можем найти окончательный вид Fc{x, tp, 0), несмотря на то, что в некоторых 
случаях это возможно. Но благодаря системе (5.12) мы можем найти площадь 
случайного сечения. Кроме того, для фиксированной г, Л, мы можем получить 

таблицу значений Fc(x, tp, Ѳ) используя формулу

_  . ЛЧ Л| sin 0 1 -4- 7- cos 0  -  рх
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где рх, числовое решение системы (5.12) (относительно р), для которого площадь 
сечения равен х. Другое важное заключение, что можно сделать из (5.12), это 
факт, что А{р, <р, Ѳ), следовательно и Fc(x, Ѳ), не зависят от ір (в случае эллип­
тического цилиндра мы такого не имеем). Далее, А(р,ір, 0) и Fc(x,<p,0) непре­
рывны относительно р  и х  соответственно для любой фиксированной {jp, Ѳ) С S~, 
но в отличии от эллипсоида, онп не являются непрерывными относительно (<,?,0 ). 
Этот факт объясняется тяжестью точки 9 =  j  и тем, что в точке 0 =  0 сечение 

превращается в прямоугольник.

Abstract. In the paper the orientation dependent chord length distribution functions 
for some bounded convex domains are obtained. In particular, formulae for the 
orientation dependent chord length distributions for a regular polygon and an ellipse 
are obtained. Explicit forms of the orientation dependent chord length distributions 
were known only in the cases of a disc and a triangle. We also obtain the cross- 
section area distribution functions for an ellipsoid and a cylinder. The cross-section 
area distribution function was known only in the case of a ball.
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A b strac t. In [2] a cyclic diagonal operator on the space of functions analytic on tbe 
unit disk with eigenvalues (A„) Is shown to admit spectral synthesis if and only if for 
each j  there is a sequence of polynomials (pn) such that limn-*eo Pn(A*) =  Sj։t  and 
limsup„_>ou supt> J Ipn(Ajk)!1/* < 1. The author also shows, through contradiction, 
that certain classes of cyclic diagonal operators are synthetic. It is the intent of this 
paper to use the aforementioned equivalence to constructively produce examples of 

synthetic diagonal operators. In particular, this paper gives two different constructions 
for sequences of polynomials that satisfy the required properties for certain sequences 
to be the eigenvalues of a synthetic operator. Along the way we compare this to other 

results in the Hterature connecting polynomial behavior ([4] and [9]) and analytic 
continuation of Dirichlet series ([1]) to the spectral synthesis of diagonal operators.

M SC 2010 n u m b ers : 30ВЮ, 30B50, 47B36, 47B38
K eyw ords: Polynomials construction; invariant subspaces; diagonal operators; 
spectral synthesis.

1. In t r o d u c t io n

A vector X in a complete, metrizable, topological, vector space X  is said to be 
cyclic for a continuous, linear operator T  : X —► X if the closed, linear span of the 

orbit {T^x : n  > 0} of x  under T  is all of X. Operators tha t have a cyclic vector are 

said to be cyclic. A vector x  is said to be a root vector for T  if there exist A 6 С 

and n  e  N such th a t (T — AI ) nx  =  0. A continuous, linear operator T  : X  X  on 

a complete, metrizable, topological, vector space X  is said to admit spectral synthesis 

or be synthetic if every closed invariant subspace M of T  equals the closed linear 

span of the root vectors for T  contained in M. Cyclicity results yield interesting 

approximation results. For instance, the Weierstrass Approximation Theorem asserts 

that the function f ( x )  =  1 on [0,1] is cyclic for the operator T  : g(x) ->■ xg{x) of 

multiplication by x  on the Banach space C ([0 ,1]) of continuous functions on [0,1].
25
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Results about polynotniak are intimately related to the results about cyclicity and 
synthesis since the vector space generated by the set {7՜ x  : x  6 A'} is equal to the s-et 

(p(T) : p  G C[z]}, where С [2] is the set of polynomials with coefficients in C. There 
are three recent results which demonstrate this connection. To state these results, we 
first present the notation, used in the original papers, and the necessary background.

The operator J(An,m „) is a Jordan block acting on a finite dimensional Hilbert 
space Jtn. The space of functions analytic on the unit disk in С is denoted as H i, and 
the space of functions analytic on С is denoted as H(C). A Unear operator D  : H \ -4  

H i or D : H(C) - у t f  (C) is called diagonal Մ it has as eigenvectors the monomials 

zn for n > 0. Formally, these maps are given by
The sequence (An) is called D's associated sequence. A diagonal operator D  with 
associated sequence (A„) on H \ or Я (С) is defined and continuous if and only if 
lim sup^oo  |A„|» < 1 or l im s u p ^ ^  |A „|i <  00, respectively (see Proposition 1 in

[3] and Lemma 1 in [7], respectively). In either case, the operator D  is cyclic if and 
only if the eigenvalues are distinct (see Theorem 1 in [3] and Proposition 3 in [7]). 
Note tha t the root vectors for a diagonal operator axe precisely its eigenvectors. The 
aforementioned results are as follows.

T heo rem  1.1 ([9], Theorem 3). Let {An} be a bounded sequence o f distinct complex 
numbers, let {ш„} be a bounded sequence of positive integers, and let J  =  ®J(An, m n) 
be a Jordan operator acting on a Hilbert space %  =  I f  for each positive

integer i, the orthogonal projection P x , : Л  -y  ԳԱ is in the weakly closed algebra, 
generated by J  and the identity, then the Jordan operator J  =  ©./(An.m,,) admits 
spectral synthesis.

T heorem  1.2 ([9], Theorem 4). Let {An} be a bounded sequence of distinct complex 
numbers, let {m„} be a bounded sequence of positive integers, and let J  = ® J(An, m^) 
be a Jordan operator acting on a Hilbert space %  =  0 “=15Cn . Let i be any positive 
integer and {p0 } be a set of polynomials. Then (pa (J)}  converges in the weak operator 
topology to the projection operator PXl i f  and only i f

(3) suPa,fc ІРа}(А*)| <  oo for all j  > 0,
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CONSTRUCTING POLYNOMIALS OF MINIMAL GROWTH

where

л - ( Ѵ ,  .քյ' ֊ " “I Ра'(Лк) V J < m k.

T h eo rem  1.3 ([2], Theorem 8). Let D : H i —» H i be a diagonal operator with distinct 
eigenvalues and let Ъ  be the algebra generated by D. The following statements are 
equivalent:

(1) In  the SOT, 7Г„ 6 V  for all n  > 0.
(2) D is synthetic.

(3) The function f  6 H i is cyclic, where f ( z )  = j — -

(4) For each j  >  0 there is some sequence of polynomials (p„) С С [z], depending 

on j ,  such that 1іт„_юоРп(Аіь) =  Sjtk and

lim supsup({|p„(A jt)|i}) <  1.
n-ioo k>j

T h eo rem  1.4 ([4], Theorem 3.1). Let D be a cyclic diagonal operator on CK(C) having 

eigenvalues {An}. I f  for each j  > 0 there exists a sequence {pj,n(z)} of polynomials 

for which lim„_»0CpJin(Afc) =  6i։k and sup({|pJi7l(A(,)|1/* : к > 0 ,n  > 1} <  oo, then 
D  admits spectral synthesis.

All three results have similar kinds of conditions which guarantee th a t an operator 

is synthetic. First, condition (1) in Theorem 1.2, the first condition on the sequences of 
polynomials in Theorem 1.4, and the first condition on the sequences of polynomials 

in part 4 of Theorem 1.3 can colloquially be thought of as separating a sequence of 
points. Second, condition (3) in Theorem 1.2, the second condition on the sequences of 

polynomials in Theorem 1.4, and the second condition on the sequences of polynomials 

in part 4 of Theorem 1.3 specifies a growth condition on the polynomials on the 

sequence of points. In particular, the growth condition in part 4 of Theorem 1.3 is the 

strictest it can be and still allow for unbounded eigenvalues. This will be colloquially 

referred to as satisfying a minimal growth condition.

Seubert and Deters present examples of synthetic diagonal operators (see [9], 

Theorem 5, [3], Corollary 1 and Theorem 5, [2], Theorem 6, [4], Theorem 3.2 and 

Corollary 3.3). In [9] and [4] the authors use the existence of nets and sequences of 

polynomials to demonstrate the synthesis of some subset of diagonal operators. While 

Deters does not do this in [3], Theorem 8 of [3] guarantees the existence of sequences 

of polynomials which separate eigenvalues and satisfy a minimal growth condition.
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No sequences of polynomials are constructed in [9] or [3]. Rather, they are shown 
to exist through arguments based on contradiction or using existence theorems like 
Mergelyan's Theorem. In the proof of Theorem 3.3 in [4], Seubert and Deters construct 
sequences of polynomials simply by looking at the power series expansion of canonical 
products. For instance, for a diagonal operator on H(C) with eigenvalues^ (,\„) such 

that A„ =  n2 for n >  0. the polynomials (p„) defined by pn(z) =  П*=і ~F~  sat’s^՛ 
the conditions in Theorem 1.4 for До- However, observe that the growth restriction on 
the polynomials in the conditions of part 4 of Theorem 1.3 is much more restrictive 
than the growth restriction in Theorem 1.4. The purpose of this paper is to construct 

polynomials which satisfy the conditions in part 4 of Theorem 1.3.

2. C o n s t r u c t in g  P o l y n o m ia l s  O f  M in im a l  G r o w t h

For the sake of brevity, we enumerate the conditions in part 4 of Theorem 1.3 as 

follows:

(2-1) hni Pn(A*) =  Sj։k,Tl—rOO
(2-2) limsupsup({|pn(Afc)|i}) <  1.

n-foo k>j

Constructing polynomials which satisfy conditions (1) and (2) appears to be non­
trivial. For instance, consider the diagonal operator with eigenvalues An =  n  for 
n  >  0. Such an operator is synthetic by Theorem 6 in [2]. A natural choice for the 
polynomials corresponding to Ao would be PnM  =  Пк=і However, note that

LAN DETERS

№ ) ' է = ( Տ ^ ) 4 ' ( 5 1 + ^ ) * ^ ՛

Hence, while the sequence clearly satisfies condition (1) for j  =  0, it  does not satisfy 
condition (2).

It may also be thought that Theorem 3.2 in [4] would provide some insight into such 

constructions. Following the proof of Theorem 3.2 in [4J, if D  is a diagonal operator 

on H i with associated sequence (A„), then the equivalent condition to Theorem 3.2 
in [4] would be that there is some non-trivial, entire function E  of order p and type r  

such that £(A„) =  0 for all n  >  0 and l i m * ^  |A„|Vn =  0. However, if |A„| <  |A„+1| 
for n  > 0 and n(r) =  \{z : E (z) = 0, \z\ < r} |, then, for sufficiently large k, Theorem
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4.5.1 in [5] would imply that

, .  n(|At |) ^  ֊ In |E (0)| +  ( r  +  1)(3|A*|)P _ .
-  T ֊  ------------------кЫ 2 -------------------► 0 as A: oo.

Thus, the “obvious” candidates for sequences of polynomials do not work and more 
creativity must be used. We shall first construct polynomials which satisfy (1) and
(2) for a particular family of bounded eigenvalues. To accomplish this we shall make 
use of polynomial approximations of Blaschke products.

T h eo rem  2.1. Let (A„) С С be a sequence such that |A„| <  1 and 5ZjJL0(l —
|A„|) < oc, then for each j  > 0, there is some sequence (p„) С С [z] such that

1нп„_,ооРп(Аа:) =  Sj։k and l i i n s u p , ,^  supfc>J |p„(Afc) | i  <  1.

P ro o f. Fix j  > 0, and for n > j  define

An = max({|Ajt|: 1 <  к <  n}) and B n{z) =  П  —— M J ^ d .
M i (1 -  Afc2)Ak

Choose M n such tha t (2/(1 ֊  ճ „ ))ո" 1(2ոճ*/"+1/(1  -  A n)) <  1 /n ,  and for n > 1 
define

< . н = П (" ? * ' £ № г .
кф] k m=0

For |z| < 1 and 0 < к < n  observe that
M „ _  M n

I(z ֊  Afc)(|Afc|/Afc) £  (A*z)m| <  2 £  Ճ,? < 2/(1 ֊  A n).
771=0 771=0

Since I(z — Afc)(|Ajt|/Ajt)|/|l — A*z| <  1 for |z| <  1, we have that for n  >  m ax({l, j} )  

and |z| < 1

|gn(z) _ B n( z ) | < ( — ' ^ I z - A k l  f )  |Afcz|m 
\  A n J  m = M n + l

n—X ,(  շ \  2nA%r*+1 1
֊  \ 1 - A n )  1 - A n <  ո ՜

Next, since (1 -  |Afc|) < oo, there is some В  & H i such th a t B n converges to 
В  in H i, B(\ie) =  0 for к փ j ,  and B(Xj) ф 0 (see Theorem 15.21 in [8]). Note that 

1іт„_юо qn =  В  in H i. Define p„ =  qn/B (X j). Since

|pn(Afc)|* <  (|(<?n(A*) ֊  5n(Afc)|/|B(Aj)|)^ +  |Bn(Afc)/B(Aj)|)^,

the sequence (pn) clearly possesses the desired properties. □
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C oro llary  2.1. I f  D : H i -*  H \ is a diagonal operator with associated sequence 

(An) С С such that |An| <  1 and £ “  0(1 ֊  |A„|) <  oo, then D  is synthetic.

A more general, but n o n - c o n s t  ructive version of this result is known from Corollan 

1 in [3]. However, the proof of Corollary 1 in [3] relies on Proposition 2 of [12] whose 

proof is nontrivial.
We now are going to construct polynomials that satisfy conditions (1) and (2) 

for a particular collection of sequences (An) such tha t lim suP f,^^  |A„|" <  1 and 

limsup,,^», |A„| =  oo. Although there will be many details in what follows, the main 
spirit of the approach will be to consider sequences (A„) such tha t 5Zn=o =  °0 ՜ 
Informally, the sequence (A„) does not grow too quickly. We will then find a sequence 

(zn) of positive numbers such that 1եո„_«» =  0 and ^  =  00• Informally,
the sequence (Zn) will grow faster than the sequence (|An |), but not too fast. The 

desired sequence (p„) of polynomials will then look like pn(z) — П к=і Լ ֊ Լ  ■ The 
first step will be the following lemma which follows directly from elementary entire 

function theory.

L em m a 2.1. Let z , zq e  С such that R ez >  Re го and a sequence o f positive numbers 

(zn) such that z^ f  oo be given. I f  z  փ {zn : n  >  1}, then pn(z) =  П "= і 0 if

and only i f  Y Z . ւ £  =  °°-

P ro o f. Since Zk t  oo, there is a sequence of numbers (u„) such th a t 1іт„_юо u„ = 1 
and (Iz  -  Zn\/\ZQ -  znI)2 =  1 +  2(Rezo -  R ez)un/z„. Hence, by Theorem 15.5 in [8], 
the result follows. □

In light of the above proposition, we will concentrate our efforts on polynomials of 

the form pn(z) =  П£=і that satisfy conditions (1) and (2) for some sequence 
(zn)- To this end, we now develop some ideas to judiciously select sequences of zeros 
for the polynomials. Our definitions will be recursive. Define ao(x) =  x, an(x) = 

1ո“ո-ւ(*), eo =  1, and en =  «*"-1 for n  > 1. Abo, define bn(x) =  Пь=о ak(x) for 
n  > 0. We collect some basic results about these functions below. In particular, we 

will obtain an estimate for П*=і am(2- +  fe — 1) similar in spirit to Stirling’s formula.

L em m a 2.2. Let o„ and bn be defined as above. The following assertions hold.

(1) Let m  >  0, n  6  N, and x  > em be given. There is a function e m<x : N —► R 
such that ГЕ_Х <hn{x +  * -  1) =  am(x + n  -  and lim supn_+00(l -
£ m ,* ( n ) ) ln n  =  1.

ІА-N' d e t e r s
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(2) Let m  >  0, n  6 N, and x  >  em be given. There is a function em<x : N —> R

such that П*=г bm(x +  fc — 1) =  bm(a: +  n — and lim supn_foo(l —
£ m ,i ( n ) ) b n = l .

(3) I f n >  1 and 0 <  с <  1, then аырх(са„ (г))і <  el/a^ l^ / c\
(4) For X, у  >  2 and n  >  0, a~l {xy) >  а ՜ 1 (г)a ՜ 1 (y).

(5) For each e e  (0,1) there is some M  such that a~1(xv) > (a~1(x))v for 
X >  M , у  6 [e, 1), and n > 0.

P ro o f. (1) Define a sequence {em,i(n ), n  e  N} as follows: we put em,*(l) =  1 and 
for n > 2 define

e” - (n) -  g  a" « ( l  +  * ■- »■

Observe that the only task is to prove the second property of em։X. The proof will be 

by induction on m. The case m  =  0 follows directly from Stirling’s Formula (see [6], 

p. 313). Suppose tha t the result holds for some m  > 0 and let x  > em+i be given. 

For n  >  2 define

f  ,  ч _  a m+2(V)____________am -rl(y)
am+2(x + n  -  1) Om+ifa +  n  —1)'

First, observe that

f n[x + n -  1) = 0 ,  fn(am+i(.Om+i(.x +  n  -  ч )) <  o,

and

/" ( « m + lK + l t1  +  Ո -  l ) “m+l(' +n-,) )) >  0 

for sufficiently large n. Write yn =  օ~+!(օա+ւ(տ +  ո -  1)/օյո+շ(ւ +  ո  -  1)) and 

note that / „  has a unique maximum at yn■ Observe tha t for sufficiently large n, 

X < yn < x  + n  — 1. Define Â , to be the smallest к such th a t | ( i  +  kn — 1) — yn| =  

min({|(x +  к — 1) — y„| : 1 < к <  n}) and observe th a t |y„ — (x +  fcn — 1)1 <  1/2 for 

sufficiently large n.
Next, by the Mean Value Theorem, there is some c„ between yn and x  +  kn — 1 

such tha t \fn{x + kn - 1 )  -  /„({/„)| =  |/^ (c„)||(x  +  fc„ - 1 )  - y n \. It is easy to see that 

limn_,oo c„ =  oo. Since 1іт„_юс / '( c „ )  =  0, lim,,֊*» f n (yn) = 1, lim*֊,*. | / „ ( i  +  

k„ -  1) -  / „ ( j/„)| =  0 and 1іт„_юо /„ ( i  +  fcn -  1) =  1. Hence, for sufficiently large n, 

we have

z  +  1 Х » т + і (<W i(a: +  n — l)-™+i (*+—» )
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and
-Om+i(a0 , am+2(J  +  kn -  1) _  am -n(g +  *'n ֊  1) 

n(£m+l.*(n) -  £т Л п)) -  am+X( x + n - I )  0„+շ(*  +  n ~  X) am+l(* +  П ֊  1)

A  am+2(x +  fc - 1 )  _  am+i(» +  * - l )  >  0.
+  . է շ  am+2( x + n - l )  am+ i(x  +  я  — 1)

fc=2f K^Kn

Therefore,

lim sup lnn(l — £m+i,x(n)) < lim sup lnn (l — £m,i(n)) ^  1
Ո-+00 n-»oo

and the result is proven.
(2) It follows from part 1 that, for each 0 < j  <  m , there is some function i j։X,

defined on N, such that lim9upn_foo(l -  £j,*(n)) Inn <  1 and

f [  a j(x  +  к -  1) =  aj(x  + n -  
k—1

Next, we put em,*(l) =  1 and for n  >  2 define

e“ '*(n) "  ln 6 m (* + n  —1) £ ч « ( *  +  » -  4*J»-

Clearly, we have
ռ

bm(x +  n  -  =  П  bm(x + к  -  1).
Jfcssl

The other part of the assertion follows by noting that
m

^ a i+ i(x +  n -  l ) / ln b m(x +  n -  1) =  1.
J՝=0

(3) Follows from a simple calculation.
(4) Follows by induction and the observation that xy  > x  +  у  for x, у  > 2.
(5) Follows by induction and the observation that l im ^ ! ֊  yVCv-O =  e. □

We now proceed to the main result. In particular, the theorem th a t follows will
produce a construction of polynomials whose existence is guaranteed in Corollary 1 
of [2], and mildly extend the result of Theorem 6 in [2].

T h eo rem  2.2. Suppose (A„) is a sequence of distinct complex numbers such that

0 < Re An < Re An+i and | Im An | <  Re A„ for  n  > 0, limn-»oo Re A„ =  oo, and there 
is some p > 0 such that |An | <  bp(n) for n  > ev . Then for each t  > 0, there is a 
sequence (pn) С С [г] such that (pn) satisfies (1) and (£).
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P roof. Let a  >  0 be given, fix a uonnegative integer t, and define Ѳ =  max({ep+i, |A*|}). 
For n ,k >  1, define zk =  Ьр+і(Ѳ + k -  1),

й ,М  =  П г Т ’ л " =  П і — .
L i  X( -  Zk t = i X l~ Zk

and j n =  min({j : Re >  zn/2}). Note that

ІЛ.І <  f f  1 +  - M - r  <  К -  i  <  е» п Ж .
£ J  2fc -  lA<1

By assumption, there is some J\ such tha t |A |̂ <  bp(j)  for j  > J \. Since

bp(xap+i(x))
bp+^x)

there is some M i such that 6р((г /4 )ар+і(х /4 )) <  2bp+1( i /4 )  for x  > M i .
Thus, if m ax({Ji, ep}) < j n <  (ո/4)օթ+ւ(ո/4) and n >  M i, then

2ReA,„ <  2|AJn I <  2bp(jn) <  2bp((n/4)ap+1(n/4))

P + l

<  4bp+1(n/4) =  n  Д  a fc(n/4) <  z„ <  2ReAJri.
*:=1

Hence, if j„  >  max({Л , ep}) and n  >  M i, then j n > (n /4)ap+i(n /4 ). Thus, limn֊*» IA.11̂ ՞
1 and there is some N i such tha t \An \l ^ n <  y/1 + a  for n > N i.

By part 2 of Lemma 2.2, there is a function e : N -> R such tha t for n  >  1

П * *  =  (b»+ i(*+ n  ֊  Ч Ѵ (п) =  C (n)
*=i

and limsupn_Kx,(l -  e(n)) ln(n) =  1. For n  >  1 and 0 < к <  p, define 

Cn.fc =  (on(J +  n - l ) f l p+i(9 +  n - l ) ) ^ ) t(n), 

and note tha t for n  >  1,

p P p+i

П  <4* =  Ш а*(* + 71 -  +  n  -  1 ) ^ ) * (Ո) =  П  «*(« +  »  ֊  !)£(Ո) =  Հ (Ո)-
* = 0  к = 0  к = 0

FVom part 5 of Lemma 2.2, there is some M -չ such tha t ak ։ (xv) > a ^ 1(x)y for x  > Мг, 

у  6 1), and 0 < к < р + 1. Since 1іт„_юс e(n) =  1 and lim*֊»» a fc( i)  =  oo for

0 < A: <  p  + 1 , there is some N 3 such that |  <  e(n), ак[Ѳ +  n  - 1 ) ^  >  2 for 0 <  к < p, 

<Կ>+ւ{0 + n  -  1 )3<"1+1) >  2, and flp+ i^  +  n  -  1) >  М 2 for n  > N 2.
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--!i£±0------

Thus, for n >  N 2 and 0 <  к < p, w? have that

n*<n)ap+i(0 +  n - 1 )№  < W  + n -  l ) l(n)ap+i(0 +  n -  1)*&

<(0 +  ո -  1)£<ո)Օյ>+ւ_*(0 +  л ֊ 1 ) ^

< а у \ а к[Ѳ +  тг -  l ) e(n))a*  +  tj -  1 ) ^ )

<ajf1(a*(6> +  71 — l ) e{n)ap+ i(^+  n -  1 ) ^ )  =  a k ̂ Cn.k)

Therefore.

Thus, there is some N3 such that supr (b j,(x )/2n^)n/,r <  V T+"a for n >  N3.
Next, since limj_«x, Re Aj =  00, there is some J7 such tha t ReAj >  2 Re A<. Define 

J  =  m ax({J2,ep, j i f l ,jN 3, i  +  1}), and observe that
ո ր 6 + ո

У .  1 /zk  > / l/bp+i(x)dx = 4բ+շ(9 + ո) -  սթ+շ{9).
k = I  J e

Hence, limn_»ooP,i(Aj) =  6j ։i for j  > I. Choose No such tha t |?n(Aj)| <  1 for I  < j  < J  

and 71 > No, and define N  = тах({іѴо,7Ѵі,.ЛГз}). If n  > N, j  > t, and |pn(Aj)| > 1, 
then j  > J , ReAj >  z ^ / 2  and there are two possibilities.

First, there is some m  with 1 <  m  < n  — 1 such tha t zm/2  < Re Aj < Zm+1/2. 
Second, Zn/2 <  ReAj. In the first case, if m  < N \, then m +  1 < N 1 and

Գ  < Re XjMl < ReAj < ReAj < ^  < *-f.
Thus, in the first case, m  > N\. Similarly, m  > N3 in the first case, and hence we՝ 
have

b»(Aj)|* =

< V T + a V T + Q  =  1 +  a .

Similarly, in the second case, we have fcntAj)!1̂  <  1 +  a , implying tha t for 71 >  TV

sup|pn(Aj)|} <  1 +  a .
3>l

Since a  is arbitrary, we have

lim supsup|pn(Aj)|^ < 1
Ո-+00 j> f

and Іітп-юо Pn(Aj) =  6j։i for j  > I.
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If t  =  0, then we are done. If I  >  0, then define p(z) = ք ֊ է  and q„ = p-pn,
and observe tha t 1ітп-юо qn(Xj) = Sj,t for j  > 0 and

limsupsup|g„(A^)|} <  1.
в -to o  } > t

This completes the proof of Theorem 2.2. □

C oro lla ry  2.2. Suppose (A„) is a sequence of distinct complex numbers such that 

0 < Re An <  ReAn+i and |Im A n( < ReAn for n  >  0, lim n-)* Re An =  oo, and there 
is some p  >  0 such that |An| <  6p(n) for n  >  ep. Then the diagonal operator with 
associated sequence (A n) is synthetic.

CONSTRUCTING POLYNOMIALS OF MINIMAL GROWTH

3. D is c u s s io n

One may wonder how far one may push the technique used in Theorem 2.2 to 

constructively produce examples of synthetic diagonal operators on H \. To help 

answer this question we turn  to  some results from [1]. The two theorems from [1] 

of the greatest importance to this paper are stated below.

T h eo rem  3.1 ([1] Theorem 3.1). For any p > 2, writing A„ =  n p (n >  0), there 

exists a complex sequence {cn} satisfying

(3.1) lim sup |c„ |" = 6P = e_,rcot £
П—ЮО

such that

/ М  =  յէ  Cne_An'
n= 0

(which converges for  R ez  > 0, and extends as a C°° function to foe closed right 

half-plane) has an infinite-order zero at z  =  0. In  other terms,
oo

X > n pfc =  0, A =  0 ,1 ,2 ,—
n = 0

Moreover, for positive x

\f(x )\ < С е— "1" ,

where С, с are positive constants.

For integral p, the constant on the right-hand side of (S .l) is sharp, in the sense 

that no such sequence {c„} exists with 0 <  l im s u p ^ ^  |cn |" <  <5P.
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T heorem  3.2 ([1] Theorem 2.1). Let 0 < Aj <  ճշ < ■ • •> ane^
(In n )2 ո 

limsup —r---------U.
n—foe *n

Suppose, for some e > 0, |cn| <  e rv/*"՜. Հք

^   ̂CnA* =  0, к =  0 ,1 ,2 , • • • ■ 
n = l

then all Cn vanish.

The use of the two above theorems becomes evident when compared with the 

following result (stated in abbreviated form) from [3].

T heo rem  3.3 (Theorem 3 in [3]). Let D be a cyclic diagonal operator on X R having 

distinct eigenvalues {An}. Then the following are equivalent:

(1) D admits spectral synthesis.
(2) There does not exist a sequence of complex numbers, not identically

zero, for which limsup liOnl1̂ " <  1 and 0 =  51 ̂ Lo wn^n f or к > 0.

A combination of Theorems 3.1, 3.2, and 3.3 yields the following corollary.

C oro llary  3.1. Let D  : H i -> H i be the diagonal operator with associated sequence 

(np). Then the following hold:

(1) I fp  > 2, then D  is not synthetic.

(2) I f l < p <  2, then D  is synthetic.

Consider the diagonal operator D : H i —¥ H i with associated sequence (np).
If p  >  2, then by Corollary 3.1 and Theorem 1.3 it would be fruitless to try to 

construct polynomials which separate points and satisfy the minimal growth condition.

However, if 1 <  p  <  2 then Corollary 3.1 and Theorem 1.3 guarantee the existence 
of polynomials which separate points and satisfy the minimal growth condition.

How shall such polynomials be constructed? Observe tha t since Y !^= i ЗГ <  °° ՛ 
ideas used to prove Theorem 2.2 may not apply. To make this precise, let (pn) С С [z] 

be such that (p„) satisfies conditions (2.1) and (2.2) for j  =  0. How would such 
polynomials look like? Once again, as it was mentioned above, the "obvious "polynomials 

On(z) =  I E U ( s -  kp) / ( - k p) fail. To see this, note th a t by the Mean Value Theorem 
(n +  1)p ֊  к» >  (n +  1 -  k)pkP~l . Hence

к ы  -  П  k i g ՜ * ’’ > П  -  P -, 
fc=l K
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implying that supfc>0 lo^A*)!1/* >  pn/(n+1).

Assume, without loss of generality, that no p„ is constant and pn(0) =  1 for all 

n > 1. For each n  > 1 write p„(z) =  Г П Ь і(* -2т ,л )/(-гл .* ) for some zn,u zn,d„ e 
C. Define qn(z) =  Ո*Լւ(* ՜  1*ո,*|)/(-|*ո,*|) note tha t the sequence (qn) also 
satisfies (2.1) and (2.2) for j  =  0. Hence, we may assume, without loss of generality, 
that for n > 1 ,p n is not constant, pn (0) =  1, and pn has real positive zeroes.

Suppose momentarily that p„(z) =  П *=і(г  ~  Zk)/{~Zk) for some sequence of 
positive numbers (z„) and reason heuristically rather than precisely. One possibility 
is that {A„ ; n  > 1} С {z„ : n  >  1}. However, we have already seen that the 

polynomials П £=і(г ~  A*)/(-A*) do not satisfy (2). If this is the case, then the 
sequence (p„) would seem to fail for the same reason that the sequence (on) failed. 

Thus, there is some Ano փ {*ո : n  >  1}. Then by Lemma 2.1 we have l / z n =  oo. 

This implies tha t (zn) grows slower than (A„), and hence that pn grows faster than 

on- Thus, it would seem tha t (p„) does not satisfy (2).

Therefore, it appears th a t there is not some sequence of positive numbers (zn) 

for which pn(z) =  П *=і(г ~  zk ) / (—Zk) satisfies conditions (1) and (2), and greater 
creativity would be required to construct polynomials (p„).

Список ЛИТЕРАТУРЫ

|1] J. M. Anderson, D. Khavinson, and H. S. Shapiro, "Analytic continuation of Dirichlet 
series Revista Matematica Iberoamericana, 11, no. 2, 4S3 - 476 (1995).

[2| I. Deters, “A connection between operator topologies, polynomial interpolation, and synthesis 
of diagonal operators J. Math. Anal. Appl., 360, 354 -  359 (2009).

[3] I. Deters and S. M. Seubert, “Cyclic vectors of diagonal operators on the space of functions
analytic on a disk J. Math. Anal. Appl., 334, 1209 -  1219 (2007).

|4| I. Deters and S. M. Seubert, “An application of entire function theory to the synthesis of 
diagonal operators on the space of entire functions Houston Journal Of Mathematics, 38, 201 - 
207 (2012).

[5] A. S. B. Holland, Introduction To The Theory Of Entire Functions, Academic Press (1973).
[6] G. Latta and G. Polya, Complex Variables, John Wiley And Sons, Inc. (1974).
[7J J. Marin Jr. and S. M. Seubert, “Cyclic vectors of diagonal operators on the space of entire

functions,” J. Math. Anal. App). 320, 599 - 610 (2006).
[8] W. Hudin, Real And Complex Analysis, 3rd Edition, McGraw-Hill (1987).
[9] S. M. Seubert, ''Spectral Synthesis Of Jordan Operators J. Math. Anal. Appl., 249, 652 - 667 

(2000).
[10] S. M. Seubert, '‘Spectral synthesis of diagonal operators on the space of entire functions,” 

Houston Journal of Mathematics, 34 no. 3, 807 - 816 (2008).
[11] S. M. Seubert and J. Gordon Wade, “Spectral synthesis of diagonal operators and representing 

systems on the space of entire functions,” J. Math. Anal. Appl., 344, 9 -  16 (2008).
[12] R. V. Sibilev, Uniqueness theorem for Wolff-Denjoy series, Algebra i Analiz, 7, 170 - 199 (1995); 

English translation in St. Petersburg Math. J., 7, 145 - 168 (1996).

Поступила 29 сентября 2012

CONSTRUCTING POLYNOMIALS OF MINIMAL GROWTH

3 7



.

■



Известия Н А Н  Армении. Математика, том 49, и. 3, 2014, стр. 39-49.

C O N V E R G E N C E  IN  M E A S U R E  O F  S T R O N G  L O G A R IT H M IC  
M E A N S  O F  D O U B L E  F O U R IE R  S E R IE S

U. GOGINAVA AND L. GOGOLADZE

Tbilisi State University, Tbilisi, Georgia 

E-mails: zazagogina\'a@gmail.com, lgogoladzel@hotmail.com

Abstract. Norlund strong logarithmic means of double Fourier series acting from 
space LlogL  (T3) into space կ  (Ta) , 0 <  p <  1, are studied. The maximal 

Orlicz space such th a t the Norlund strong logarithmic means of double Fourier 
series for the functions from this space converge in two-dimensional measure is 
found.

M SC 2010 n u m b ers : 42A24.
K eyw ords: double Fourier series; Orlicz space; convergence in measure.

1. I n t r o d u c t io n

It is known th a t the rectangular partial sums of double Fourier series Sn,m ( / ;  x, y) 
of a  function /  G L p (T2) , T :=  [-я-.тг), 1 <  p <  oo, converge in Lp norm to the 
function /  as n —► oo (see [14]). In the case L \  (T2) this result does not hold. But for 
/  € L \ (T ) , the operator S„ ( / ;  x) is of weak type (1,1) (see [16]). This fact implies 
convergence of S„ ( / ;  x) in measure on T to the function /  € L i  (T). However, for 
double Fourier series this result does not hold (see [7, 9]). Moreover, it is proved that 
the quadratic partial sums S„,„ ( / ;  x, у ) of double Fourier series do not converge in 
two-dimensional measure on T2 even for functions from Orlicz spaces wider than the 
Orlicz space L  log L  (T2) . On the other hand, it is well-known tha t the rectangular 
partial sums S„,m ( / ;  x , y) of a  function /  € L  log L  (T2) converge in measure on T2.

Note th a t the classical regular summation methods often improve the convergence 
of Fourier series. For instance, the Fej6r means of the double Fourier series of a 
function /  6 L \  (T2) converge in L \ (T2) norm to the function /  (see [14]). These 
means represent the particular case of the Norlund means.

°The research of U. Goginava was supported by Shota Rustaveli National Science Foundation 
grant no.31/48 (Operators in some function spaces and their applications in БЪигіег analysis)
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The Norlund logarithmic means of a double Fourier series are defined b>

Տա  ( / ;  x, v)
In  —1=0 j s 0tn,m ■—  ( n - i  +  1) (m - j +  1)

where ln :=  (1/Jfc) and ( / ;  * ,») denote the rectangular partial sums of the

double Fourier series of the function / .
It is well known that the method of Norlund logarithmic means of double Fourier 

series is weaker than the Ces6ro method of any positive order. In [10] Tkebuchava 
proved tha t these means of double Fourier series in general do not converge in two- 
dimensional measure on T2 even for functions from Orlicz spaces wider than the Orlicz 
space L lo g L  (T2). For Norlund logarithmic means t„,m (f \ x , y ) of double Fourier 
series Tkebuchava [11] proved the following result.

T h eo rem  1.1. Let L q  (T2) be an Orlicz space, such that

L q  (T2) £  L logL  (T2) .

Then the set of function from the Orlicz space L q  (T2) vAth logarithmic means of 
rectangular partial sums of double Fourier series, convergent in measure on T2, is of 
first Baire category m  L q  (T2) .

On the other hand, as it was noted in [1] Remark 1, the regularity of summation 
method does not allow to deduce the summability in measure of a  functional sequence 
from its convergence in measure.

In this paper we consider the strong logarithmic means of rectangular partial 
sums of double Fourier series and prove tha t these means are acting from the space 
L l o g L ( T 2) into the space L p (T2) ,0  < p < 1 (Theorem 4.1). This fact implies 
convergence of strong logarithmic means of rectangular partial sums of double Fourier 
series in measure on T2 to the function /  6 L  logL (T2) (Corollary 4.1). Uniting 
these results with Tkebuchava result from [10] (see Theorem 1.1), we prove th a t the 
rectangular partial sums of double Fourier series converge in measure for all functions 
from Orlicz space if and only if their Norlund logarithmic means and strong Norlund 
logarithmic means converge in measure (Theorem 4.3). Thus, not all Няяяігяі regular 
summation methods can improve the convergence in measure of double Fourier series.

For the results on summability of logarithmic means of Walsh-Fourier series we 
refer the papers [3] - [5], [12, 13].

4 0



2. D o u b l e  F o u r ie r  s e r ie s  a n d  c o n ju g a t e  f u n c t io n s

We denote by L q — £o(T2) the Lebesgue sp&ce of functions that are measurable 
and finite almost everywhere on T2.

Let L q = L q (T2) be the Orlicz space (see [8]), generated by Young function Q, 
that is, Q is a convex continuous even function, such that Q(0) =  0 and

lim 5 M . + 0 0 ,  =  J
u-»+oo U u-»0 u

This space is endowed with the norm

ll/IUQ(r») =  inf{* >  о : J J  Q{\ f{x ,y ) \ /k )dxdy  <  1}.

In particular, if Q(u) =  u log+ u, log+ u :=  l{u>i} logu, then the corresponding 
space will be denoted by L logL (T 2).

Given a function /  6 L \  (T2) , its double Fourier series is defined by

(2.1) £  /  (m, n) eimxeiny,
(n,m)gZa

where Z is the set of integers and

(2.2) f ( m , n )  = —  J J  / (* ,  y)e~imse~invdxdy
r>

are the Fourier coefficients of f .
Denote by S„|m ( / ;  x , y) the {n ,m) th symmetric rectangular partial sums of series

(2.1). As is it well-known, we have

Sn,m ( / i  X, y) — J 'j  f  (e, t) D n (x  — e) D m (y — t) dsdt,
T2

wbprp
sin ((n  + 1/2) ц)

D n W ' 2 sin (u/2)
is the Dirichlet kernel.

One can associate three conjugate series to the double Fourier series (2.1):

(a) conjugate with respect to  the first variable:

(2.3) T*1-0* -  £  ( - is ig n
0',fc)ezJ

(b) conjugate with respect to  the second variable:

(2.4) /*од> ~  J 2  H ?ignJfe)/(3 ,fc)eiy - +^
U,k)eV

CONVERGENCE IN MEASURE OF STRONG LOGARITHMIC MEANS ...
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and

(c) conjugate with respect to both variables:

(2.5) f i 1’1) ~  ^ 2  (—i sign;) ( i signA-) /  Сj, k) e<t,I+fcv).
(j.k)eZP

It is well known tha t for an integrable function /  we have

/ » » ( * , » > -  р -ѵ і / 2 ^ х(' 4 і ) л

/ W >  ( * ,„ )  =  Р . Ѵ . І  / /  2 u m ( 4 ) V t „  ( « = ! ) “ *■
T*

Privalov’s theorem (see, e.g., [16j, vol. II, p. 121) immediately implies the a. e. 
existence of / I 1,0) and /^0,1) under the assumption /  6 L \  (T2) . The a. e. existence 
of / t 1՛1) for /  € L logL  (T2) was proved by Zygmund (see [15, 17]).
We consider the symmetric rectangular partial sums of series (2.3)-(2.5) defined by

S*°m ( / ; * . * ) : = £  £  ( - i * W 3 ) f U , k ) e iUx+kv\
|i |< n  |A;|<m

S ^m  ( / ;  X, y) :=  £  £  (-isignA) f  (J, k) ei{Jx+kv)
\i\<n\k\<m

and

Sn,m (/; X, v)~  £  £  ( - “ «Д?) ( - ‘Sign*) /  0՜. *) e<(Jl+fcv).
|j|<n|*l<m 

It follows from (2.2) that

^n?m (f'<x >v) =  ^  J J  f  (8, t) ( i  -  e) Dm (y - 1) dadt,
T>

■̂ n.m { f \ x tV) = ~^ J  J  f  (e, t) Dn (x — a) Dm (у — t) dadt
T>

Տէա  ( /; г, у) =  —  J J  f  (a, t) Dn (x -  a) D m (y -  t) dadt,

U. GOGINAVA AND L. GOGOLADZE

and

where

(2.6) Dm (u) • = ____ 1 _  cos((m  +  l)  ц)
2 tan (u /2 ) 2sin (u /2 ) ’ ՞ 1 ՜ 1’2’ -

is the conjugate Dirichlet kernel.
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In this paper we also consider the following operators
~io I f f  ~ —
^n,m  (/> У) ^2 J J  f  (®i0 D n (x — s) (y — t) dsdt,

T3

CONVERGENCE IN MEASURE OF STRONG LOGARITHMIC MEANS ...

— t) dsdt

and

=  Հշ J J  f { s , t ) D n { x - a ) D m ( y - t )
T2

S n,m ( / ;  v) = J J  f  (s, i) Z?n (a: — s) Z3m (y — t) dsdt,
T2

where D n (u) is the modified Dirichlet kernel defined by

Ո f t r i -  9in(nu) 
n W ❁  2 tan (u /2 ) '

3. St r o n g  R ie sz  l o g a r it h m ic  a n d  s t r o n g  NO r l u n d  l o g a r it h m ic  m ea n s

The strong Riesz logarithmic means, the strong Norlund logarithmic means and 
the strong Fejftr means of rectangular partial sums S f j f  are defined by the following

ГРЛП PP.t.l ѴРІV •formulas, respectively:

1 Л m
K U f - , x , y ) : = ֊ ֊ Z T ,  

n m 1=0 j=  0

S #  ( / ! * , » )

i + 1 )  Ա  +  1

s Q V \ * , v )~«b s І Г Г  ^ U ֊ , x , y )

V m  ( / l  *•v) • U m  Հ ձ  ք ճ  (Ո -  i  + 1) (m  -  j  +  1)•

1 Ո m

« - < * * • » > ( Щ К Й І  g g  И M ' “ ' 6 =  ° ' 1'

Denote

•^n?m ( / )  =  -ftn.m ( / )  ! ( / )  =  Sn,m ( / )  j

( / )  =  r„ ,m ( / )  , Հ°,ա ( / )  =  ffn.m ( / )  .

In [6], among others, it was proved the following result.

T h eo rem  3.1. Let f  e  L logL  (T2) and 0 < p  <  1. Then for any a,b  =  0,1 the 
following inequality holds

I  p \ l/p
у  J J  ̂ sup ( / ;  X, y )^  d x d y j  < a  J J  \ f  (x, y) | log+ \ f  ( i ,  y) \ dxdy  +  c2.
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Applying Hardy’s transformation, we obtain
гй(/;*.у) ,

l )  iJmK m ( / ;  x< у) =  Ն  Ն  (i +  2)  (j +  2)
i=0 J=0

+  E  7 T S » f t  №*■ *>+  E  Г Т 2 < *■ »>+  5;?- ( / ; * • ՝-•—n J ՜*~ 1=0j=Q i=0
Consequently, for /  6 L log L (T2) from Theorem 3.1 we obtain

(3.2) ( I f  ( K b,m ( f ;X ’v j ) Pdxdv )

<  ± { j j  V ' x ՝ » ))

<  ci J J  I / (*. y)| log+ I /  (x, y)| dxdy +  C2

Since

(/(■?«• f**1)
\  i/p /  \  VP

P \  / Л /  \ p
dx I , /  supffn ( / ;x )  I dx

<  Cl J l / i x J I d i . / e ^ f T ) ,  0 < p  <  1.
T

Similarly, for one dimensional case we can show that

(3.3) ^ У '( Л П ( / ; * ) ) Р ^  Հ յ  {Лп(Г,х)У dx^j

^  a J \ f ( x ) \ d x , f e L i ( T ) ,  0 < P < 1 ,
T

where <7„ ( / ;  x ) , a„  ( / ;  x ) , Я„ ( /;  x) and Д„ ( / ;  x) are the strong Fejdr and the strong 
Riesz means of Fourier series and conjugate Fourier series, respectively.

4. M a in  R esu lts

T h eo rem  4.1. Let /  € L logL  (T2) and 0 < p < 1. Then the following inequality 
holds

I' J J  (rn,m (/; г , y))p dxdy^j <  cj J J  I /  (x, y)| log+ 1/ (x ,y)| dxdy +  cj.
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T h eo rem  4.2. Let {  e  L logL  (T2) and 0 <  p < 1. Then

as n , m - t  oo.

C oro lla ry  4.1 . Let f  e  L logL (T2) . Then 

1

in measure on T2 as n , m - ¥  oo.

Uniting these results with Tkebuchava theorem (Theorem 1.1), we can state the 
following result.

T h eo rem  4.3 . The following assertions are equivalent:

(a) the embedding L q(T 2) с  L logL (T 2) holds;
(b) the strong Norlund logarithmic means of double Fourier series for all Junctions 

from Orlicz space L g(T 2) converges in measure on T2;
(c) the Norlund logarithmic means of double Fourier series for all functions from  

Orlicz space L q (T2) converges in measure on T2.

5. P r o o f  o f  m a in  r e s u l t s

Proof of Theorem Հ.1. Setting a „ ( t )  :=  s in ((r»+ l)< ) and 0„ (t) := cos((n +  l ) t ) ,  
we can write

(5.1)
T

\  J  f { t)sm  ((n +  1) ( x - t ) )
cos ((A;+  1/2) ( x ֊ t ) )  

2 sin ((x  — t ) /2)
T

է ք  f { t )  cos ((n +  1) ( x - t ) )
sin ((A: +  1/2) (x -  t)) 

2 sin ((x  —t) /2 )
t

( cos((fe +  1/2) ( x - t ) )  _  cos ((x - 1) /2) 
Լ 2 sin ((x — t) /2 ) 2 sin ((x  — t) /2)
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1 f  .... տա ((ո+ 1)
2 tan ((z — t) /2)

1 ' r  .. s in (№ + 1 /2 )( z - i ) ) j4
- - f t  (*) c°s ((" + !)(*“  *)) շ gin ( ( i - 0 / 2 ) ՜

T

_  _Qn(aO Г f [ t ) 0n ( t ) D k ( x - t ) d t + ^ L—^ - f  f ( t ) a n ( t ) D k { x - t ) d t  

Ո t  ?
1 /  8іп((п +  1 ) ( х ֊ 0 ) ^  
n j  2 tan ((z — t) /2)

Д )  [ f ( t ) B (L] s M ( k  + l / 2 ) ( x - t ) )
----- — J f ( ֊t)Pn{t)  2 sin ((z  — t) /2)

T
On (z )  m  Sin ((Л +  i / 2 )  ( x - t ) ) ,J f (t) W 2 sin ((z — t) /2)

T
=  —a n (z) Sk (//?„; z) +  0n (z) 5* ( fa„;x)

—0n (z) Sk (fPn,  z) -  On (x) Sk (/O n! z) +  S„+i ( / ;  z ) .

Hence

r„  ( / ;  z) : = ֊ £ ^ ^ < JRn ( ^ „ , z )  +  ^ ( / a n,z )
‘n k=o n  *  +  x 

+-Rn (/&>, x) + Rn ( f a n, z) +  <?n+1 ( / ;  z ) .

Since

( / V n ( / ; * ) I P <&] <c„ f  \ f ( x ) \d x ,
\T  /  T

from (3.3) we conclude tha t for 0 <  p < 1 and /  6 Z«i (T)

(5.2) ^  f  ( rn  ( / ;  z))p dx  j  <cpf  \ f  (z)| d x j  €  կ  (T ) .

Now we consider the rectangular partial sums of double Fourier series. In view of
(5.1) we can write

Sn-i,m—j ( f i X , y ) =  1?„_j(Sm_j-(/;y );z) =  —a n (x)Si(Sm—j { f \  y)Pn\ z)

(5.3) +0n (z) Si (Sm- j  ( / ;  y) a„ ; z) -  &  (z) $  (5m_j ( / ;  y) Д , ; . )

- a n C2-) &  (Sm֊ j  ( / ;  y) Oni z) +  5 n+i (S m֊ j  ( / ,  y) ; z)
4 _

5Z {i>j>x, y) +  5ո+ւ {Sm—j  ( / , y ) ; z ) .
«=1

U. GOGINAVA AND L. GOGOLADZE
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Next, for I \  (i , j ' , x ,y ), in view of (5.1) we have 

(5.4) h ( i , j ; x , y )  =  -rtn (x)Sm-j  (S, ( fPn- x ) ; y)

=  a n (x) Qm (y) Sj (§i  ( f  թո՛, x) Pm\ y) ֊  tt„ (a:) 0m (y) Տյ (տ{ {քթո֊ x) am] y j  

+ “ n.(x) Pm (y) Sj (Si  (f f}n ',x) 0m', y ) +  On (x) a m (y) S j (^Si (//3„; x) a m; y j  

- o „  (X) S m+1 (s< {fPn,  x ) ;y) =  On (x) Qm (y) 5?/ (//9n/9m; x, y)

—°n  (x) 0m (y) Sy (f B na m\ x , y) +  Q„ (x) /9m (y) S^° (fP„Pm; x, y)

+Q„ (x) Qm (y) 5^° ( f 0 na m; X, y) -  a n (x) 5 <էԼ +1 (/£ „ ; x, y)
4

=  Ц 7і‘ ( * . i ;* .I / )+ ^ 8  (* ,m ;x ,y ).
1 = 1

FVom (3.2) we obtain

p
,r r\ j j  I 1 у ՝  у ՝  l^n (м;х,у)| \ , ,

t = 0  j= 0

< j f \ n X ։m(ff)nPm-,Xt v)\Pdxdy
J2

< C 1  / /  | / ( X ,  y)|Iog+ |/(x ,y ) |d x d y  +  ca.

•P
Similarly it can be shown tha t

p

I  dxdy, , -v f  [ (  1 Y ' y ՝  U u ( t ,i ;x ,y ) |(56) J J  [ u z h h v + n u + ni=0 j= 0

< ci J J  I / (x, y)|log+ |/(x , y)|dxdy + ca, Z =  2,3,4.
T2

Now, we turn to Д5 (t,m;x,y). Taking into account that
~10 ^

1 (fPn',X,y)  =  S, (Sm+1 ( / ; y ) ^ n;x) ,

/(•,y ) 6 LlogL(T) for a.e. у e  T and /  e LlogL (T2) ,

and

J  |^m+l (/;x ,y )|dx  < ci J  |/(x ,y)|log+ |/(x ,y ) |d x  + c2, 
T T
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from (3.3) we obtain
p \  j /p

T
Consequently,

1 [ДЙи-і j

<  J  \Sm+1 ( / ;  X, y ) \ dx<ClJ  I/ (X, j/)| log+ 1/ (*, y)| +  C2.

(5 7) [ [  ( —  y ՝  lfl5 m; x ' y) j \  dxdy
(5-7) J J  {inim h h ^ i+ 1 ^ + l ) J

< Cl j f  \ f ( x , y ) \ \ o g + \ f { x , y ) \ d x d y  +  c2.

A combination of (5.4)-(5.7) yields

(5 -8) J J  * *

~ c i I I \ f ( x ՝ y՝)\i°*+\f(x ՝ v՝>\dxdy+c2՝
T>

■Sim ilarly , we can prove that

т ш т т )  **
p

<=0 j-0
< ci J J  l / (x ,  y)|log+ |/ ( x ,  y)|dxdy +  c2, a =  2,3,4,

TJ
and

(510)

՜  Сі I I  ̂  x̂ ՝ Iog+ ^  x̂ ՛ + շշ՝
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Combining (5.3) and (5.8) - (5.10), we complete the proof of Theorem 4.1. □

Proof of Theorem Հ.2. The result follows immediately from the density of polynomials 
and by virtue of standard arguments (see [16]). □
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А ннотация. Д ля одного класса многочленов найдены необходимые к до­
статочные условия чтобы эти многочлены были гипоэллшпическими отно­
сительно группы переменных.
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1. Основные обозначения  и определен ия

Пусть N- множество натуральных чисел No = N  U {0}, N q - множество ո - 
мерных мультииндексов, т.е. точек a  =  (a i, .. . ,a n), otj 6 No j  =
R n - n- мерное вещественное эвклидово пространство точек Հ =  (Հւ,Հշ,—,Հո)> 
С = R x i R  (i2 =  -1 ) , Я» =  {Հ е  Rn, t j  > 0 , j  =  1,...,п} и Rg =  {£ 6
е Д п,£ і...£ „^0 } .-

Для Հ,ղ 6 R n, k ,r  € Nq: 1 < k  < n, l '<  r  < ո, t  6  Я+, A e  и a  6 Nft 
обозначим (Հ,ք)) =  &T7! +  ... +  £nrin, Հ -Т) = (Հւ֊ г)и ...г£„ • т}„), Հ' =  ( f t , . ..,&)« 
€* =  £n), £ =  ( Г . П ,  e ( r )  =  ( f t ,  .••,£»), 1(1 =

=  (tf  +  ... +  tx = (*A> tA- ), Հ* = , |a | =  a i +  ... +  a„,
а! =  ai!...a„! и Da =  где j  =  1, ...,n.

Пусть P(£) =  P (ft, ...,&.) =  Е в с ( “ , многочлен, где сумма распространяется
a

по конечному набору (Р) =  {а, а  е TVg*, оа #  0}, aQ 6 С.
В дальнейшем будем считать, что D \P  ■... ■ D„P փ 0.
Многогранником Ньютона или характеристическим многогранником (х.м.) 

набора (Р), (многочлена Р) называется минимальный выпуклый многогранник 
Ж(Р) С содержащий множество (Р) Ս {0}.

Многогранник 3? С Л” называется правильным (вполне правильным), если 
компоненты всех внешних (относительно 3?) нормалей (п -  1) - мерных некоор­
динатных граней 81 неотрицательны (положительны).
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Для х.м. ЩР) набора (Р) С N$ введем следующие обозначения 
Я°(Р) - множество вершин многогранника ЩР),
А(ЩР)) - множество единичных, внешних (относительно ЩР)) нормалей 
(п ֊  1) - мерных некоординатных граней ЩР),

А+(ЩР)) в  {A G А(ЩР)) А > О (А е  Я” Ո -Rq)},

дЩР) =  {V е  ЩР),  ЗА € Л(Я(Р)); («/, А) =  d(A), d(A) ее max (*/, А)}.
ѵек(р)

Грань Г многогранника 3? С Я" называется главпой, если существует (внешняя) 
нормаль А этой грани, имеющая хотя бы одну положительную координату.

О пределен ие 1.1. (см. /1]) Многочлен Р(£) — Բ(Հւ,—,Հո) называется гипоэл- 
липтгтческим, если для любого О ^ а е  Nq Da Բ(Հ)/Բ(Հ) —► 0 при |£| —> оо.

О пределен ие 1.2. (см. [1]) Многочлен Р(£) =  Р(£і, ...,£п) называется частич­
но гипоэллиптическим относительно Հ' = (£ і,..., fit), k < п, если выполняется 
одно из следующих эквивалентных условий

(1) для любого 0 փ а  е  Щ  при |£| -» оо, когда Հ" — (fk+1..... £п) остается
ограниченным DaP(£)/P(£) -у О,

(2) если многочлен Р  представить в следующем виде

о"€Л£-‘

то а) многочлен Ро" (О  гипоэллиптичен как многочлен от Հ1,
Ь) Ра"{£')/Ро"(І՛) —> 0 при |ք | -► ос(£' € P fc) для любого 0 փ Of" 6

К ՜ " -

Определение 1.3. ('сии. /SJ). Многочлен Р(£) = P (fi,...,£n) называется гипоэл­
липтическим относительно Հ' = ({ i,...,ft) к < п , если для любых О փ а  € JVJ1 
и последовательностей {£'}“  і С Я"

Г>“Р(£*)/Р(£®) —► 0 как только |(£*);| -> ос при s -> оо.

Определение 1.4. (см. Щ). Многочлен Р (0  =  Р ((£ і,- , £ 0 )  называется регу­
лярным (не вырожденным), если существует постоянная с > 0 для которой

£  ІГ І< с ( |Р (О І +  і)  ѵ е е я " .
а6«°(Р)

В дальнейшем нам понадобится следующий легко проверяемый результат
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Замечание 1.1. (ем. [4] -  [6])- 1) Ес.ли х.м. ЩР) регулярного многочлена Р 
впаіне правильный, то многоч.ген Р  гипоэл-шптичен. 2) Если многочлен Р  ги­
поэллиптичен, то его х.м. ЩР) вполне правильный. 3) Любая (п -  1) - мерная 
некоординатная грань х.м. 3? С і?" главная. 4) Если х.м. 9іՀՐ) набора (Р ) С Л0 
вполне правильный, то его любая некоординатная грань главная.

2. П редвари тельн ы е р езу л ьтаты

Из определений 1) - 3) непосредственно следует:
П редложение 2.1 Пусть к,п  € N  я к  < п. Если многочлен Р(£) =  Р{£ і, քո) 

гипоэллнптичен относительно Հ' =  (£іі.-і(к) (частично гипоэллиптичен относи­
тельно £'), то

(1) для любого j  : 1 <  j  < к многочлен Q j(fj;€") =  P (0 ,—,0 ,(j,0 ,...,0 ,(" )  
где Հ" =  (&+1, —ifn) гипоэллиптичен относительно կ  (частично гппоэл- 
липтичеп отпосительпо Հյ),

(2) для любого j  : к + 1 < j  < п  многочлен Qj ({'; Հյ) = Բ(Հ՚, 0 , О, Հյ, 0 , 0 )  
гипоэллиптичен относительно Հ' (частично гипоэллиптичен по Հ'),

(3) если многочлен Р  гипоэллиптичен относительно Հ1, то он частично гипо­
эллиптичен относительно Հ',

(4) для любого Հ" е  R n~k многочлен Չհ" {Հ') =  Р{£'\ Հ") гипоэллиптичен как 
многочлен от следовательно (см. пункт 2) замечания 1.1) 3?(Չ{") С R \  
является вполне правильным многогранником и поэтому Л(Я(<3{»)) = 
Л+(Я(<5{»)) при всех Հ" е R n~k.

Л емм а 2.1. (см. /8]) Пустьк,п  € N  и к  < п. Если многочлен Բ(Հ) =  Բ(Հւ, =

= ^2 аа£а частично гипоэллиптичен относительно Հ' =  (ft, ...,£/t), то 
°е(Р)

(1) для любого а  6 (Р), а' = (сц.....ак) е  N£, 0 ф а" = (а*+ і,.... о„) €
6 лг0"~*

оі 6 Я(<Зо)\а»(<Зо), где Q0(O  =  P (t';0 "),

(2) для любого Հ" =  (&+ լ, ..., Հո) е R n~k = Щ $ 0),
(3) если для А =  ( А і , А„) 6 Л(К(Р)) при некотором j  : 1 <  j  < k  А,- > 0,

то существует индекс I : к + 1  < I < п для которого ճլ > 0.

Л емм а 2.2. (см. /8J) Пусть п, к € N  и к < п. Если многочлен Բ(Հ) =  P ( f t ....Հո) =
՜  ՕօՀ՞ гипоэллиптичен относительно Հ' =  (flt то

В. Н. МАРГАРЯН
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(1) для любого а  6 (Р), а" փ 0 а ' е  ЩЯо)\дЩ<30) где Q0(?) = Р{?\ О"),
(2) Я (0««)=*(О о) Ѵ ^ '6  R n- k,
(3) для любого с>  0 существует постоянная Т  > 0 такая, что

(2.1) |Р (О І>с,Ѵ ^ 6 Д " , |^ |> Т ,

(4) если для А 6 А(ЩР)) при некотором j  : 1 < j  < к А̂  > О, то

А € Л+(Я(Р)),

(5) если А 6 А(ЩР)) нормаль грани для которой некоторая некоординатная 
грань R(Qo)) С Rk является подгранью, то А 6 Л+(Э?(Р)).

Следствие 2.1. При условии леммы S.S

(1) inf |Р (0 | -^оо при |*'| -► оо,
("£R"-k

(2) если к = п - 1 ,  то для любого А =  ( А і , А„) 6 Л(Я(Р)) имеем А„ > 0.

Доказательство. Пункт 1) непосредственно следует из пункта 3) леммы 2.2. 
Пункт 2) непосредственно следует из пункта 4) леммы 2.2 и пункта 3) замечания 
1.1. . □

Следствие 2.2. Многочлен Բ(Հ) =  Р (£ і,..., Հո) гипоэллитпичен относительно 
Հ' = (£і, ...,£*) (к < п, к ,п  е N ) тогда и только тогда, когда для любого
о 6 С многочлен Р  + а гипоэллиптичен относительно Հ՛.

Доказательство, непосредственно следует из пункта 1) следствия 2.1 и опреде­
ления 3. О

Пусть к , п €  N , k  < п .  Обозначим

П"(Р) =  {а." € За ' 6 N5 а  =  (а՛: а") 6 (Р)},

П'-(Р) =  {а" £ NX՜* ,  За՛  =  (0..... О, ajt 0,..., 0) 6 ІѴ0* а  =  (а '; а") € (Р)}, j  =  1......к

а через 3?(П"(Р)) и ЩП"(Р)) характеристический многогранник в Rn~k наборов 
П"(Р) и П"(Р) j  = 1,..., А: соответственно.

Л емма 2.3. Пусть к , п £  N  и к < п. Если многочлен Բ(Հ) = Բ(Հւ,—,Հո) =
=  Z) гипоэллиптичен относительно Հ՛ =  (£і, —,£к), то Й(П"(Р)) =

ае(Р)
=  ЩЩ(Р)) j  =  l , . . . , f c .
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Доказательство. Пусть, наоборот, прн условии леммы существует индекс jo :
1 < jo < к для которого 5?(П''о (Р)) փ 3?(П"(Р)). Так как П''0(Р) С
С П"(Р), следовательно ЩЩ0(Р)) С Я(П"(Р)), то это означает, что существует
А" е  Л(К(П"(Р))) для которого

(2.2) <*п"(я)(Л") =  sup («Л А") > sup (р)(А") > 0 .

Из определений ішожеств П"(Р) и П "(Р ) в силу (2.2) имеем, что существу­
ет թ е  (Р),0" е  П"(Р)\П" (Р), следовательно £  Рз Ф 0 Для которого

ԼԲ"է л") =  dn"(p)(A"). Представим многочлен Р  в виде суммы А =  (O'; А"), 0' 6 Rk 
однородных многочленов

p i t )  =  ' E m )  =  Е  Е
i = 0  j —Q a G (P ) ,(a ,b )= d j

где do > ... > dw-
Из определений вектора А и множества П"(Р) имеем

(2.3) do =  max (а, А) =  max (а", А") =  max ( і А") =  dn»(p)(A").
V ՛  а€(Я) ае(Я)4 *"€П"(Р) 1 ,4  '

Отсюда, в силу (2.2), имеем, что do =  dn»(P)(A;/) > 0.
Пусть G(P) =  {а 6 (Ро),ау =  Pj ,j  =  1..... k , j  փ jo}, mjo(0) = max aJo

q E G (P j

И Go(P) =  {a e  <7(P),a* =  mio(0)} =  {a =  (У ;»7') € G(P)}, где У  = 
( f t .  • • • i f f jo —1 > A s)*

Из определения множества (?o(P) следует, что £?о(Р) ^  0 и поэтому существу­
ет точка a € R£~k для которой

(2-4) Е  а“ ’ ° а” =  сі ^  0
o GGo(P )

Рассмотрим поведение многочленов Р  и Dj, Pj(£) j  =  о , М  на {^*}J11 С Л", 
где =  0, j  = 1 j  փ յ՚Օւ Հյ՚օ =: (£;/)* =  a ■ sA , s =  1,2,..., а e > 0 пока
произвольное число. Из определений последовательности {£*}“ ], и множества 
П* (Р ) («»* ДО a  6 (Р) а"  £ П £(Р), то ((£')*)“' =  0в =  1,2,...) с некоторой 
постоянной օշ > 0 имеем при всех в =  1,2,...

(2.5) І-РКЧІ = Е —
Е  °« (& )ау° ( ( п т "

а€(Р) а6(Р),а"еП"(Р)
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aaseo>° аа " з ^ "  ՝х")
ае(Р).а"еп-'0(Р)

где mjо а6(/>)“ ^п ''о(Р) Qj0 ՛
Из определений многочлена Р0 (а е  (Ро) < = >  а  е  (Р), (а, А) =  (а", А") = 

=  <fo)i мультииндекса V , числа ա յօ (0), множества Gq(P) и последовательности 
{^*}“ і в силу (2.1) при всех 3 = 1 ,2 ,...  имеем

(2.6) |£ £ Р 0(Щ  = Е  a° ( Z Z ֊ z пт(К')*)а'^ ' ( ( П ' ) ° "
а€(Р).о'>7' Ѵ ' ' ՛

^  а0 7 ;! а°" s (q" ,v,) = c i - s do.
абСо(Р)

Аналогичным образом с некоторой постоянной сз > 0 при всех j  = 1,..., М  я 
з =  1 , 2,... имеем

(2.7) І ^ Р о О  < сз • в^ ^ о ( Л ֊ т іот  при т .о(і) > т .о(0)і

(2.80 l-D^-Pj(?*)l =  0 при mj0(j) < тіо(0),

г д е т іо0-) =  ае (т а х ^ . (^ о.

Из оценок (2.6)-(2.8), (2.8') при достаточно малых е > 0 (в силу (2.2) и (2.5)) 
при s —► оо имеем

0 1Р(Ц ‘)
Р ( ? )

> сі • д^°(1 +  0(1))
~  d n "  (Р ) (^ " ) + * ” >іоՇշ ■ 3 »

• 00.

Полученное соотношение противоречит условию леммы, так как 7 '  փ О mJO (0) >
о, (£')* —)• оо при s - у оо (£? =  «*, 1 <  jo < к), и доказывает справедливость 
утверждения. Лемма 2.3 доказана. □

Следствие 2.3. При условиях леммы 2.3 для любых 1 < j i  < ... < ji < к 

(1<к)
m ' L . . Jt(P)) = m " ( P ) )  где Я(П£....,.(Р ))

характеристический многогранник набора

П " ( Р )  =  {а" £ NS~k, Э а ' е ^ ,  су = 0, j  փ j u ..., ji, а  =  (а'-.а") € (P)}. 

Доказательство, непосредственно следует из леммы 2.3 так как

П " ( Р ) С П £ ....Л (Р) с  п "(Р )

и следовательно Эі(П"(Р)) =  Я(П£(Р)) С 3R(n''i J((P)) С 5К(П"(Р)). □



Следствие 2.4. При уыовиях леммы 2-8 ил«еел<

ordjP =  max պ  =  ordk+iQj j  = k + 1, ...t n,
1 o€(P)

где Q j M ,  ft)) 9  ԲԱՀ՛, 0,..., 0, ft, 0...0)) j  =  к + 1 ,.... n.

Доказательство, непосредственно следует из леммы 2.3, если заметить, что
n " ( Q i ) = n J T ( P )  j  =  к +  1,...,п. □

3. Н екоторы е с в о й с т в а  м н о го гр ан н и ко в  

Л ем м а 3.1. Пусть ո Շ N . Если многочлен

P((ft;i?)) =  -P((ft,»ft..... Vn))=
а=(а,.«е(Я),/9бЛГ0"

гипоэллиптичен относительно f t ,  то многогранник 5?(П"(Р)) С Д" правиль­
ный, где

П"(Р) = { 0 е  N$.Ваі 6 лг0 а  =  ( а ь ^ )  е  (Р)}.

Доказательство. Пусть, наоборот, существуют д € Л(3?(П"(Р))) с  R+ и индекс
j  : 1 < j  < п  для которого < 0. Ради определенности (см. пункт 3 замечания
1.1)

м' =  0*і.....м ) > 0  (1 < I < п) и ц" = (jil+i...... /іп )< 0 .

Через £̂п"(Р )(аі) и  <Іп (П"(Р))(а4) обозначим

dn"(Р)М = max («Л թ) = max {В,ц)=  max (В, и),
'  ; ѵек(П"(Я)) рек°(П"(Р)) реп«(-Р)

<ІігП"(Я))(аО =  max max (у, и),լ 0е«°(П"(Р)) *>еП(£)
где для данного 0  е  Nft Щ0) = {і/, и е  Л£, и < թ}. Так как ц  е  Л(81(П"(Р))), 
следовательно существует 7  6 Э£°(П"(Р)) для которого 7" փ 0 и

С3՛1) (7. м) =  <*п"(Я) (/0-

Отсюда в силу предположения ц" < 0 имеем

(3.2) <*П(П"(Р))М >  ձը՚Հբ)(թ).

Пусть

А(Р,У ') = {а = (ац0)  е  (Р),0“ > 7"} ֊  ճ 1( ^ 7") Ս Л і(Р ,7") =

=  {а =  (а ц ^ ) G А(Р,у"),  (/^, p') =  ^П(П''(я))(д)}и

U{a =  (qi;/9) e  A(P,')"), { 0 ,/i') < 4щп"(Р))(р)},

Ао(Р,У)  =  {а =  (ац/З) e  ЛіОР)7" ) ,0" =  У'},
56

В. Н. МАРГАРЯН



mi =  max а ,,
(аиР)еЛі(Р,-г")

M W )  = { а =  (m i;0) 6 А0(Р,7")}

для V € N $ y  =  (t'l, •••, ւ՜ւ) и і/ =  (b'f+i, і/п). Так как из определений мульти­
индекса 7  и числа mi следует, что Ло(Р, -у") փ 0, то существует точка а € для 
которого

(3.3) Е  а“ч0 ’ Ѵ '!а^ =  сі փ 0.
Q=(mi ;/3)е.Ао(Я,У')

Не трудно заметить, что

(1 ) для любого а  =  (а-і,/?) е Л і(Р ,7")

(3.4) (/?',й') +  (/?" ֊  7 " ,Հ )  < dn(n-(P))M , 

где

(3.5) <іП(п"(Р))(м) > ^П(П"(Р))Ы =  max (/З',м')>

(2) для любого а = ( с ц , Р ) е  А і(Р ,7 /') \Л 0(Р ,7")

(3.6) (Д՜,/і') +  (Д" - 7,/іМ”) < ^гі(П"(Я))(м) -  min Hj.

Рассмотрим поведение отношения Х^/Р((&;»?))/Р((£і;ч)) на последовательно­
сти {(ft; т?')}“  j С Я ՞4՜1, где f t  =  з '^ г /У  = а • в*', (т?")4 =  з^" в =  1,2,..., а 
е > 0 пока произвольное число

m? =  ardxP = шах а і  > т \.
(аі;«е(я)

Так как Л (Р.У ') =  Ло(Р)7") U (A0(P, Y')\A>CP,t")) U (А і(Р ,У ')\Л 0(Р ,У /))и 
иД і(Р ,7") =  Ас(Р,т") и В і (Р ,т") Ս Вг(Р,7") Ս ճ ւ(Р ,7"), то в силу соотношений
(3.3)-(3.4),(3.6), определения множеств Ло(Р,т//)І Ві(Р,Ѵ' ),  ^շ (Բ,դ")1 А(Р,7")
и чисел m i,m °, <іп"(Я)(м)і ^п(п"(я))(м)і ^п(п"(я))(р) с некоторой постоян-
ной Ըշ > 0 имеем

, .  А " ! . а /9'  . . е а 1+ (/9' , д ' ) + « » " - 7 " .м " ) |  >
1 » \ І  —

О МНОГОЧЛЕНАХ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОТНОСИТЕЛЬНО ГРУППЫ

|Д/<-Р((£*і,?*))І — I 5Z  а“ і:^ ՛ сд// _ y / \ j
(О і:^)еА(Р,У') ^  '

>1 £  а0іі^ • т"! • аР‘ • sE“1+^  ’,*^|—
(а,;,9)бАо(Р,7")

֊ I  £  ааіі0-7"!
(а1;/3)бВ,(Я.У')

I V  Я „ . . аР ' . .«.,+СЛѴ)+(/»"-ѴѴ')|_- I  2 ^  а“ іів (ап _  умі а 8 1
(а,;«бВа(Я,У') '
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V - &"'• - 3' „еа,-К0Ѵ)+(0"-Ѵ'.И") | >  <՝- I  2 ,  a^ s - (j3„ _ 7- ,^ - a  в I -
(аі:5)бДі (ЛУО

>  Сі • s rm i+ dnCn"<*»M -  Շշ ■ St<՝m i~ 1)+dW '< '™ (jl)-

— Շշ ’ S — — °

Отсюда ири достаточно малых е > 0, в силу (3.5) имеем, что

(3.7) |£ # > ( (Й ; Հ))1 > сі • 5*mi+<<n(n"(j»))0*)(1 +  0(1)).

Для многочлена Р  с некоторой постоянной сз при всех з =  1,2,... имеем

(3.8) |Р((«;г?'))| =  | £  ааі:<г ( Я ) в1(»?')дІ =
(а,;/»)€(Р)

=  | £  aQl;0 • а*9' • < с3 ■ а^+^п 'Ч Р)^).
/Sen"(p),(ai:/3)e(p)

Из оценок (3.6) и (3.7), в силу (3.2), при достаточно малых е >  0 имеем 

ІД £^((й;»?, ))І/Ір ((£*;’?'))І ^  — •**° ^ " ^ » м - Ла" ^ м+фЛ1- т°) -> оо,^ Сз
когда 8 -> оо. Это противоречит условию леммы так как ■у" փ 0 и Հ' = в* -*
оо при - у оо. Полученное противоречие доказывает, что при условии леммы 
многогранник Я?(П"(Р)) С Д” правильный. Лемма 3.1 доказана. □

Следствие 3.1. Пусть к < п. Если многочлен Р(£) =  Р(£і, ...,£„) гипоэллип­
тичен относительно Հ' =  (£і, ...,£*)> то многогранник &(П"(Р)) правильный.

Доказательство, непосредственно следует из леммы 3.1., если заметить, что в 
силу пункта 1) предложения 2.1 многочлен Qi(£i;£") =  Р(£і,0, ...,0,£") (£" =  
(£k+ii'“i£n)) гипоэллиптичен относительно ( і  а в силу леммы 2.3 и следствия 
2.4 получаем Я(П"(Р)) =  Я(П"(<Эі)). □

Л емм а 3.2. Пусть k , n e  N  и к < п. Если многочлен Р(£) =  Բ(Հլ, ..., Հո) =
=  Т, аа£а гипоэллиптичен относительно Հ՛ =  (ft, Հհ), то И (РиП "(Р)) С 

<*е(Р)
С R+ правильный, где ТС'(Р) = {(O'; а") 6 N $ ,a "  е  П"(Р)}.

Доказательство. Пусть, наоборот, существует А € А(ЩР  U П"(Р))) и индекс 
jo ■ 1 < jo < ո для которого AJ0 < 0. Представим многочлен Р  в виде суммы А - 
однородных многочленов

р(о=Еже) =  Е  £  а°£а.
і=О j=0 (a,X)=dj

где do > ... > dM, do > О, 0 е  Я(Р).

В. Н. МАРГАРЯН
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Пусть mjo (j) = ajo j  = 0 , М.  Так как A - нормаль (ո -  1) - мерной

некоординатной грани, то не трудно заметить, что существует мультииндекс /9 £ 
%°(Р и  П"(Р)) Ո (Р) для которого 0jo > О следовательно mJO(0) > 0. Пусть 
В з  О'; 0 < j < M ,  rrij0(J) > mJO(0)},

X з  -  mjo(J) ■ Xj0}, B l =  {j e B, d3 -  mjo(J) ■ Xjo = *},

<  =  0') (>  > 0).

Так как 0 6 В,  то отсюда, в силу предположения А]0 < 0 имеем, что

(3.9) Х >  d o -  mJO( 0)АЛ >  0.

Поскольку do > ... > d\i  и Хіо < 0, следовательно dj/AJ0 < dt/Xj0 при всех 
j  < I, j , l  = 0, то существует единственный индекс j i  : 0 < j i  < М  для 
которого m.j0(ji) =  mj0, так как в обратном случае при j , l  € B \ , j  <1 имели бы

0 ')  =  =  m JO(l) .
Лзо *ja

Отсюда имеем, что

Ш £ о  =  ե՛ւ} и  0 ՜ : 0 <  j  < < mjo(ji)}U

U{j : 0 < j  < M, mjo(J) > mjo(ji)} =  {ji}  U Gi U G2.

Рассмотрим следующие возможные случаи
1. А' £ 0  2. А/ < 0 г д е А / =  (Аі,...,Ак).
Пусть X' 0. Тогда, существует I : 1 < I < к такое, что А; > 0. Рассмотрим 

поведение отношения
о™>вЫр(а)/р(о

на последовательности С Я", где ՀՀ = а ,зх> j  =  1,..., ո, j  փ

Փ jo и Հյ0 = зХі0 3 =  г> 2> •••» a точка a (jo) =  (“ լ > -> aio-i>aJo+b •••»«ո) e 
6 Д ^ ՜1 выбрано так, чтобы

(3.10) Е  aa aQ(j'o)(io) mJ00'i)! =  Cj 5^0.
об (Р).<*̂0 —ml0 (ji)

С некоторой постоянной օշ > 0 при достаточно больших з имеем
м

(З.и) |Р«*)| = £  |Pj(€*)l < е» ■ «*(і + о(і)).
3=0

Из определений чисел m j 0( j i )  и х> в силу (3.9) при всех з =  1,2,... имеем
(3.12)

Р * #№)Р*(€')1 =  I Е  aQ - a ^ O o )  • т л Уі)1-в(віА)- т і«(і,)А* | =
ae(P).aj0=mj0Oi)

О МНОГОЧЛЕНАХ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОТНОСИТЕЛЬНО ГРУППЫ
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_  C j . s ^ h  —mio (Л)**> =  Ըլ  . з * .

При j  6 Ci из определений чисел mj0 (j) и j i  имеем, что

(3.13) D Z * Ul)Ph {? ) = 0 s =  1,2,...

Так как Xjo < 0 и mJo(j) > mjo{ji), то при j  6 G2, с некоторой постошшой с3 > О 

имеем, что
(3.14)

и > г-ш ъ ( о і  - 1 Е  =
q 6  (P )-ojo —m Ja Сй )

= Сз • sdi - mioVriXio =  0(3di - m1o(ji)*,j0) _  0(5*).

Так как АЛ < 0, т Л (0) > 0, следовательно в силу (3.8) d0 < г іо -т Л (0) Aj0 <
то из оценок (3.9) - (3.13) при s —> оо имеем

Р(£')
jeGiUOa J° CiSx(l +  0(1))

|Р(?)І ՜  W do(1 + 0(1)) ՜* 00՜
Э то противоречит условию леммы и доказывает, что при условии леммы случай 
1) не возможен. Рассмотрим случай 2). Сначала покажем, что при условии леммы 
в случае 2) А' =  0 и следовательно к + 1 < jo < п  (AJ0 < 0).

Предположим обратное, что при условии леммы в случае 2) для некоторого 
1:1 <1 < к Аі < 0. Так как А - нормаль (п - 1 )  - мерной некоординатной грани 
многогранника ЩР  U П"(Р)), то существует мультииндекс թ 6 SR°(P Ս 
Ս П"(Р)) Ո (Р) для которого փ 0 и (уЗ, А) =  do- Поскольку, в силу определения 
множества П"(Р) /9" =  { Р к + і 6 8і(П"(Р)) С R+~k, то (0՜, թ") €
6 ЩР Ս П"(Р)) и следовательно

09",А")< Н е ­

откуда (Բ', А') > 0. Это противоречит предположению А| >  0 так как Д  >
> 0 . 0j > 0 и Ал- < 0 j  = 1.....к, j  փ I. Полученное противоречие доказывает,
что при условии леммы в случае 2) А' =  0. Тогда

(f t)  =  խ  е  (Р), (а, А) =  do} =  {а =  (o 'а") 6 (Р), (а", А") =  do}.

Пусть

<  =  І« 'І . М Р )  =  €  ( f t ) ,  | а |  =  է Հ } .

Рассмотрим поведение отношения

^ 7 о(0)р (о / р ( о
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на последовательности {£*}“  г С Д", где ՀՀ =  ас j  =  1,...,* (£")* =  a . аУ
£ > 0 пока произвольное число, а точка a 6 R£~k выбрано так, чтобы

(315) £  °а • (Օ)!օ“"է*«)(յ0) =  С4 /  О,
г>еА0(Р)

где ДЛЯ точки Ь =  (Ьк+і , ..., 6„) 6 и числа յ 0 : * +  1 <  j 0 <  ո

Ь(7о) — (bfc+i,..., bj0—i, bj0+i , ..., 6n).

Так как A' =  0, следовательпо (a",A") =  d, для любого a  6 (P,) j  = 0 
то с некоторой постоянной c$ > 0 при всех з имеем

О МНОГОЧЛЕНАХ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОТНОСИТЕЛЬНО ГРУППЫ

М А/
(3.16) | Р О < Х > ; ( П 1 < £  I £  аа ф Т ' . ( а Ѵ " ) “" |<

J=0 J=0 ae(P),(a'',V')=dj
M

< c s J 2  Sd>+ ։ m ' <  c5 • «*>+•"»'(1 +  0(1)),
3= 0

где m ' =  max la7! > m'Q. Из определения числа m ,o(0). в силу (3.14) при всех 
а€(Р)

я =  1,2,... имеем

|£ С ° (0)Ро(О І =  I J 2  aQ-mJO(0)!oQ"Wo)(io)-se|Q,|-e(“"-A" b ”*io(o)^0| >
ae(ft),aJo=mJo(0)

(3.17) >1 £  aa ■ r7ijo(0)!aQ̂ °^(jQ)| • srf«֊mJ0(°) A>o+emo —
aeAo(P)

- I  J 2  a“ ՛ m>o(0)!aa(io)(io)| ■ =
ae(ft)\A 0(P)

=  C4Sdo֊mjo(°)-A>o+emi( l  +0(1)).

С некоторой постоянной се > 0, іфи j  =  1,..., M, аналогичным образом имеем

(3.18) |Д £ '0(0)іМ О І < се ■ 8||г " ,л(»)'Ч+™ ,1

Из оценок (3.15)-(3.17), так как dj < d0 j  =  1..... Л, AJ0 < 0 и тпіо (0) > 0 то,
при достаточно малых е > 0, когда в - ю о  имеем

|я™іо(0) W ) l  ֊  £  \D liaWm ՛)I
1 = 1

(3.19)
D m i o W p { V )

P ( ? ) № ) l

> C4 • s^ - m i0m-Xl0+Cm'0 _  ^  , 3d,-m io(0).A,0W (1 +  Q(1)) =

~  cs • ado+lTn' cs
Это противоречит условию леммы так как (£")' —» оо при з -> оо. Следовательно,
многогранник ЩР U П"(Р)) правильный. Лемма 3.2 доказана. □

->  0 0 .



Лемма 3.3. При ус.ювии лелс-мы 3.2 д.гя любого А 6 Л(5?(Р U П"(Р))) А" = 

(А*+і,—, А„) > 0.

Доказатпелъство. В силу леммы 3.2 имеем, что для любого А 6 Л(-Э?(РиП (Р))),
А > 0. Предположим, обратное, что при условии леммы существуют А е  Л(3?(Ри 
П"(Р))) и индекс j o  : k + 1 < j o  < п  (не умаляя общности будем считать, что 
j 0 = к + 1) для которого с учетом выше сказанного А*+і =  0. Проводя аналогич­
ные рассуждения как при доказательстве пункта 4) леммы 2.2 и учитывая, что 
А*+і =  0 получим А' =  (Аі,..., А*) =  0. Так как А нормаль к (п -  1)- мерной неко­
ординатной грани многогранника А € Л(Э?(РиП"(Р))), то в силу вышесказанного 
существует индекс j i  : к + 2 < j i  < п  для которого Aj, >  0. Пусть ради опреде­
ленности А̂  =  0 j  = I , ...,к + 1, 1 <1 < п  — к я Xj > > 0 j  = к + 1 + 1 ,...,п.
Представим многочлен Р  в виде суммы А - однородных многочленов

^ ( 0 = i S ( « = E  Е
j=0 j —0 ae(P),(a,A)=dj

где do > ... > dM• В силу предположения Xj = 0  j  =  1, к + 1 имеем, что
Ո

(Po) =  { a 6 (P ) ,(a ,A )= d o }  =  { a 6 (P ) ,  £  ayAj =  do} =  {a  6  (P), (a", A") =  do}.
j= k + l+ l

Так как A - нормаль к (ո — 1)- мерной некоординатной грани Э?(Р Ս П"(Р)), то 
существует мультииндекс թ € (Ро) для которого Рк+і ф 0. Пусть

m*+i(0) =  ^ ш а н і ,  А(Р0) =  {a € (P0),a*+i =  mfc+i(0)},

ա ' ՜ ՜  с ^ м к )  =  6 A(p °)՛ lQ'l =  m '}-
Из определения множества Лх(Р0) имеем, что ^ (Р о )  ф 0, следовательно суще­
ствует точка Ь 6 ՜ * ՜ 1 для которого

(3-20) Е  а° ■ m*+1(0)!ia (*+1) ф Сі /  0,
oiSAi(F\i)

где а(А+1) =  (а*+2, а п)- Рассмотрим поведение отношения (0)Р(£)/ Բ(Հ)
на последовательности {£“ ,}, где Հ] =  պ  • s ',  j  =  1, aj 6  R> j . =  1 ,...^ ,
«+1 =  Հ' = bj ■ aA*, j  = к + 2,...,n, а e > 0 пока произвольное число. Из 
ввда вектора А и определения числа тп' с некоторой постоянной օշ > 0 при всех 
а = 1,2,... имеем
(3.21)

м  м
І-Р(С*)| < |Ро(?я) |+ 5 ^ |Р /(О І  < C2-sdc+e'm'+c2Y ^ 8 ^ +e'A' = c2-edo+em' (1+0(1)). 

i= 1 j= 1
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где т' =  max la/I. а е(Я)
Из определения числа т к+1(0) и вида А (А*+1 =  0) в силу (3.18) при доста­

точно больших з с некоторой постоянной имеем

(3.22) \І> Ж ՝10)т ' ) \  =  1 Е  aQ .m fc+1(0)!6“(*+1) . s(“"-V')-a*+1.Ak+l| =
о ел(р ь )

=  1 £  ao -m fc+i(0)ba(fc+1)-sdo+ela'l| > I ^  aa • m*+1(0)6Q(fc+1>| • sdo+em'_  
aeA (fb ) • a€A i(Fb)

-  £  |aQ • m*+i(0)ba f̂c+1̂ | • з̂ о+еі**'! > Cl . , 4 W  _  C3 . edo+e(m'-l) _
абД(Л.)\А ,(ЯЬ)

=  Ci •Sdo+e:m' (1 +  0(1)).

Для j  = 1, M  аналогичным образом с некоторой постоянной շհ > 0 при всех 
я =  1,2,... имеем

(3.23) \DT+il{0)P j(O \  =

а~ • -------- Qfc+1՛-------- - деІа#І . տ(°">*")-(“*+ւ-”»*+ւ(0))-**+ւ
a w Z > mk+m  ( « w - « w W ) ) i

<  Сз • 3di+c™՛.

Из оценок (3.19)-(3.21) при достаточно малых е > 0, в силу того, что dj <
<do j  = имеем

ռ ^ +Հօ)բ( ր )  т е г (0)* ь ( о I -  е  I
I k + 1  )  I >  __________________________________յ ը չ ___________________________

1 P it ’) 1 -  № ) l

Полученное противоречие доказывает справедливость леммы 3.3. □

Л ем м а 3.4. При условиях леммы 3.2, при всех и" 6 П"(Р) для которых суще­
ствует 0 փ і /  € Я* такое, что («/; и") € ЩР Ս П"(Р)) многогранник

3(Р, и") =  { ^ 6 Д ‘ , (^ ;  И )  е ЩР  Ս П"(Р))} С Rk+

вполне правильный.

Доказательство. Пусть {AJ}yLj =  А(ЩР  U П"(Р))), т  € N.  Тогда Щ Р U 
П"(Р)) =  {у 6 Я£, {у, Aі) < d(\ i )  j  =  1.....m}, где

d(AJ) =  max ОлА^) j  =  1..... m.
^еМ (Рип"(Р ))
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В силу пункта 5) леммы 2.2 и леммы 3.2 существует г e N , r < m  такое, что быть 
может после перенумерации {А *}^ А-’ >  0 j  =  1 ,— ,г  и (А )■’ =  (Aj,..., А )̂ =
О, (Х'У = (А{+1.....Հ )  > 0, j  =  г +  1...... т  если г < т. Так как

Э(Р,„") = е  Д * ,( і / , (УУ) < d(А>) -  (И,(А"У) j  =  1 ,...,m},

а в силу условия ( і / ,  О  €  ЩР  U П "(Р )), ^ / 0  леммы (»/', (А")֊') <
< d(A^) j  =  1, ...,г, (И , (А"У) < d(A'), (✓, (A')J) =  0 j  = r + 1,.... m если
г < m, то

9(P, */') =  { ^  € Л*, («/, (A')>) < d(A') -  (И , (А"У) i  =  1........... r}

Так как (Х'У > 0  j  = 1,..., г то отсюда получаем, что

Л ( Э ( Р , 0 )  с  {(А'У/1(А')ЛЬГ=1.

следовательно 0՝(Р, і/) € Д* является вполне правильным многогранником. Лем­
ма 3.4 доказана. □

Следствие 3.2. Если при условии леммы S.2 для а  =  (о/; а") е  (Р) Щ փ 0
1 < j  < к, то а ՛ — е* 6 Э(Р, а")\5Э(Р, а"), где е? = (0..... 0,1,0,..., 0) единичный
орт по j -таму направлению в R k.

Доказательство, непосредственно следует из вполне правильности многогран­
ника Э(Р, а") (см. лемма 3.4). □

4. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Пусть к < п, (Р) С JVjf некоторый набор а множество П"(Р),П у(Р)
j  =  1, ...,к по набору (Р) и числа к определены как в §2. Через G(P) обозначим

G(P) = Ш°(Р) Ո К°(Р Ս П"(Р))

где множество П"(Р) по П"(Р) определено в §3. Очевидно, что G(P) =  Э?°(Р) 
тогда и только тогда, когда ЩР) правильный.

Л емм а 4.1. Пусть к ,п  6 N ,k  < п и для многочлена Р(£) =  Р (£ і,...,£„) с 
некоторой постоянной Сі > 0

(4Л) Щ < С і( |Р ( О І  +  1) Ѵ£е R n.
a * G (P )

Если для любого j : j  = 1, ...,k ЩЩ(Р)) = Щ П"(Р)), т о  существует посто­
янная շշ > 0 для которой

(42 ) J 2  іе^І < с з ( № 1  + 1 ) ѵ? 6 д п, \е\ >  1 .
ае*г°(/>иП"(Р))

В. Н. МАРГАРИН
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О МНОГОЧЛЕНАХ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОТНОСИТЕЛЬНО ГРУППЫ

Доказательство. Тіак как для любого набора А С Nft 3?°(Л) С А и П"(Р) =  
{(O'; а") € Atf, 3о/ € А# (а'; а") е  (Р)}, то Я °(Р и П "(Р )) =  G(P) U {а" е 
Зг°(П"(Р))}. Следовательно для любого /9 6 3R°(P U f l"(P))\G(P)0'  =  0. Так 
как по условию леммы Э?(П"(Р)) =  Й(П"(Р)) j  = l,...,fc, то для любых 0  6 
Зі°(Р U fi"(P ))\G (P ) и индекса j  : 1 < j  < к существует мультииндекс а?{0") = 
( 0 , 0 , otj(fl"), 0 , 0 , Բ"),ctj(P") փ 0 такой, что (оу (/?"),/9") е  ft°(Qj) (см. след­
ствие 2.4), где многочлен Qj по многочлену Р  и индексу j  : 1 < j  < к опре­
делено в пункте 1) предложения 2.1. Отсюда непосредственно получаем, что 
а*(0") 6 3?°(Р UП"(Р)) следовательно оі>{0") € G(P) {щ{0") փ 0), j  =  1 ,...,k.

Тогда для любого f  6 Я" при |f '| > 1 в силу оценки (4.1) с некоторыми 
постоянными сз, С4 > 0 имеем

Е К*!- Е 1̂ 1+ Е 1̂1 =
0eR°(Pun"(P)) ^eG(P) Эб*г°(яиП"(Р))\с(Р)

= Е і̂ і+ Е кп '̂і<
^ес(р) /9"е9го(П"(Р))

< Е і̂ і+сз Е ЕкпГіе^Ѵ
^ес(Р) /9"ея°(П''(Р)) і= і

« Е і̂ і+«* Е  Е і г ^
0eG(P) Р''€К°(П"(Р)) ;= і

<С4 53  |ГІ<С4 -С1(|Р(0 | + 1).
aeG(P)

Лемма 4.1 доказана. □

Замечание 4.1. (см. [41 или [5])

(1) Если многочлен Q(£) =  Q (fi,...,£n) регулярен, то
(a) для любого а  6 !R(Q)\05l(Q) при |£| —► ос Հռ/Չ(Հ) -> 0,
(b) существует постоянная с > 0 для которого

Е m<c(iQ(oi+i)
o€«(Q )

(2) Если х.м. регулярного многочлена правильный, то Չ(Հ) - у  оо при |£| —> 
оо.

Теорема 4.1. Пусть к < п. Если для многочлена Р(£) =  P(£i, ...,?п)

(1) для любого j  : 1 < j  < к Й(П"(Р)) =  Э?(П"(Р)),
(2) с некоторой постоянной с\ > 0 выполняется оценок (4-1),
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(3) Я (Р иП "(Р )) правильный,
(4) Л+Я(Р U П"(Р)) Ф 0 и для любого А 6 Л(9?(Р U П"(Р)))

А" =  (Afc+ii ...| Ап) > О»
(5) д.гя любого а =  (а'; а") 6 (Р), а  V  О Э(Р, о")- вполне правильный, 

то многочлен Р  гипоэллиптичен относительно Հ' =  (ft, ...,ft).

Доказательство. В силу работы [7] достаточно показать, что для любой после­
довательности {£}“ і С Лп при s —► оо

(4.3) D o / ( n i / T O H o
і=1

как только KfO'l - у оо при а -ч оо. Из условия теоремы, в силу леммы 4.1 и 
пункта 1) замечания 4.1 существует постоянная cj > 0 для которого

(4.4) М О  =  £  l f* l< c ( |P (O I  +  i)  ѵ с е л п, \ Հ ' \ > ւ
a 6R (Pun"(P))nW 0"

В силу пункта 2) замечания 4.1 и условия 3) теоремы из оценки (4.4) следует, 
что существуют постоянные сз > 0 и է > 0 для которых

(4.5) м о < с 4 і ^ ( о і  ѵ £ € д п, \?\ >  t.

Из определения функции hp и оценки (4.5) непосредственно следует, что для 
доказательства соотношения (4.3) достаточно, показать, что для любых а  6 (Р) 
и j : 1 <  j  < п, при aj > 1

(4.6) ( е т ֊в7 м **) -> о.
когда s —► оо, где е? =  (0,..., 0,1,0,..., 0) единичный орт по j  - тому направлению 
в R n. Если k + 1 < j  <п ,  ю  в силу пункта 4) теоремы

а  -  е* 6 ЩР  U n"(P))\<95i(P U П"(Р))

и выполнение соотношения (4.6) для таких а  непосредственно следует из пунк­
та 1) замечания 4.1 Пусть а  = (o'; а") 6 (Р) и а /  >  1 1 < j  < к. ТЬгда 
на основании пункта 5) теоремы, в силу леммы 3.4 ЩР, а") С Л+ вполне пра­
вильный и в силу следствия 3.2. а' -  (е'У =  (сц..... -  l .c ^ + i,. ..,<**) е
Щ Р,а")\дЪ{Р,а"). Пусть

к р { е ,е ? ) ш  £  \ e f -
0 'е і >°(Я,а")

Тогда в силу пункта 1) замечания 4.1 при а ч о о  (так как !(£')»| -у  оо при а -> оо)

l((f /)*)a'- i e'iJIA p (( 0 41«,,) ֊+oo.
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Так как (не трудно заметить) с некоторой постоянной с3 > О 

І(€")“"| • М £ '.  а") < < * М 0  е  Rn, 

то отсюда, поскольку Ля(£*) -* оо при s -» оо,

I ( е т ՜* '  I „  а |( ( П ‘)а"і • о ( Ы ( е г ։а ")) п

1 М * ')  1 -  І((П *)“"І • Ь р ((( ') ',а " )  +  М € * ) - * 0
когда з -ю о . Этим утверждение теоремы 4.1 доказана. □

Теорема 4.2. Пусть к ,п  Շ N ,k  < п и для многочлена Բ(Հ) = Բ{Հւ,-,Հո) 
выполняется оценка Հ.1. Д ля  того, чтобы многочлен Р  был гипоэллитпическим 
относительно Հ՛ =
=  (£і,...,{*) необходимо и достаточно чтобы выполнялись условия 1), 3)-5) 
теоремы 4.1-

Доказательство. непосредственно следует из лемм 3.1-3.4 и теоремы 4.1. □

A bstract. For a class of polynomials a necessary and sufficient condition is found 
for those polynomials to be hypoelliptic with respect to a group of variables.
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1. В в е д е н и е

В настоящей работе мы продолжаем изучение кв аз апериодической (КП) ин­
терполяции /лг,ш(/і х),тп>  0 (тп целое), х  € [—1,1], которая интерполирует /  на 
равномерной сетке

(1.1) ** =  ֊ .  1*1

и точна для квазипериодических функций
ОДГ

(1.2) w

с периодом 2/<7 который стремится к 2 при N  —¥ оо.
Идея КП интерполяции предложена в [2]. Работы [7] и [8] рассматривают 

Լ շ ( -1 ,1)-сходимость и поведение в окрестностях і  =  ±1 с точки зрения пре­
дельной функции. Некоторые результаты представлены также в [5] и [6].

Здесь, рассматриваем поточечную сходимость КП интерполяции на (-1 ,1 ) и 
получаем точную константу для главного члена асимтотической ошибки. Неко­
торые результаты данной работы представлены также в [9].

2. КВАЗИПЕРИОДИЧЕСКАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ

Более подробно рассмотрим основные положения реализующие КП интерпо­
ляцию (см. (1.1) и (1.2)). Рассмотрим новую функцию ք*(է) определенную на
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О ПОТОЧЕЧНОЙ СХОДИМОСТИ КВАЗИПЕРИОДИЧЕСКОЙ ...

[—а, а\ согласно следующей замены переменной

/ 4 0  =  /  =  /(* ), X 6 [—1,1], է е  [—а,а], է = ах.

Тогда, интерполяция f(x )  на сетке (1.1) влечет интерполяцию / ’ (է) на сетке
21с

tk =  e X k =  2ЛГ +  п г + і ՝ И  < N .

Получается, что КП интерполяция фактически интерполирует /*(і) на сетке կ  
и точна для функций elWTlt, |п| < N. Важно отметить, что для т > 0, сетка է* 
(продолженная на числовую ось 2-периодически) неравномерная, так как

ік -  tk- і  =  = h ,  к =  - N  +  1........N,

вто время как 1—4лг+і_лг—(—1) =  ( т + 1 )^ Д п+1 փ հ. Этой неравномерностью и 
объясняется более быстрая (О( N ՜4՜ " 1՜ 1)) поточечная сходимость (Теорема 3.1) 
КП интериоляции но сравнению со сходимостью ( 0 ( N ՜4՜ 1) для чегных q или 
0 ( N ՜4՜ 2) для нечетных) классической тригонометрической интерполяции реа­
лизованной на равномерной сетке (см. [3J). Таким образом, чем больше тп, тем 
более плотнее сетка интерполяции внутри (—1,1), и в результате, тем больше 
точность. Важно также отметить, что функция /* зависит от N  и в теоремах 
сходимости этот факт нужно учесть и хотя /* -> ■ / при N  -* оо, но эта зависи­
мость в сущности меняет свойства КП интерполяции.

Рассмотрим случай тп =  0 для которой сетка կ  равномерная. Тогда КП ин­
терполяция lN ,o(f,x) функции /  совпадает с классической тригонометрической 
интерполяцией դ ( ք , ւ )  функции /* на равномерной сетке 2 k /(2 N + 1), |ձ| < N, 
и соответственно,

м г л ■=յ է  ( ա հ է /  ( ш Ы )  Н

-  է  (տ ա  է  I ( * )  -  '«<'՛*>՛
n = —N  \  k=  — N  '  /

где t =  ax. Тероема 3.2 изучает поточечпую сходимость I n ,о па (—1,1) и приводит 
точные константы для главного члена асимптотической ошибки.

Пусть тп > 0. Согласно вышеприведенным замечаниям, имеем
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где с* неизвестные функции подлежаише определению. Так как (2.1) точна для 
giirnffx ПОлучаем систему линейных уравнений для определения неизвестных

N
eiirn<TX _  յ շ  eb m * tCk(x ) t խ| <  JV. 

k = - N

Отсюда получим (подробности в [7])

1 (  2іѵІ(Хм—к)

-  j r  լ ;  է,-! £  е а,' я % У ^ Г т - 1Л  ,
Հ = ւ  * = ւ  j = —N  J

где v f j  элементы матрицы обратной к матрице Вандермонда

(2.2) и4,* =  а£~а, a t =  8 , /= 1 , . . . ,т ,

которые имеют следующее явное выражение (см. [1])
*-і

(2.3) ѵ £  = -------- п ------------- ^ 7ja } ։ l , s  = l ...... т.
а\ П  (а/ ֊  ак) յ=0

кш 1

Здесь, коэффициенты следующего полинома
т

П ( х - а >) =  ^ 7 і ® і -

Явное выражение для с* приводит к следующей явной формуле для КП интер­
поляции

N

IN,m U ,x)=  Y ,  V ' ™ * .
n = - N

где
т

F n,m  =  fn ,m  — ^  @ n,tft+N ,m t • 
t=1

fn ՝m = 2N + m  + 1  £  f  ( £ )k=—N ՝  '

(2-5) 0n,< =  e^ » m) £  ̂ п Й ы Г 11.
в=1

Из (2.2), (2.4) и (2.5) следует, что

(2-6) Ъ ѵ + к.т  =  0, =  0, к  =  1 , . . . .  m .
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Тогда, ввиду а , ֊ ( ц  = 0 (1 ///) , получим из (2.3), что 

(2-7) » Й - 0 ( Л Г — Ч , ЛГ-Юо,

(2.8) Ѳп,г = О (ЛГ՞*՜1) , N  ч о о .

Через Длг.т обозначим ошибку КП интерполяции Длг,т(/, х) =  /( г )  -  IN>m(f,  х).

3. А н а л и з  с х о д и м о с т и

Пусть /  6 С » И ,  1] и А .*(/) =  /W ( l ) - ( _ l ) f c + v (fcH - l) ,  k = 0 , .. . ,q .  Обозна­
чим через /„  коэффициенты Фурье функции /

f n = \ f ' j { x ) e ~ i*nxdx.

Пусть

( { / .} £ — ) =  ({/.}) =  £

Сначала докажем несколько лемм.

Л ем м а 3.1. Имеет место следующая оценка для |п| < N  при N  -¥ оо

(3.1) я  ( { ( - и * . » е ь . }“  _J  .  +  0  ,

где 0  некоторая константа и р > 0.

Доказательство. Согласно определению Jg (•), имеем
2р

6р ( | (_ і ) - е57 ^ } )  =  (֊ 1 )“+' е ^  յ է  © (_1)
I. iwOkke~?Nlm±\

= (_1)П+РСЖ Й  у  ( V )  (_!)*= у  (іпР П -іУ к*
{ } ’ U tK 2 N  + m  + iy

где

* = о ՝" '  t=о  ..................   ՜^ *

^ t ! ( 2 ^  +  m + l ) ‘ 2pit’

wp .‘ =  1 3  ( £ )  ( - I ) * * *  ~ p ‘ > t ֊ 4 o o  
A =0

и ([10]) u>Ptt =  0, 0 < < < p -1 , wPiP =  (—l)p p\. Это завершает доказательство. □

Пусть /  6 C'7+2m[—1,1]. Обозначим

f i e f t ( x ) ,  x € [ - l , - c r ) ,

(3.2) Г (х )  = < f  ( f ) ,  a: <= [-ff, a ] ,
։ fr ight (x) ,  X  €  (<7,1] ,
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Iд а

ք ^ ՜ ' Տ Գ (  ք - о
• n J ՜  7=0І= 0

Пусть
д  (Ո  ( ՜ 1) " 4* -

Л ем м а 3.2. [8] Яустъ /(«+2т) 6 А С [-1 ,1] Аіе некоторых т  >  1, ? > О

/(*)(_!) =  /(*)(1) =  0, к =  0....... 9 - 1 .

Тогда, имеет место следующая, оценка для n ,N  оо

( а з ,  , ; - Т ^ ± ^ т т Х Т + т + 1 ) І в м + ^ - ’-
І —Ч

Пусть
° °  (_і\г (т + 1 )

ф*,тіе ) - е з  ,2r + x )k+i-
г = —оо 4 7

Л емм а 3.3. Пусть /(«+2т) 6 АС[—1,1] для некоторых т  > 1, q > 0 и

/<*>(- 1) =  /W (1) =  0, fc =  0 , . . . , g - l .

Тогда, имеет место следующая оценка для |п| < N  +  2 т  при N  —ю о
Ч+т +1

X
(3.4)

Р, ( - і)Ч - і  ' Հ Հ '  ! * А у Ѵ Х т  + іу - *
/п 2Лг +  т  +  1 Հհ  Ц і  է ձ  2>֊*(t7r)fc+i(j- -  A:)!

( e ,
\г^0 (2Г+  2N+m+l)  T=0

g—І+2т л(Т) ( 1Հ пг ^ m Հ

r=m  <=1 a—1 /
+  o  ( iV ֊ » - m ֊ 2) .

Доказательство. Имеем (детали см. в (8J)
оо m оо

(3.5) F n ,m =  X I /п+г(2ЛГ+т+1) ~  X I  ^ і  /лГ+М-г(2ЛГ+т+1) > Ո €
г=-оо / = і  г = —оо

которая показывает, что
  m оо

(3.6) Fn,m — fn — X I  /п+г(2ЛМ-т+1) ՜  X I  ̂ п՝е X I  fN+t+r(2N+m+l)-
T&Q t= 1 r=—oo



V f -  _  (~ l)n+1 1 ^  Akj{ f)(m +  1)*՜*
g  fn+г(2УѴ+т+1) 2АГ +  m + 1  g  g  ^ ( i , ) W O '֊ * ) l

^  (_ l) r (m + l)
£  —  2n v fc+i  +  о (AT’- 2՞ * ՜1) ,

2N+TTI+1 J

О ПОТОЧЕЧНО Й СХОДИМОСТИ КВАЗИПЕРИОДИЧЕСКОЙ

Теперь, для |п| < N  +  2 т , согласно Лемме 3.2 и формул (2.5), (2.8), получим

г*0 ^2г +  Т---

V 'f l  . V '  f* _  ( - I ) ՞ * 1 1 V -  A fc j( /)(m  +  l p - fc
g  »•«r 2 ^  W r ( 2 N +m+1, 2Ar +  m +  J g  w  g  2 i֊ fc(i7r)fc+l 0- _ fc),

x e - »  £  Փյէ>ա ( e¥ s m \  Հ Է „-1вт е ^  +  о ( * r r - m - a ) .
/=1  8=1 

Тогда, согласпо разложепиіо в ряд Тейлора

Фк.т +  і ) Г +  0 ( N - 2m՜ 1),
r = О

получаем
оо ք - \ ո_ււ g+2m

V 'f l  У '  ք• _  (~ 1 )՞+1 V ՜? 1 1 у-» Afcj(/)(m +  l)j  fc
2_, Ո./ 2 ^  /N+<+r(2W+m+i) 2jv +  m +  l  ^  N i ^  2J-k(i7r)k+ 4 j -  fc)! 1=1 r=-oo j=q k=0 '

X E  E  + O '  Ё " . : . ‘е , й й й ‘ + « M  •

В завершение, принимая во внимание следующие соотношения

^eaN+m+̂  +  1 j  £  =  ^e2̂ ”՝+1 + ,  т  =  0 ,. . .  rn  — 1,
<=1 s=0

имеем
m оо

Е Ѳп՝1 Y 1  fN + l+ rd N + m + l)  ֊  ձ  + Լ  +  j  
<=1 г=-оо

9+m+i J /ifcj( / ) (m +  iy7*_ - ( у  Sfc.mt՜՜1) ( е іЯ й*т +  i ) T

* фіТ̂ ( —1) J i ,  / 2ІШІ//+І) \ T Հ- ՝ 1 fcwnf*-u\ , Ov
+  £  , £  +  I )  +  о (Л Г - ’ — 2) .

т = т  t= l 3=1 /
Подставляя это и (3.7) в (3.6), получим требуемое. [

Л ем м а 3.4. Пусть /<«+2т) е  А С [-1 ,1] для некоторых т  >  1, ? > 0 и

/№ (_ 1 ) =  / (*}(1) =  0, fc =  0, ...,9 — 1.
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Тогда, имеет место следующая оценка при N  -*• оо

(3 .8 ) + Р )  +  О  ( Л - — г) . ,  >  0 .

(3.9) F -N+P,m =  - F N. p,m +  О (ЛГ«-՞*-2) , р > О, 

где

m m  с  т  Г  Afc«(/)(m + 1),~* f jm)(֊ i)(3.10) и Я,ти) — 2_s 2<,-k+lik%k -m + l(q -ьу  ь™' '
к=0

Доказательство. Имеем из (3.5)
оо т  оо

•FW-p.m =  /лГ-р+г(2ІѴ +т+1) ՜  & N -p ,l  /w + M -rpW + m +l)*
r= -o o  *=1 r= -o o

Согласно Лемме 3.2 и (2.8)

(_!)*+ ! 1 ^  Akj(f)(m  + i y ֊ k
*N- p՝m -  2N  + т + 1 Հհ  N i  ԷՀ V ~ k{™)k+l(j ֊  Jk)l

^ _ 1V> Հ 2* (—l ) r(m +x) A ,  ( ~ l ) r(m +1)
Հ 2fjv-p) \* +1 /  o/^r./x \fc+i

Լ г= - ~ ( 2 ' - + ^ ^ г )  *=1 г= - 0 0 ( 2 ' - + 5 тШ т )  ,

+ о (лг-9-՞1֊ 2) .

Ввиду (2.5) получим

_  (_і)*+р+і e ֊ 1»  ^  Afci(/)(m +  1)>֊*
N - p .m  2Ar +  m  +  1 дгі ^  2*֊*(*ir)*+l(j -  A:)!

(311) X f Ф ,.„ ( . » ё э ? )  -  ( . M S * )  E  . ^ е З Д Й # ' )
\  1=1 *=o J

+  о ( Л Г « - т - 2) .

Далее, упростим выражение в скобках, которое обозначим как S  (см. также (2.2)) 

s  =  Фк .т  ( о - p )  ֊  յ է  Фк ,т  (oct) ] Г
Հ=1 л=0

= Ѵ  res ы . гвч и  (а ֊р) Фк.ш(г)
г=а* ш(г) Ն  -  а-р) -=«֊, ш(г) (г -  а_ р) ’

где w(*) =  ПГ=і ֊  «*)• ІЬгда

S  = [  Ш (0 ՜ բ) ^к,т(2) .
2пі Уг ш(г) (z ֊  а֊р) ’



Подставляя это в (3.11), нолучим первую оценку. Вторую можно доказать ана­
логично. О

Следующие теоремы представляют основные результаты работы.

Теорема 3.1. Пусть g АС[— 1,1] для некоторых т  > 1, q > 0 и

/ (fc)( - l )  =  / (fc)( l ) = 0 ,  k  =  0 , . . . , q — l .

Тогда, имеет место оценка для |х| < 1 при N  -* оо

(3.12)
_  ІА

О ПОТОЧЕЧНОЙ СХОДИМОСТИ КВАЗИПЕРИОДИЧЕСКОЙ ...

где Г включает точки {a<}£Lj и а _ р. Тогда получим

R n tm (f , х) — iCqtTn(f) J^q+m+1 |sin {^{N + l)<Tl) ^  ^ ^ ^ շշ/c+l со^н-г դ

- s in  ( * N a x )  ё  (m ~ k " 2) +  ° ( ^ ՜ , ՜ ա ՜ 1) . 
fc=o 4 '  2 J

где m  =  [^ ] и Cq<m{f) определен в (3.10).

Доказательство. Согласно определению /* (см. (3.2)), при фиксированном N  

имеем

/ * ( * ) =  £  / ^ 1 , г  е  ( - 1 , 1 ) .
п = —ОО

Тогда, / ( г )  =  £ “=_«, f*eiirnax, х  6 [-1,1]. Поэтому

N
І 1ГПОХ

R n M x ) =  Y ,  ( fn - F n ,т)е*™ *+  £  Я *  
n =—N |n|>N
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Легко проверить следующее разложение ошибки (см. также [4] для аналогичного 

разложения)

iv tfo*  V ' ________^ .^ ( { F n .m } ) ________
■R.v.m (/, x) -  e g  (! +  e-i.r<rx)*+l (1 +  eiw*)*+I

_  і*(АГ+1)<тх у ՝ ________ <& ({iym})--------
(1 +  e -<ir" ) fc+1 (1 +  eim x)

Л . ПОГОСЯН, А. ПОГОСЯН

(3.13)
fc=0

, . - K N . r x T r ՝  S - N - l ( { F n .m } )

(1 +  e - i”°*)lc+1 (1 +  e™ x)k+1

_  —ir(N+ l)(TX  y ՝ ___________ 8 i N ( { F n ,m } )____________
Ն  ( լ  +  e- 4,«:)H -l ( !  +  ei™r)*+l ’

где

w / , * > = -  ' - " ՜ ”

Покажем, что

(3.14) rN>m(f,x )  =  o ^ -» - " * ֊ 1), ІѴ —>oo, |x| < 1.

Применение аналогичного разложения приводит к следующему разложению для 

П ѵ .т С Л * )

г / ,  f f i l i  ({ W )  e~iirNax -  6Հ+'  ({Fn,m})
N 'm  ' (1  +  е - ііг< т х ) А + 2 ( 1  +  e tir<rx^ + 2

| ({Fn,„}) eiltNax -  ({Fn,m}) е - ^ + Ц "
(1 +  е- і» « )Л+3 (1 +  еііга*)л +2

(3.15) „  .

+  ( 1 + , ֊ , . „ ) * «  ( 1 + e , . „ ) * «  n E  C - “ ( ( / ;  ֊  r „ ) w ~

+  (՜ւ՚ -Ւ

Согласно оценке (3.3) Леммы 3.2, получим

* « « / ;} )  -  е ” д а  Е  ^ <Д (го+П Г + т + 1 ) > ^ м  « * ■ < * » --֊ )

+  о(п-®-2т՜ 1).
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Имеем (см. [3]) +2({5.(*)}~  _ж) = 0 (п֊™ ~ к֊*), „ поэтому,

$ ?+2({ /Г »  =  0{п-™ -*М ֊1) +  о ^ - 1), |„ | > N, N  -ь оо.

Мы видим, что последний член в правой части (3.15) имеет порядок o(N ~ i-m 
Тогда, согласно оценке (3.4) Леммы 3.3, напишем

S*+*(tF  - / * ) )  = _____-____ A k j( f) (m + l) ’- k
ո Ա *'m ֊յ , !1  2N + m + l Հհ  ^  2*-*(гтг)*+і(і -  k)\N>

X ( { e  )

_  բ  Վ ՚ ձ - Դ տք+շ ^ ( ( - 1 ) ‘+1 + 1  у  е- в  J “  )

a ֊ j + 2m  ж(т) /  1 \  m  m —1 /

-  E  ^ ^ E t . w s s + i )  Е < й » ^ ( { И ) * » . ,« в « ‘ ]
r = m  Հ=1  e = 0  ՝

+  o ( W ’ - m - 2).

Ввиду следующей оценки (см. [3])
\  ОО

С "  Ц і ; ^ +г(2^+т +1 )(* )| j  = 0 (7 V -2'h֊* ֊5)

и согласно Лемме 3.1 и (2.7), имеем

t f +2({^.m  ֊ / ; } ) =  О (7Ѵ-«-т - 2)

и поэтому, третий член в правой части (3.15) имеет порядок o(N~, ~m~1); 
Далее, оценим первые два члена в правой части (3.15). Имеем

Հ +1 ({Fn,m}) = 2g  ( 2^ +  2) lW w - f c .m -  

Ввиду (2.6), получим

$ +1({^п,т } )=  i f
fc=rh+l ՝  '

Согласно Лемме 3.4

( « . л  -  w t f ?  E  < - > f * r )  r  * ; * -  *)fc=A+l \  /  V /
+  О  ( j v - 9 ֊ m ֊ 2) .
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Ввиду тождества (см. [10])

£ ( - ч ‘ С Г Т + * ^ ՜ ' ) - 0’k=rh+1 4 '  4
мы заключаем, что

<$#+1 ({-Fn.m}) =  О -

Аналогично оценив остальные члены получим (3.14).
Далее, вернемся к первым четырем членам в правой части (3.13), которые 

обозначим как І\, 1շ, կ  и 1հ, соответственно.
Для І\ имеем ձ^+լ ({.Fn, m}) —

=  £  ( 2A)i=V+l+*-,.m =  £  =  Ё  (s +  Jfc +  l )  **֊«.■»•
»=0 4 7 «=*+1 4 7 «=0 v '

ТЬгда,

т _  J r N c x  Y ' ________ *AT+1 ({-P’n.m })________
2—* (Л л .  Հ1 Л. oiw<rx^+1

=  e

(1 + e~il"rx)k+1 (1 + e"ax)k

S*n<tx y ՝ ______ 1______ V ՜՝ (  2k
Հ հ  շ շ fc+a с ^ г к + г  z g s  կ  +  jfc +  r N ֊ w
k=0 * »=0 ՝  '

Ввиду Леммы 3.4, мы получим

I, = С (Ո ^~ ^ jV+1 c^Nax у ՝ ______ 1______ ^
1 Ч М П  N 4 + m + 1 Z ^ 22A:+2C0S2fc+ 2 I | *  2 J .  ^  \ a  +  k + l ) \  m  J

+ 0(JV-«-m՜ 2).

Применив тождество (см. [10])

получим

7l =  £  (m fc 2)  +  O iN - ^ ֊ Դ

Аналогично, согласно (2.6) и Лемме 3.4, имеем для կ



Тогда,

I  =  e - ' * N a x  У ' __________^ - Л Г - і О ^ п . т } ) __________

3 յէօ  (1 + e~iirax)k+1 (1 +  e<” *)fc+1

- i* N a x  V 1'  ________ 1________ ^  f  2 k  \
ի  22*+ 2 COS2fc+2 я р  Ճ  Ц  +  e  + 1 )  F » - >  +  0 ( N  « m J )
Ar=0 * 5=0 '  '

— _ ր  ( ք\ (~ 1 )^+1 -i* N o x  (m  — k  — 2 \ (-1)*
֊  C ,.m (/)  yy,+m+1 e fc J  22M-4 cos2fc+4 7գ +  0 ( ^ ՜ , ՜ ա՜ 2).

В заключение Լ  + Із =

„  Տ Հ^1 (тп -  к -  2 \ ( -1 )‘
=  в̂шОгЛГюО Е (  jt J  +  0 ( N ֊ « — 2).

fc=0 '  2 
Аналогичным образом, 1շ +  կ  =

-  - < С и ( Л տա(*(AT +  1)о») g  ( т  ՜  * )  ¥հ+, Լ՜ 2 Լ 2 ւ գ  +  0 (N ~ 9~m~2) 

что завершает доказательство. □

Также рассматривается случай тп =  0.

Теорема 3.2. Пусть /fa+1) g АС[—1,1] для некоторого q > О и 

/(* )(_ !) =  / (*)(1 ) = 0 , А: =  0 , . . . , 9 - 1 .

Тогда, имеет место следующая оценка для |х| < 1 при N  -* оо

Д Ы / . « ) = ^ ( Я > ^ , З У  Е  ( j f f r a + ' X " - - 1)

A b strac t. The paper considers pointwise convergence of quasi-periodical interpolations 
and obtains an exact constant for the leading term of asymptotic error for smooth 
functions.
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