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А н н о т а ц и я . Статья посвящена проблемам аппроксимации следов произ­
ведения усеченных теплицевых операторов и матриц, порожденных инте­
грируемыми, действительными четными функциями определенным и на дей­
ствительной оси (соответственно, на единичной окружности), и оценки со­
ответствующих погрешностей. Эти приближения и соответствующие оценки 
погрешностей важны в статистическом анализе стационарных процессов с 
непрерывным или дискретным временем (асимптотическое распределение н 
большие уклонения для теплицевых квадратических функционалов и форм, 
параметрическое и непараметрическое оценивание и т.д.). Мы даем обзор 
известных результатов связаппых с проблемой аппроксимации следов и при­
водим некоторые новые результаты.

M SC2010 num bers: 60G10; 62М20; 47В35.

К лю чевы е слова: Аппроксимация следов, теплицевы матрицы, усеченный теп- 
лицев оператор, оценки погрешностей, сингулярность.

1. В в е д е н и е

Теплицевы матрицы и операторы, которые представлют большой самостоя­
тельный интерес и имеют широкий спектр применения в различпых областях 
науки (экономика, инженерия, финансы, гидрология, физика, передача сигна­
лов и т.д.) естественным образом возникают в анализе стационарных процес­
сов ковариантные матрицы (операторы) стацинарных процессов с дискретным 
(непрерывным) временем являются усеченными тешшцевыми матрицами (опера­
торами), порожденными спектральной плотностью этого процесса. И наоборот, 
произвольная неотрицательная суммируемая функция порождает теплицевую 
матрицу (оператор), которую можно рассматривать как спектральную плотность 
некоторого стационарного процесса с дискретным (непрерывным) временем, и, 
следовательно, соответствующая усеченная матрица (оператор) является кова- 
риантной матрицей (оператором) этого процесса.

’Исследования М. Гиновяна были частично поддержаны Национальным научным фондом 
Grant #DMS-1309009.
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ВЬІ матрицы и операторы играют важную роль в разлнч- 
Уссченныс теплицевы матуим» тцстцческого анализа стационарных процес- 

ных областях спектрального и ста^ такпх> как предельные теоремы п
сов с дискретным и непрерЫ^ евЫХ случайных квадратичных форм п функ- 
болыпие утонения для теш ' и функционалов, ассимитотнческие
ционалов, оценки спектральныхп ? ? ^  [շ]> ^  [6] _ (17]> т  [շշ] [ щ  [շ5])
разложения оценок и т.д. ^  аппроксимации следов произведения

Настоящая статья п°« ящ  , аторов) порожденных интегрируемыми, деП-
усеченных теплицевых. P <   ̂ определенными на единичной окружностн
сиятельными четными фунт'?1 соотвехсгВуюгцнх погрешностей.
(на действительной оси), ՛ образом. В остальной части этого параграфа 

(**п,я следов. В параграфе 2 мы обсужда-
теплицевых матриц. В параграфе 3 рассматриваем эту 

щюбдаму для тешшцТых операторов. В параграфе 4 приведены вспомогатель­
ные леммы. В параграфе 5 доказываются теоремы 3.1 - 3.4. В параграфе 6 мы 
обсуждаем некоторые примеры.
11 Проблема аппроксимации следов. Проблему аппроксимации следов про 
изведений усеченных ТЬплицсвых матриц и операторов можно сформулировать
следующим образом.

Пусть % =  {Лі, հշ....... Лт} -  набор интегрируемых, действительных четных
функций, определенных на множестве А, где Л — R ( оо, оо) или Л -  Т
(-я- 7г] и пусть AT{hk) означает либо Г-усеченный теплицевый оператор, либо
теплицева (Г х Г)-матрица, порожденная функцией hk (соответствующие опре-
деления приведены ниже). Далее, пусть т := {тк • т* € {—1,1}, к — 1 ,т}  -
заданная последовательность чисел ±1. Положим

Sa .k A T )  := գ է է  ’

где tr[A] обозначает след А,
Г та

Ма,«,г := (27Г)՞-1 /  Ա[հ*(ճ)Ր<Ա, 
jA k= 1

Д л ,л ,и ,г (Г )  :=  |5 л ,эс ,г(Г ) -  М д .к ,т |.
Проблема состоит в аппроксимации Зд.м.тСП величиной Мд.и.г в оценке по­
грешности Л а , а, к.т (Т) при Т  -> оо. Точнее, для заданной последовательности 
т = {тк £  { -1 ,1}, к =  1,т }  нужно найти условия на функции {Л*(А), к = 1,ш} 
такие, что :

Проблема (А): Дд, л,и,т(Т) =  о(1) при Г  оо,
Проблема (В): Д аіЛ,и,г(Г) =  0 ( Т ՜^ ) ,  у  > 0, при Т  -У оо.

Проблема аппроксимации следов была рассмотрена еще в монографии Грена­
дера и Сеге [19]. Она интенсивно изучалась в литературе (см., например, К ас 
[21], Ibragimov ]20], Rosenblatt [23], Tbniguchi [24], Avram [1], Fbx and Taqqu [7], 
Dahlhaus [6], Giraitis and Surgailis [17], Ginovyan [8]-[11], Timiguchi and Kakizawa

4



О ПРОБЛЕМЕ АППРОКСИМАЦИИ СЛЕДОВ ДЛЯ УСЕЧЕННЫХ ..

[25]. Licberman and Phillips [22]. Giraitis ct al. [16]. Ginovyan and Sahakyan [12]-
[15]).

В настоящей статье ш  суммируем известные результаты но проблемам (А) и 
(В) п доказываем некторые новые результаты для теплицевых матриц и опера­
торов. сформулированные в параграфах 2 и 3. Результаты о теплпцевых опера­
торах доказаны в параграфе 5. Доказательства соответствующих результатов о 
теплицевых матрицах аналогичны и мы их пе приводим.

Мы выделяем следующий частный случай, который важен для приложений и 
широко обсужден в литературе: т  =  2ѵ, т* =  1, к =  1. т, а

Лі(А) =  Лз(Л) =  • • • =  й2„_!(А) := /(А)
Аа(А) =  М А) =  ■■■ =  Л^(А) := д{А).

В дальнейшем буквами С. с а М. с индексами или без. мы обозначаем поло­
жительные постоянные, которые могут быть разными в разных формулах. Мы 
предполагаем также, что все функции, определенные на Т продолжены на всю 
ось 5  с периодом 2 тт.

2. П р о б л е м а  с л е д о в  д л я  Т е п л и ц е в ы х  м а т р и ц

Пусть /(А) интегрируемая, четная функция на Т =  (-т.тг]. Для Г  =  1 ,2 ,... 
черев В тк/ )  обозначим теплицевую (Г х Т 't-матрицу, порожденную функцией / ,

Вт(Л  :=  І!/(» -* )ІІ#,ь=ТТ’
гае

суть коэффициенты Фурье функции / .  
Отметим, что

(2.1)

Что будет, если мы заменим матрицу Вт(Л  произведением теплицевых матриц? 
Заметим, что произведение теплицевых матриц пе является теплицевой матри­
цей.

Идея состоит в приближении следа произведения теплицевых матриц следом 
теплицевой матрицы, порожденной произведением порождающих функций. Точ­
нее. для набора !К =  {հ ւ.հ շ__ .Am} действительных, четных и интегрируемых
на Т функций мы полагаеіі

(2-2) Ss .j((T) : = - t r А /т .х  :=  (2 ir)m—1 £Ц В т (Ь )  ,
.1=1 

и пусть
Д(Г) := Ад т.х(Г) =  ISb .m CT) -  Мт.эс|> 

Отметим, что согласно (2.1),

г і а д
Li=i

d \ .



Как хорошо приближается Sb ,x (T) величиной M j,x?  Какова скорость стремле­
ния к нулю погрешности Дв.т.кСП» когда Т  °°^ ® этом состоят проблемы 
(А) и (В) в рассматриваемом случае.
2.1. П роблема (А) д ля  теш пщ евых матриц. Напомним, что проблема (А) 
состоит в нахождении условий на функции Лі(А), հ շ(ճ ) , . . . ,  Лт (А) в (2.2) таких, 
что Дв.т.эсСП =  о(1) при Т  -¥ оо.

В теореме 2.1 и замечании 2.2 мы суммируем результаты по проблеме (А) для 
теплицевых матриц в случае, когда դ  =  1, к — 1, т .

Теорема 2.1. Пусть Дв.т,к(Т) =  |5в,и(Т) -  Мт,и |. Каждое из следующих 
условий достаточно для выполнения условия
(2.3) Дв.т.кСО =  о(1) при Т - ю о .

(А1) քկ е  и ՝( Т ) ,  где 1 < pi < оо, і = T~m и 1/рх + . . .  +  1/рт  < 1.
(А2) Функция р(и), определенная равенством

(2.Հ) y>(u): =  J  /»і(А)Лз(А -  иі)/із(А — սշ) • • • hm(X — Um-i) dX,

гдеи  = (u i,ս յ , . . . ,Um-i) € Rm֊1, принадлежит Lm -2(Tm~1) и непре­
рывна в точке 0 =  (0 ,0, . . . , 0) e R m֊1.

Замечание 2 .1. Утверждение (Аі) было доказано Аврамом [1]. В частном слу­
чае рі = оо, < =  І, m, когда все функции /ц ограничены, оно было доказано 
Гренадерем и Сеге ([19], Sec. 7.4). В случае т  = 4; рі =  рз =  2; р? = рл =  оо, 
(А1) было доказано Ибрагимовым [20] и Розенблаттом [23]. Утверждение (А2), в 
случае т  =  4, Лі =  Лз := /  и հշ = Л< := ց , было доказано Гиновяном и Саакяном 
[12].

Замечание 2.2. В частном случае т  =  4, Лі =  Лз := /  and Л2 =  Л4 := ց, 
Гирайтис и Сургайлис [17] (см. также Гирайтис и др. [16]), и Гиновян и Саакян
[12] доказали, что следующие условия также достаточны для выполнения (2.3): 
(АЗ) (Гирайтис и Сургайлис [17]). /  € La(T), р е  £ 2(Т), /д  6  La(T) и

/ Լ  / 2(А)<?2(А ֊  м) dA — ► ք  f 2(X)g2(X) dA при M -► 0.

(А4) (Гиновян и Саакян [12]). Функции /  и р  удовлетворяют условиям
/(А) < |А|֊“ І а(А) и |fl(A)| < |А |֊ ^ (А )  при А е  Т,

для некотроых а < 1 ,  Р < \ с а  + 0 <  1/ 2, и Ա  <= SV(R), А -^+ Я і^А ) 6 
i J(T), t =  1,2, где iSV(R) -  класс медленно меняющихся в нуле функций «(А), 
А е  R, точнее,

... «(аА)
іЙ?) "й(А)" =  а > 0 '

при этом, и(Х) е  L°°(R), \ітх^ 0и(Х) =  0, u(A) =  «(-А ) и 0 < «(А) <  tx(/i) при
О < А < /і.

Замечание 2.3. Утверждение (А4), в частном случае, когда а  + 0  < 1/2, дока­
зали Фокс и Такку [7].

М. С. ГИНОВЯН, А. А. СААКЯН



Замечание 2.4. Было бы интересно доказать (АЗ) и (А4) для произвольного
т > 4.

2.2. П роблема (В) д ля  теплицевых матриц. Напомним, что проблема (В) 
состоит в нахождении условий на функции /»х(А), հշ(ճ), . .. ,  /іт(А) в (2.2), гаран­
тирующих выполнение условия Дв.Т.кСО =  0 ( Т ՜7) при Т  -* оо для некоторого
7  >  0 .

В теореме 2.2 ниже подытожены результаты, касающиеся проблемы (В) для 
теплицевых матриц в случае, когда 7* =  1, к =  1 ,т .  Сначала определим неко­
торые классы функций (см., например, [5, 24, 25]). Напомним, что Т =  (—іг,7г] и 
положим

* (Т )  := | /  € L ՝(X ) : f ;  |* ||/(* )| <  о о | , 

где f(k )  =  / т e’A* /(A) rfA, / ( ֊ * )  =  /(fc), и

УаСТ) =  Уаямл(Т) := | /  : /(A) =  ֊  , A 6  t |  ,

где 0 < a1 < оо, а полиномы

A(z) : = J 2 akzk и B (z ) := J 2 b kzk (q,p 6 N)
k=0 /c=0

отрезаны от нуля при |z| < 1.

Для функции ф € ^ (Т ) ,  1 < р < оо, через шр(ф, 6) обозначим ее //-модуль 
непрерывности:

Wp(tM) := sup ||V>(- + h )~  ^(-)||ь». <5 > 0.
0<h<S

Для заданных чисел 0 < 7 < 1 и 1 < р < о о ,  через Lip(T;p,7 ) обозначим Մ - 
Лиишицовый класс функций на Т (см., например, [5]):

Lip(T;p,7 ) =  W A ) e £ p(T); шр(Ѵ-;<5) =  0(<Г), <5-Ю}.
Заметим, что для ф 6 Lip(p,7 ), существует постоянная С  такая, что ыр(ф;8) < 
С ծ7 при 6 > 0.
Наконец, через В ^ 2(Т) обозначим класс функций Бесова, который определяется 
так:

в \ ' \ Т) := { ,  € L \ T ) : f )  (|fc| +  l)|/(fc)|2 < oo j , 

где f{k), k e Z ,  суть коэффициенты Фурье функции / .

Теорема 2.2. Пусть Тк =  1, к =  l,m , 5С =  {Л1(Л2, . . . , Л™}, и пусть Ав,т,х(Т) 
определена как в теореме 2.1. Имеют место следующие утверждения:

(В1) Если hi 6 Ji(T ), * =  1 ,т ,  тогда

Дв,Т,к(Г) =  0 ( Т - ՝)  при Т  оо.
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(В2) Если функции /ц(А), t =  17m, имеют равномерно ограниченные произ­
водные на Т := (-я ՜, 7г]| тогда для произвольного с > О

Дв.Т.хСО =  0{T ~1+t) при Т  со.
(ВЗ) Если функция <р(и), определенная в (2.4) удовлетворяет условию

|Ѵ>(и) -  ¥>(0)| < C|u|7, U =  (tli,Ua,...,Wm-l) е  Т ՞ ՜ 1,
с некоторыми постоянными С > 0 и 7  6  (0,1], где 0 =  (0 , . . . ,  0) € R" 1
и (и) =  խւ| +  • • • +  |um -i|j тогда для любого е > О

(2.5) Дв.т.гхСП =  О ( Т - і+։) при Г -+ о о .
(В4) Пусть /ц( А) 6  Up(T; pt, 7 ), где рі > 1, і = 1,2......... т с  1/рі+- • -+1 /рш < 1

and 7  € (0,1]. Тогда (2.5) выполняется при любом е > 0.
(В5) Пусть функции /ц(А), * =  1,2.......т  дифференцируемы на Т \  {0}, и для

некоторых констант С{ >  0 и сц, і =  1,2 ....... т с  условиями 0 < оц < 1,
а  := оч < 1, имеют место оценки

|/ц(А)| < С М ՜» ',  №(А)| < С>|АГ(в<+1), А € Т \  {0}, * =  1,2.......т.
Тогда при любом е > 0 условие (2.5) выполняется с

(2.6) 7 = ^ ( 1 - а ) .

Замечание 2.5. Утверждение (В1) было доказано ТЬнигучи [24] (см также [25]). 
Утверждение (В2), которое слабее (В1), но при более слабых условий было дока­
зано Либерманом и Филипсом [22]. Утверждения (В3)-(В5) для т  = 4 доказаны 
Гиновяном и Саакяном [15].

Замечание 2.6. Легко видеть, что при условии (В2) имеем, что /ц 6  Lip(T;p, 1) 
для любых і =  1 ,2 ,... m и р >  1. Следовательно, из (В4) вытекает (В2).

Следующие результаты (ср. [11]) показывают, что в частном случае т  = 2 
оценки (В4) и (В5) теоремы 2.2 могут быть существенно улучшены.

Теорема 2.3. Пусть /ц(А) € Ыр(Т;р*,70, > 1. l/P i +  1/pa <  1 Ա7<€ (0,1],
* =  1, 2, и пусть

(2.7) Да,в(Т) := |^;*ք[^(^ւ)յ0ւ(/ւշ)] -  2ъ J  հւ(ճ)հշԼՃ) dX .

Тогда
( 0 (Г֊(7,+^ )) , если 7 i + t j < 1  

Д а,в (Г )= <  0 (Г _11пГ), если 71 +  72 =  I 
[ 0 (Г-1), если 7 і +  7а >  I-

Теорема 2.4. Допустим, что функции /ц(А), * =  1,2, удовлетворяют условиям 
теоремы S.2 (В5) ст. = 2. Тогда

Да.в(Т) =  О ( т - 1+<“‘+в’>) при Т  ->оо.

Теорема 2.5. Если /ц(А) е  В \/2{Т), * =  1, 2, тогда

Да,в(Т) = О ( Т ՜1) при Г  - і  оо.

М. С. ГИНОВЯН, А. А. СААКЯН



О ПРОБЛЕМЕ АППРОКСИМАЦИИ СЛЕДОВ ДЛЯ УСЕЧЕННЫХ

3. П р о б л е м а  с л е д о в  д л я  Т е п л и ц е в ы х  о п е р а т о р о в

В этом параграфе мы рассматриваем проблемы (А) и (В) для теплицевых 
операторов, т. е. в случае, когда порождающие функции определены на дей­
ствительной оси. Проблема (А) включает оценку о(1), а проблема (В) включает 
оценку 0 ( Т ՜7) с некоторой 7  > 0. Результаты этого параграфа доказаны в па­
раграфе 5.

Для действительной, четной и интегрируемой на R функции /  и для Т  > 0, 
Т-усеченный оператор Теплица И^г(/), порожденный фукцией / ,  определяется 
следующим образом (см., напр., [13, 19, 20]):

(3.1) [W H /H W  =  /  /(< ֊  s)u(s)ds, tt(s) € І?[0, Г],
Jo

где

(3.2) /+оо
<

•оо

е f(X)dX, t е  R

есть преобразование Фурье функции /(А).
Из (3.1), (3.2) и из формулы для следов интегральных операторов (см., напр., 

[18], стр. 114), следует, что

tr \WT (f)] =  Г  f ( t  -  t)dt =  T f(  0) =  T  Ր  f(X)dX.
Jo յ֊օօ

Мы ставим тот же вопрос, что и в случае тешіицевых матриц: что будет при 
замене оператора W r(f)  на произведение таких операторов? Отметим, что про­
изведение теплицевых операторов опять пе является теплицевым оператором.

Подход тот же, что и в случае теплицевых матриц -  приблизить след про­
изведения теплицевых операторов следом теплицевого оператора, порожденного 
произведением порождающих функций. Для действительных, четных и интегри­
руемых на R функций =  {fti, հ շ,. . . ,  Խ,ո} определим

(3.3) S\v,k (T) := —tr П * н мLi=i
, M r,*  := (2. Г ֊ 1 J l dX,

и пусть

(3.4) Д(Т) := & wjt,x(T) =  |SV,:k(T) ՜  Afo.wl-

Заметим, что согласно (3.3),

Mr ,յհ =  —tr WT ( п м л , ) ;

Как хорошо M r,k  приближает S w ,x(T )t Какова скорость сходимости к нулю 
погрешности Діѵ,н,и(Т), когда Т  -» оо? В этом состоят проблемы (А) и (В) в 
рассматриваемом случае.
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3.1. П роблема (А) д ля  теплицевых операторов. В теореме 3.1 п замечании
3.1 ниже подытожены результаты, касающиеся проблемы (А) для теплицевых 
операторов.
Теорема 3.1. Пусть Д(Г) := Д \ѵ я М Т ) определена в (8.Հ). Каждое из следу­
ющих условий достаточно для выполнения условия
(3.5) Л(Т) =  о(1) при Т  -У оо.

(А 1) hi е  L ^ R )  Ո L *  (R), где Pi > 1, * =  1 7 ^ , 1 /p i +  • • • +  1/Pm <  1.
(A2) Функция <p(u), определенная равенством

/+оо
Лі(А)Лг(А — иі)/*з(А — Աշ) • • ■ Лт (А — ս»ո-ւ) dA,

•OO

где и  =  (ui....... um- i )  6  Rro~ \  принадлежит Lm -2(Rm֊1) u непрерывна
в точке 0 =  (0 ,.. .,  0)€Rm֊1.

Замечание 3.1. В частном случае, когда т  = 4, Лі =  /»з •'= /  and հշ =  Л4 := 
ց, в работе Гиновяна и Саакяна [13] доказано, что следующие условия также 
достаточны для выполнения (3.5):
(АЗ) /  6  І Э Д  n L 2(R), g 6  L*(R) n i 2(R), fg  6  L 3(R) и

/ +0° / 2(A)!72(A -/x)dA — ► f +°° / 2(A)p2(A) dA при д -Ю .
J—OO J— OO

(A4) Функции / я д  интегрируемы на R, ограничены на R \  (—тг,7г), и удовле­
творяют условиям

/(А) <  |A|~“Z»i(А) и |р(А)| <  |A|֊/,L2(A) при А е [ - 7г,тг],
при некоторых о г < 1, 0 < 1 с а  + 0 <  1/2, и կ  6  SV(R), ճ~(ռ+^  ԼՀՃ) 6 
Լ 2{Т), i  = 1,2, где SV(R) -  класс медленно мсняюхцихся в нуле функций «(А), 
А е  R, таких, что м(А) 6 £°°(R), Іітл-ю «(А) =  О, «(А) =  ы(—А) и 0 < м(А) <  ѵ(ц) 
при 0 < А < ц.

Замечание 3.2. Было бы интересно обобщить утверждения (АЗ) и (А4) на про­
извольное т  > 4.

3.2. П роблема (В) для  теплицевых операторов. В теореме 3.2 ниже поды­
тожены результаты, касающиеся проблеме (В) для теплицевых операторов в слу­

чае, когда Тк =  1, к =  1 ,т .  Пусть

*  (R) := { /  6  ^ ( R )  : j T  \t\\f{t)\dt < o o j ,

: eiM .
?(R)
функции ф:

М. С. ГИНОВЯН. А. А. СААКЯН

где m  =  / R е*Л‘ /(A) dA, /(֊< ) =  /(<)•
Для ф 6  IS(R), 1 < р < оо через Шр(ф, S) обозначим IP—модуль непрерывности

іѴИѴТТШІ і/і*
Чр(іМ) := sup ||V»(- +  h) -  Փէ)\\լ*, 5 > 0 .

0 <h<S

Для заданных чисел 0 < 7 < 1 и 1 < р <  оо, через Lip(R; р, 7 ) обозначим Z/- 
липшицевый класс на R (см., напр., [5]):

Lip(R;p,7 ) =  {ф{А) € L*(R) : wp(V«;J) =  0 ( 0  при ճ -► 0}.
10



Наконец, через В ^ 2(R) обозначим класс Бесова:

S ‘/2(R) := { /  е L‘(R) : j T ° ( | | |  +  l)\T(t)\2dt < ooj ,

где f(t), է € R -  преобразование Фурье функции / .

Теорема 3.2. ПустьЭІ =  { հ ւ ,հ շ ,. . .  ,հյո}, Дѵѵд.эсОП u ^ (u ) определены ѳ (S.4) 
и (3.6). Справедливы следующие предложения:

(В1) Если hi € ^ (R ) ,  i =  1 ,2 , . . . ,m, тогда

&w,K,x(T) =  0 ( Т ՜1) при Т  -У оо.

(В2) Пусть <ք(ս) € L°°(Rm՜ 1) и для некоторых постоянных С > 0 и  7  € (0,1]

(3.7) |<?(и) -  ѵ?(0)| < C |u |7, u  =  (u i,u2.................. «m-ւ) € Rm֊1,

где 0 =  (0,. . . ,0 )  6 Rm_1 и (и) =  խւ| Н-------Ւ |um -i|. Тогда для любого
е > О

(3.8) А и д е (Т )  =  О (Г_т+*) при Г ->  оо.

(ВЗ) Пусть hi(X) 6  Lip(R;p,,7 ), гдері > 1, й= 1,2, 1/рі+- • -+ l/p m < 1
и  7  € (0,1]. Тогда (3.8) выполняется при любом е > 0.

(В4) Пусть /і,(А), і =  1 ,2 ,... ,m , дифференцируемые функции на R \  {0} та­
кие, что для некоторых постоянных Сі > 0 и Оі > 0, <5< > 1, t =
1, 2 , . . . ,m  с a := <  1, при* =  l , 2, . . . , m , '

О ПРОБЛЕМЕ АППРОКСИМАЦИИ СЛЕДОВ ДЛЯ УСЕЧЕННЫХ ...

при |А| <  1 
при |А| > 1(3 .9 ) м а л < й ~  , і ч (ч і < с { ц х ;

Тогда для любого е > 0

(3.10) Дѵѵ,к,и(Т) =  О (Г~7+*) при Т - ¥ о о, 

где

(3.11) 7  =  ~ (1  — о-)-m
Следующие результаты, являющиеся непрерывными аналогами Теорем 2.3 -  

2.5, показывают, что в случае m =  2 оценки в (ВЗ) и (В4) теоремы 3:2 могут 
быть существенно улучшены.

Т еорема 3.3. Пусть Ы(Х) е  Lip(R; р», 7і) где Pi > 1, l /p i  +  1/րշ =  1 и 7< £ (0,1], 
і =  1, 2, и пусть

(3.12) Да.и'(Т) := 

Тогда

^ И ^ т ( Л і ) ^ т (Л2) ] ֊ 2 т г I  հ ւ (ճ )հշ (ճ )  dX 

■ {
0 (T ֊ h г.-И*)) при 7і 4- 72 < 1

Д2,w (T )= {  0 (Т _ 11пТ) при 7 і+ 7 2  =  1 •
0 (Т ֊1) при 7 і +  72 >  1

11



Теорема 3.4. Пусть функции Л<(А), і =  1,2, удовлетворяют условием теоре­
мы 3.2 (В4) c m  = 2. Тогда

(3.13) А 2ш\ѵ(Т) = О ( т ֊ 1+(о1+,,аЭ) при Г - ю с .

Теорема 3.5. Пусть Л4(А) € В \ ' \ R), і =  1,2. а Д до О Т  определена о 
Тогда-
(3.14) Ь іМ Т )  = О ( Г ՜1) при Т  ->оо.

4. Предварительные результаты

В этом параграфе мы докажем несколько вспомогательных лемм. Следующее 
утверждение хорошо известно (см., наир., [13], [16], стр. 8).

Л ем м а 4.1. Пусть Dt (u) -  ядро Дирихле
_ , . sin(Tu/2)

— կ Ւ '
Тогда для любого 6 6  (0,1)

|Дг(и)| < 2 Т в|«|,֊1 , и е  R.

Обозначим

(4.1) С т(ы ):=  [ Т eiTvdt =  eiTv/2DT(u), « е R,
Jo

(4.2) Ф г(и ): =  • Д г(«і) • • • DT{um-\)DT(u\ Н-------1- um-i) ,

(4.3) Փ(ս) : =  y>(ui,«i + ս շ , . . . , ս ւ  +  ••• +  ս.ո-ւ),
где ս =  («1, . .  .yUm-i) e  Rm֊1, а функция ¥>(u), соответствующая набору К  =  
{Лі, Лз,. . . ,  Лт}, определена в (3.6).

Следующая лемма вытекает из (3.3) и (4.1) -  (4.3) (ср. [13], лемма 1).

Л ем м а 4.2. Пусть ЭС = {Лі,Ла.......Л„,} -  набор действительных, четных и
интегрируемых на R функций, Л* -  коэффициенты Фурье функции Л* (к =
1, . . . ,  т), и пусть S(T) := Sw ,x(T) определена в (3.3). Справедливы следующие 
равенства:

1 гГ ГТ ՝
1) S(T) = գ  JQ J  Лі(иі ՜  ua )M ua -  «з) • • • КпЫт -  u i)d u i. . . dum,

2) S(T) =  — f  h i(u i) . . .  Лт («т )Сгт(«і -  щ)Ст{иі -  us) X • • •
ձ JRm

xG T(Um -  U\)du\ .. . dUjn,

3) S(T) = (27Г)՞1- 1 [  ф(и)фг (и)du.
jRrn-i

Для m =  3 ,4 . . .  и J > 0  обозначим

E4 =  { (u i , . . . ,u m_1) e R m- 1 : |tt<| <  <5, t =  1....... m ֊ l } ,  E| =  R"*՜1 \E«,
12
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Р(3) =  2, р(т) =  ^ — I  ( т  > 3). т  — о
Л ем м а 4.3. Ядро Фг(и), и € Rm֊1, т  > 3 удовлетворяет следующим условиям:

a) sup /  |ФТ(и)|Л і = Сі < оо;
Т

ծ) [  Фг(и) du =  1;yRm-1

c) lim / |Ф7’(и)| du =  0 для любого 6 > 0; т -*ос 7е j
d) для любого 5 > 0 существует постоянная Ms > 0 такая, что

(4.4) [  |Фг (и)Г(т )гіи<А/« при Т >  0,
У EJ

Д оказательство. Доказательство а) - с) можно найти в [2], лемма 3.2 (см. также
[13], лемма 2). Докажем d). Сначала заметим, что

(4.5) (  \DT {a)\p{m)d u < C - T >̂ - 1 и |Дг(«)І < С& при |u| > <5, Т  > 0.
J R

Далее, для u  =  (ux, . . . ,  um_i) € Rm֊1 имеем, что

J  ф£(т)(и)гіи < J  Ф5-(т)(и)гіи+ J  Ф^(т)(и)с(и
* |мі|>£ |«»|>Л

(4.6) +  . . . +  J  <b$m\u ) d u = : I l + l2  + . . . + I m- i .
|u™_i| >6

Достаточно оценить Լ  (/շ, оцениваются аналогично). Имеем, что

հ  < j  Ф у " ‘ ^ ( и ) < і и  + . . .  +  J  < & y m ^ ( u ) d u
խւ|>6, |ua|> i/m  |щ |>ճ, |um_ i |> i /m

(4.7) +  J  Ф£М (и )г іи= : /р ) + . . .  +  7{т ~1)+ /{ т ) .
խւ|>(5, \ut\<S/m, |um- i  !<£/"•

Согласно (4.5),

A ( 2) < < v ֊ -  J  | Я г Ы І р ( т ) •  •  •
\ui\>6/m

X \Dt {v.i + . . .  +  um_i)|p(Tn) duidum_ i . . . dua

(4.8) j

Аналогично,

(4.9) ^  < M S, j  =  3 , . . . , m  — 1.
13
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Теперь, заметим, что в интеграле мы имеем, что |щ  + . . .  +  «m- і і  > 6/т,. 
Следовательно, согласно (4.5)

г(т) < С . 1 Г D *m\ u i) ■ ■ • £ ^ m)(um֊i)d«2 . ■ • dujn- Xdu 1
1  — J*p(m) J

\u x \> 6

(4.10) < C S j  j— L j y A . i S M , .

Из (4.6) -  (4.10) получим (4.4). Лемма 4.3доказана.
Доказательство следующей леммы можно найти в [16], стр. 161.

Л емм а 4.4. Пусть 0 < / 3 < 1, 0 < а < 1 ,  « «  +  / ? >  1. Тогда для любого 
у € R, у փ 0,

Г 1 j  _  М  _
УнМ“ І* +  і/І/5 І ѵ І ^ ՜1'

где М  -  постоянная, зависящая от а и р.

Обозначим Е  = {(«ւ,սշ, • • -,Աո) € Rn : |ս»| < I) < =  1 ,2 , . . .  ,п} и Е с  =  Rn \  Е. 
Доказательства следующих трех лемм можно найти в [14].

Л ем м а 4.5. Пуст 0 < а < 1 и < Р < • Тогда

г U..I®
В і -.= /  т---------------------- ----- гтд du\ • • • dun < оо, t =  l , . . . , n .

Л емм а 4.0. Пусть <  թ < 1. Тогда

I  := [   ----------- — ^---------------  -гтд d u i---d u n <  oo.Jb° l « i  • • • « n ( « i  H---------- +  « „ Ж

Л емм а 4.7. Пусть p  >  1, 0 <  сг <  1/p  u  пусть /(A) -  дифференцируемая на 
R \  {0} функция такая, что для некоторой константы М  > О

(4 11) |/(А)| < / ^ І ^ І  ° п*т  — * І/7АМ < ՞  * njni ^  — *(4.11) l / W I < j M |A r i  4 m W > 1 . I /  (A) I <  | а/ | а|-* -1 n p u | A | > r

Тогда /  6 Lip(p, 1 /р  —а).

5. Д о к а з а т е л ь с т в а  т е о р е м  3.1 - 3.5

Мы докажем только результаты, касающиеся тешшцевых операторов (теоре­
мы 3.1 - 3.5). Соответствующие результаты о тешшцевых матрицах (теоремы 2.1 
- 2.5) доказываются аналогично.
Доказательство теоремы 3.1. Мы начнем с утверждения (А2). В силу леммы 4.2,
3) и 4.3, Ь), имеем: Д (Т) =  (2тг)т ֊ 1|Л(Г)|, где

Д (Г )=  /  [* (и) ֊  Ф(0)]ФТ(и)<іи.Jgm-1

М. С. ГИНОВЯН. А. А. СААКЯН
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Из (4.3) следует, что функция Ф(и) принадлежит Lm_J(Rm֊1) и непрерывна в 
точке 0 =  (0, . . . ,  0) е  Rm֊1. Следовательно, при любом е > 0 можем найти 6 > 0 
такое, что

(5.1) |Ф(и) -  Ф(0)| < ~ ,  и 6 E Sl

где Сі постоянная из леммы Lemma 4.3, а). Рассмотрим разложение Ф =  Фі +  Փշ 
такое, что

(5.2) ЦФіІІі-» < - щ  и ||Фа||оо <  оо,

где М{ определена в лемме 4.3, d).
Заметим, что ՜  ГДС P(m) =  жЕ§- Поэтому применив лемму 4.3

и (5.1), (5.2), при достаточно большом Т  будем иметь, что

|Я(Г)| < [  |Ф(и)-Ф(0)||Фт(и)Ми + Ст  [  ІФіМЦФтЧи)!**
J Et J EJ

+ f  |Փշ(ս) -  Ф(0)||Фг (и)|гіи < 4 г [  |Фг(и)|Лі 
J е ; w  J Ші

+  ЦФіііі—* j J '  Ф?-(т)(и)(іи| +  Օշ j  |Фт(и)|гіи < Зе,

что доказывает утверждение (А2).
Доказательство (А 1). Согласно (А2) достаточно доказать, что функция

/ +О0
Л і(А )Л 2(А -  и і)Л 3(А -  Աշ) • • ■ h m (A -  U m - i )  d \ ,

■OO

где u  =  (mi,. . . ,Um-i) € R՛” ՜ 1, принадлежит Lm_2(Rm~1) и непрерывна в 0 =  
(0, . . . ,  0) 6  R ՞* ՜1, при условии, что

m .
(5.4) k i e L 'W H l S ^ R ) ,  1 < Pi < оо, i = l , . . . m ,  У ) - < 1 .

Применив неравенство Гельдера, из (5.3) и (5.4) получаем

Ми)І < п  і м и *  <  °°> u  е Rm֊1- 
і=1

Следовательно, <р € L°°(Rm՜ 1). С другой стороны, из условия /ц 6  L: (R) и (5.3) 
следует, что 6  L1(Rm՜ 1). Значит գ> е  Lm֊2(Rm֊1).

Для доказательства непрерывности уг(и) в точке 0 рассмотрим три случя. 
С лучай 1. рі < оо, t =  1 , . . . ,  m.
Для произвольного Е > 0 можем найти <5 > 0 такое, что (см. (5.4))

(5.5) ||Л<(А - и ) -  /ц(Л)||&*< < е, t =  2....... .... при |u| <  S.

Фиксируем u  =  (tii, . . . ,  Um_i) с |u| < <5 и положим

Ы(Х) =  /ц(А -  щ_і) -  /ц(А), t =  2 , . . . ,  m.
15
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Тогда, в силу (5.3),

ѵ(и) =  j  Лі(А) П  ( В Д  +  dA =  v(0) +  W'

Из (5.5) следует, что ||7ц||^, < е, « =  2, • • • ,"*• Заметим, что каждый из инте­
гралов. составляющих ТУ, содержит по крайней мере одну функцию /ц и, может 
быть оценен следующим образом:

J  M u)ft2(A)MA)...Am-i(A)dA <  • • •  У М л —  < С  е.
тп

Случай 2. pi < оо, t =  1 , . . . ,  m, J2 — < 1-
ւ~լ

Существуют числа pj < Pi, t =  1, . . .  ,тп, такие, что ѴРі — 1- Тогда, в силу
(5.4) мы имеем, что /ц 6 LPi (R), і =  1, . . . ,  та, и функция գ> непрерывна в 0, как 
и в случае 1.

m 1Случай 3. pi < оо, t =  1 , . . . ,  та, Ц  57 =
І=1 г

Сначала заметим, что по крайней мере одно из Рі конечно. Без. ограничения 
общности можем считать, что р і < оо. Для любого е > 0 пайдем функции Лх, հ'{ 
такие, что
(5.6) Лі =  Лі +  հ'{, Հ  6  £°°(R), \\K \\ѵх < е.
Тогда,

¥>(u) =  ? '( “ ) +  ¥>"(«).
где функции <р' и գ/' определены так, как функция գ> в (5.3) с к [ я  Л", вместо hi 
соответсвенно. Из (5.6) следует, что функция iff непрерывна в О (см. Случай 2), 
а с учетом неравенства Гельдера, |^"(и)| <  С •£. Следовательно, при достаточно 
малом |и| будем иметь

Iv’(u) ֊  Ѵ>(0)1 <  |^ '(u )  -  V»'(0)| +  |v>"(u) ֊  ¥>"(0)| <  (C  +  l)e .
Теорема 3.1 доказана.

Доказательство теоремы 3.2. Мы начнем с утверждения (В1). Сначала заме­
тим, что из условия /ц e J i  (R) следует, что для некоторой константы А > О,
(5.7) и | / կ(է) |<ճ,  і 6 R, t =  1,2,. . . ,m .
В силу леммы 4.2 имеем:

Гт Гт -
Т  ■ S(T) = . . .  Лі(«і -  սշ)հշԼսշ - и 3) . . .  hm(Um -  u j )d u i . . .  dum.

J  0 J  0
Сделав замену переменных

Ml -  Աշ  =  կ ,  Ա շ - Ա 3 =  է շ , . . .  ,U m _ i  ֊  U m  =  t m _ b

и учитывая, что t\ +  • • • -(- tm -i = Աղ — ttm, получим (ниже мы пользуемся обо­
значением t m_! =  (* ! ,..., tm -i)  и dtm -l = dtl ■ • ■ dtm- 1):



М * і)  • • • Л т - l(tm — — .. .  —

rT гт •= J  т " J  і)Я т (—̂1 — . . .  — $m—l) [Г — Л т - li

ГДВ

(5-9) |/( tm_!)| =  |i(tl f . .  •, *™-ւ)| <  2 (|tx| +  . . .  +  |im_ x|) :

С другой стороны, в силу (3.3) и равенства Парссваля, мы имеем:

(5.10) М : =  Мк,:к =  (27г)т - 1 / “  [ n /n (A )
J-OO յ_,

О ПРОБЛЕМЕ АППРОКСИМАЦИИ СЛЕДОВ ДЛЯ УСЕЧЕННЫХ ...

Li=l
dA

— f  • ■ • f  Лі(<і) • • • hTn_i(tm_i)Am(— — . . .  —
J —oo J —oo

Из (3.3), (5.8) и (5.10) следует, что

S(T) -  М  := Sw ,x{T) -

= Tpt I  М < і )  ■ ■ ■ hjn—l ( t  m — 1 )  (  t\ . . .  f m —l ) i ( t m —i ) d t m _ i
1  J f - T .T ] 1՞ - »

+  [  ^ l ( ^ l )  • • • ^ m —l ( ^ m - l ) ^ m ( — ~  ~
7 R --J \[_ T ,r l— »

(5.11) =: Ду +  Д * .

Из (5.7), (5.9) и (5.11) получаем
m—1 -

(5.12) \ Т А ^ \ < 2 А Т  \h1(t1)- - -h m- i ( tm- 1)ti \dtm- 1 = :A 1 <oo>
і= і

так как /ц 6  3i(R), t =  1, 2, . . . ,m .
Далее, заметны, что

m m
R m-1 \  (_ Г] yjm-a с  (J  ( (tl, . . . , ^ _ յ )  e  Rm ֊1: |tj| > T} =: (J  Տ*.

<=1 Հ= 1
Значит, в силу (5.7) и (5.11),

тп—1 -
(5.13) \ Т - Ь \ \ < 2 А У \  ^ ( t i J - . X - i ^ - O t i l d t ^ ^ A ^ o o .

і=1 ■'В<
Из (5.11) -  (5.13) вытекает (В і).
Доказательство (В2). В силу леммы 4.2, 3), леммы 4.3, Ь), и (3.3) имеем

(5.14) Д(Г) =  (27Г)"-1 1 [  [Ф(и) -  Ф(0)]Фг (и)Аі
|Ук — 1

Из (3.7) и (4.3) следует, что для и =  (« і , . . . ,  U m -i) € Rm_1

(5.15) |Ф(и) ֊  Ф(0)| < (m -  1)С (|« і|т +  • • • +  |«m -i|7) .
17
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Пусть £ 6  (0,7 ). Применив лемму 4.1 с б =  1+Д֊1  > п Учитывая (5-14) и (5.15), 
будем иметь

Д (Т) < Ст [  |Ф(и) -  Ф(0 )||Фт(и)Ми +  Cm [  . 1Փ(Ա) ՜  Ф(0)І|Фт(и)|Лі 
Je  Je°

Ր  m ֊1 Г ІІИІ7
№■«) s  Ք ե  E  Լ  | „ , . . .  +'■.. +  յ̂ “'  • • • '

где £  =  {(«1 , «2 , . . . ,  Uffi-i) 6 R ՞ - 1: (u>| < 1 ,  t =  l , 2 , . . . , m  — 1} и E °  =  Rm֊1\25. 
Так как

m m
мы можем применить леммы 4.5 и 4.6 с а  =  7 , ո =  m — 1 и yS =  1 — Ճ и заключить, 
что все интегралы в (5.16) конечны. Так как 1 — тпб =  7  — е, из (5.16) следует 
утверждение (В2).
Доказательство (ВЗ). Согласно (В2) достаточно доказать, что функция

(5.17) *>(и) := J ^ h 1(X )b (X -u 1)---h m{ X ֊ Um-i)dX 1 и =  (« і , • • • ,um_i) 6 Rm~i

принадлежит L°° (Rm֊1), и при некоторой постоянной С > О

(5.18) |*>(и) ֊  Ѵ>(0)| < С \и \\  и 6 Rm- \  

при условии, что

m 1
(5.19) hi 6  Lip(R;pi,7 ), 1 < р* < оо, t =  l , 2 , . . . , m ,  У ՝  — < 1.

В силу неравенства Гельдера и (5.19) получаем
m

И “)І < П  IMU* < °°> u е R ՞ ՝ ՜1.
ւ=1

Следовательно, ifi е  L°°(Rm_1).
Для доказательства (5.18) фиксируем и =  ( щ , . . . ,  u,n- i )  е  Rm_1 и положим

(5.20) Лі(А) =  /ц(А — Ui_i) — hi(X),  А € R, * =  2,

Ік к  как /ц 6  1лр(Н;р*,7 ), мы имеем

(5-21) I N I l*< <  а д 7 , * =  2 , . . . , т .

В силу (5.17) и (5.20),

+  Лі(А)) d \  =  <fi(0) +  W.

Ы. С. ГИНОВЯН. А. А. СААКЯН
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Каждый из (2т -1  — 1) интегралов, составляющих W  содержит по крайней мерс 
одну функцию hi, и с учетом (5.21), может быть оценена следующим образом:

[  Л1(А)Яа(А)Лз(А)...ЫА)*АJ R
что доказывает (ВЗ).
Доказательство (В4). Положим

О ПРОБЛЕМЕ АППРОКСИМАЦИИ СЛЕДОВ ДЛЯ УСЕЧЕННЫХ ...

<  Ц А іЦ до № іі£ » | | М « ) Н х м  ՚ • • Ц А т Ц іР т  <  C | u | 7 ,

ТЪгда,
շ լ  շ

У . ֊  =  1 a n d ------ =  — [1 -  (<Ti H-----------<7m)] =  7  >  0. * =  1 ,2 .........m ,
^  Pi Pi m

в

0 < (T< < i  <1 <Տէ, * =  l , 2, . . . ,m.
Pi

Значит, с учетом леммы 4.7, hi 6 Lip(pi,7), * =  1,2 , . . .  ,m. Применив (ВЗ), полу­
чим (3.10), где 7  определена в (3.11).
Доказательство теоремы 3.3. Заметим, что в силу леммы 7 из [14]

(5.22) S2tW(T) := itrfWr^OWHbj)] =  2* [ f FT(s -  і)/ц(«)М*)
T  Jr Jr

где FT{u) -  ядро Фейера:

‘ е *

Нам потребуются следующие свойства Ft (v)  (см., напр., [5]):

(5.23) J  FT(u)du=  1,

(5.24) [  FT(u)du < С Т ՜ 1,
Jn -չ 1

•1 Г СТ~а, если а  < 1
(5.25) j  FT(u)uadu < < С Т ՜1 ІиТ, если а  =  1

■'о Հ С Т ՜1, если а  > 1.

Так как функция Ft {u) четная, с учетом (5.22) имеем:

(5.26) S2,W{T) = * Լ Լ  * Н Ы) +  *)М*) +  М * )М «  +  *)]dudt- 

Следовательно, учитывая (5.23), (5.26) и равенство

J  hi(t)hi(t)dt = J  Л і(м  +  է)հշ(ս  +  t)dt,

19
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получим

Д2,ѵИТ): =  ^tr[Wr(fti)H^r(Aa)] -  2» /  М *)М <) dt
I  «/я

(5.27) =  я- J  F t  (и) J  {հւ(է) — հ ւ ( ս  +  է)){հ շ{ս  +  է) — հշԼէ))ժէժս

Применив неравенство Гельдера, из (5.27) находим

(5.28) Дг.іѵСГ) < * J  * H U)IIM « + ■)֊ Лі(-)ІІі»* IIMU+ ') ՜  MOIIi»»**

и, согласно (5.28),

(5.29) Да,ѵѵ(Г) < C i f  FT(u)|uP,+7:,du +  C2|M L * , ||*շ|Ա " [  FT{u)du.
Jo Jv> \

Из (5.24), (5.25) и (5.29) получим утверждение теоремы.
Доказательство теоремы Տ.Հ. В силу леммы 4.7, в предположениях теоремы 
имеем, что /ц £ Lip(p,,l/pi -  оі), t =  1,2. Поэтому, применив теорему 3.3 с 
7і =  1/рі — Hi, получим (3.13).

1 /2
Доказательство теоремы 3.5. Заметим, что если ij> € В 3 (R), то при Т  —» оо,

(5.30) [  № ) \2dt = 0 { l /T )  и Г  \է\$(է)\Կէ = 0 ( 1 ) .
J\t\>T J -т

Далее, в силу (5.22) и равенства Парсеваля,

(5.31) = ±  [  \t\h1(tjha( t ) d t+ [  Лі(*)Ла(4)<Й.
1 J -т  J |t|>T

Следовательно, применив неравенство ПТварца для к интегралам в правой части
(5.31), и используя (5.30), для функций h\ и Л2, получим (3.14).

6. П р и м е р ы

В этом параграфе мы пользуемся следующими обозначениями: тп =  2і/,
Лі(А) =  Лз(А) =  • • • =  Л2„_і(А) := /і(А), Л2(А) =  հ Հ А) =  • • • =  հ շՀ А) := / 2(А),

S u A T )  =  ֊іг[А т(Ш т (Ь )]и,

֊tr[A T{h )A T {f2)Y  -  (Ьг)2" ֊ 1 f  [/i(A)/2(A)]‘/ d \
JA

T

Ь ѵ Л Т ) ■=

где либо AT(fi) =  ВТ {П) и Л =  T, либо AT {h) = WT (fi) и Л =  R, t =  1, 2.

П ример 6 .1 . Пусть /*(А) =  |А|֊“‘, А £ [-тг.тг], і =  1,2, с 0 < а ,  <  1 и 
а  = £*і +  а 2 < 1/и. Легко видеть, что условия теоремы 2.2 (В5) выполнены
и, следовательно, для любого е > 0 имеем

(6.1) Д„,в(Г) =  о ( т - 1/(**')+а/2+<  ̂ при

20



П рим ер 6 .2 . Пусть Д(А) =  ^  | і  ֊  А е  [-тг.тг], г =  1,2, с 0 < а\  < оо и
О < <Կ < 1/ 2 . Тогда при d  — d i  +  ժ շ  < 1/2 для любого е > 0 имеем

Аи,в(Т) =  О ( г ֊  1/(2")+“+ ^  при Т ч о о .

Действительно, предположив, что А 6  (0, ж] (случай А 6  [—7Г, 0) рассматривается 
аналогично), и учитывая равенство |1— е*^ =  2sin(A/2), получим, что для г =  1,2

О ПРО БЛЕМ Е АППРОКСИМАЦИИ СЛЕДОВ Д Л Я  УСЕЧЕННЫХ ...

Я
» ” ֊ ]

-2d,

ք՚ձA ) - g
2d,-l .

—2dLi2~2d<~1 ( sin ^  ] cos —“ И )
Ясно, что условия теоремы 2.2 (В5) выполняются с оц = 2(կ и М ц = Af2i =  а?,
* =  1, 2, и мы получим (6.1).
П рим ер 6.3. Пусть Д ( А) =  |A|-2ft(l +  А2)_/5, A e R,  с / ? > 0 ,  0 < а <  1/(2р) при 
р >  1 и a  + թ > 1/2, и пусть / շ (А) =  д(Х) действительная, четная, интегрируемая 
функция из класса Lip(g, 1 / р  — 2а) с 1/р 4- 1/q < l / v ,  ѵ 6  N. Тогда для е > О

Д„,ѵѵ(Т) =  О ( т ֊ 1/ р+3а+е)  при Т  - у оо.

Действительно, заметим, что

(6 2) f ' { \ )  — 2® +  2(Q +  ^)А
/ l(A )  -  " A * H .i ( l  +  A ) W

Следовательно, функции / і  и / յ  удовлетворяют условиям (4.11) с ծ — 2а и 
<5 =  2а + 2&. ТЬгда, по лемме 4.7, /і(А) 6  Lip(p, 1/р — 2а), и остается применить 
теорему 3.2 (ВЗ).
П рим ер 6.4. Пусть /<( А) =  |А|~2п‘ (1 +  А2)~А с 0 < օյ < 1/2 и or j +  f t  > 1/2, 
»' =  1,2. Тогда, при а  =  qi +  օշ < 1/ ( 2і/), у 6  N, для любого е > 0 имеем

Д„іѴ1,(Т) =  0 ( г - * +о+г)  при Г -

Действительно, в силу (6.2) функции Д  и /շ  удовлетворяют условиям теоремы 
3.2 (В4) с <7,- =  2а< и 5< =  2ач +  2ft, * =  1,2.

A b strac t. The paper is devoted to the problem of approximation of the traces 
of products of truncated Toeplitz operators and matrices generated by integrable 
real symmetric functions defined on the real line (resp. on the unit circle), and 
estimation of the corresponding errors. These approximations and the corresponding 
error bounds are of importance in the statistical analysis of continuous- and discrete­
time stationary processes (asymptotic distributions and large deviations of Tbeplitz 
type quadratic functionals and forms, parametric and nonparametric estimation, etc.) 
We review and summarize the known results concerning the trace approximation 
problem and prove some new results.
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Abstract. In this paper, wo consider a  class of hypoclliptic Omstoin-Uhlcnbeck 
operators in R "  given by A  =  <4)0 l tX) + bi jx iQI j , where (օա), (by)
are <V X /V constant matrices, and (a y ) is symmetric and positive semidefinite. We 

dcducc global Могтеу estimates for A  from similar estimates of its evolution operator 
L  on a  strip  domain S  =  x [—1,1].
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1. I n t r o d u c t io n  a n d  m a in  r e s u l t s

Consider a class of Ornstcin-Uhlenbeck operators in Rff defined by
N  N

(1.1) A  =  div(AV) + {X, BV ) = Y ,  + E  bijXidXj,
i.j=1 ij= l

where V =  (5Xl, 5*a, . . . ,  5jk)i div(-) and (■, •) denote the gradient, the divergence 
and the inner product in R^, respectively; A  =  (ay), В  =  (by) are N  x ЛГ matrices 
with constant real entries, and A  has the following form:

where Aq =  (ay)Jj=i is а po X po constant matrix with po < N ,  which is symmetric 
and positive definite, and satisfies the following uniform ellipticity condition:

( 1-2)  Ж І 2 <  £  <  - l ? l a
i j =1 M

for all £ e  RPo and for some positive constant ц.
We also assume that the following condition holds:

(Hq) K er(A) does not contain nontrivial subspaces that are invariant for B.

1T his work was supported by the National Natural Science Fbundation of China (Grant Nos.
11271299 and 11001221), the  M athematical Tianyuan Fbundation of China (No. 11126027) and the 
Shanxi University Yinjin Rencai Jianshe Xiangmu(No. 010951801004).
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In [1] L. Hormander pointed out that the condition (Ho) implies the hypoellipticity

of operators (1.1).
Denote

(13 ) C{t) =  J  E{a)AET {s)ds,

where E(a) =  exp (-sB T). In (2| the authors showed that (H0) is equivalent to the 
following condition:

C(t) >  0, for every t  > 0. (1.4)

It is interesting that the condition (1.4) can also be expressed in the geometric- 
differential terms. Indeed, setting X 0 =  (a?,BV), we observe that (1.4) is equivalent 
to the H5rmander condition:

(1.5) гапкС(дх, dXro, X 0)(x) = N , x  €

where £(5Xl,5 * , , . . . ,  , X q) denotes the Lie algebra generated by dXl, dX2, . . . ,
Xo. The proof of the equivalence (Ho) and (1.5) is implicitly contained in the 

Introduction of [1], while Kuptsov [3] gave an explicit proof of the equivalence (1.4) 
and (1.5). In [2] the authors proved that (1.5) implies that for some basis in R" the 
matrix В  has the following form:

ի Bx 0 ... ° \
* * Bu .. . 0

* * * Br
\* * * * )

where B j  is a p j֊ \  x pj block of rank Pj, j  =  1,2 Moreover po > p i > . . .  > 
pr > 1 and po +  pi + . . .  +  Pr =  N .

Recently, many authors have studied the Omstein-Uhlenbech operators (see, e.g., 
[4]-[8], and references therein). In the nondegenerate case (po =  N ), G. Prato and A. 
Lunardi [4] have obtained global second order Holder estimates, /^-estimates have 
been established by G. Metafune, J. Priiss, A. Rhandi and R  Schnaubelt (5) by using 
a semigroup approach. In the degenerate case, by applying an interpolation method, 
B. Farkasa and A. Lunardi [6] obtained Z>a-eetimates with respect to an invariant 
Gaussian measure. The spectrum of operator A  was derived by G. Metafune and D. 
Pallara in [7]. M. Bramanti, G. Cupini, Б. Lanconelli and E. Priola (8] investigated 
global ^-estimates of the operator A.

A number of authors studied the Morrey estimates for some operators (see, e.g., 
[9]-[ll]). For instance, local Morrey estimates for second-order nondivergence elliptic 
operators in Euclidean spaces were established by G. Fazio and M. Ragusa in [9].
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G. Lieberman [10) derived directly local Morrey estimates for some second-order 
nondivergence elliptic and parabolic operators. For Hormander type parabolic nondivergence 
operators, S. Tang and P. Niu [11| established local Sobolev-Morrey estimates.

In this paper, for operators A  of the form (1.1) with matrices В  given by (1.6), we 
prove global Morrey estimates by applying the approach in [8].

In order to slate our main results, we ueed lo introduce some notation and definitions.

Definition 1.1. We say that a measurable function f  6 belongs to the
Morrey space LP,A(RN) with p 6 (1, +oo) and A € [0, Q], if  the following norm

is finite, where Q and Br are given in (3.1) and (3.2), respectively.

The main results in this paper is the following theorem.

Theorem 1 .1 . For every p € (l,oo) and A e  [0,0) there exist a constant с > 0, 
depending on p, po, a matrix В  and a number ц satisfying (1.2) such that

£»•*(к") < с{||Ли||^рД(Кдг) +  i , j  =  1,2 ....... po;

for every u e  Cg°(RN).

We deduce global Sobolev-Morrey estimates of A  from similar estimates of its 
evolution operator L on a strip domain S  =  RjV x [ - 1 ,1]. Since the distance induced 
by the homogeneous model, corresponding to the principal part of the operator L, is 
the local quasidistance, the singular integrals on spaces of homogeneous type theory 
are no longer valid. Thus, we split the fundamental solution of L  into singular and 
regular parts. Then we apply the standard methods and a covering lemma to both 
singular and regular parts, and obtain the desired global Morrey estimates.

The paper is organized as follows: In Section 2 we discuss the evolution operator 
L  corresponding to Л, and state Morrey estimates for operator L  (Theorem 2.1). In 
Section 3 we discuss some known results, which we use in the proof of our main result 
(Theorem 1.1), given in Section 4.

2. A RELATION WITH THE EVOLUTION OPERATOR

Tb prove estimates for the underlying operator A, we first obtain the corresponding 
estimates of its evolution operator L defined by

Po
(2.1) Lu = A u - d t u =  +  Yov,

i,j=l
25



where You =  £ f j =1 b y s A jU  -  ft«. and using the obtained estimates, we prove our 

main result.
In [2] it was proved that the operator L is left-invariant with respect to the Lie 

group X  whose underlying manifold is RiV+1, endowed with the composition law

(x, t) о ((, т) = (( + E{t)x , t + r )y 

where E (r) =  exp[—rB T).

Remark 2.1. We want to stress that the group К  =  (Riv+1,o) is not in general of 
polynomial growth (see |8|). Therefore, we cannot evpect a global Morrey estimate 
to be true on the whole R*+1, and hence we discuss the estimates of L  in the strip

5  =  RN X [-1,1].

To proceed we first introduce the Morrey function space for the strip domain S  
(cf. Definition 1.1).

Definition 2.1. We. say that a measurable function f  e  i f oc(-5) belongs to the Morrey 
space U>՝\S) with p e  (1, +oo) and A 6 [0, Q + 2], if the following norm

II/IIl^CS) =  f aup I  \f(w)\pdw j 
՛  \*es,r>o rA Jq r(t )ns J

is finite, where Q and QT are given in (3.1) and (S.S), respectively.

Observe that the operator L is a Kolmogorov-Fokker-Planck type ultraparabolic 
operator, and in the special case where po =  N  and В  = 0 it becomes a heat operator. 
Also, the degenerate operator L appears in many applied problems. For instance, the 
Kolmogorov equation

+  хідХзи  =  Ցլս, (x , t ) e  R3

appears in the financial problems (see, e.g., [12, 13|), in the kinetic theory (see, 
e.g., [14, 15]), as well as in the visual perception problems (see [16]). Owing to 
its importance in physics and in mathematical finance, the operator L  has been 
extensively studied in the literature (see e.g., [2], [18|- [23]). For instance, in the 
papers [2] and [17]-|19] was proved an invariant Hamach inequality for the non­
negative solutions of the equation Lu = 0. The papers [20, 21] deal with estimates 
for the weak solutions of the equation Lu = 0. In [22] and [23] were obtained local 
/Л  estimates.

The first step of the proof of our main result (Theorem 1 .1) is to establish the 
following theorem, which contains estimates for evolution operator L.
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Theorem 2 .1 . For every p € (1, oo) and A e  [0, Q + 2) there exist a constant c>  0, 
depending onp, po, a matrix В  and a number (i satisfying (1.2) such that

(2-2) l№*iXjull£r-*(S) ^ с||Ьи||^.»(5), i , j  = 1 , 2, ...,po;

(2 3 ) 11*օ«||լւ>.*(տ) ^ c||2/ti||i,,x(s),

for every и 6 C^°(S).

3. P r e l im in a r y

Note first that the operator L does not have a suitable family of dilations. Tn order 
to define the homogeneous norm, we consider the principal part of the operator L:

Lo = div(AV) +  (x, Z?oV) -  dt,

where Bq stands for the matrix for which all the *—blocks in В  aro zero matrices.
Pbr Լա there are groups of dilations on R N and Rw+1, which we denote by (<5(A))a> o

and (D(A ) ) a > o i  respectively. More precisely, (5(Л))л>о and D{X) are defined by

5(A) =  diag(Xa i, AQJ, . . . ,  Aa" ),

D(A) =  diag{ Aa‘, A°»,. . . ,  A“" , A2),

where
Q l =  . . .  =  ftpo =  1, Qpo+l =  . . .  =  Opo+pi =  3 , . . . ,

^Po+...+Pi—x+l =  • ■ • =  ~  2r ՜ք" 1-
Therefore, we can write

ճ( A) =  diagiX I^ , A A2r+1 IPr)֊,

D ( A) =  d i a g W n , A 3/Pl, . . . ,  A2r+1/Pr, A2),

where denotes the pj x pj identity matrix, and <5(A) and D(A) denote the matrices 
of dilations on R N and Rw+1, respectively.
Note that det(L>(A)) =  AQ+2, where

(3.1) Q =  po +3pi +  . . .  +  (2r +  l)pr

is called a homogeneous dimension of Rw+1. Similarly, det(<5(A)) =  A*̂ , and Q is called 
a homogeneous dimension of R'v . Notice also that the operator Lq is homogeneous 
of degree two with respect to the dilations D(A), that is,

Z,0(u(D(A)z)) =  X2(L0u)(D(X)z), z  e  Rw+1, A > 0
27



for even’ u € Со°(КЛГн՜ 1). There is a natural homogeneous norm in S  v+1, induced 
by dilation D(X) given by

||(*,*)11 =  ք > 11/<կ +  1*11/2- 
j-1

With this norm we define the function d[z, w) = ||u>~1 ° *||, and observe that

||Л(А)*|| =  А И , A > 0, * € Ra'+1.

Note that the operation "o"is a translation, induced by the operator L, and || • || is 
the homogeneous norm, induced by the dilations associated with the principal part 
operator կ .  This implies that d is a hybrid quasidistance. The ball with respect to 
d is denoted by

B (z , r ) =  B r{z) =  {to 6 R*4՜1 : d(z,w) < r}.

Similarly, there is a homogeneous norm in R^, induced by dilation 5(A), defined by

l l ( * , t ) l l i  =  E N 1 / e ' -  
>=1

With this norm we define the function

<М*,У) =  № ՜1 օ տ||ւ.

and the ball with respect to dj we denote by

(3.2) B(a:, r) =  Br(i) =  {y € R* : di (x, у ) < г}.

БЪг z =  (ж, t) e  Rn+1 the cylinder in R//+1 we denote by

(3.3) Qr(z) = Br(x) x ( t - r 2, t  + r2).

Ear more about the general theory of homogeneous spaces we refer to [24] - [26].

Remark 3.1. If we choose the strip S  as our space, then d is no longer a quasidistance. 
In fact, as it follows from Lemma 3.1, d is a local quasisymmetric quasidistance. This
is why we cannot use the theory of homogeneous spaces, and instead we deal with
singular integrals to derive the Morrey estimates by applying the properties of local 
quasidistances.

Lemma 3.1 ([8]). For every compact set M c R w there exists a constant Cm such 
that

I k ՜1» <  CM\\z\\, * 6  MX [ - 1 , 1];

II*ofII < С м (М  +  IICII), f  6 5, z е м  ж [—1 , 1].
28
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Moreover, since the set {z : ||z|| < 1} is compact, the above inequalities imply that 
there, exists a constant С such that

d(z,C)<Cd(C,z),  z, С 6 S, d(t , z)  < 1;

<*(■*. С) <C(d(z ,w)  + d(w,Q), z , S , w e S ,  d(z .w)<  1, d(Հ,ւս) < 1.

Recall that for functions /  and g defined on KJV+1, their convolution f * g  is defined
by

/  * 9(z) = [  f ( z o  Հ ՜ 1)ց(Հ)ժհ = (  g{ С" 1 о z ) f (  QetTrB<%,
J  RN + 1 J  RW+I

where Հ =  (a:, t).

Lemma 3.2 ([2]). The operator L possesses a fundamental solution:

Г (* ,0  =  7 ( Г І 0 *), * ,< € R " +1,

with

t<  0,
e x p { ֊ \{ C -x{t)x,x) -  еГгВ), t > 0,

where z  =  (я, t) and C(t) is as in (1.2). (Recall that C(t) satisfies (1.3) and 7 6 
C°°(RN+1 \ { 0});.

By the definition of the fundamental solution we have

(3.5) u(z) =  - (L u  * 7 )(z) = -  f  7 (C 1 0 *)М С Ж -Уцлг+i
Moreover, the following representation formula holds (see [8|, [18)):

(3.6) dl lXju(z) = —PV(Lu  * dl iXji){z) + CijLu(z)

for every и € C'o°(R'Y+1) and for suitable chosen constants cy, t, j  = 1 ,2 ,. ..  ,po- The 
principal value in (3.6) is understood as

P V (L u  * ՑԼ դ ){z) = lim f  0 2)ԼՎՀ)<Հ.

Remark 3.2. For u 6 Cq°(S) setting

GLOBAL MORREY ESTIMATES FOR A CLASS OF ...

f  ° -(3.4) 7 (2) = <  (4«)֊"/»— t
l \Л

. .  . Г «(г), z  e 5,
u(z) = լ  0, г € RN+1\S ,  

from (3.5) we infer that

(3.7) u(z) -  ֊ ( L u  * 7 )(*) ֊  -  [  Г(z, QLu(OdC ֊  ֊  /  Г(г, О М С К -
J S
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Lemma 3.3 ([18]). The fundamental solution Г has the following properties: 
for every z , ( £  S  there exists С > 0 such that

I S . , r ( « , O I S g r r ^ |5 « ’ i =  1' 2....... .....

\дХщГ(г ,  C)| < ||̂ ֊1 о г ||0+2’ *»J ~  •••»Po-

4. P r o o f s  o f  T h e o r e m s  2.1 and 1.1

In this section we use the methods of the singular integral theory and the method 
in [8], adapted to our situation according to the properties of the local quasidistance 
and the fundamental solution Г, to prove our main results.

We first introduce a suitable cutoff function t) 6 Cq°(Rn+1) satisfying 0 <  7] < 1, 
r/(z) =  1 , ||z|| < ftj/2; i)(z) =  0, ||z|| > ft,, where ft, < 1 is a positive constant to be 
determined later.

Observe that (3.6) can be written as follows:
=  —PV(Lu  * (vdXiXJ7)) -  ԼԼս * (1 -  ѵ)дж,хі І ) )  + Կ յԼս  

՛ =  -P V ( L u  * k o ) -  (Lu + k00) + d jLu ,

where ко = т)дХіХ̂ ,  к ^  =  (1 -  rj)dXiXր ,  i , j  =  1 , . . . ,po.
We define the following linear operators:

Tg  =  P V (<7 * ко), Kg = (g* *«,), 

and first derive the global Morrey estimate of К  on S.

Lemma 4.1 (|8j). For every p € (l,oo) there exists a constant с = c(p,po, В, ц) > 0 
such that

II-Ks IIlp(s) < cllsll^ s),
for every g e  Z^(S).

Lemma 4.2. There exists a constant с > 0 such that

\ p q+2 ^ \B (Z> P) Ո 5 | < cpQ+7, z e S ,  p >  0.

Remark 4.1. The proof of Lemma 4.2 can be deduced from that of Proposition 9 in 
[8j. However, for completeness of presentation, we give here the proof of this lemma.

Proof of Lemma Հ.2. We have

\ B ( z , p ) n S \ =  [  մՀ.
JSn{||C֊>o*||<p}
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To compute the integral on the right-hand side, we set z =  (x, t), w =  (Հ, r), C՜1 oz = 
V), and observe that

\B { z ,p ) n S \=  [  eT™ dtdr.

Since z, w e  S  we liave |r| < 2 and

|B (z ,p )n S | =  f  eT™<%dT
Jsnm,T)\\<p)

< еетѵп [  d w < cp Q+2.
J sn{\\w\\<p}

Similarly, the inequality e~2TrB < erTrB implies ip ^+2 < |B(z, p) ՈՏ|, and the result 
follows. □

Lemma 4.3 ([8j). For every r0 > 0 and К  > 1 there exist g € (0, r0), a positive 
integer M  and a sequence of points {z ,}g j С S  such that S  С U S i £ ( 2ii в) and

OO

*в(*. ,Kq) (z) < M  for all z e  S.
l= 1

Lemma 4.4. For every g € /^ ,A(5), p >  ] and A > 0 there exists a constant с such 
that

IIs IIl p (s ) <  c ||p | |l , . a(S).

Proof. For every ball B(zi,p), p < r<> it follows that
\  i / p

GLOBAL MORREY ESTIMATES FOR A CLASS OF ...

IMIl"(B(s,,p)) <  PX/p f p  A [  |ff(z)|p£/z )
\  J b ( 4 , p) )

( p - X f  m f d x )
\  nQp(»i) /

1/p
=  pVP

< c||ff||LP.*(B(x4.p))-

By Lemma 4.3 we can write
oo oo

IMU*(.9) <  X ) ІІ0ІІі>(в(жі,р)) < -  " Ф 1^ ( в ) .
1=1 t=I

and the result follows. □

Lemma 4.5 ([8]). For every go > 0 there exits a constant m  — rn(ga) > 0 such that

^|*oo(z)|dz < m.
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Lemma 4.6. Let p e  (l,oo) and A € [0, Q + 2]. Then there exists a positive constant
с depending only on p and A, such that

(4.2) ||ձ'տ||լ*.*(Տ) <  c||s||ip.x(s),

for every g 6 L ^ S ) .

Proof. Let q be the conjugate exponent to p. Applying Holder inequality and Lemma 
4.5 we get

\Kg[z)\ =

<  J  |f c o o (c֊1 о  *)Г/ЯЫ С 1 °  * ) l 1/ p l $ ( C M

< ( / ш с ' о г м )  ( І д \ ы с ՝ о , т о м )

XIAOJING FENG AND PENGCHENG NIU

< ™1/4Ա  | * o o ( C - l o * ) l l p ( 0 lp d c )
Next, for every Q =  Q(y, r), r  < 1 , we can write

\  1 /Р

р гііа д іі-іа п я  S

s  լ  Լ  j F ^ < 1  -  ”к ՜ ՛  •  « w o w *

< m^4(eo/2)-̂ +2) [  f  |p(C)W*
r Jq nsJ,

< m ^ i e o / i r ^ H Q  ՈՏ\ Լ  |ff(C)|pdC

< խ 0 \> Ժ Հ  

By the inequality A < Չ +  2 we have

(4-3) J^ II^ IU 'W n s) < c||ffИ/>(s).

Finally, for every В = B(y,  г), г >  1, by Lemma 4.1 we get

(4-4) <  ll-Kffll^CQns) < c||ifff||j>(s) < сЦ^ІІі»^).

Thus, the desired inequality (4.2) follows from (4.3), (4.4) and Lemma 4.4. This 
completes the proof. □

Now we proceed to discuss the global Morrey estimate for T  on S.

Lemma 4.7 ([8]). There exists a number R q > 0 such that for every zo € S  and 
R <  Ro, if a,b are two cutoff functions belonging to CP(RN+1) for some 7  >  0 with
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suppa, suppb С В (го, R), and if  k(z,()  = a(z)ku(^ ՜1 о z)b(() and

Hg(z) = P v [  Hz,  0/(0*.

then the following estimate holds:

II^ IU » (B (* o ,R )) ^  c ||ff |І£^(В(І0(Л))

for all p 6 (l,oo), g 6 Lp(D(zo, R)) and for some с > 0 depending on the cutoff 
functions a, b only through their CP norms and on p, but independent of zo and R.

Lemma 4.8. There exists a number Rq > 0 such that for every zo 6 S  and R  < Ro, 
i f  a, b ,k(z,Q and H  are as in Lemma Հ.7, then there exists a constant с > 0, such 
that the following estimate holds with p 6 (1, oo) and A 6 [0, Q 4- 2)):

(4-5) \\Нд\\„.

for all g e  Ẑ *A(B(«o, R)), where the constant с depends on the cutoff functions a, b 
only through their CP norms, but is independent of zq and R.

Proof. For every Q =  Q{y,6r) with Q Ո R ( zq , R) Փ 0, where 6 <  1 is a positive 
constant to be determined later, we set Q =  Q{y,r) and Qc = Qc Ո B fo , R). For 
a measurable set E с  S, denoting the relative characteristic function by xb , the 
function g € Lp(B(z0, R)) can be represented in the form g =  g\ +  ց-շ, where

S i =  9 X q t \B (zo,R)> 9* =  ^ 5 'Г Ш (х о ,Д )- 

Hence, applying Lemma 4.7, w« obtain

ll^ ffi||£ j.(Q n B (* o ,« )) <  І |Я р і | |^ ( в ( ^ , , я ) )  <  с | |р і | |х , , ( в ( ^ ,я ) )

=  сІІ5іІІьі*(дпв(*о.я)) — crr Нг11̂ -*(в(*о,я))-

For every z  € Q Ո B(zo, R) if Հ 6 Qc, then by Lemma 3.1 there exist a positive 
constant cr0 such that

Г < I K ՜1 °  l/ll < C R o ( ||C “ l o ^ || +  || ^ ՜ 1 о  J/II) <  c / i o d lC ՜1 о 2f|| -H 5 r ) .

With 6 =  1/(2сдо) we have



By Lemma 4.2 we can write

\քքցշ(.շ)\ < [  |5х(̂ Г(г,С)з(СЖ
1 Л ՜  У{СбВІ*о.Я):1ІС֊‘огЦ>4>-}

< Y  (  . . . - I / .n q TalflCOMC
՜  ^■ /{сеВ С го .Я ):2 ‘ -М г< ||С -‘0=ІІ<2‘ -«Г} ^  "

՜  £  (2kJr)0+2՜  Х ак#г(*)пв(--0.Л)|S(C)I C

-  £  (2*5rV+a՜  'S{0|dC
_ է X ճււճ±21

< с||р||і».Л(В(хо,Я)) Х Д  ' ’
Ar=l

implying

/  |ЯР2(г )|^ г < cP||ff||J,.»(B(aoii0)rA- w+2) ( f ; ( 2fc) iri?±2i)  IQI
УОПВ(і<„Л) \fc=l /

<  Л И н ы / ՜ 1* 11

Therefore,
CO

(4.7) і|Я.<72іі£*(ОПВ(іл.Л» < Cr^llglU^^IBlxa.R)) У^(2*) 11 t
k=1

where the constant с >  0 depends on p and До- Finally, by (4.6) and (4.7) we get

(дг|а/р и#діи>(<эпд(«а.я)) ^ ^ _а/ріі і̂іь*-*(в(»о,л)) B 2‘ > 5 *

Since A < (Q +  2), the above series is convergent, and the desired inequality (4.5) 
follows. □

Lemma 4.9. Let p 6 (l,oo) and A e  [0,Q +  2). There exits a positive constant c, 
such that

(4 -8 ) II^SIIl ».MS) -  Փ 1 1 ւ * * (Տ ) .

for every g € Մ ՝Ճ{Տ).

Proof. Let q s  Cq (S ) be a cutoff function satisfying

a(z)  =  1 , | |z || < qo; a(z ) =  0, ||z|| >  2ft,-
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Denote a*(z) =  a(z 1 о zj), < =  1 ,2 ,..., and observe that when ||£֊1  о z|| > ft,, then 
Afl(C 1 ° z ) =  0- Hence by z e  B(zj,go) and fco(C_1 о z) փ 0, it follows that there 
exists a constant C > 0 such that С 6 B(zj, C qq).

Define the second cutoff function /3 6 CJ (5):

0(*) =  1, ||z|| < Cpo; £»(z) =  0, ||z|| >  2Cft,.

Let bj(z) =  /?(z 1 о zi), t =  1,2.......Setting rg =  Rq/2D , and applying Lemma 4.3
we concluse that there exist a constant po < tq to satisfy

(4-9) ™ ^ ( 5 ) < £ | | Т РЬ
i=l

Now choosing ft, =  po, we find that С 6 B fo.C ft,) for every z 6 Bfc.pu), and 
hence

Tff(z) =  P V  [  k o iC 1 ° *)ց(Հ)ԺՀ
J * N +1

= P V  f  Oi(z)fco(C_1 oz)6i(C)ff(0*./* *  +1

= P V  f  Oi(z)ko{C՝ °*)bi{Qg(OdC =Tig[z).
J b (z( ,2C po)

Thus, we have
oc oo

(4.10) 5Z  Hr sllL»^((B(*<tpo))) =  5 1  ІІт<рІІ^-»((в(*,іЛ)))-
t-1 i=l

By 2Cpa < Ro and Lemma 4.8 we get

(4.11) ll f̂f||LF.X(fl(Z(,2Cpo)) <

where с depends on the cutoff functions a+, 6* only through their CP norms, and does 
not depend on Zi and 2Cpo- Also, note that

||oi||c-> =  ЦаЦс-г. t =  1 , 2, . . . ,  ЦМІсі =  ||/9||с-м і =  1 , 2, . . . ,

Therefore, the constant с in (4.11) is independent of i.
Finally, by (4.9) - (4.11) and Lemma 4.3, we obtain

OO

H^sHl^CS) ^ ІЫІх.'.М(в(хь2Сро))) ^ сМ|ЫІ£,.*(5), 
i=l

implying (4.8). This completes the proof. □

Now we are in position to prove our main results, Theorems 2.1 and 1.1֊ .

Proof of Theorem 2.1. It follows from (4.1) that

£ » ,« (* )  = —TLu(z) -  KLu(z)  +  CyLu(z).
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Next, by Lemmas 4.6 and 4.9 we obtain

^ ііГ £«И і'х(5) +  WK L v Wl’- \ s ) +  Ov-buB^cs)
(412) <  c||£«||i».x(a), i, j  =  1,2, . .  • ,Po-

Now the estimate of ||1օ«||լ*.»(տ) follows from (4.12) and
Po

y 0u  =  L u  -
M=1

Therefore, (2.2) and (2.3) are fulfilled. Theorem 2.1 is proved.

Proof of Theorem 1.1. Let Հի € Cg°(R) be a cutoff function such that supp^ с  [-1,1] 
and / І  \i>{t)\pdt > 0. Letting u : R N —► R be а Сц° solution to the equation A u  =  
/  in Rn, for some /  e  L ^ R ^ )  and U(x,t) = u(x)ij>(t), we have

LU(x, t) =  f{x)ip(t) -  u(x)ip'(t) = F(x,t).

According to Theorem 2.1

(4-!3) 11^(ւյ^1և»^(Տ) ^  сЦЛІі«>-*(5)» »>i =  1 |2 ....... Po-

Next, for A 6 [2, Q + 2) and i , j  =  1,2, . . . , pu the left-hand side of (4.13) can be 
estimated as follows

• \ К * № . Ч З ) =  i uP A /  |вхѴ (*Ж № (тЖ </*гітv ' *es,r>o Гл ygr(*)ns J

XIAOJING FENG AND PENGCHENG NIU

: ) |рЛс
1 rx+r~ 1 г

8Up “շ /  №(т)|Р£*Т • SUP /  |Ց ^ Ա (
t€[—1,1],г>0r Л-r3 *ек",г>0 r JBr(x)CAN

sup /  |V>(r2j? +  t)|pdr/- sup —^  [  | ^ e « ( * ) |^
t€[—1,1],г>0 У—1 xeR",r>0 г  Увг(х)ПЙА'

> /  sup ՅՅշ /  a,
У- l  xGR",P>Or  JB r (x)nR« 1

Now we estimate the norm H/V'Ikp-HS) f°r A e  [2, Q +  2). We have

WMlp.HS)  =  SUP І  /  І/(і/Ж т)|рс*угіт 
w  *eS ,r> o  y g r ( , ) n s

8UP ^  /  IV»W|pdr- sup - 5^2 /  \ f(x)\pdx
t€[-l,l],r>0 r Jt-T* x6R",r>0 r Jbr{x)rX"

sup [  \ір(г2т] +  t)|pd»7 ■ sup \f{x)\pdx
t e [ - i , i ) , r > o J - i  хек",г>ог Увг(х)гл^

՜  x e £ v > o ^ Հ.(.)ո*« l/(l)|P d l ֊  =  И « К рд-.<э»>-
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. Similarly, we gel ||uV> ||լ».*(տ) Ճ с1М1и>.*-а(ц«). In view of (4.13) the above inequalities 
imply that for A 6 [0, Q)

— C{ IH U l|j>-*(RW) + ЦыЦьлЛруіГ)}, i , j  = l ,2 , . . . , p o ,

where the constant с depends on ip and ф'.
Finally, the estimate of follows from the equality Хци = A n  —

Oij0ilXju. This completes the proof. Theorem 1.1 is proved.
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А н н о тац и я . Статья посвящена исследованию гильбертовых пространств 
ЛІ, содержащихся в пространство Харди Я 2 функций голоморфных d  |z | <
1. В частносги, доказана теорема об описании граничных свойств функций 
113 Лц некоторыми тонкими ш-сы костями и, с помощью явного вида изо- 
метрпи между А2 и в А2 найдены биортогалальньго системы функций, 
содержащие малые степени ядра Копш.

MSC2010 num bers: 32А35, 31А05.
Ключевые слова: весовые пространства, голоморфные функции, биортого- 
пальпые системы.

1. В ведени е

Широкие, общие пространства А% голоморфных в \z\ < 1 функций введены и ис­
следованы в работе [2], по аналогии с пространствами Нр(ос) =  (1 < р < +оо
(-1  < a < +оо), исследованными в работе М.М. Джрбашяна [1]. Пространства 
ЛР - множества голоморфных функций /(г), для которых

(
\  1/р

^  / / <+оо,  о < р < + 00,

где сІііш{реіб) =  -dw(/32)rW и ш(і) 6 Я а , т.е. функция w(i) определена на [0,1] и 
такова, что:

1
(і) 0 < V ш < + 00 НРИ любом 5 е [0,1),

S

(u) An = An(w) =  - / o1«ndw (t)^0 , ո =  1 ,2 ,...,

(ііі) liiuhif \/|Д „ | > 1.
г*—юс

В [2| в частности доказано, что Аѵы банаховы пространства, превращающиеся в 
гильбертовы пространства, когда р =  2 и функция ш[х) монотонна. Что при лю­
бом р > 1 пространства А£ покрывают множество всех функций голоморфных
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в |z| < 1. Кроме того, в [2| установлена явная формула для нзометрпн между Л* 
и пространством Харди Н2, что позволяет перевесит любой результат аддитпн- 
ного характера из W2 в Л2. В простом случае սյԼէ) =  (1 ֊  է)° (-1 < а  < +оо) 
пространства А? переходят в хорошо известные прострапства

(1.1) Я р(а) =  А* := J J  (1 -  |г|)0|/(г ) |рйа(г) < +оо,

исследованые в |1]. Здесь d a (z )  - двумерная мера Лебега. В общем же случае 
греческая буква и  в [2] означает то же, что в исследованиях М.М. Джрбашяна 
[3, 7J классов мероморфных функций, т.е. подчеркивает то, что А? исчерпывают 
все голоморфные в \z\ < 1 функции.

Настоящая статья посвящена исследованию, в случае р =  2, несколько иных ве­
совых пространств (1 < р < +оо) типа Дирихле функций голоморфных в 
\z\ < 1, которые содержатся в пространстве Харди Нр в \х\ < 1. Эти "узкие" 
пространства введены в [2] предположением о том, что не сама голоморфная 
функция /(*), а ее производная /'(г ) принадлежит j4£. ТЪкое определение, оче­
видно, обеспечивает банаховость новых пространств, а также их переход в гиль­
бертовы пространства в случае р = 2, где скалярное произведение то же, что в 
А%, однако с заменой функции на ее производную.

В настоящей статье даны некоторые усиления и продолжения результатов рабо­
ты [2] в случае р =  2. Именно, установлена другая явная формула изометрнн с 
пространством Харди Я 2, более тонкий результат о граничном поведении функ­
ций из А^ С Я 2, а также некоторые результаты о биортогональных системах 
функций в А* с  Я2.

2. П ро стран ства  А£ с  Я 2 и и х  граничны е  сво йства

Определение пространств А% С Я2, данное в |2), целесообразно немного моди­
фицировать и привести к удобной для рассматриваемых задач форме.

Определение 2.1. Класс Ո л - множество непрерывно дифференцируемых в 
[0,1] функций u>o(t) € Cl а таких, что

(a) աօ(է) \  в [0,1], шо(1) =  0 и wo(0) = а < +оо,

(b) |w0(£)| / -  в [0,1) и |խօ(է)| — і |  <  Kt, 0  <  է < Տ, при некоторых постоян­
ных К  > Q uQ < 5 <1.

Всюду ниже будем считать, что ա0(է) € П л и Wl(a:) - квадрат Вольтерра

ші(х) = ~ J  Աօ(^)<սմօ(<7), 0 <  г  <  1.
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Тогда, как это показано в доказательстве теоремы 1.5 из [2], и>і(х) 6 Пд, wi(0) = 
1, wi(l -  0) =  0 и

Ф) = К ( * ) |  =  £Վյ)Հ{է) о <  I  <  1.

Отметим, что в случае шо(х) = а ֊1(1 — х)а (0 < а  < 1)

wi(z) X (1 -  х)2а и ш(і) ж (1 -  х)2® ՜1 при X -> 1 -  0,

где f{x)  ж д(х) для двух неотрицательных функций f(x)  и д(х) означает, что 
сі/(х) < д[х) < r,-if(x) с некоторыми постоянными сі,с2 > 0.

Определение 2.2. Еслишо(х) € П*, то і42 - множество голоморфных в |z| < I 
функций f (z) таких, что / '(շ )  е А ^ .

Теорема 2.1. Если шо(х) 6 то множество j42 является гильбертовым 
пространством, где норма порождается скалярным произведением

(f>9)ш = Ѣг (<1

« A l  С Я 2.

Доказательство. Ввиду результатов [2] следует доказать лишь вложение Л2 С 
Я2. С этой целью заметим, что если /(շ) 6 Ճ2, то в силу теоремы 1.5 из [2]

¥>o(z) =  Ьи*/'(г) =  -  f f'(tz)dw0(t) € Я 2 и ЦѵоІІда =  іі/ііа» •
Jo

Кроме того, если /(շ )  =  XltLo a*2fc - разложение Тейлора функции /(շ)  в |г| < 1, 
то очевидно

՝Po{z) = ՝52ak ( b  Լ  і* -гК ( 0 |л )  г * ՜1, խ| < 1-

Далее, в силу теоремы 8 из [4J существует убывающая функция /9(х) в [0,1] такая, 
что /8(0) =  1, /8(1) =  0 и

k j \ k- l M(t) \dt= ( - J \ kde(t)) =[Ak{fi)]~\ k > l .

Таким образом

ы г ) = £ д й ) гЛ 1 е я 2 ’
и Լշ[շ<£օ(*)] е  Я 2, поскольку при любом г е  (0,1)

J \ կ  [re"w»(re»)] |*с» < Ա Հ  tr \Mtrei6)\ Id^(0|) dd

< f  \dp(t)\ Г  Ь >(*те")|2«Ю ^  ІІѴ0ІІЯ» <  +°°-J0 JO
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Остается заметить, что

Ь М *  * * » )  * "  S * ՜  “  /< г)" / ( 0 ) '

п, тем самым, f(z)  6 Я2■

Теорема 2.2. При любом иі0(х) € Пл пространство А2 совпадает с множе­
ством функций, представимых в виде

(2.1) / М ֊ / ( ° )  =  ^ |  Сн ] (ге-“ )е"г(е{*)М, |*| < 1,

где ір(еід) G Ь2[0,27г] и
է 00 кzk Հ֊  ̂ -г* 1

(1 -  *)■ ыо(х)=(1-*)»/а 'e s ^ w i )
Для любого f (z)  € Л2 существует единственная функция ^и(г) из простран­
ства Харди Я 2, обеспечивающая равенство (2.1), и

4>o(z) =  Iwo/CO =  -  /  /(<*)duo(0, М <  1.
Jo

Кроме того, \\<ро\\н* =  II/IU*» и <р ֊  <Рп -Լ Я 2 для любой функции <р(еі4) е 
Լ2[0,2т], с которой верно (2.1). Оператор изометрически отображает под­
пространство функций А%, обращающихся в ноль ѳ начале координат, в Н2, и 
интеграл в правой части (2.1) является обратной изометрией (А * ,) ՜1.

Доказательство. По определению 2.2 включение f (z)  € А2 означает f '(z)  6 А2 , 
и поэтому по теореме 1.5 из [2]

/'(*) =  ֊  fj CU (*с-")Ые")<Ю, N < 1, 

где <A)(z) =  і Шо/ /(г) е Я 2 и ||^о||я» =  ||/||л> ■ Следовательно,

(2.2) / ( , )  ֊  / ( 0) =  ֊  Ր  M e")*®  Լ  Со* ( С е - " К .  И  < 1,
где

r ^ ( C e ֊ « ) d C  =  f  Г ^ ֊ с Т > ' И)Н1 
л  4,14 ж  & Ѵ Г +  1 )А * Ы

и

(* +  l)Afc(wo) = {k + l ) ( - Լ  tkdu0(t)^ =  (A + 1 ) J  «* K (i) |A  =  Д к+1(|а,'I).

Тем самым

j f  с и » г - ж = - " M  =  в“ [ С к , ֊  1].
fc=О
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и формула (2.2) переходпт в (2.1), поскольку из <fo(z) 6 IT2 следует, что

Jo =  ° ՜
Обратно, если формула (2.1) верна с какой-либо і/з(е,й) 6 L2[0,27г], то очевидно

( ֊ F  j f "  «С. М  <  1.

Отсюда следует, что

/'(* ) = — Jo C ^ z e - i O M e ^ d O ,  |z| < 1,

и /'(z ) 6 по теореме 1.5 из [2]. Оставшаяся часть доказательства очевидна. 
Отметим, что рассматриваемые пространства А2 схожи с теми классами УѴ{ш} 
М.М.Джрбаптяна (3, 7], которые содержатся в неванлинновском классе N  ме- 
роморфных функций ограниченного вида в |z| < 1. А именно. А2, с  Н2 и А2 
обладают тем же граничным свойством, что классы N  (ш) с  N.
Прежде чем привести теорему о граничных свойствах функций из А*, напомним 
определение w-ем кости, введенное М.М. Джрбашяном и B.C. Захаряном [5, С, 3, 
7] в качестве обобщения хорошо известной a -емкости Фростмана (случай ш(х) = 
(1 —а:)а , — 1 < а  < 0). Полагая, что ш(х) > 0 непрерывна на [0,1), |w(a;) —1| < Кх  
(0 <  X < S) при некотором К  > 0, 6 6 (0,1), w(0) =  1, քՀ u[x)dx < +оо и

1
a ,(z )  =  i + £ — г

z k
k=l k fo tk~1U)(x)dx 

они ввели

(1 — z),+“ ’

Определение 2.3. Борелевское множество Е С [0,27г] имеет положительную 
ш-емкость, если существует борелеаская мера ц  -< Е такая, что

а2іг
sup / |Ca,(ze֊,tf)|ci^(i?) < -boo.
1*|<і Jo

В противном случае, когда этот интеграл бесконечен для любой Борелевской 
мери /х -< Е, множество Е  имеет нулевую ш-емкость.

Теорема 2.3. Если и>о(х) 6 то любая функция f (z)  е А2 обладает конечны­
ми угловыми граничными значениями /(e ,tf) для всех Հ) € [0,27г] с возможным 
исключением мноэісества Е  С [0,27г] нулевой \ы'а\-емкости.

Замечание 2.1. Утверждение теоремы 2.3 является следствием теоремы 8 
из [3] (см. также [7], стр. 112) и представления (2.1) теоремы 2.2. Теорема 2.3 
уточняет теорему 2.1 из [2|, поскольку если / '(г )  6 А2 с ш(х) =  (1 -  х)а (0 <
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Q < 1). то теорема 2.1 из [2) описывает граничное поведение /( ֊ )  в терминах 
( о  -  ^-емкости, в то время как теорема 2.3 - в терминах ( а / 2  -  1 ) -с .и к о г т и .

3. Б и о р т о г о н а л ь н ы е  с и с т е м ы  ф у н к ц и й  В Л2 С Я 2

Теорема 2.2 позволяет перевести результаты аддитивного характера пз простран­
ства хардн Я 2 в подобные же утверждения в пространствах ՃԼ, С Я 2. При­
веденные ниже утверждения - аналоги результатов М.М. Джрбапіяна и Г.М. 
Айрапетяна [8] [10] по биортогональньш системам функций в II2. В получен­
ных утверждениях функции пз Л2 аппроксимируются ядрами С |^ |(г) которые 
в некотором смысле, лучше ядра Коши, поскольку при w0(x) =  а ֊1(1 -  х)“ 
(0 < Q < 1) совпадают с (1 -  z)~°.
Для простоты будем рассматривать случай простых узлов, т.е. будем рассмат­
ривать последовательности попарно различных чисел из |z| < 1, удовле­
творяющих условию Бляшке

ОО

(3.1) £ ( 1  -  Ы )  < +00.
і=і

Принято писать {а>}|° € Л, если множество равномерно отделено, т.е.
Օյք а/с

А. М. ДЖ РБЛШ ЯН

inf т т  *>1 ■լ -լ-  і=1.іфк
=  6 >  0 .1 -  ajaic

Далее, введем произведение Бляшке с нулями {օյ}ք°

и обозначим подпространство функций из А2, обращающихся в ноль в начале 
координат, через Л2 (0), а изометрию Я 2 —► А2(0) теоремы 2.2 через

Tuof(z) = հ Լ  \г\ < 1, (Тшо = ( L ^ ) - 1).

Известное неравенство Шапиро-Шилдса [llj приобретает следующую форму.

Предложение 3.1. Если {cn}f° е Д, то для любого F{z) е  А2, с некоторой 
постоянной С > О

оо

£ ( 1  ֊  M 2) | ^ F ( aj-)|2 < C\\F\Ա ,.
J=i

Для приведения ряда утверждений, которые в основном следуют [10), обозначим

Г*М  =  Т ֊ ֊  и Ոk(z) = M l L
1 -  z  — a ta*  
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и заметим, что голоморфные в \г\ < 1 функции Т ^ г ^ г ) )  = Л ф )  и ТШо(Пк(г)) = 
8к(г) допускают представления

(3.2) Я л М - ѵ М с ^ і Й к * ) ֊ ! ] .  =  1*1 < 1 .
п=1 A"vlWolJ

где Ьп<к - коэффициенты стеиеішого разложения B(z)(z -  а * ) ՜1 =  0bn.*z"-

Предложение 3.2. Если последовательность {а*}?° не удовлетворяет усло­
вию Бляшке, т .е . ряд (3.1) расходится, то обе системы (3.2) полны в >і£(0).

Будем полагать, что А{а*..} - множество функций F(z) 6 ճ2(0), для которых 
существуют € Н2, ір(0) =  0, такие, что граничные значения 1/>(z)//?(1/z) 
совпадают с граничными значениями £WoF(z) почти всюду на |z| =  1.

Предложение 3.3. Функции (3.2) принадлежат А{ак}, а системы (3.2) биор- 
тогональны в Վ ,  т.е.

&к,&ь)ш = [ [  ( * ) = { է  при ѵ ՜ к ՝JJ\z\<i 10 при V փ к.

Предложение Ց.4. Если F(z) € >12,(0), то F(z) € А{а*} равносильно

I H<Lj |d = i  С -  z

Предложение 3.5. Любая функция f f z)  6 /4 ,̂(0) представима в виде 

/(z) = /i (z) + A(z), ll/ll2 = ||/1 II2+ Ш І2, 
г<?е / і  (г) е  А{а*} и

/ ,W  =  T » (B W 9W ) ^  с . й 4 | ( К ^ И £ Я ’'

Предложение 3.6. £с«и 6 Д u - последовательность, для ко­
торой

] Г (1  -  |а*|)|гА»*.|2 < +СЮ, 
к=\

то существует единственная функция F(z) 6 А{а*} такая, что

(3.3) Lu0F{ak)=Wk, k =  1 ,2 ,...

Эта функция представима в виде
ОО

F(z) = ^tUfcSfc(z), |z| < 1, 
fc=l

ztte ряд сходится в норме пространства A2, a F(z) - решение интерполяционной 
■задачи (3.3), обладающее минимальной нормой.
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Предложение 3.7. 05е системе* { (Н а * |2)1/2Як(=)}і° u{(l-|a* |*) 1/2Տ*(շ)}ք
- безусловные базисы в A{a*} тогда и только тогда, когда {a*}f € Д.

Предложение 3.8. Если {а*}Г 6 Д. то любая функция F(z) 6 А{о*} предста­

вима обои.ни ряда.чи

բ լ 2) ֊  Ck(F)Xk{z) = Т  \z\ < c*(^) =
Jt=l fc=l

которые сходятся в норме пространства Аш.

Abstract. The paper is devoted to investigation of some Hilbert spaces A2 which are 
contained in Hardy’s H2 of functions holomorphic in \z\ < 1. In particular, it is proved 
that the boundary properties of functions from Ճ2 arc characterized by some sharp 
w-capacities, and some biorthogonal systems of functions containing small degrees of 
the Cauchy kernel are found in Ճ2 by means of an explicit isometry between A2 and 
H 2.
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A b stra c t. In this paper we consider a class of a second-order impulsive 
differential inclusions. Using ti variational method based on the non-smooth 

critical point theory, we prove the existence and multiplicity of anti-periodic 
solutions.

M SC2010 num bers: 35B38, 35A15, 34AG0, 35R12
K eyw ords: Non-smooth critical point, variational methods, locally Lipschitz, impulsive, 
auti-periodic solution.

1. I n t r o d u c t io n

The aim of this paper is to establish the existence and multiplicity of solutions 
for the following second-order impulsive differential inclusion subject to anti-periodic 
boundary conditions

’֊(Ф р (« 'М )) ' +  М фр(«(і)) e  9 F ( i ,u ( i) ) ,  in [0,T ] \{ i i ,я з . . . . , i m}, 
(1.1) « -Д Ф p{u'{*k)) = lk(u(xk)), Jfe =  l ,2 , . . . ,m ,

«(0) =  - t ։(T), u'(0) =  —u'(T),

where p > 1, T  >  0, M  > 0, Фр(х) := |i |p֊ 2 i , 0 =  io  < <  . . .  <  x m < xm+i = T ,
ДФv[u'(xk)) = Фр(и'(х£)) ~ $p(.u '(.x k))> where and u '(x*) stand for the
right and left limits of u'(x) at x = respectively; կ  e  C(R,R), k  =  1 , 2 , . . . ,m ,  
F : [0,T] X R -¥ R is a measurable function such that for all t e  [0,T], F(t, ■) is 
locally Lipschitz and dF(t, •) denotes the generalized subdifferential in the sense of 
Clarke |1].

In recent years much attention was paid to the question of existence of solutions 
for impulsive boundary value problems, which'have a number of applications in 
chemotherapy, population dynamics, optimal control, ecology, industrial robotics and 
physics.

1This work was supported by the National Natural Science Fbundation of China (Grant Nos. 
11271299 and 11001221), the Mathematical Tianyuan Fbundation of China (No. 11126027) and the 
Natural Science Foundation Research Project of Shaanxi Province (No. 2012JM1014).
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For the background, theory and applications of impulsive differential equations, we
refer to |2J-[12] and references therein.

In [13], Tian and Henderson studied the following equations with impulsive effects:

'- (Ф р(ц'(х)))' +  А/Фр(«(х)) eO F(u(x)) +  fiG{x,u(x)), in [0 ,Г]\{хі,х2, . . . , х т }, 
< -Д Ф р(и'(х*)) =  ■&(«(**))> fc =  l,2 ,

Հ 0) =  -u (T ), u '(0) =  -u '(T ).

In [13] it was proved that under some conditions imposed on F, G  and I j  the problem
(1 ) has at least three positive solutions via the three critical point theorem of Ricceri 
(see |14]).

In this paper, motivated by the above work, we study the question of existence 
of solutions of the problem (1 .1 ), and using a variational method based on the non­
smooth critical point theory, we prove the existence and multiplicity of anti-periodic 
solutions of problem (1 ).

The paper is organized as follows. In Section 2 we give some preliminary results 
end establish a variational principle for the problem (1 .1 ), which are needed in the 
proofs of the тя.іп results. Section 3 is devoted to our main results.

2. P r e l im i n a r i e s

In this section we present some preliminaries, basic notion and results from 
the theory of non-smooth analysis -  the calculus for locally Lipschitz functionals, 
developed by Clarke [1], which will be used in the proofe of the main results of the 
paper.

Let (X, К • ||x ) be a Banach space, (X *, ]| • ||* -) be its topological dual, and let 
tp : X  -> R bo a functional. Rccall that a functional ip is locally Lipschitz if for all 
и 6 X  there exist a neighborhood U of ы and a real number L y  > 0 such that for all 
x ,y  Շ U

\ Ф )  -  < Խ \\*  ֊  y\\x-

If /  is locally Lipschitz and tx 6 X ,  the generalized directional derivative of <p at u 
along the direction t; £ X  is defined by

V>°(u;v) =  lim su p g (™ +  ^ - y H  
te-+u,tU) t

The generalized gradient of tp at u is the set

д<р(и) = {u* e  X* : (tt*,v) < <p°(u;v) for a l iv e  X ) .

So tp : X  2X’ is a multifunction. Observe that the function (ti,t>) t-> <p°(u;v) is 
upper semicontinuous and satisfies

¥>°(и;ѵ) =  max{(£,t>) : £ e  0<р(и)} for all v e  X .
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We say that գ> has compact gradient if dip maps bounded subsets of X  into relatively 
compact subsets of X *. Also, an element и  6 X  is said to be a critical point of a 
locally Lipschitz functional ip if 0 € dip{u).

In the proofs of our main results, we will use some facts from the non-smooth 
critical point theory. Tb state these results, we first give some definitions.

D efinition 2.1. We say that an operator A : X  —ь X * is of type (S)+ i f  for any 
sequence {un} from X  the conditions « „ - ‘ u  and lim8սրո_»+00(A(un), un -  u) < 0 
imply Un֊¥ u.

D efinition 2.2. Wc say that a locally Lipschitz function գ>: X  > R satisfies the non- 
smooth Palais-Smale condition (non-smooth (PS)-condition for short) i f  any sequence 
{un}n>i Q X  such that {^(ttn)}n>i is bounded and

has a strongly convergent subsequence.

D efinition 2.3. We say that a locally Lipschitz function J  : X  —*■ R satisfies the 
non-smooth Cerami condition (non-smooth (C)-condition for short) i f  any sequence 
{u«}n>i Q X  such that {J(tin)}n>i и  bounded and

has a strongly convergent subsequence.

For the next result we refer to [15], Proposition 1.1.

Lem m a 2.1. Let ip 6 C l (X ) be a functional. Then ip is locally Lipschitz and

<p°(u\v) = (tp'(u),v) for all u ,v  e  X , 

dtp(u) = {^(u)} for all и 6 X .

Consider the space X  =  {ti € W 1 ,p([0,T]) : u(0) =  —tx(T)} endowed with the

(see |13], Lemma 3.1). The next lemma, which will be used in the proofs of our main 
results, was proved in [13] (see [13], Lemma 3.3).

L em m a 2.2. L e tu C X .  Then H |c>  < £ Г * ||и ||х , where ± +  կ =  1.

It is known (see [13], Lemma 3.2) that the space X  is reflexive and separable 
Banach space.

РІЦп) пйп{||и*||х> : u* € d<p{un)} 0 as n -*  +oc,

(! +  l|un|U)p(«n) -» 0 as n  -» + 00,

norm

Observe that the norm ||« ||a ' is equivalent to the usual norm: /̂ 0Г(|u '(x)|p I |u(ar)|p)da^
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The functional J : corresponding to the problem (1.1) is defined by

Now, we are going to establish a variational principle for the problem (1.1). Ib  this 
end, we impose the following conditions on the non-smooth potential F(x, u) and the 
real continuous function I f  

(HI) For all и € R, the function x -> F{x,u) is measurable.
(H2) For all X  £ [0,T], the function u -» F(x, u) is locally Lipschitz and F(x,0) = 

0.
(113) There exist a,b e  /^([O.TIjR) and 1 <  r  < +oo such that |u*| < a(x) + 

b(x)|u|r ֊ 1  for all x  6 [0,T], x 6 R and u* £ dF{x,u).
(II) There exist constants aj,bj > 0 and 7,• e  [0,p — 1), j  =  1 ,2 ,. . . ,  m  such that 

№>(x)| <  dj + bj\u\1J for all X e  R and j  =  1 ,2 , . . . ,m.

Definition 2.4. We say that и e  X  is a weak solution to the problem (1.1) if

(ФрМхЖО®) +  M Фр{и(х))ѵ(х) -  v '(x)v(x))dx -  ^  71 (u(x{))v(x,) =  0,

for all um e dF(x,u(x)), v 6  X  and for a.e. x  6 [0.Г].

P roposition  2.1. Assume that the potential F (x,u) satisfies the conditions (Hl)- 
(H3). Then the functional J  : X  -> R is well defined and is locally Lipschitz on X . 
Moreover, every critical point и e  X  of J  is a solution to the problem (1.1).

Proof. The proof is similar to that of Lemmas 3.5 and 4.4 from [13], and so is omitted.

Observe that, according to the Proposition 2 .1 , in order to find solutions of the 
problem (1.1), it suffices to obtain the critical points of the functional J.

In this section we state and prove our main results. We first establish some existence 
and multiplicity results for the problem (1 .1 ), by using results from critical point 
theory. Our first result is as follows.

Theorem  3.1. Assume that the conditions (Hl)-(HS) and (II) are fulfilled, and also 
the potential F(x, u) satisfies the following conditions:

(H4) There exist ц  € (0, £), со > 0 and M  > 0 such that Cq < F (x ,u ) < 
-fiF °(x , u; - u )  for all и  շ  R with |u| > M  and x  6 [0, T\.

(H5) 1іш|ц,_ю =  0 uniformly for all x  € [0, T] and all u* 6 dF{x, u).
Then, the problem (1.1) has at least one nonzero solution on X .

л m ru(*i) rT
J(u) =  - | | t i |\ x - p j 0 W * - / 0 F & M * ))d x .

T m

3. M a in  r e s u l t s
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Proof. First, we claim that J  satisfies the non-smooth (PS)-condition.
By the conditions (И2), (113) and the Lebourg’s mean value theorem, for all |u| <

M  and X G [0, T] we have

|F (x ,u )| =  |F (z,ti) -  F (x ,0)| =  |(u*,tx)| < a(x)|u| +  b(x)|u|r < M a(x) + ЛГЬ(х).

Next, by the property of generalized directional derivative of a locally Lipschitz 
function, for all |u| <  Af and x 6 [0, T) we get

|F°(x,u; —u)| =  I max{(u*, —u ) : u* 6 0F(x,u)}| < a(x)|u|+b(x)|u|r < M a{x)+M Tb[tx). 

Thus, for all u € R with |u| < M  and x  6 [0, T\ we have

(3.1) F (x ,u ) +  nF°{x, u; - u )  < a t (x),

where aj(x) € L1 ([0,7’],R).
Suppose Ы  С X  satisfies

(3.2) ІЛ^п)! ^  С  and p(u„) -»■ 0.

Since dJ[Un) С Л" is a weak* compact set and the norm function in a Banach space 
is weakly semi-continuous, by the Weierstrass theorem we can find Վ  € 0J(un ) to 
satisfy

(3.3) p{un) =  IK H x- and u* =  Ath, -  vn for every n  > 1,

with v„ € Le,([0,T],R), ֊  +  ^7 = 1 , and vn 6 <9F(z,u„(i)) for all ж 6  [O.Tj. Here 
A  : X  -» X* is an operator defined by

(i4u„,v) = Լ  [Фр(и,п(і))ѵ / (х) +  M<$>p{un(x))v{x))dx -  ^ іі(ч п(хі))ѵ(х{), V v e X .  

By the condition (II), when u(xj) < 0, we get

aju(xj) +  У  ' uy' +1(xj) < f  Ij{s)ds < —aju{xj) -
lj T  A Ju{xj) iJ ±

> (ai  +  bil«(*i)l7i M * i)  =  -° j(-« (® i))  -  W ֊ « f e ) ) 1J+1-

When Uj(t) > 0, we obtain

- a r t x j )  -  - h - v . v + ' ( Xj) < Ր ] Ij(s)ds < a ju fa )  +
7j + 1  Jo 7i "f-A

Ji (u(xj ))u(xj) > ( - a j  -  fy|u(xy)p*)u(xj) =  - о }и(х3) -  bj{u(xj))li+1.

Thus, we have

(3.4)

Ij(u (x j))u (x j) > -a j |u (x j) | -  ծ*|ս(*#)|7յ+1.
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I j)

\Jo
Ij{s)ds < a J |«(*i )| +  - ^ T |u(*i r +1,
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Therefore, by Lemma 2.2 we get

(3.5)
m /■«(*>)

У  /  Ij(8)ds
U Jo

(3 .6) /i(«(*i))«(*j) >  - a ^ r i | i t i | | x  ֊  b j( i r i )  N $ +1

Thus, in view of condition (H4) and the formulas (3.1), (3.2), (3.5) and (3.6), we 
can write

C+ p IK IIx  > •?(« * )-/•« •* > > )

=  ( i  -  /x) ||u ||x  ֊  Լ  F(x,u„(x))dx -  ii(vn, -« „ )

m ru„(x i) ՞Լ
- ^ 2  /  Ii(a)da + h(un(x{))un(zi)

»j=1 ® 1=1

> ( i  —/ЛіМ Іх -  f  (J’( i , i in(x)) +  /xF°(x,un(x ) ;-u T1(x)))<ir

- f  (F (x ,ti„(x ))+ ^ 0(х,и„(х);-и„(х)))с&

- £  ( « , 1 г і і к . і и + ^ ( ^ Г Ч м Г 1)

- м £ ( * 5 г і | М х + Ц § т і ) * Ч ы і з + і)  
i=l ՝  '

-  ( j  - м ) і м и  -  f t  -  £  ( « j T i | l « n l k  +

- " E  ( « i j r * I W I x + > . ( ^ ) ' " +՝ | |« „ |В +1) ,

where Ci is a constant.
Thus, the sequence {ur,} in X  is bounded, and hence by passing to a subsequence 

if necessary and using Sobolev’s embedding theorem, we can assume that

{ itr, - 4 i  weakly in X ,
Ur, ->■ u  a.e. in Օյ ([0, T\), 
u„ -*■ u a.e. in /^ ([0, T]).

Now, we prove the following fact

Iim8up(i4ttn ,u n — u) < 0.
n-*-foo

52



• To this end, first observe that by (3.2) and (3.3), we have with e„ I  0

Cn||un — « I I  > («ո,Ա„ — u) =  (Axit^Un — u) — [  u„(a:)(tiI,(x) — u(x))dx
Jo

Next, by (3.7) and the Holder inequality we get

/  un(i)(u n(i)  -  u{x))dx ֊> 0 as n -4 4-00.
Jo

So, linisupn_>+00(/4un, «„ — u) < 0 , and thus (3.8) is fulfilled. Since A  is of type (S)+ 
(see |13], Lemma 4.2), we obtain un - t  и in X .

Further, by conditions (H2), (НЗ), (H5) and the Lebourg’s mean value theorem, 
for all X 6 [О, T] and u e  R, we obtain

(3.8) |F(x, u)| <  e|w|p +  <ւշ(ւ)խ|«,

where Հ > p, e > 0 is an arbitrary real number and օշ G L1 ([0,T ],R +).
Therefore, by Lemma 2.2 and formulas (3.5), (3.8), we can write

1 ™ /■“(**) гт
Ли)  =  ГІМІА' ~  E  /  Ii(a)ds -  /  F(x,u(x))dx

P t= \Jo Jo
1 ™ /•"(*<) fT rT

^  ~ І М І Х ~ Е /  Ii(a )d a -e  \u(x)\vdx+  a2(x)|ti(x)|£dx
V X=\J 0 Jo Jo

^  - І М Ь - Е /  /<(e)de — e||«i||go4-IM ilo /  a2(x)dx
V r r j  Jo Jo

> J lM R  ֊  E / U(X,) A W *  ֊  e ( ^ T i) " | |U||p +  j \ 2(x)dxMtx

г  ( r ( l r J ) p) i w

- E  ( a4 r i ||U n llx  +  +1||ս՞ 1Թ+1) +  ( կ ւ * ) Հ j \ ( x ) d x M % .

Hence, we can find R  > 0 and 5 > 0 such that

(3.9) J{u) > 6 for all u e  X  with ||u ||x  =  R- 

Now we claim that

(3.10) J{tu) -¥  — oo aa t - *  +oc.

To prove this, let X  be a Lebesgue-null set outside of which the hypotheses (H3) and 
(H4) hold, and let x € [0,T]\>f, u  € R with |u| >  M. We set 3(x.A) =  F(x,Au), 
A € R, and observe that 3(x, •) is locally Lipschitz. By Rademacher s theorem, we find 
that for every x e  [О, Г] the function A -4 3(x, A) is differentiable a.e. on R, and at a 
point of differentiability A e  R we have $;3(х, A) € dd{x, A). Moreover, by the chain
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rule we have <93(*,A) С (<9uF(z, Au), u)B, implying 03(x,A) С (0uF(x, Au), Au)R. 
Next, from (H4) we infer

\ d . д \ >  ig(x A) ^  & ( * *) > ±.
AdA3 (:r’A )- / i a( ’ } 3(x ,A) “ Am

Integrating the above inequality from 1  to Ao we get In >  In Ao . So, we have

proved that A ^^ (x ,A u ) > >^F(x, u) for x e  [0,T]\N, |u| > M  and A > 1.
Let z(x) = min{F(x,u) : |u| =  M}. Clearly we have z € І^([0 ,Г ],К +) and 

*(x) > со for every x €  (0,T). Therefore, for every x e  [0,T]\>f and |u| >  M  we have

(3.11) F(®,ti) =  F (x I |U|A f-1A fti|ttr1 ) > ( ^ ) ' ‘F ( * , |^ A / )  > * ( х ) ( ^ ) и.

On Lhe other hand, in view of the equivalence between two norms in the finite- 
dimensional spaces, for any finite-dimensional subspace U С X  and any u e U ,  there 
exists a constant С > 0 such that

||ս|Ա =  ( jT V ( x )|4dx) > C ||« |U , * > 1 .

Then, by (3.5) and (3.11), there exists a positive constant Ci  such that
rT
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J W  <  j l H &  + £  ( < փ Տ | | *  +  : ^ ( ի ՜ ! ք « +)  

s  ;IM b + £

£ l\M ”x + £  (ч  jT*IMIx + ̂ h ( 5r i ) ,'+’IM®+1)  -  ®с ‘( й )

Since Ц < i  and 7j < p  — 1, for any и  € Jf\{0} we have J(tu) —> -0 0  as t  -> + 00, 
implying the desired claim (3.10).

Finally, for large to > 0 we have J(tou) < 0 with fixed u  € ХД{0}. Hence, observing 
that J(0) =  0, in view of formula (3.9) and the non-smooth mountain pass theorem 
(see [16, 17]), we obtain и e  X , и փ 0 such that 0 e  dJ{v). An apphcation of 
Proposition 2.1 completes the proof. Theorem 1  is proved.

In the following result we replace the condition (H4) by conditions (H6)-(H8).

Theorem  3.2. Assume that the conditions (Hl)-(HS) and (II) are fulfilled, and there 
exist two positive constants /3, 7  with ' y > p a n d 0 > y - p ,  such that F(x, u) and 
h  (» =  1 , 2, . . . ,  m) satisfy the following conditions:

(H6) lim|uH+00 =  +00 uniformly for all x  e  [0, T\.
(H7) lim8up|u|_,+00 - |^ |^  < M  < +00 uniformly for some M  > 0 and all x  € 

[0 .T J.
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> 0 uniformly for all i  £  [0.Т].
(12) Լ  (i =  1 , 2 , . . .  ,m) arc odd and nondecreasing.

Then, the problem (1.1) has at least one nonzero solution on X .

Proof. We first prove that J  satisfies the non-smootli (C)-condition (see Definition 
2.3). Let {ttii}n>i £  X  be such that {J(un)}n>i is bounded and (l+ ||u n ||x )?(u n ) ~+
0 as n -> -boo. Then, there exists С > 0 to satisfy

(3.12) I J(«n)| < С  and (1 +  ||uT,||x )p (un) <  С  for all n  € N.

By condition (H7), there exist в\ > 0 and 6i > 0 suc.h that. F(x, u) < ք\ |w|7 for all 
|u| > <5i and x  € [0,T]. It follows from the above inequality, the conditions (HI), 
(H2), and the Lebourg's mean value theorem that |F (x ,ti)| < ոշ(ւ) for all |ti| < Si 
and X  € [0,T], where 5a(x) 6 L1 ([0,T],R+). Therefore

(3.13) |F(x,m)| < 0i |u p  + a 2(x) for all u 6 R, x  6 [0,T].

Also, by condition (H8) there exist ջշ > 0 and <Տշ > 0 such that pF(x, u)+F° (x, u; -u )  > 
&չ\ս\& for all |u| >  S-չ and x 6 [0,T]. By arguments similar to those used in the 
derivation of (3.1), we obtain |pF(x,u) +  F°(x ,u ; - u ) | > 03(1 ) for all |u| <  6շ and 
X 6 [0,T]. Thus, for all u e  R and x € [0,T] we can write

(3.14) pF(x, u) +  F°(x, и; - и )  > &\и\р a3(x),

where 33(x) € L 1 ([0,T ],R +), Therefore, by (3.4), (3.12) and (3.13) we get

С  > |J(un)| >

Thus, we have

(3.15)
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FVom (3.12) and (3.14) we obtain
( p + l ) C  >  p J(« « )- « , « „ )

02 J  \u„(x)\pdx -  Լ  a3(x)dx -  Qi6% 

m /•!».(*()
- р У ՝  /  It(a)da +  E Ii{un(xi))un(xi) 

7̂ i Jo 1 = 1

02 J  |«„(x)|0d x -  Լ  a3( x ) d x - e i 6$

- P E  + ^ i l K I I « +1)

—E  (օ*11“ ո 11օօ+ ЬіЦипііто+1) I
i=sl

where it* 6 9J(un) and w„ e  dF(x,u„). Therefore the sequence {«„} ія bounded 
both in Ifi{[O.Tj.R) and L°°([0,T],R).

Since 7  > p  and f) > 7  -  p, then assuming 7  <  /? and using H o ld e rs  inequality
we have / 0T |է1ո (ւ )Ր ^  < Լք*  |tin (x )|^dx^ , which together with (3.15) implies that 
{u„} >s bounded in X . Մ /3 <  դ, then by Lemma 2.2 we get

jTt ^ ( x ) ! ^ < IK II^jT t Mx)|^dx < ( і т і ) 7՜ | ti«(x)| .̂
Пепсе, taking into account (3.15), we conclude that {ti„} is bounded in X .  By 
arguments similar to those used in the proof of Theorem 3.1 we infer that {tin} 
strongly converges in X .  լ

Also, by conditions (H3) and (H5) we can find R  > 0 and S > 0 to satisfy

(3.16) J(ti) > «5 for all u € X  with ||u || =  R.

Next, we prove that there exists щ е  X  such that J(uo) <  0. Tb this end, observe 
first that by condition (H6), for

P + i  т + и т ( т )

Й = - - ~ Т Г ՜
there exists S3 > 0 such that

F (x ,и) >  е з |і іР  for all |u| >  63, x  €  [0, T).

It follows from (H2), (H3) and the Lebourg’s mean value theorem that

(3.17) F (x,u ) >  езМр - 0з<*з-O i(x ), for a llu  6 R, x € [0,7],

where 04(x) € L1 ([0,T],R+). Therefore, by (3.17), (H3) and Lemma 2.2, we choose 
ио(х) =  ^  ֊  X and observe that ц е ! .
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Since by (12) the functions Լ  (i =  1 , 2, . . . ,  m) are odd and nondecreasing, the 
functions f 0 Լ(տ)ժտ are even and satisfy I,(s)ds >  0 for any Հ > 0. Hence

™ ր o(xi)
/  /  1Հտ)(ե > 0.
i=l •/n

So, in view of (3.17) we can write
8P , T ,  j у  |p \  ra ru0(xt) ,T

J(auo) =  — ^1 +  Л Г | - - * |  I i { a ) d s - J  F(x,suo(x))dx

-  —  Լ  +  M 1 -  ®| )  dx -  J F(x, «<о(х))<іX

s  p { т + р Т і ( і У * ) - ։ ' ез І  K W I '^ + C i

where C\ := дзб%Т + Լ  a^(x)dx is a positive constant. Taking into account that
1 f m t  2M  2 /Т \р+1 1 Հ_ 2M /Т ч И -і\  „
p (  р + Т ѵ г )  J “ » ? + l ( a )  = - Д т  +  ^ й ( 2 )  J < 0 >

we conclude that there exists a large enough so > 0 such that J(souo) < 0 .
Finally, observing that J (0) =  0, wc use the formula (3.16), the non-smooth 

mountain pass theorem (under the non-smooth (C)-condition (see [17))) and Proposition 
2.1, to complete the proof. Theorem 2 is proved. □

T heorem  3.3. Assume that the conditions (H1)-(H5), (II) and (12) arc fulfilled, 
and the potential F(x,  u) satisfies the follovhng condition:
(119) F{x,u)  =  F(x,  - u )  for al lx  6 [0,T], и e  R.
Then the problem (1.1) has an unbounded sequence of solutions {u„} С X  such that 
I K I U  -+ oo os n - >  oo.

P roof. It follows from the conditions (12) and (H9) that J  is even. Hencc using the 
arguments of the proof of Theorem 3.1 and the non-smooth symmetric mountain pass 
theorem [16], we conclude that J  possesses an unbounded sequence of critical values 
{c„} satisfying J(un) =  Cn, where 0 6 dJ(un) for n =  1 , 2, . . . .

Since 0 6 dJ{un), by (3.3) we get

(3.18) Լ  (Vn(x),un{x))dx =  0,

where vn 6 dF(x,u„).
Next, in view of (3.5), (3.6), (3.11), (3.18), (H5) and (H9), we can write

- I K I I x  =  11«ո11*  ֊  -  /  (vn(x),u„(x))dx >
P P iZ1 Jo
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> (p +  l)c„ +  / T((p + l)F (x ,u „ (i))  ֊  F°(x ,ti„(x);un(i)))dx+
Jo

TJi ր-Ա n(®|)
+(p +  1 ) T '  /  /,(s)da -  ^ / ,(u n (x ,) )u „ (x ,)  >

i= l >/o i= l

> (p +  l)c„ +  ((p +  1) +  j j )  Jo {F(x,Un(x)) + F {x, —tit»(*))dx—

- ( p + i ) E  +  (§ r i )  i|Un||* +1)  ՜

- E  ( ^ ^ І К І І Х + ь і ( ֊ т і ) 7,+1іі«пііГ1)  >

> ( p + l ) c n +( ' (p + l) + - )  I  F (x ,u n(x)dx
՝  Բ ' J  {|u„ (*)i<Af>

-< P + 1 ) E  ( « i j r i i K i i x  +  ^ T i G ^ j ^ i w i r 1)

֊ Ё  (o i^ « IK IIx  + Ь і(֊Т І)'Т<+1||ип| |Г 1)  •
i= 1

Thus, we have

֊ l w & + ( p + i ) E ( ^ 5 T i I K i i ^ + ^ G T 0 7,+1 |lu ” l l 5 +1)  

+ E  ( i ^ l W l x + i i ^ J ^ i w i r 1)

> (p +  l)c„ +  f ( p +  1) +  - )  f  F(x,Un{x)dx.

Since Cn -> +00 as n - t  + 00, it follows from the above inequality that ||un ||x  -* +00 
as n -¥ + 00. Also, with some constant C", we have

(3.19) (P +  I W ^ I K I I *  + C " .

Hence, by the condition (H3) and formulas (3.4), (3.19), we can write
1 ™ /•«*»(*<) f T

pen <  “ ll^nllx — Cn + C" =  ^  / Ii(e)ds+  /  F(x,u„(x) dx + C"
”  i= i Jo Jo

™ /-Un(n) fT
=  E /  I{(s)ds+ {u*n(x),vn (x)dx + C"

і=1 Л
/  ծ \  и  у

< Е  (*ІКІІоо  +  ^ լ 11«ո11Տ+1յ  +  ІКІІооԼ  a(x)dx +  lliinll* , J  b{x)dx + с ",
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where Վ  6 OF(x,su,t) with я e  (0,1). Thus, we have |խո||օօ - ^ + о о ш і п - »  +oo, 
and the result follows. Theorem 3 is proved.
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Abstract. The main aim of this paper is to investigate weighted maximal 
operators of partial sums of VUenkin-Fburier series. Also, the obtained results 

we use to prove approximation and strong convergence theorems on the 
martingale Hardy spaces Яр, when 0 < p < 1.
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1. In t r o d u c t io n

It is well-known that the Vilenkin system does not form a basis in the space 
Li (Gm) ■ Moreover, there is a function /  in the martingale Hardy space Hi (Gm) , 
such that the partial sums of /  are not bounded in L\ (Gm)-norm, but the partial 
sums Sn of the Vilenkin-Fourier series of any function /  6 L\ (Gm) convergence in 
measure (see [12]).

Uniform convergence and some approximation properties of the partial sums in 
Li (Gm) norms were studied by Goginava [8] (see also [9]). Fine [3] has obtained 
sufficient conditions for the uniform convergence, which are in complete analogy 
with the Dini-Lipschits conditions. Guliev [13] has estimated the rate of uniform 
convergence of a Walsh-Fourier series using Lebesgue constants and modulus of 
continuity. Uniform convergence of subsequences of partial sums was studied also 
in [7]. The same problem for Vilenkin group Gm has been considered by Fridli [4], 
Blahota [2] and GAt [6].

It is also known that a subsequence Snjk is bounded from Li (Gm) to Li (Gm) Մ 
and only if nk has uniformly bounded variation and the subsequence of partial sums 
SAf„ is bounded from the martingale Hardy space Hp (Gm) to the Lebesgue space 
Կ  (Gm) for all p > 0.

1The research was supported by Shota Rustaveli National Science Foundation grant no.13/06 
(Geometry of function spaces, interpolation and embedding theorems
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ON TH E PARTIAL SUMS OF

111 this paper we prove the following rather surprising fact: there exists a martingale 
/  6 Hp (Gm) (0 < V < 1) 1 such that

я»РІ|5Мп+і / | |Лроо =  оо.

The reason of divergence of Sa/„+i/ is that for 0 < p < 1 the Fourier coefficients of 
f  e Hp (Gm) are not bounded (see [17]).

In [5], Gdt has obtained the following strong convergence result: for all f  Շ Hi (Gm)

,1- » Ё Ш - Д . . 0 ,
n-*oo lognj^J к

where S*/ denotes tlie A:-th partial sum of the Vilenkin-Fourier series of /.
For the trigonometric analogue of this result we refer to Smith [16], for the Walsh 
system see Simon [14]. For the Vilenkin system Simon [15] has proved that there is 
an absolute constant rv , depending only on p, such that for all /  6 Hp (Gm)

О -D E ^ s  < * ! № ,.  o < p < i .
k=i K

In [18] the author proved that for any nondecreasing function Ф : N —► [1, oo) 
satisfying the condition Jim  Ф (n) =  +oo, there exists a martingale /  £ Hv (Gm), 
such that

(12) ւ ա ֆ ^ =օօԽ0<ք<1. 
k= 1

Strong convergence theorems for two-dimensional partial sums were proved by 
Weisz [23], Goginava [10], Gogoladze [11] and Tephnadze [19].

The main aim of this paper is to investigate weighted maximal operators of partial 
sums of Vilenkin-Fourier series. Also, the obtained results we use to prove approximation 
and strong convergence theorems on the martingale Hardy spaces Hp, when 0 < p < 1.

2. D e f in it io n s  a n d  no ta tio n

Let N+ denote the set of positive integers, and let N := N+ U {0}. By m  := (mo, 
m i,...) we denote a sequence of positive integers m* with m* > 2. Denote by Zm„ := 
{0,1, ...,mfc -  1} the additive group of integers modulo rrik, and define the group Gm 
as the complete direct product of the group Zmj with the product of the discrete 
topologies of Zmj ‘s. The direct product fi of the measures

Hk (Ш ) :=  3 6 Zmk

is the Haar measure on Gm with ц  (Gm) =  1.
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If the sequence m := (m0> mu ...) is bounded, then Gm is called a bounded Vilenkin
group, otherwise ՜  unbounded.

The elements of Gm can be represented by sequences

x ։= (xo ,X i , . . . ,X j , . . . ) ,  Xk €  Z mu-

Observe that the sequence {In(x), n € N}, where I q (x ) := Gm and

In(x) ■= {y  e  Gm I Vo =  so, =  * n -i}  (X 6 Gm, n  6 N).

forms a base for the neighborhood of Gm.
Denoting In := /„ (0) for n £ N and կ  := Gm \  I„, we clearly have

N -1
(2.1) In  =  լ յ

5=0

If we define the so-called generalized number system based on m as follows 

Mo := 1, Mk+i := т*М*, A: e N,
OO

then every n 6 N can be uniquely expressed as n =  jM j, where n,՛ 6 Zm.
fc=o

(j 6 N), and only a finite number of rij's differ from zero.
Also, we denote |n| := max {j € N, ո,- փ 0}, and L\ (Gm) will stand for the usual 

(one dimensional) Lebesgue space.
Next, on Gm we introduce an orthonormal system, called the Vilenkin system as 

follows.
We first define the complex valued functions r* ( i ) : Gm —> С to be the generalized 

Rademacher functions:

rk (X) := exp (2тгіхк/тпк) (t2 =  -1 , x e  Gm, к 6 N) .
*1

The Vilenkin system ip := (rpn : n  e N) on Gm is then defined as follows:

V’n(z) := U r ?  (x) n 6 N.

In the special case where m  =  2, the Vilenkin system will be referred as a Walsh- 
Paley system. It is known that the Vilenkin system is orthonormal and complete in 
Li{Gm) (see, e.g., [1, 20]).

Similar to the classical Fourier analysis case, for /  e  L x (Gm) we can define the 
Fourier coefficients, the partial sums of the Fourier series and the Dirichlet kernel
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with respect to the Vilenkin system ф as follows:

m : -  [  f^kdn , к e N, 
Jom

S n f

Dn

n—1
: Ո 6 N+, Sof := 0, 

k=0 
n—1

: =  « 6 N + . 
k=0

Recall that (see [1])

(2.2)

and

(2.3) Dn {x)
/  oo nij—1 \

=  V'n(x) I (x) ^  r}‘ (x)
\ j =0 Ա=77կ ֊Ո, )

The norm (or quasinomi) եւ the space Lp(Gm) is defined by

I / I , := {J G l / f  d^ j  (o < p < oo).

Notice that the space LP։00 (Gm) consists of all measurable functions f  for which

!1/1և„,օօ := sup Ад ( /  > A)1/p < + 00. 
r A>0

The ст-algebra generated by the intervals {/„ (x ): x € Gm} will be denoted by Fn 
(n € N ). Denote by /  =  ( /n,n  6 N) a martingale with respect to Fn> n € N (for 
details we refer to [21]). The maximal function of a martingale /  is defend by

/* = s u p | / H .  
neN I I

In the case where /  € Li (Gm) the maximal function can also be defined by

Г  {x) =  sup 1 f f  (u) dpi (u) 
n6N Աո W | Jln{x)

For 0 < p < 00 the Hardy martingale space Hp(Gm) consists of all martingales /  
satisfying

l l / l l t f p  : =  l l / * l l , < o o .

For 0 < p < 1 the dyadic Hardy martingale spaces Hp (Gm) possess an atomic 
characterization. Namely, the following theorem is true (see [24]).
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Theorem W. A martingale f  = (/„, n € N) is in Hp (Gm) (0 < p < 1) if and 
only if there e?dst a sequence ofp-atoms (a*, к 6 N) and a sequence of real numbers 
{цк, к 6 N) such that for everу  n € N

oo “
(2.4) У ]vkSMnak = fn and 2JIm*Ip < °°-

k=0 *=0

Moreover, ||/ ||я  ~  inf (£ £ i„  \Vk\Pf /P, where the іпБтит is taken over all decompositions 
o f f  of the form (2-4).

Recall, that a bounded measurable function о is a р-atom, if there exist a dyadic 
interval I, such that

j^adn = 0, ЦаЦде < ц ([I)~1/p, supp(а) С I.

Let X  =  X(Gm) denote either the space Li(Gm) or the space of continuous
functions C(Gm). The corresponding norm is denoted by Ц • ||x, and the corresponding
moduli of continuity are defined by

ш (l/M ,, f ) x  =  sup II/ (• +  A) -  /  (OH*. 
fte/n

The modulus of continuity in Hv (Gm) (0 < p < 1) can be defined as follows:

w (1 /М„, /)я ,(о т ) ■— II/ -  ^Mnf\\u,(Gm) ■

It is easy to show that for /  6 L\ (Gm) the sequence (Sm„ ( / ) : n  e  N) is a 
martingale.

If /  =  (/n ,n  6 N) is a martingale, then the Vilenkin-Fburier coefficients must be 
defined in a slightly different manner, namely:

/ ( t ) : =  Urn f f k (x) (x) dfj. (x ) .
fc_f0° Jam

The Vilenkin-Fourier coefficients of a function f  € L i (Gm) are the same as the 
martingale (Sa*„ (/) : n € N) obtained from / .

For a martingale /  we consider the maximal operators:

5 * / : =  sup |5„/|-,
n €N

'S ; i  ■

where [p] denotes the integer part of p.

GEORGE TEPHNADZE

6 4



3. M ain  results 

In this section we state the main results of this paper.

Theorem  3.1. The following assertions hold:
a) Let 0 < p < 1. Then the maximal operator 5* is bounded from the Hardy 

space Hp (Gm) to the space Lp (Gm) .
b) Let 0 < p < 1 and <ք : N+ -¥ (l,oo) be a nondecreasing function satisfying 

the condition
^ (n + l ^ l o g M f o + l )

<p{n)

ON TH E PARTIAL SUMS O F ...

(3.1)

Then

and

lim
n—too = +00.

sup
n €N

Snf
4>{n) p̂,oo(Gm)

S n f

= oo for 0 < p < 1

sup
n £N <p(n) = 00.

We easily infer the following result, which first was established by P. Simon [15].

Corollary 3.1. Let 0 < p < 1 and f  € Hp (Gm) . Then there is a constant Cp, depending 
only on p, such that

Ն - j c ^ r  -  °p № ,  • fc=l
Theorem  3.2. Let 0 < p < 1, /  € Hv (Gm) and Mk < n < Mk+i■ Then there is a 
constant Cp, depending only on p, such that

lis.

Theorem  3.3. The following assertions hold: 
a) Let 0 < p < 1, /  € Hv (Gm) and

Հ ^ Լ ^ - Հ Փ * )  я ~
00.

Then
l | S f c ( / ) - / I L P i 00( O m )  -+0 « Л - Ю О .

b) For every p  6 (0,1) there exists a martingale f  € Hp(Gm) for which

and
IISk ( /)  -  ք\\ւ,,օօ{Օա) "՜* 0 аз к oo. 
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Theorem 3.4. The following assertions hold: 

a) Let f  G H\[Gm) an^

Then
| |& ( / ) ֊ / l l l ֊ > 0  a s k - to o .

b) There exists a martingale f  Շ Hi(Gm) for which

a s n - to o

and
| | s * ( / ) - / l l i - ~ 0 "  k ^ ° ° -

4. A u x iliar y  p r o p o sit io n s

In this section we state two known lemmas that will be used in the proofs of our 
main results.

Lemma 4.1. fl22]  ̂Let T  be a sublinear operator such that for some 0 < p < 1 and 
for every p-atom a

where I  denotes the support of the atom. I fT  is bounded from Լ „  to £«,, then

5. P r o o f  o f  t h e  t h e o r e m s

Proof of Theorem 3.1. We first prove assertion a). To this end, observe that since S* 
is bounded from Loo(Gm) to Loo(.Gm), in view of Lemma 1, it is enough to show that 
for every p-atom a

where I  denotes the support of the atom.
Let о be an arbitrary p-atom with support/ and ц (I) — Mjv. We may assume that 

I  = Խ- It is easy to see that Sn (a) =  0 when n < Мц. Therefore we can assume 
that n > Mn -

7

Lemma 4.2. [17] Let n  6 N and x  € 1 ,\Լ + 1 for 0 < a < N  -  1. Then

Լ  \Dn{x -  2 -

p
J  Spa(x) dp.(x) < c<  oo for 0 < p < 1, 

7„



Since ЦаЦоо < Л</р we can write

\Sn (o)| <  f  |a  (t)| IDn (a: -  01 dp. (*)
J I n

< Halloo /  IA . {x - 1)| dp (t) < M f/P [  IDn [x - t)| dp  (t) . 
j Ih JtN

Fbr 0 < p < 1 and x  С from Lemma 2 we get

(5 Ո |g„o(s)| < cM l„/p- l M.
logW (n +  1) (n + 1)1'”՜ 1 -  logW („ +  l) (n +  l )1/p՜ 1'

Combining (2.1) and (5.1) we obtain

(5-2) [_ \Spa{x)\Pd f i ( x ) = J 2 f  |s ;a (x ) fd / i( i)
J l" 1 1 7=5 11 1

ЛГ-1

ON TH E PARTIAL SUMS OP ...

c M ] r
logWp (n +  1) (n +  l ) 1՜"  ձ  M , -  logPW (n + 1) (n +  I)1՜"

This completes the proof of assertion a).
Tb prove part b) of the theorem, we set

fnk (x) =  £>ма„к+1 (i) -  Ѵм7пк (г)

and observe that

Hence we can write 

(5.3) S,

f  (i) — /  —  ^ 2 n k l —  I
" լ  0, otherwise.

Л̂ 2п»+х - 1

f Dt {x)~
՝ifnk (s) =  < /„„ ( i ) ,

I 0,

Di (я) -  DM̂  (i) , if i =  MJnj< + 1 , МІПк+1 -  1,

From (2.2) we get 

(5-4) ll/nk||tfp(Gm) = 8՝Ф5m„ ( /n j  
neN

if l  > M2nk+l, 
otherwise.

Let 0 < p < 1, then under the condition (3.1) there exist positive integers ո* such 
that

к-ioo tp (М2Пк + 2)
Applying (2.2), (2.3) and (5.3) we can write

ЗМі„.+1Іпк
<p (Af2„* +  2

&МзПк+і ~ DMin
if (M^m, +2) <P (M2nk +2) <f {Mink +  2)

6 7
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і^Мзщ+іЛи (x)|  ̂ 1
ifi (Man* +2) ~ V (Л/շո* +  2)

=  1.

i/p

This implies

(5.5) ц { х  e G

Combining (5.4) and (5.5) we obtain

„(Jtfi«*+aj y 1 \ x e G m  ■ Հ ս Հ + 2) ֊  v(«*-*+a)/J
~  II/-* (*)ІІя,

/  " \  l/p—1 
1 K .  +  2)> ------- , =  —— — — — ֊.->oo as к —У oo.

~  ^(M 2n*+2)M ,1- 1/P *  (M2n* + 2)
Now consider the case p  =  1. Under the condition (3.1) there exists a sequence 

{tj* : к > 1}, such that
loĝ r»* lim — y = oo. fc-юо tp(qni։)

Let 9n*= -Man* + ձմշՈ1է-շ  + M2 +  Mq and x  6 h ,\h ,+ i ,  a =  0,..., ո*. Combining 

(2.2) and (2.3) we obtain

խ ,„է (*)| > \DM։. ( * ) |- Y ? T ~ l (*)DM» (x) 
1=0

e - 2

> м 2, -  Ѵ м *  > М2,  -  М ъ -і > ֊ ֊ .  
1=0

Hence

(5.6) f  խ , (x)\ dn (x) > [  M2։dn (x) > с Г і  >
յ=0 •'հա\հա+ւ

Finally, by (5.3), (5.4) and (5.6) we have

ел*.

1 [  1 ^п * /п *  (g ) | J

l l / n *  ( Z ) l l « i ( G m ) Jo*, V (^Пк )  ^

1 /  /• Dqnh (x) ,  \d m  (a) I \

ll/ո* (г )ІІЯі(От ) \J o m 'P (?n*) ^  * Jom <Р(?п*)

г  г ш (los,"‘ ՜ 11 г - 00 “ * - * “ ՛
and the result follows. This completes the proof of Theorem 3.1.
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Proof of Corollary 3.1. Let 0 < p < 1. Applying (5.1), (5.2) and Theorem W we have 

IIS *<  „  ք ՝  1 f  I Ska (x) |p
=MN

00

+
k=M N '

00

^  W v  f  ( [  I-0 *: (* “ *)1<*М С*)) Փ (*)
fc=M* '֊•'/w /

< CpMlf p ■—  + сvM \fp j r  < c„ < 00.
*=JW« J.-M*

This completes the proof of Corollary 3.1.
Proof of Theorem. 3.2. Let 0 < p < 1 and Mk < n < Mk+i- Using Theorem 3.1 wc 
get

ll^n/llp < Срп1/ * ՜1 log^ n ІІ/ІІя,(от) •
Therefore

I I  Snf ֊  f t  < | | 5„ /  -  SMJ\\; + I ISMJ  -  f\\pp = ||S„ (SUJ  -  f) Հ 
+ I I W  ֊  /11̂  < Cp (n1֊* + 1) log^W

\ * /  Hp{Gm)
and

(5.7) l | 5 „ / - / | | p < Cpn1̂ ՜ 1 logw Tiw A
\  * /  Hp[Gm)

Theorem 3.2 is proved.
Proof of Theorem 3.3. Let 0 < p < 1, /  6 Hp{Gm) and

ш ( =  о I —n —г I as n -* oo.
U * . V „ , (0„> \ м Ц Г ‘ )

It follows from (5.7) that

||S„/ -  / Up -4 00 as n -^o o ,

implying assertion a) of the theorem.
To prove part b), we set

л / 1/ р֊1
Як (x) =  ---- {DMik+i (x ) ~ DMik (x)) >

where A =  supn6N m n, and

ІА (*) =  J 2  ^ Oi{x).
A A

а щ г
Taking into account that

f  ak (x), 2 k < A ,
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and
euPPM = / « .  [  a k d n  =  0 , | |« * | |„  <  M l f - ' - M n  =  м у *  =  (9UPP a k ) - l ' \

J hk
we ntin apply Theorem W to conclude that /  6 Hp.

Next, it is easy to show that

(5.8) f - S u J
=  ( f W -  5M. / W..... / (n) ֊  W (n)....../ (n+fc) ֊  SMJ * +V )

=  (0 .....0 , / ( » + « - / W ......

-  (°.... ° ՚ £ ^ " ֊ ) ■ i e N t
is a martingale. Hence, using (5.8) we get

1 00 1 /  1 \
W(M ? /)H'  ֊  ^  w-i/p֊1 ՜  ^  (. Af1̂ ՜ 1)  ’" <=[n/a]+i м яі ' Mn '

where [n/2] denotes the integer part of n/2.
Next, it is easy to show that

{ l ,  i f  j  e  - 1 } ,  » =  o , l , . . .

0, if j  і  и  {Мм,...,Мз,+1- 1 } .
»=o

Hence, using (5.9) we can write

limsup II/ -  5^„,+1-ւ(/) ||լ,,« (օ „ )
к-too

> lim sup ( ||li>Mat+1 - 1 IIL,l01>(Gm) ֊  II £  (£>A W  -  D Mil) ||b , . .(O m) )
*՜*°° \  i=Jt+l J

> limsup ( l  -  c / M ^ ՜1)  с > 0.k-+oo ՝  *
This completes the proof of Theorem 3.3.
Proof of Theorem Տ.Հ. The proof of assertion a) is similar to that of part a) of Theorem 
3, and is omitted. So, we prove only part b). Ib  this end we set

еч(х) = -  D M։Ut (x)

and

Taking into account that
с .. /  Ofc(x), 2Mk < A,
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and

supp(flfc) =  l 2Mk, f  akdn =  0, ||а*|| < М2Мь =  ^(aupp ofc),

we can apply Theorem W to conclude that /  6 Hi- 
Next, it is easy to show that

i ) .

where [lgn/2] denotes the integer part of lgn/2. By simple calculation we get 

տ է, if j  € {M2Mt,...,M 2Mi+1 -  1}, » = 0,1,...

°> if 3 Հ U {AijAf,,...- I}-
X i = 0

Finally, combining (5.6) and (5.10) we obtain 

limsup II/ — Squ ( /) ||i
к—too

( ֊ и  T

(5.10) f ( j )  =

25

and the result follows. Theorem 3.4 is proved.

REFERENCES
[1] G. N. Agaev, N. Ya. Vilenkin, G. M. Dzafary and A. I. Rubinshtein, Multiplicative Systems of 

Functions and Harmonic Analysis on Zero-dimensional Groups [in Russian], Baku, Ehim (1981). 
[2j I. Blahota, “Approximation by Vilenkin-Fourier sums in Lp(Gm)”, Acta Acad. Paed.

Nyiregyhaziensis, 13, 35 -  39 (1992).
[3] N. I. Fine, “On Walsh function", Trana. Amer. Math. Soc., 66, 372 -  414 (1949).
[4j S. Fridli, “Approximation by Vilenkin-Fourier series”, Acta Math. Hungarica, 47(1-2), 33 -  44 

(1986).
[5] G. G it,  “Investigations of certain operators with respect to the Vilenkin sistem", Acta Math. 

Hung., 61, 131 -  149 (1993).
[6] G. G4t, “Best approximation by VUenkin-Like systems”, Acta Acad. Paed. Nyiregyhaziensis, 

17, 161 -  169 (2001).
[7] U. Goginava, G. Tkebuchava, “Convergence of subsequence of partial sums and logarithmic 

means of Walsh-Fourier series”, Acta Sci. Math (Szeged), 72, 159 -  177 (2006).
[8] U. Goginava, “On Uniform convergence of Walsh-Fourier series”, Acta Math. Hungar., 93, no. 

1-2, 59 -  70 (2001).
[9] U. Goginava, “On approximation properties of partial sums of Walsh-Fourier series”, Acta Sci. 

Math. (Szeged), 72, 569 -  579 (2006).
[10] U. Goginava, L. D. Gogoladze, “Strong Convergence of Cubic Partial Sums of Two-Dimensional 

Walsh-Pourier series”, Constructive Theory of Functions, Sozopol 2010: In memory of Borislav 
Bojanov. Prof. Marin Drinov Academic Publishing House, So&a, 108 -  117 (2012).

[11] L. D. Gogoladze, “On the strong summability of Fburier series", Bull of Acad. Scie. Georgian 
SSR, 62, no. 2, 287 ֊  292 (1968).

71



GEORGE TEPHNADZE

fl2l В I Golubov A. V. Efimov and V. A. Skvortsov, Walsh Series and Transforms [in Russian], 
Nauka, Moscow (1987), English transl, Mathematics and Its AppUcations (Soviet Series), 64,
Kluwer Academic Publishers Group. Dordrecht (1991).

[13] N. V. Guliev, “Approximation to continuous functions by Walsh-Fourier series”, Analisys Math.
6, 269 -  280 (1980).

[14] P. Simon, “Strong convergence of certain means with respect to the Walsh-Fourier senes", Acta
Math. Hung., 49, no. 1-2, 425 -  431 (1987).

[16| P. Simon, “Strong convergence Theorem for Vilenkin-Fourier Series , Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 248, 62 -  68 (2000).

[16] B. Smith, “A strong convergence theorem for H i (T)n, in Lecture Notes in Math., 996, Springer,
Berlin, 169 -  173 (1994).

[17] G. Ifephnadse, “A note on the Vilenkin-Fburier coeffidente", Georgian Mathematical Journal, 
(to appear).

[18] G. Tephnadse, “A note on the Fourier coeffidente and partial sums of Vilenkin-Fourier series", 
Acta Mathematics Academiae Paedagogicae Nyiregyhasiensis (AMAPN), (to appear).

[19] G. 'ftphnadse, “Strong convergence of two-dimensional Walsh-Fourier series", Ukrainian 
Mathematical Journal (UMJ), (to appear).

[20] N. Ya. Vilenkin, “A d a n  of complate ortonormal systems”, Xiv. Akad. Nauk. U.S.S.R., Ser. 
Mat., 11, 363 -  400 (1947).

[21] F. Weiss, Martingale Hardy Spaces and Their AppUcations in Fburier Analysis, Springer, Berlin- 
Heideiberg-New York (1994).

[22] F. Weiss, “Hardy spacee and Ceecro means of two-dimensional Fburier series", Bolyai Soc. math. 
Studies, 363 -  367 (1996).

[23] F. Weiss, “Strong convergence theorems for two-parameter Walsh-Fourier and trigonometric- 
Fourier series” Stud. Math., 117, no. 2, 173 -  194 (1996).

[24] F. Weiss, “Hardy spacee and Ceecro means of two-dimensional Fburier series”, Bolyai Soc. math. 
Studies, 363 -  367 (1996).

Поступила 12 декабря 2012

7 2



Известия НАН Армении. Математика, том 49, и. 1, 2014, стр. 73-80.
ОВ ОДНОМ  К Р И Т Е Р И И  НЕПРИВОДИМ ОСТИ А Л ГЕБРЫ  С‘ (Х)

С. А. ГРИГОРЯН, А. Ю. КУЗНЕЦОВА, Е. В. ПАТРИН

Казанский государственный энергетический университет, Казань, Россия1 
Казанский федеральный университет, институт Физики, Казань, Россия. 

E-mails: дігигетіѲіпЬох.гщ alla_ kuznetxova&rambler.ru^ etigeniipatrin&mail.TV.

А н н о т а ц и я . В работе приводится критерий неприводимости С*-алгебры 
С £(Х ) на гильбертовом пространстве 13(Х ), порожденной отображением <р 
счетного множества X  в себя. Данный критерий позволяет строить примеры 
С*-алгебр, неприводимых на 12(Х ).
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Клю чевые слова: С’-алгебра, частичная изоыетрия, неприводимое представ­
ление.

1. В в е д е н и е

Отображение вложения счетного множества X  в себя может, с точностью до ка­
нонического изоморфизма, породить только две С'-алгебры алгебру Теплица 
и подалгебру алгебры всех непрерывных функций на единичной окружности. 
Алгебра Теплица, которая имеет различные приложения в современной матема­
тической физике, порождается отображением сдвига ւք(ո) =  ո +1  на множестве 
натуральных чисел (или оператором правого сдвига на /2(N), теорема Кобурна 
[1, 2]). Существуют различные обобщения алгебры Теплица (см. [3] -  (5]) и их 
приложения (см. [6]֊ [8]). Отметим, что алгебра Теплица порождается неприво­
димым представлением бициклической полугруппы (см. [9]).

В работе [14] было начато исследование С*-алгебры С* (X), порожденной отоб­
ражением у  : X  — ► X  счетного множества в себя, которое в общем случае не 
является вложением. В статьях [14]-[19] был описан ряд свойств этой алгебры, в 
частности показано, что С^(Х)  относится к категории ядерпых алгебр, обладает 
нетривиальной ЛР-подалгеброй, и при условии отсутствия циклических для tp 
элементов является Z-градуированной.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект No 12-01-97016).
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В данной статье, продолжая эти исследования, мы приводим критерий непри­
водимости "естественного"представления СЦХ)  на 12(Х).

2. Н е о б х о д и м ы е  с в е д е н и я

Пусть ւք- .X __у X  отображение счетного множества X  в себя, удовлетворяю­
щее условию card<p֊1[x] < ос для любого х в Х .  Мы предполагаем, что в Л՜ нет 
^циклических элементов, т.е. ц>п{х) / і н и  при каких п € N и х  6 X . Также 
будем полагать, что граф (X, ф) с вершинами в точках множества X  и ребрами 
(х, ifi(x)) является связным.

На гильбертовом пространстве 12(Х)  с естественным базисом {e*}sg v , где 
е*(у) =  <5х,ѵ (бх,ѵ — символ Кронекера), отображение ур индуцирует оператор

Тѵ : Іа(Х)  — > l3(X); Tvf  = f  op.

Если card < оо для любого х  е X,  но sup card v>֊1[i] =  оо, то оператор
Тѵ допускает замыкание и является всюду плотно определенным ([17]). В этом 
случае он представим в виде счетной суммы операторов частичной изометрии,

TV = U\ + y/շՍշ + ■ • ■ + y/rnUm + ՚ • ■ 1

где либо Uk&x =  0, либо І/*е* =  4р( J2 ПРИ card<p֊1[x] =  к. Заметим, что
!/€¥>-* [*)

UiUj =  UjUi =  0 если і փ j.
Обозначим через С*(Х) равномерно замкнутую С'-подалгебру алгебры В(12(Х)), 

порожденную операторами частичной изометрии {UkjkeN- Порождающее семей­
ство частичных изометрий удовлетворяет соотношениям

Г UJUi + ՍշՍշ Н------Ւ U^Um Н----= Р,
\  u 1u j + u 2u s  + ---+ u muzl + --- = Q,

где операторы Р  и Q — проекторы, определенные заданным на множестве отоб­
ражением (см.[15, 17, 18J).

Таким образом, С*(Х) можно в некотором смысле отнести к С*-алгебрам, 
порожденным изометриями, удовлетворяющими определенным соотношениям. 
Исследование таких алгебр начались с работы Кунца [10] (см., также [11]- [13]).

3. Мономы

Операторы частичной изометрии из множеств {C/fc}*eN и {£/£}*6n будем назы­
вать элементарными мономами, конечное произведение элементарных мономов 
— мономом По определению положим indt/* =  1 и indt/£ =  -1 . Индексом
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ненулевого монома V (ind V) будем называть число, равное сумме индексов эле­
ментарных мономов, произведение которых равно V. Индекс нулевого монома 
положим равным нулю. При отсутствии циклических элементов индекс монома 
не зависит от его представления в виде произведения элементарных мономов 
(см. [16, 18]). Моном V назовем правым делителем монома W. если W = Ѵ'Ѵ, 
где V' — некоторый моном. Моном W  будем называть положительно определен­
ным относительно данного представления (далее положительно определенным) 
если индекс любого его правого делителя неотрицателен. Если W  положительно

т т
определен относительно П Щк, где U'jk 6 {Ujl։ Ս ՍԼ}, то ind ( П  Щк) > 0 для 
любого I > 1. *֊І

Лемма 3.1. Пусть W  положительно определенный моном нулевого индек­
са. Тогда W  — положительный оператор с конечным спектром и множество 
{е*}хбХ является подмножеством собственных векторов оператора W.

Приведем набросок доказательства. Заметим, что отображение <р инду­
цирует на множестве X  частичный порядок, а именно х -Հ у, если найдется такое 
ո 6 N, что <рп(у) =  X. Распространим этот порядок на базис {ех}хех,  полагая 
ех если <рп(у) =  х.

т т
Пусть W  =  П  I tod ( П  Щь) =  0, и пусть Wex փ 0. Рассмотрим его правые 

fc=i "  k=1 
m

делители Ѵі = П  - По условию индекс любого VI неотрицателен, и Ѵт = Ujm. 
k—l

Если е*, eu) փ 0, то ex -< eu. Далее рассмотрим Vm- i  =  и такой
элемент ех, что (Ujm l Ujmex ,ez) փ 0. Индекс правого делителя Ѵт֊\  либо 0, либо 
2. В первом случае получаем ег = еХ} во втором ех -< е„ -< ех. Продолжая таким 
образом, приходим к выводу, что для любого правого делителя Vi, I < т, из 
условия (Ѵіех,ех) փ 0 следует, что е* Ճ е*, причем равенство выполняется для 
делителя индекса 0. Поскольку W  =  Ѵ\ имеет нулевой индекс и (WeXx ех) փ 0, 
то \Ѵех = А*е*. Из построения операторов {Uk} все Ах > 0. В статье (18] (лемма 
2.5) было доказано, что множество матричных коэффициентов {(Wex, еѵ)}х,ѵех  
конечно. Отсюда W  = а і ? і + а 2У2+ -• •+«„0>П) где (Рі, 0>շ,. . . ,  3>„ -  попарно орто­
гональные проекторы, для которых {еІ }І6х являются собственными векторами 
с собственными значениями 0 или 1. О

Пусть Моп(Х) — множество всех мономов. Если предположить, что нуле­
вой моном Wo (Woex =  0) принадлежит множеству Моп(Х), то Monpf) есть
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полугруппа относительно произведения. Пусть Моп+(Л') — подполугруппа по­
лугруппы Моп(Л:), состоящая из W0 и всех положительно определенных моно­
мов. Также введем Мопо(Х) — подполугруппу мономов нулевого индекса. Пусть 
Mon^(Jf) — подполугруппа полугруппы Моп+(-ХГ), состоящая из П'о н всех по­
ложительных мономов индекса ноль, а И — подполугруппа Mon (-Y), состоящая 
из мономов, в представлении которых участвуют только элементарные мономы 
из {UkjkeN- Заметим, что Моп£(ЛГ) является коммутативной подполугруппой 
полугруппы мономов Моп(Х).

Лемма 3.2. Пусть ех и еу — такие элементы базиса {e*}xgXi что для любого 
монома V из И и любого W  из Моп+(Х) выполняется равенство

( W e * ,  Ѵ'ех) =  (И^Ге„, Ѵ е ѵ).

Тогда это же равенство выполняется и для любого V из іі и любого W  из 
Моп(Х).

Доказательство. Доказательство проведем методом математической индук­
ции по длине монома. Заметим, что W  е Моп^-Х՛), в противном случае тожде­
ство выполняется автоматически.

Проверим, что лемма верна для мономов нулевого индекса длины два. Ткких 
не равных нулю мономов только два: W\ =  UfUj и V/դ =  UjUJ. По условию лем­
мы для W\ 6 MonJ(A') выполнено [W\ V*ex, V , ex) =  (WiV'ey, V*ey). Отсюда

(Wi V e x, V e x) =  ( Ц и ; У 'е х ,У 'е х) =  Щ и ; ц и ; \ Г е х, У е х) =

= (и;или ;У е х,и ;У е х) = ( и ;и ^ е х,у иех) =
= W U i V ' W e y )  =  { W iV ty ,  V t y ) .

Предположим, что лемма верпа для мономов индекса ноль длины 2п. После­
довательно перебирая все варианты, а именно: моном длины 2п +  2 имеет хотя 
бы один правый делитель положительного индекса (заканчивается на Uj)\ не 
является положительно определенным (заканчивается на Щ),  при этом начина­
ется на Uk\ не является положительно определенным и начинается на ՍԼ\ можно 
показать, используя предыдущую лемму, что доказываемое утверждение верно 
и для мономов длины 2п +  2. Лемма доказана.
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4. О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы

Приведем основные результаты нашей работы. Согласно лемме 3.1, каждый 
моном IV пз Мопд (X ) диагоналцзуется относительно базиса {ех}х^х  и представ­
ляется в виде конечной комбинации проекторов:

"(ИО
w  =  Л  <*ipi W), p$w )p ŵ) = p(w)Р.(и°. 

i=l 3 3
Таким образом, полугруппа мономов Morig՜ (X) порождает семейство проекторов

и  w T j f f l 0 .
ѴѴбМоп+(Х)

Теорема 4.1. Следующие условия эквивалентны:
1) С^(Х) неприводима на 12(Х);
2) из равенства (Weх,ех) = {\Ѵеѵ,еѵ) для любого W  6 Моп(Х) следует е* =  еѵ.

Доказательство. 1) => 2) — доказательство очевидно.
2) => 1). Зафиксируем /  из 12(Х). Пусть (/, еХо) փ 0. Сначала покажем, что______  оо
бю € C*(X)f.  Для простоты положим, что /  =  еХо + 2  а ;е1(. Пусть Д+(іо) —

і=1
множество проекторов Р  из (J для которых

ѵѵемоп+сх)

Рс-хо = е*о и Рех, =  <
[ехг

С помощью этого семейства проекторов получим новую функцию /о =  П -п /՛
\РеД+(юУ

Заметим, что П Р  е В{Р(Х)) может и не принадлежать С^(Х), но
Ред+(х0) 

( П  ^ ) / б С ^ Щ г .
ЛбД+(х0)

Очевидно, что
. f  , /О;/о =  еХо + У а{ех., где а{ = Հ

I е *-
Покажем, что семейства проекторов Д+(іі) д л я  всех еХ(, участвующих в разло­
жении /о, совпадают. Действительно, допустим, что еХі участвует в разложении 
и Д+(хі) Э Д+(а:о)- Тогда найдется такой проектор Р  6 Д+(хі), что PeXl = еХі, 
а РеХо =  0. Но тогда {I -  Р) 6 Д+(хо)- С другой стороны (1 -  Р)еХі =  0, что 
противоречит нашему предположению. Таким образом, для оставшихся в разло­
жен™ базисных векторов все Д+(х») совпадают.
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Тот элемент из семейства { U f i ta ,  для ксггорого Щеѵ փ 0 обозначим через 
и;. Спустимся на однн “этаж”. Рассмотрим функцию д =  ՍԼքօ- Очевидно, что

» -  + £ « ? « * . , ) .  -  «<" -  f t  

После применения UXo получаем

и  Q = ______і ______( у  Cx+ f > r  z  е-)> где Q," =  ( ° «
10 card?-'M*o)) х ^ - % (хо)] і=і ,б*-‘И*0] \  { ՛

К получившейся функцші опять применим проектора, из А+(хо)* После умноже­
ния на общий множитель card^֊1[^(xo)] получаем функцию

С. А. ГРИГОРЯН. А. Ю. КУЗНЕЦОВА. Е. В. ІІАТРИН

/ і  =  ехо + £  а"'е*(, где а '" =  
і=1і=1

В разложении / і  по сравнению с /о остались такие базисные векторы еХ(, у 
которых cardp֊1[y>(:r<)] =  cardy>-1[p(:ro)].

Далее рассмотрим функции (спустимся на два “этажа”)

» = К м  ( П
\РбД+(ѵ>(*о)) /

и (поднимемся на два “этажа” и умножим на card<p֊1[<p(xa)] card Ѵ—1 [<Р̂ (*о)])

Р  I Uv(Xo)9\-
Р̂бД+(ѵ>(*о)) /

В разложении /շ по сравнению с /о остались те базисные векторы, у которых 
совпадают не только card^֊1[y>(:Ej)] =  card^>_1[^(xo)l. но и cardy)֊2[(̂ 2( i i)] = 
cardy3~a[<p2(a;o)].

Продолжая эту процедуру, получим сходящуюся последовательность {/n}neN
в С* {X)f .  Пусть / '  =  Очевидно, что по построению ( / ',  еХо) =  (/,еХо).
Предположим, что найдется такой ех, что ( / ',е х) փ 0. Тогда, по построению,
(/', е*) =  (/, ех). Это значит, что для любого проектора Р е  (J

ѴѴбМоп+рГ)выполняется
(РѴ՝еХ0, Ѵ е Х0) = (РѴ՝ех,Ѵ*ех), 

где V из Я. Отсюда, согласно лемме 3.2, для любого монома W  имеем (WeXo, е*0) =  
(Wex,ex), что противоречит условию теоремы. Следовательно, / '  =  ех„.

Для завершения доказательства заметим, что для любых двух точек х, у е  X  
найдутся такие числа тп и п, что = <рп(у). Теорема 4.1 доказана.
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Данный критерий позволяет строить примеры неприводимых алгебр С* (Л՜). 
Кроме того, он позволяет получить интересные примеры неприводимых пред­
ставлений С^(Х).

С помощью сформулированного в теореме 4.1 условия на базисных векторах 
можно ввести отношение эквивалентности на базисных элементах. Базисные эле­
менты е* и еу эквивалентны (ех ~  е„), если для любого W  е Моп(Х) выполня­
ется (Wextex) =  (Wev,eu). Очевидно, что неприводимость СЦХ)  означает, что 
все базисные элементы эквивалентны только самим себе.

Приведем без доказательства один результат, касающийся приводимых С*(Х).

Теорема 4.2. Пусть число классов эквивалентности базисных элементов ко­
нечно. Тогда

где В — некоторая конечномерная алгебра, а М  — прямая сумма конечного 
числи матричных алгебр, размерности которых не превышают число классов 
эквивалентности.

Следствие 4.1. Пусть число классов эквивалентности базисных элементов 
конечно, причем для любых двух ех ~  еѵ не существует такого элемента z 6 
X  и к € N, что соответствующие элементы х и у лежат в к-ом прообразе 
элемента z. Тогда С*{Х) ~  C(S1, В), где В  — некоторая конечномерная алгебра.

A bstract. The paper gives a criterion of irreducibility of C*-algebra C*(X) in the 
Hilbert space 12{X), generated by the map of a countable set X  to itself. The 
criterion makes it possible to construct examples of C*-algebras, irreducible on 12{X).
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