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1. I n t r o d u c t io n

Let H  be the class of functions analytic in the open unit disk U =  {z 6 С  : \z\ < 1} 
and let H  [a, n] be the subclass of H  consisting of function of the form:

/  (г) =  a +  a„z" +  an+\z n+l +  ... (z 6 U ) .

Let A  (p) denote the class of all analytic functions of the form:
OO

(1.1) /  (z) =  z* +  £ *P+kzp+k ( p e N =  {1 ,2 ,3 ,...} ; z e u ) .
k—l

We set A  (1) =  A.  If /  (z) and д (z) are analytic in U  functions, we say th a t /  (z) 
is subordinate to  д (z), or equivalently, д (z) is superordinate to / ( z ) ,  and write 
/( z )  4  g(z)  (z 6 U) . if there exists a Schwarz function ш (z), which is analytic in U 
with w (0) =  0 and |w (z)| <  1 such th a t /( z )  =  g(ui(z)) (z 6 U). I t is known that

f { z )  -< g(z) = »  /(0 )  =  g(0) and f {U)  С g(U).

Furthermore, if the function g (z) is univalent in U, then we have the following 
equivalence (see [5], [18] and [19]): /( z )  -< g(z) <=*■ /(0 )  =  s(0) and f ( U )  С g(U).
For functions /  (z) given by (1.1) and

OO

(1.2) g (*) =  ^  +  ՀՀ, bp+kzp+k (p 6 N; z 6 U ) ,
k—l

the Hadamard product or convolution of /  (z) and g (z) is defined by

( /  * 9) (*) = *p + Y j  Op+fcbp+fcZjH-fc = ( g * f )  ( z ) . 
fc"l
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For functions f , g  е  А{р), we define the Ипеаг operator D nKp : A(p)  -*■ A(p) (A > 
0,p 6 N, n 6 No =  N U {0»  by: D°xJ f  * g){z) = ( /  * <?)(*), and

D \ J J  * g)(z) =  D x M  * s ) M  =  (X ֊  * ) ( /  * +  у  ( ( /  **)(*))' •

and (in general)

Dl,pU * 9 ){ z )  =  * g)(z))

(1 .3) =  z * + f ; ( ^ ^ ) \ - +JA +P*fc+p ( a > o ) .
Jt=l ՝  p '

Prom (1.3), we can easily deduce that

(1.4) - z  { D l p{ f  * <?)(*))' =  ԾՀ+Ղք * ff) W  ֊  (1 -  А)Д",Р( /  * ff)(*) (A >  0).

The linear operator D$tl( f*g) (z)  =  D ”(f*g) (z)  was introduced by Aouf and Seoudy 
in [3]. Observe that the operator B " p( f*g)(z)  reduces to  known operators for specific 
choices of g, n  and A. Some of them follows.

(i) For A =  1 and g(z) =  we have * g)(z) = D ”f( z ) ,  where D ” is the
p—valent Salagean operator introduced and studied by Kamali and Orhan.

(tf) For ո =  0 and g(z) =  zv + (A >  0;p Տ; /, s 6 No), we get

D U f * g ) ( z )  =  ( /* * )(* )  =  i ; (X , l ) f ( z ) ,

where /p(A, I) is the generalized multiplier transformation, which was introduced by 
Cfttas [7]. Notice that the operator /*(А, Z) contains, as special cases, the multiplier 
transformation (see [8]), the generalized Salfige&n operator introduced and studied by 
Al-Oboudi [1], which in turn, contains as special case the SalSgeSn operator ([24]). 

(iii) For n  =  0 and

g(z) = zp +

where оч ./Յյ- 6 С* =  C\{0}, (i =  1,2,.../), 0 ՜ =  l ,2 ,. . .s ) ,l  <  s +  1,1, s e  N0, we 
obtain

Վ „ ( ք  * 9){z) =  ( /  * g)(z) = HP։ll. ( a i ) f ( z ) ,  
where HP։i։S(ai)  is the Dziok-Srivastava operator introduced and studied in [9] (see 
also [10] and [11]). The operator # p,i,e(a:i), in turn contains a number of other 
interesting operators such as, the Hohlov linear operator (see [12]), the Carlson-Shaffer 
linear operator (see [6] and [23]), the Ruscheweyh derivative operator (see [22]), the 
Bemardi-Libera-Livingston operator (see [4], [14] and [15]), and the OwarSrivastava 
fractional derivative operator (see [20]).

Using the linear operator £>”,„ (/ *g), we define a new subclass e j  p ( / , g\ a , A, B)  
of the class A(p) as follows:

4
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D efin ition  1 .1 . Let g 6 A (p) be defined by (1.3). A function /  € A  (ji) is said to 
be in the class 6" p ( / ,  g; a, A, B)  if it satisfies the following subordination condition:

„  , օ ; „ ( / - տ ) ( « )  c f f  ( /* » > (* )  . 1 + а »
( ) --------- * -------- + “ ---------- 5 ---------^ І Т Ж
(p 6 N; n  6 N0; A > 0; a  e  С; - 1  <  В  < A  < 1; z 6 U ) .

Let eS p (f , g ; 0 , A , B ) = (f,g; A, B),  and e j  p (/,«/; a , 1 ֊  2/3,-1 )  =  e ;  p ( f , g \a , f ) ) ,
where e j  p ( / ,  g; a, 0)  denotes the class of functions from A  (p) satisfying

p €  N ;n € No; A >  0 ;a  6 C ;0 <  /3 < 1 ;z  € U. We set p ( / ,  g; 0 ,/3) =  e j p ( / , р; /9).
In the present paper we establish subordination and superordination properties, 

convolution properties, inclusion relationships and embedding properties for the class 
ejj ( f ,g\  a , A, B). Several other new results are also obtained.

2. P r e l im in a r y  r e s u l t s

In order to state and prove our main results, we need the following definition and 
a number of known lemmas.
D efin ition  2.1. [18]. Define Q as the set of all functions f  (z) that are analytic and 
injective on U \E  ( / ) , where

£ ( / )  =  {< 6 0t f : l i m / ( z )  =  o o j ,  

and satisfy f '  (С) փ 0 for (, 6 U \E  ( / ) .
L em m a 2.1. [19]. Let h (z) be an analytic and convex (univalent) function in U with 
h  (0) =  1. Suppose also that the function ф (z) given by

(2.1) Ф (z) = 1 + c \z  + C2 Z2  + ...

is analytic in U. I f  ф (z) +  ։<։>W  -Հ h (z) (3i (7 ) > 0; 7  փ 0) ,then

Փ (z) -< rj) (z) =  7 z~7 [  h  (£) t ՜1՜ 1 dt 4  h ( z ) , 
Jo

and վI (г) is the best dominant.
L em m a 2.2. [25]. Let q (z) be a convex univalent function in U and let a  6 C, rj € 
C* =  C \ {0} with

« 1 1  +  Ղ  փ  1 > max
М Э І -

I f  the function ф (z) is analytic in U ռոձօՓ (z) +  т]гф (z) 4  oq (z) +  r]zq (z ) , then 
ф(г) -<q (z) and q (z) is the best dominant.

5
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L em m a 2.3. [18]. Let q{z) be a convex univalent function in U and к  e  C. Further 
assume that St (R) >  0. 1քՓ (г) 6 H[q  (0), 1] Ո Q, and<j> (z) +  кхф' (г) is univalent in 
U, thenq (z) +  Kzq {£) < ф (г) +  кгф (z) implies q (z) Ч ф (z)and q{z) is the best 
subdominant.
L em m a 2.4. [16]. Let J  be an analytic and convex function in U. I f  f ,g  6

A  and f ,g  -< 5  then X f  +  (1 — A) g 4  J  (0 <  A < 1).
L em m a 2.5 .[21]. L e tf  (z) =  l+ £ * = i  akz k be analytic in U andg (z) =  1 + E * = i .
be analytic and convex in U. I f  f  -< g, then |a*| <  |6i | (A; e  N ).

The next lemma contains three well-known identities for the Gauss hypergeometric 
function շ-Fi defined by

(2.2) 2 Fi(a ,b\c\ z)  = ^ ֊ ^ ^ z k (a, 6, с 6 C ;c փ Zq = { 0 ,-1 , - 2 ,  ...} ;z  6 U) .
fc=0 W* UJ*

Notice that the series in (2.2) converges absolutely for z  6 U, and hence 2 F 1 represents 
an analytic function in U  (for details we refer [26, Chapter 14]).
L em m a 2.6. [26]. For real or complex parameters a, b, and с (с փ Zq ), the following
identities hold (3? (с) >  Я (ծ) >  0):

1

(2.3) J  է‘ - 1 (1 - 1Г 6՜1 (1 -  zt)~a d t =  Г(Ь)ГГ((еС) ֊ ֊ )- 2Fi  (a, Ь; с; г) j

(2.4) 2Fi (a, b; c\ z) =  (1 -  z)~° 2Fi  ^о, с -  ծ; с; i

(2-5) 2 F 1 (a, b-, c; z) =  2.F1 (ծ, a; c; z) .

3. M a in  r e s u l t s

In what follows, unless otherwise stated, we assume tha t p  € N, n  6 No, — 1 <  В  <
A  <  1 , A > 0 and g (z) is the function given by (1.2).

Our first result concerns subordination property.
T h eo rem  3.1. Let f  € C J , ( f ,g - ,a ,A,B)  with » { a }  >  0. Then

(3.1) . ձ ± ճ £
г* + B z ՝

where the function ip (z) given by

(3 .2 ) r p ( z ) =  j £  +  ( 1 ~ £ H 1 +  S z ) 1 2-P1 ( М ^  +  І і в т ^ т ) ,  i f B j L O ,

I 1 +  * / 5  =  0.

is the best dominant of (3.1). Furthermore,
6
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(3.3) • ( * e U ) ,

where я  =  +  ՜  С1’1; ^  + 1 ;  ^ 1)  ’ i f  В  *  ° ’
U - - = f c 4  ^ S  =  °-

ГЛе estimate (3.3) w і/іе beat possible.
Proof. Consider the function

(3.4) <fi{z) = D l p i f z *p 9){z) ( z e u ) ,

and observe tha t <fi(z) is of the form (2.1) and is analytic in U. Differentiating (3.5) 
with respect to z and using the identity (1.5), we get

, D l P( f * 9 ) ( * )  , Dltv ( f * g ) ( z )  J # % 1 o r A y /% , 1  + A z  , _ rr4
( l - a ) — E— --------- +  a ֊ ^ --------- = ^ ) + у г ф ( г ) ^ г г ш  ( z e U ) .

Now, using Lemma 2.1 for 7  =  we obtain

.< ա . յ ւ , - * Ր
zp ocX J  0 1 -Ւ B t

+  i f B *  0,

Ա + i/S = 0,
where we have made a change of variable followed by the use of identities (2.3) - (2.5) 
with o =  l ,  b =  and с =  b +  1. This proves the assertion (3.1).

Next, in order to prove (3.3), it is enough to show tha t iof|s|<i {й  (V* (*))} =
•փ (—1). Indeed, we have for \z\ < r <  1,

/ 1  +  А Л  ^  1 - A r  
* { T T T z ) ֊  r e ­

setting G ( z , s ) =  Ц я ”  and dv(s) = £ ; S ~ &  ds (0 <  s <  1) ,  which is a positive
1

measure on [0, l],we get t/> (z) =  f  G  (г, s) dv ( s ) , so tha t
1 0

&  ( « ) }  >  J  { z ^ S~ dv W  =  У ( _ Г )  ( W  <  r  <  l ) .
0

Letting r  -»• 1 ՜  in the last inequality, we obtain the assertion (3.3).
Finally, the estimate (3.3) is the best possible because rj> (z) is the best dominant 

of (3.1). Theorem 3.1 is proved.
Taking a  =  1 in Theorem 3.1, we obtain the following result.

C o ro lla ry  3.1. The following inclusion property holds true for the class C%p ( / ,  g\ A, B)

e ^ 1 ( / , g, А, В ) с  C J ,  ( / , g; о) с  <ZnKv ( / ,  g ; A, В ) ,
7
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l i - n f e A  < f B - ° ■
The result is best possible.

Taking A = 1 — 2p (0 <  /3 < 1) and В  =  - 1  in Corollary 3.1, we obtain the following
C oro llary  3.2. The following inclusion holds: ( / , g\ P) С C"iP ( / ,g՝,cr) С Сд.р ( / ,g;P),
where a = 0  + ( l - p ) { 2F1 ( l, 1; f  + 1 ; £) - l}  • The result is best possible.
T h eo rem  3.2. For f  e  C£„ (/, p; A, 5 )  the function Fs,p ( / )  defined by (see [15])

(3.5) 1%, ( / )  (z) = 6A R Г  t6՜ 1!  W *  >  -P )
У0

belongs to the class C Jp (/,<?; A, B) and satisfies

— 2— * ------------ * k ( z ) * T T T z '
where the function к (z) given by

/3 6i k ( 2 ) =  ք 5  +  ( ւ - 5 ) ( ւ + ^ ) _1 շ ^ ւ ( ւ . ւ ; « + ? + ւ ; ^ ւ ) .

М. к .  AOUF AND Т. М. SEOUDY

^+р+і
is the best dominant of (3.7). Furthermore,

(3.7) (z e u ) ,

where

(38) у = / в  +  ( 1 - ^ ) ( 1 - - ® ) ՜1 а ^ ( і . і ; « + р + і ; А ) .
և - ֊ Й М  if в = o.

The estimate (3.7) is the best possible.
Proof. Prom (3.5) we have

(3.9) z (ԸՀ ,  (FSj> ( / )  * 9) (z)) ՛  = { 6  + p) D nKp ( /  * g) (z) -  S D l p (Fs<p ( / )  * 5 ) (z ) .

We define

(3.10) Ф (z) = ?.l p ( F‘, p ( n * a )  (f) (Ж e
Z p

and observe tha t the function $(z) is of the form (2.1) and is analytic in U. Differentiating 
(3.9) with respect to z and using the identity (3.8), we get

Д л л (/* Д )(« )  , ,  л гф’ {х) 1 + A z  ■
zp 94 ' ՜ 1՜  * +  p ^  1 + S z ՜

The rest of the proof is similar to that of Theorem 3.1. Theorem 3.2 is proved.
T h eo rem  3.3. I f f  e  C ^ ( f , g ; f i )  (0 <  p  <  1) ,  then f  6 C ? ,  ( / ,  $; a , 0) (0 <  P <  1, a  >  0)

/o r |z| <  Л, where
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(3.11) я = / 1 +  ( у ) ’ - у -

The bound R  is the best possible.
Proof. Since /  € Cy p ( / ,  g\ 0), we can write — =  0+ [l  — f)) и  (z) (z e  U).  

I t is easy to see th a t the function u (z) is of the form (2.1), is analytic and has a positive 
real part in U. Differentiating (3.7) with respect to z  and using (1.4), we obtain

< , , , ,  |(1 _ . j s & m  _  , } = u №

Using the following well-known estimate (see, e.g., [17]):

I  zu  (z)

1 — r 2
(N  =  r < i )

» { ti (z) 

in view of (3.11) we obtain

(3.13) >  л { . ( , ) } ( і - - і ^ ) .

It is easy to see that the right-hand side of (3.12) is positive, provided tha t r < R, 
where R  is given by (3.10). In order to show that the bound R  is the best possible, 
we consider the function /  G A(p)  defined by

+ І i - f l —  ( z e U ) .

By noting that

i - ^ լ 1 > 2p zp j 1֊
for |z| =  R, we conclude tha t the bound R  is the best possible. Theorem 3.3 is proved. 
T h e o re m  3.4. Let g(z) be a univalent function in U and a  € C*. Suppose also that 
q (z) satisfies

4 + т а > } > п “ И * ф } -
I f  f  e  A(jp) satisfies the following subordination condition 

р . » ,

then Dx-r^*.9^ z). -Հ q (շ) i and q (z) is the best dominant.
9
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Proof. Let the function ф{г) be defined by (3.5). From (3.13) we find that

(3.15) Ф (z) +  — z<t> (*) -< Գ (*) +  (г) •

By Lemma 2.2 and (3.14), we easily get the assertion of Theorem 3.4.
Taking q (г) =  ( - 1 < 5 < A < 1 )  in Theorem 3.4, wc get the following

result.
C oro llary  3.3. Let a  € C* and - 1  <  В  < A  <  1. Suppose also that 

I f  f  € A(p)  satisfies the following subordination condition:

„  ( / * * ) ( * ) ,  Л Й 1 ( /* * )(* >  . 1 + ^  , * X ( A - B ) z
( i ֊ “ ) — ^ -------- + Q— ^ ------------^ Т Т Ж +  p  (1 +  B z)2 ’

і/іел </»e function ք+շք is іЛе best dominant.
T h eo rem  3.5. Let q (z ) be a convex univalent function  in U and a  6 С with К (a) > 

0. Also let D^ ' (fJ 3)(z) e  f f  [e «J) ,1] Ո Q and (1 ֊  a ) +  a ° * * { { ' - ֊  be
univalent in  U. I f

, ч . qA , , x х л ь ѵ * д №  ,
9 W  +  — zq (*) -< (1 -  “ ) — -p;-------- +  «;----------^ --------- >

іЛеп 9 (г) -< £ձ*Հ1!2}Հ*1i and the function q (z ) is the best subdominant.
Proof. Let the function ф (z) be defined by (3.2). Then

, Հ , аА ( /* * ) ( * )  յՀ  x . aA 4
?W + -r*J (*)-<(!- a )— — ֊Հ---------+<*—!E—̂ ------------=  ф ( г ) + — гф (շ).

An application of Lemma 3.3 yields the assertion. Theorem 3.5 is proved.
Taking q (z) =  in Theorem 5, we get the following result.

C o ro lla ry  3.4. Let q(z)  be a convex univalent function in U and —\ < В  < A  < 1 , 
a e c  with S(o) >0. Abo let H iit l M  e Д  [, (0), 1| ո Q, and

(1 е , М ! і й х Д і Ш
zP Z?

be univalent in U . I f

l  + A z  a X ( A - B ) z  ^ ( / * f f ) M .  D ^ ( f * g ) { z )
1 + B z + p  (1 +  д * )а 1 J F  + “ ---------* --------- ’

then I+5I  -< Dx'T<'{r , and #»e function is the best subdominant
Combining the above results of subordination and superordination, we easily get 

the following “sandwich-type” result.
10



C o ro lla ry  3.5. Let q\ (z) be a convex univalent and զշ (z) be a univalent functions 
in U, and a  6 С with SR(a) >  0. Assume also that զշ (z) satisfies (3.5). I f

֊ ֊ 6 Й [? (  0),1]Ո<?,

and (1 — a) +  QЕ ьл  ^  univalent in U, and also

, s , aX ՛ / \ # /1 ч D " , p ( f * e ) ( z ) . Հ , aA . , ч
91 (* )+ у * в і(* ) ՜ 4 (1_ Q ) ----— і,------- + Q— — ~p----------- < й (* )+ — *9շ(*),

then qi (z) -< D>՝,r<՝^‘9^ 1'> _< զշ j and (z) and ցշ (z) are <Ле besi subordinant and 
the best dominant, respectively.

Taking gi (z) =  and q2 (z) =  ( -1  <  B 2 < B r <  A i < A 2 < 1) in
Corollary 3.5, we get the following result.
C o ro lla ry  3.6. Let a  6 С with 5R (a) >  0, and let 81 ( \+տէ*)  > шах {О, —5£ ( ^ ) }.

j f  Dl lPUj9)M  g h  [q (o ), i] ո  Q, and(l -  a) + a P & l£ ’ )la). is univalent
in U, and also

1 + A iz  ։ a \ { A \ - B \ ) z  . „  , Ո Լ ք Ա  * g) (z) ։ -D" * 1 ( /  * g) (z)
1 +  B i z +  p (1 + B l z f  4  ( 1 " a ) *  + “  *

SOME PROPERTIES OF CERTAIN CLASSES OF P -  VALENT ...

1 +  A 2z  a \  (ճշ — 5 շ )  z 
4  1 +  B 2z  + p  (1 +  B 2z f  ’

и

ihen  1+5^1 4  °-A-‘f (/ p,g)(x) -Հ , and the functions £b§Jf and ££g*§ are 4Ле best 
subordinant and best dominant, respectively.
T h eo rem  3.6. Let «շ >  a i  >  0 and —I < B 1 < B 2 < A 2 < A 1 < 1. Then

(3.16) CZtP{f,g\oc2, A 2, B 2) С C%tP( f , g \ a i , A i , B i ) .

Proof. Assuming tha t /  € CaiP (/><?; օշ, ճ շ , 5շ), we get

(1 , i ± M j
'  '  г» г» 1 +  В 2г

Since - 1  <  Տ յ <  B 2  <  ճ շ <  Ai  < 1 , we easily find tha t

, C K ‘ ( /  *» )(* ) . 1 +  . 1 +  Л ,*(3.17) ( i - а , ) -------- ֊ -------- +  « ---------- - ---------^ ^ — g ֊ ,

implying /  €  C J p(/,<7; a 2 , А \ , В \ ) .  Thus Theorem 3.6 holds for օւշ =  a i  >  0. Մ 
a 2 >  Qi >  0, then by Theorem 3.1 and (3.21), we infer /  €  ՇՀ^Լք,g\ A \, B{), 
implying

(3.18) c v ( / * g )W  < і ± ф £ .
v '  zP 1 +  B \z
At the same time, we have

11
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, Օ Լ ,  ( /  * д) (*) , ^ . р 1 Ա  * а) (*) _  Л  _  £1 ՚\  Օ Լ թ Մ * ց )  (г )
( 1 - “ 0 --------------^ ---------------- +  « * ------------ 7 р  V  с ч )  Z P

(3.19) + —Օշ
^ л . р  ( /* « ) (* )  , _ Д л.р1 ( / * g )  (̂ >1

(1 - о > ) — ^ -------- +  “ 2 ^  J -

Moreover, since 0 < fj- < 1 ,  and the function (—1 <  i?i <  A j <  1; z € £/) is
analytic and convex in U, by (3.16) - ( 3.18) and Lemma 2.5, we find

„  4 D l p ( /  .  g) (z) . D I+ 1 ( /  **)(*) , 1 +  A xz
( i - a x ) -------- -----------+ a , ---------- --- 1 +  B \z '

that is, /  € CZ։P(f,g - ,a i,A i,B i) ,  which implies (3.15). Theorem 3.6 is proved. 
T heorem  3.7. A necessary and sufficient condition for /  6 ՇԼք(ք, g; a,  А, В ) is that

(8.20) g  ( ^ ֊ У  « ы Л »  *  № < « <  2*)•

Proof. Observe that a function f  (z) 6 С £р ( /, 5; a , A, B)  if and only if

(1 _ а ) 2 Ц ^ + 3 £ £ £ ) М # 1 ± | £  „ . *  „ < # < * > ,

which is equivalent to the following

i  [(1 +  Be1՝8) {(1 -  a ) D l p ( /  * 5) (z) +  0D J+1 ( /  * g) («)} ֊  ( l  +  Aew)]

-  <1 + a = " ) ( 1 + £ f £ ^ ( ^ — ^ 0,

which easily implies the convolution property (3.19). Theorem 3.7 is proved. 
T h eo rem  3.8. A function /  (z) belongs to the class C%p(f,g;  a,  A, B)  (a  >  0) if its 
coefficients satisfy the condition:

5 2  (p +  AqA:) f P +  * k  ̂ \ak+pbk+p\ < p ( A - B ) .  
k=l  \  P /

Proof. By Theorem 3.7, /  (z) € (2 Լ , ( / , g- a , A, B)  if and only if

p + Xak f p  + X k \ n ig
Հ Հ  p  (A -  B)  Լ p  J  a k + P b k + P  ^  e (0 <Ѳ <2ir).

Thus |E *=i յ վ ձ - Ե )  ( BT ^ )  afc+pbfc+pl < |ei9| =  1, and the result follows.
T h eo rem  3.9. Let

(3.21) / { z )  = z p  +  y ֊  6  Ա  ց . д  B )

fc-1
Then

12
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The inequality (3.21) is sharp, with the extremal function given by
X

0
Proof. Combining (1.3) and (3.20), we obtain

(3.24) =  1 +  (/4 — B ) z  + . . . .

An application of Lemma 2.5 to ( 3.22) yields

(3.25)

This and (3.23) imply (3.21). Theorem 3.9 is proved.
A cknow ledgem ent: The authors are grateful to the referees for their valuable 
suggestions.
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A b stra c t. With the help of weighted sharing of sets we deal with the problem of unique 
range set for meromorphic functions with deficient values and obtain a result which imp­
roves, generalizes and extends some previous results. We provide two examples to show 

that the condition in one of our results Is the best possible.
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1. I n t r o d u c t i o n :  D e f i n i t i o n s  a n d  R e s u l t s

Throughout the paper by meromorphic functions we always mean meromorphic 
functions in the complex plane C, and the letter E  will denote any set of positive 
real numbers of finite linear measure, not necessarily the same at each occurrence. 
For any non-constant meromorphic function ft(z) we denote by 5(r, h) any quantity 
satisfying S(r, h) = o(T(r, ft)), (r — ► oo, г 0 E).

We denote by T(r) the maximum of T(r, / )  and T(r, g), and by S(r) any quantity 
satisfying S(r) =  o(T(r)) as г — ► oo, r Հ E.

Also, we adopt the standard notation of the Nevanlinna theory of meromorphic 
functions as explained in [6]. For a € С U {oo} we define

0 ( a ; / )  =  1 — limsup ^ г г т Р -г—юо l[r,  f )
Let /  and g be two non-constant meromorphic functions and let о be a finite 

complex number. We say that /  and g share a CM, if /  — a and g — a have the same 
zeros with the same multiplicities. Similarly, we say that /  and g share о Ш , if /  -  a 
and g -  a have the same zeros ignoring multiplicities. In addition, we say that /  and 
g share oo CM, if 1 / f  and l /g  share 0 CM, and /  and g share oo IM, if 1 / /  and 1/g 
share 0 IM.

Let 5  be a set of distinct elements of С U {oo} and Ef(S) = Uoesfc ' / M  =  a}i 
where each point is counted according to its multiplicity. If we do not count the

JThe first author is thankful to DST-PURSE programme for financial support.
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multiplicity the set Uees { 2 • / ( г) =  ‘s denoted bv £7(5)—If E/ՀՏ՚Լ— Eg(S) we 
say that /  and g share the set S  CM. On the other hand, if E/(S)  =  Eg(S) we say 
that f  and g share the set 5  Ш. Evidently, these definitions coincide with the usual 
definitions of CM (resp., Ш) shared values, provided that the set 5 contains only one 
element.

Let S (5 С С) be a set, and let /  and g be two non-constant meromorphic (resp., 
entire) functions. If Ef {S) =  Eg{S) implies /  a  g, then S is called a unique range 
set for meromorphic (resp., entire) functions or in brief URSM (resp., URSE).

In 1926, R. Nevanlinna showed that a meromorphic function on the complex plane 
С is uniquely determined by the images (ignoring multiplicities) of 5 distinct values. 
A few years later he showed that when multiplicities are counted, then 4 points are 
sufficient (with one exceptional situation). In [4j Gross raised the problem of finding 
out a finite set S  so that an entire function is determined by the single pre-image 
(counting multiplicities) of S.

In 1982 F. Gross and С. C. Yang [5] proved the following theorem:

Theorem A. Let S  =  {z € С : e* + z = 0}, and let f . g b e  two entire functions 
satisfying Ef(S) — Eg(S). Then f  =  g.

Since in Theorem A, 5  is an infinite set, it does not provide a solution to the 
Gross’ problem. In 1994 H.X. Yi [16j established a URSE with 15 elements, and in 
1995 P. Li and C.C. Yang [14] established a URSM with 15 elements and a URSE 
with 7 elements. Since then to find a URSM with minimum cardinality becomes an 
increasing interest among the researchers.

In 1998 G. Frank and M. Reinders [2] obtained a URSM with 11 element, which 
is the smallest available URSM to the knowledge of the authors.

A polynomial P  in С is called a strong uniqueness polynomial for meromorphic 
(resp., entire) functions Մ for any non-constant meromorphic (resp., entire) functions 
/  and g, P(f) = cP(g) implies /  — g, where с is a suitable nonzero constant. We say 
P  is SUPM (resp., SUPE) in brief. On the other hand, for a polynomial P  in С if 
the condition P(f)  =  P(g) implies /  =  g for any non-constant meromorphic (resp., 
entire) function /  and g, then P is called a uniqueness polynomial for meromorphic 
(resp., entire) functions. We say P  is a UPM (resp., UPE) in brief.

Suppose that P is a polynomial of degree n in С having only simple zeros and 5 
be the set of all zeros of P. If S  is a URSM (resp., URSE), then from the definition it 
follows that P  is UPM (resp., UPE). However the converse is not true, in general. For 
instance, P{z) = az + b (a փ 0) is clearly a UPM, but for /  =  ~ ֊ e x and 5 =  - - e ՜*  
we see that Ef(S) = Eg(S), where S  = {— £} is the set of zeros of P(z) =az  + b.

To find conditions under which the converse is true, H. Fujimoto [3J first invented a 
special property of polynomials, which he called the property (H). Fujimoto’s property
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(H) may be stated as follows: A polynomial P  is said to satisfy the property (H) if 
P(a) փ P{0) for any two distinct zeros a  and թ of the derivative P'. Fujimoto found 
a sufficient condition for a set of zeros S  of a SUPM (resp., SUPE) P  to be a URSM 
(resp., URSE). Specifically, in [3] H. Fujimoto proved the following result.

Theorem B. [3] Let P be a polynomial of degree n in С having only simple zeros and 
satisfying the condition (H). Let P4 have к distinct zeros and either к > 3 or к =  2 
and P' has no a simple zero. Further suppose that P is a SUPM (resp., SUPE). I f S 
is the set of zeros of P  andn >2k + 7 (resp., n > 2k+ 3), then S  is a URSM (resp., 
URSE).

To deal with the the Gross’ problem and its counterpart for meromorphic functions 
on C, Yi [17] and Li and Yang [14]-[15] have investigated the zero sets of polynomials 
of the form P(z) =  z" + azn~m +  6, where n > m > 1 and a and b tire chosen so that 
P  has n distinct roots. Clearly P{z) satisfies the property (H). In [18] it has been 
shown that when m >  2 the zero set S  of P(z) is a URSM and hence P(z) is a UPM. 
But when m = 1, the situation is completely different. So, a natural question would 
be whether for m = 1, the zero set S  of P(z) can be a URSM or even a URSE.

In this direction, independently Yi [17] and Li-Yang [14] had already made some 
contributions for entire functions. In paricular, they proved the following result.

Theorem C. Let S  = {z : z7 — ze — 1 = 0}. If  f  and g are two non-constant entire 
functions satisfying Ef(S) = EB(S) then f  =  g.

Clearly z7—z°— 1 is an UPE. To obtain a counterpart of Theorem С for meromorphic 
functions and for more general polynomials, in 1996 Yi proved the following result.

Theorem D. [18] Let S  =  {z : zn + azn~m +  6 =  0}, where m, n are two positive 
integers such that m  and n have no common factors, n  > 2m + 8 (m > 2), and a, 
b are nonzero constants such that the algebraic equation zn +  azn~m +  6 =  0 has no 
multiple roots. Then Ef(S)  =  Eg(S) implies f  =  g.

>From Theorem D we infer that a URS of meromorphic functions of the form as 
given in Theorem В consists of 13 elements. In [18] Yi also explored the case m = 1, 
and obtained the following version of Theorem D in this case.

Theorem E. [18] Let S  =  {z : zn +  az՝1՜ 1 +  6 =  0}, where n  (> 11) is an integer, a 
and b are two nonzero constants such that the algebraic equation zn + az71՜ 1 +  6 = 0  
has no multiple roots. I f  f  and g are non-constant meromorphic functions satisfying 
Ef(S)  =  Eg{S) then either f  = g or f  =  g =  where հ = կ .

Clearly under the assumptions of Theorem E, S  can not be a URSM.
In 1998 Fang and Hua [1] have extended Theorem С to the case of meromorphic 

functions with some additional conditions on the ramification indices of /  and g. 
Specifically, in [1] was proved the followin result.
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Theorem F. [1] Let S  be as in Theorem C. If two meromorphic functions f  and g
are such that Ѳ(оо; /)  > Ѳ(оо;р) > & a n d  Ef (S) = Eg(S) then f  ■= g
We need the following definition, known as weighted sharing of sets and values, which 
renders a useful tool for the purpose of relaxation of the nature of sharing the sets. 
Definition 1.1. [8, 9] Let к be a nonnegative integer or infinity. For a e С U {oo} 
we denote by Ek(a\f) the set of all а-points of f ,  where an а-point of multiplicity m 
is counted m times ifm  < к and k + 1 times i f m > k .  I f  Ek{a, f )  — Ek{a՝,g), we say
that f ,g  share the value a with weight k.

We write / ,  g share (a, к) to mean that / ,  g share the value о with weight k.
Clearly if / .  g share (a, к) then / ,  g share (a,p) for any integer p, 0 < p < k. Also
we note that f ,  g share a value a IM or CM if and only if f , g share (a, 0) or (a, oo)
respectively.
Definition 1.2. [8] Let S  be a set of distinct elements of С U {oo} and к be a 
nonnegative integer or oo. We denote by E/(S, к) the set Ef(S^ = UaeS 2̂ • / ( z)~ a = 
0}. Clearly Ef (S) =  Ef (S,oo) and Ef {S) =  Ef (S, 0).
Definition 1.3. [7] For a e  С U {oc} we denote by N(r ,a; f  |=  1) the counting 
function of simple а-points of f .  For a positive integer m we denote by N(r, a; f\ < m) 
(resp., N[r, a; f \> m) the counting function of those а-points of f  whose multiplicities 
are not greater (resp., less) than m, where each а-point is counted according to its 
multiplicity. The functions N(r, a; /  |< m) and N(r, a; /  |> m) are defined similarly, 
where in counting the а-points of f  we ignore the multiplicities. Also, the functions 
W (r,a;/ |< m),N(r,a;f  |> m),N(r ,a\ f  |< m) and 77(r, a; f  |> m ) are defined 
analogously.
We define <52(a; /)= l-lim sup  Nf y aj P , where N2(r, a; f)=N(r,  a; f )+N(r,  a; /  |> 2).

Г--ЮО ^
Lahiri [10] improved Theorem F in the following direction.
Theorem G. [10] Let S  be as in Theorem C. I f for two non-constant meromorphic 
functions f  and g, Ѳ(оо; /)  + Ѳ(оо; g) > |  and E/{S , 2) =  Eg(S, 2) then f  = g.

In 2004 Lahiri and Banerjee [11] further improved Theorem С in a more compact 
and convenient way, and obtained the following result.
Theorem H. [11] Let S  = {z : zn + azn~1 + b=  0}, where n (> 9) is an integer, and 
a, b are two nonzero constants such that zn + ozn֊1 +  ծ =  0 has no multiple roots. If 
Ef(S, 2) =  Eg(S, 2) and Ѳ(оо; /)  +  Ѳ(оо; g) > ^ т ,  then f  — g.

The following example shows that the set 5  in Theorems G-H cannot be replaced 
by an arbitrary set containing six distinct elements.
Example 1 .1 . Let f{z) = y/aJFje* and g{z) =  у /аруе ՜ *, and let S  =  { а Д а Д  
P^/a, /?-У7і7\/®і7Ѵ^}> where a, թ and 7  are nonzero distinct complex numbers. 
Then it is easy to see that Ef(S,  00) = Eg(S, 00) but f  փց.

So we observe that deficiencies of poles play a vital role in order to find sufficient 
conditions for which the conclusions of Theorems F, and G-H holds true.
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We naturally raise the following questions.
Question 1: Is there any significant contribution of the deficiencies of the other 
values in Theorems G and H?
Question 2: What happens if we reduce the degree of the equation defining S  in 
Theorem H?

In this paper we give some affirmative answers to the above questions, which in 
turn will further improve, generalize and extend Theorems G and H.

The following theorem is the main result of the paper.
Theorem 1.1. Let S  = {z : zn + azn~l + 6  =  0}, where n (> 6) is an integer, 
and a, 6 are two nonzero constants such that zn +  azn_1 +  6 =  0 has no multiple 
roots. Suppose that f  and g are two non-constant meromorphic functions satisfying 
Ef(S, m) =  Eg(S, m). If  one of the following conditions is satisfied:

(i) m > 2 and Ѳ/ + Ѳд > m a x f^ 12,
(ii) m = 1 and Ѳ/ + > m axf-^2 ,

(iii) m =  0 and Ѳ/ + Ѳд > m a x { ^ s ,
then f  = g, where Ѳ/ = Ѳ(0; / )  + Ѳ (-о іі^ і ; / )  +  Ѳ(оо; /)  +  a; / )  and Ѳд can 
be defined similarly.

The examples that follow show that the condition Ѳ/ + Ѳ9 > in Theorem 1.1 
is sharp, when n > 8 and m > 2.
Example 1.2. (Example 2, [11]). Let /  =  — a - ^ p r ՜ and g =  —ah , where
Л = a g /1 ՜1̂ , a  =  exp{-rp) and n(> 3) is an integer.

Then we have T(r, f)  = (n -  1)Т(г,Л) +  0(1); T (r,S) =  (n -  1)Т(г,Л) +  0(1)
and T(r,h) =  T(r, e1) +  0(1). Next, we see that h փ a, a2, and so for any complex
number 7  փ a, a2 we have 7V(r, 7 ; h) ~  T(r,h). Also, we note that a root of h =  1 
is not a pole and zero of f  and g. Hence Ѳ(оо; / )  =  Ѳ(оо;g) =  ֊ լ .  On the other

Consequently it has n — 1 distinct zeros, which we denote by u*, к = 1, . . . ,  n — 1. So, 
we have

hand, we have
£  N(r, f}k\h) + N(r, 00; h)

Ѳ(0; / )  =  1 -  limsup — -(n — l)T(r, h) +  0 (1)

Е 2^(г,^ ;Л )+ 77(г,0 ;Л )

=  0

and

Observe that the polynomial (ті — 1 )zn — nzn 1 + 1  has double zero at the point z  =  1.
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յ շ  N {r, и*; e3) 

ѳ ( - а!Т ; ք) = 1 ՜  ( n - № « « )  +  0 (i) = 0

and Е ^ г . ч и » )

Ѳ(~ а^ ; 5) =  1 ՜  ( л - 1)Г(г,е-') +  0 (1) =  °!
where vj = ± , j  = — 1. Therefore Ѳ/ + Ѳ9 =  Clearly Ef (S,oo) =
£ s (S, oo) because +  «) =  5n_1(5 + <*) but /  #  <7- a(ae,_ 1)
Example 1.3. Let /  and g be as in Example 1.2, where h — e*—i i
and n(> 3) is an integer.

Now we give some definitions and notation which are used in the rest of the paper 
Definition 1.4. [19] Let f  and g be two non-constant meromorphic functions such 
that f  and g share (a, 0). Let zq be an а-point of f  with multiplicity p, an а-point of 
g with multiplicity q. We denote by N l (t, a; / )  the reduced counting function of those 
а-points o f f  andg where p > q, by NV(r,a;f) the counting function of those a-points 
of f  and g where p = q=  1, and by (r, a; f )  the reduced counting function of those 
а-points of f  and g where p = q > 2. In the same way we can define the functions 
N L(r,a\g), Ng(r,  a; <j), 77д(г,а ;g); and the functions N  L(r, a\ f )  and N L(r, a; g)
for a e  С U {oo}. .

Observe that when /  and g share (a ,m),m>  1, then N j (r, a; / )  = N(r, a; /  |= 1). 
Definition 1.6. We denote by N(r, a; f  |=  k) the reduced counting function of those
a-points of f  whose multiplicities is exactly k, where к > 2 is an integer.
Definition 1 .6. [8, 9] Let f ,  g share a value a IM. We denote by N,(r, a; / ,  g) the
reduced counting function of those a-points of f  whose multiplicities differ from the
multiplicities of the corresponding a-points of g.

2. Lemmas

In this section we present some lemmas which wifi be needed in the sequel. Let F 
and G be two non-constant meromorphic functions defined as follows.
(2.1) j r =  / n- 1( /  + °), G = g " -1(g + q)

—b —b
Also, we wifi use the function H  defined as follows:

I F1 F - l )  \G ' G —l j  '
Lemma 2.1. [13] Let f  be a non-constant meromorphic խոռէսfunction and let 

-1

be an irreducible rational function in f  with constant coefficients {afc} and {ծ, }, where 
an փ Q and bm ^  0. Then T(r, R{f)) = dT(r, / )  + S(r, /) ,  where d =  max{n,m}.
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■Lemma 2.2. [19] Let F, G be two non-constant meromorphic functions such that 
they share (1,0) and H փ 0, where H is defined by (8.2). Then

Л$(г, 1; F  |=  1) =  JV£(r, 1; G |=  1) < Щг, H) + S(r, F) + S(r, G).
Lemma 2.3. Let S  = {z : zn + azn 1 + b =  0}, where a, b are nonzero constants 
such that zn +  azn֊1 + 6  =  0 has no multiple roots, n (> 3) is an integer, and let 
F, G be given by (2.1). If for two non-constant meromorphic functions f  and g, 
E/(S, 0) =  Eg{S, 0) and H ^ O ,  then
N(r,H) < N(r ,0 ,f )  + N(r,0;g) + N(r,oo-,f) + N(r,oo]g) + N(r , -a- , f \>2)

+N(r, -a ;  g |> 2) + N(r, ֊ a ֊ !  / )  + Щг,  ֊ * ֊ + ^* (л  1; F, G) 

+No(r, 0; / )  +  N 0(r, 0; g),
where No(r,Q-,f') is the reduced counting function of those zeros of f ' , which are not 
the zeros of / ( /  +  a )(/ 4- a IL̂ -)(F  — 1) and No(r, 0; g )  is defined similarly.

Proof. Since E/(S, 0) = Eg(S, 0) it follows that F  and G share (1,0). From
(2.1) we have F՛  =  [nf+(n — l)a\ fn~2f ' / ( —b) and G՛ =  [np+ (n — l)a]gn~2g / ( —b).
It can easily be verified that the possible poles of H  occur at: (i) zeros of /  and g,
(ii) multiple zeros of /  + a and g + a, (iii) zeros of n f  + o(n — 1) and ng +  o(n — 1),
(iv) poles of /  and g, (v) those 1-points of F  and G with different multiplicities, (vi) 
zeros of f  , which are not the zeros of / ( /  + a) ( /  + a11—) (F — 1), (vii) zeros of g , 
which are not zeros of g[g + a) [g + a2^ )  (G — 1). Since H  has only simple poles, 
the result follows from above. Lemma 2.3 is proved.
Lemma 2.4. [11]. Let f ,  g be two non-constant meromorphic functions. Then 
/ ”֊1( /  +  a)sn֊1(s + a) & b, where a, b are nonzero finite constants and n  (> 5) is 
an integer.
Lemma 2.5. Let f ,  g be two non-constant meromorphic functions such that Ѳ/ +
Ѳд > where Ѳ/ and Ѳд are as in in the Theorem 1.1. Then / п֊1( /  +  a) = 
ցn֊1(<7 +  a) implies f  =  g, where n (> 2) is an integer and a is a nonzero finite 
constant.

Proof. Let

(2-3) r ֊ \ f  + a ) ֊ g n- \ g  + a)
and suppose /  փ g. We consider two cases:
Case I Let у = j  be a constant. Then it follows from (2.3) that у ф  1, yn֊1 փ 1, 
yn փ 1 and /  = —a is a constant, which is impossible.
Case II Let у =  j  be non-constant. Then 

<«> 

and

(2.5) I +  (— +  l
n 1 -  yn n n(l -  yn)
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Assuming p(z) =  (n -  1)*" -  nz”՜ 1 + 1, we have p(0) փ 0 and p(l) =  p (1) =  0. So

from (2.5) we obtain £  Щг, պ; у) < 1Ѵ(г, /) .  where «J. І  2> ■ • • «ո ~ 1»

have the same meaning as in Example 1.2.
>From (2.4) and Lemma 2.1 we obtain T(r, / )  =  (n — l)T(r, y) +  S(r, y). We first 

note that the zeros of 1 +  у + у2 + ■ ■ • +  l/n՜2 contributes to the zeros of both /  and 
g. In addition, the poles of у contributes to the zeros of /  and since g =  f y  the zeros 
of у contributes to the zeros of g. So from (2-4) w^find

£  Щг, vy, y) +  Щг, oo; y) < Щг, 0; /) ,  J 2 Щг, wk\ y) < Щ г, oo; /) ,
where Jk  = exp (**=*) for Jfc =  1,2........n - 1  and ц  = exp ( ^ )  for j  =  1, 2, . . . ,  n - 2.
Also, from (2.4) we have N(r,0;y) < 5 V̂2(r,-o ; /).

Hence by the second fundamental theorem we can writen—1 n ™~Z___
(З п -4 )Г (г ,у )  < N(r,  00; y) + ^  77(r, Ui\y) + ^  N(rt vj;y) + ^ / N  (r, wk; y)

i= 1 j =I k=l

+W(r,0;y) + S(r,y)

< N(r,0; f )  + Щг, —о— i/)  +  77(г, oo; / )  +  ֊^ 2  (г, -о ; / )  +  S(r,y)U л

< ( I  ֊  Ѳ(0; / )  ֊  ѳ (-в^— ; / )  -  Ѳ(оо; / )  -  - ^ ( - а ;  / )  +  Г(г, /)  

+5(г,у)

=  (n - Ц  -  ѳ / + е)  Т(г,у) +  5(г,у),
implying

(2'6) Г (г- ^ ( г Ѳ/ +  £)  г(г’ѵ) +  5(г’ѵ)*
where 0 < 2е < Ѳ/ + Ѳд. Again putting уі = ^ and noting that T(r,y) =

Т(г, ух) +  0 (1), we can use the above arguments to obtain

(2 7) I T T  T(r' V) < ( l - Ѳ а + e ) T(r, y) +  S(r, y).

Adding (2.6) and (2.7) we get ֊  7 +  Ѳ/ +  Ѳв ֊  2ej T(r, y) < 5(r, y), which 
is a contradiction. Hence f  = g, and the result follows. Lemma 2.5 is proved.
Lemma 2.6. Let f  be a non-constant meromorphic function and let a*, i =  1 ,2 ,..., n, 
be finite distinct complex numbers, where n > 2. Then

N(r,0;f ')  |  T(r, / )  +  Щг, i o ; / ) - ^ m ( r , a , ;  / )  +  S(r, f )
Proof. Let F  =  Հ2 J — , then £ m(r, <ц; / )  =  m(r, J ’) +  0(1). Note that

< = 1  n  <

n»(r, F) <  m(r, 0; /') +  m(r, £  - r f - )  =  T{r, /') -  W(r, 0; /') +  5(r, /).
< - 1  1  պ

Also, observe that T(r, / )  =  m(r, / ')  + JV(r, / ')  < T(r, f )  + N(r, f )  + S(r, f )  and the 
result follows. Lemma 2.6 is proved.
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3. P r o o f  o f  T h e o r e m  1.1

We know from the assumption that the zeros of zn+azn~1 +b are simple; we denote 
them by այ, j  =  1 ,2 ,... n. Let F, G be given by (2.1). Since E/(S,m)  =  Eg(S, m) it 
follows that F, G share (l,m).
Case 1. We first consider the case H փ 0, where H  is given by (2.2).
Subcase 1.1. m > 1. Assuming first that m >  2 and using Lemma 2.6 with n =  3,

f3.il ° ’ “2 =  + Tv,(г, 1; F, G) < N 0(r, 0; g )
+ N(r, 1; G |> 2) +  N(r, 1; G |> 3) < 770(r, 0; g)

+ ^{М(г,Ы]\д  |= 2) +  27Ѵ(г,ы,;з |> 3)} < N(r,0;fl' | g փ 0 , - а , - а — - )  
i = 1

< N(r, 0; g )  -  N(r, 0; g) + N{r, 0; g) -  N(r, -a; g) + N(r , - a ;  g)

—N(r, - a ^ - ^ - ,g )  -  Щ г, - a ^ ; j )

= N(r, 0; g) +  N{r, oo; g) + 7V(r, -a ;  g) + F (r, -a?— ^-,g) -  2T (r,g) + S(r,g). 
Hence using (3.1) and Lemmas 2.1 -  2.3, from second fundamental theorem we 

have for any e > 0
(3.2) (n +  2) T(r, / )  < Щг, 0; / )  + Щг,  -a ;  / )  +  Щг,  ֊ a — ; / )

+Щг, oo; / )  +  N{r, 1; F  |=  1) +  Щг,  1; F  |> 2) -  N0{r, 0; / ')  +  S(r, / )

< (?  ֊  2Ѳ(0, / )  -  2Ѳ(ос, / )  ֊  2 Ѳ ( - а ֊ ;  / )  ֊  fc(-a; / )  +  - e )  T(r, / )

+ ^5 -  29(0,5) ֊  2Ѳ(оо, g) -  20 ( - a ^ - i ; s )  ֊  <52(֊а;р) +  ^  T(r,p)

+S(r, J) + S{r,g) < (12 -  20 /  -  20s +  e)T(r) +  S(r).
In a similar way we can obtain

(3.3) (n +  2) T(r, 5) < ( 1 1 - 2 0 / -  2Ѳд +  e) T(r) + S(r).

Combining (3.2) and (3.3) we conclude that

(3.4) ( n - lO  +  2 0 / + 209 - e ) T ( r ) < S ( r ) .

Since e > 0. (3.4) leads to a contradiction. As for the case m =  1, we use Lemma 2.6 
to get the following counterpart of formula (3.1):

(3.5) N 0(r, 0; g )  +  N(r, 1; G |> 2) +  N . (r, 1;F,G)
< No(r, 0; g ) + N(r, 1; G |> 2) +  N L(r, 1; G) +  N L(r, 1; F)

< N(r, 0; g \ g փ 0, - а ,  - а - — -) + ]rN(r, 0; / '  | /  ф 0, -о , - а ~ - )
ո Հ п

< N(r, 0; д) +  ՜Իք (г, -а ; д) + N{r, - a - — -;g) + N(r, 00; 5) -  2Г(г, g) +  )■ {N(r, 0; / )
71 Հ

+Щг, -а ;  / )  +  Щг,  - а — ; / )  + Щг,  ос; / )}  -  Г(г, /)  +  S(r, / )  +  5(г, д).

MEROMORPHIC FUNCTIONS W ITH DEFICIENCIES GENERATING ...
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So "ging (3.5), Lemmas 2.2 and 2.3, and proceeding as in (3.2), from second
fundamental theorem we have for.any £ > 0  n — 1 _ 1

(3.6) (n +  2) T(r, / )  < 2 p ( r ,  0; /)  +  N(r, —a֊—̂ ; / )  +  N(r, oo; / )  j

+N2(r, -a ; / ) 2 |F ( r ,  0;g) +  Щг,  ff) +  ̂ ( r> °°:p)} +  N*(.r> ~ a<9)

+ ֊  |Т7(Г, 0; / )  +  Щг, -a ; / )  +  F (r , ֊ a ֊ 1 i / )  +  Щ п oo; / )  j -  2T(r,p) -  T(r, / )  

+S(r, / )  +  S(r, <?) < (И -  2Ѳ/ ֊  2ѲР +  e) T(r) +  2T(r) +  S(r).

Similarly we can obtain
(3.7) (n + 2) T(r, 5) < (11 -  2Ѳ/ -  2Ѳа + e) Г(г) +  2T(r) +  S(r).

(Combining (3.6) and (3.7) we conclude that
(3.8) (т»-11 +  2Ѳ/  +  2 Ѳ „ -е )Г (г )< 5 (г ) .

Since e > 0, (3.8) leads to a contradiction.
Subcase 1.2. m = 0. Using Lemma 2.6 we observe that

(3.9) N 0(r, 0; g') + 3v£(r. 1; *0 + 2NL(r, 1; G) + 2NL(r, 1; F)
< N 0(r, 0; g)  +  Іѵ£(г. 1; Պ  +  N L(r, 1; G) +  N L(r, 1; G) + 2NL(r, 1; F)
< N 0(r, 0;g)  +  Щг, 1; G |> 2) +  N L(r, 1;G) + 2N L(r, 1 ;F)

< Щг, 0; g | g փ 0, -о , ֊ a ֊ )  +  Щг, 1; G |> 2) +  2N(r, 1; F  \> 2)

< 2 |F ( r ,  0; g) +  N{r, oo ;g) + Щг,  -о ; g) + Щг, - a ^ ; j )

+Щг ,0; / )  + N(r, oo; / )  + Щг, -a ;  / )  +  Щг,  - а ֊ ;  / )}

-4 T ( r ,/ )  ֊  4T(r, p) +  5 (r ,/ )  +  5(r, fl).

Hence using (3.9) and Lemmas 2.2 and 2.3, from second fundamental theorem we 
have for any e > 0

(3.10) (n +  2) T(r, / )

< N(r, 0; / )  + N(r, -о ; / )  +  77(r, ֊ a ֊ / )  +  F (r, oo; / )  +  7V^(r, 1; F)

+NL(r, 1 ;F ) + N L(r, 1; G) +  # £ (r , 1; F) -  N0(r, 0; / )  +  S(r, f )

< 2 j/V(r, 0; / )  + N(r, oo; / )  +  ІѴ(г, / )  j + N2{r, -a ;  / )

+ ^ ( r ,0;g) +Щг,  - a — ;j)  +  F (r, oo;5) +  Щг, -a ;p | >  2) +  jvg(r. 1; F) 

+2Afi(r, 1; G) +  2NL{r, 1; F) + N 0(r, 0; g )  +  5(r, / )  +  S(r, g)
< (16 — ЗѲ/ — ЗѲд +  e) T(r) + 2T(r) +  S(r).
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In a similar manner we can obtain

(3.11) (n +  2) T(r,g) < (16 -  ЗѲ/ -  ЗѲ3 +  e)T(r) + 2T(r) + S(r).

Combining (3.10) and (3.11) we conclude that

(3.12) (n -  16 + ЗѲ/ +  ЗѲа -  e)T(r) < S(r).

Since £ > 0, (3.12) leads to a contradiction.
Case 2. H  =  0. By integration we get from (2.2)

(313) F  -  1 S  G — 1 +  B '
where A and В  are constants and А ф  0. >From (3.13) we obtain
t t l «  (B + 1)G + A ֊ 5 - 1
(ЗЛ4) F =  BG + A - B  ■
Clearly (3.14) together with Lemma 2.1 yields 

(3.15) T(r, f)  = T(r,g) +  0(1).

Subcase 2.1. Assume that В փ 0, —1.
1 ք ճ - S - 1 / 0 ,  then from (3.14) we obtain N(r, ^ --■; G) = N(r, 0; F). Hence
using Lemma 2.1 and the second fundamental theorem we obtain

nT(r,g) < Щ г,co\G) + N(r,0;G) +  N(r։ ֊ ֊ ^ \ G )  +  S(r,g)

< N(r, oo; g) + N(r, 0; g) + N(  r, 0; g + a) + N(r, 0; / )  + N(r ,0 \ f  + a) + S(r, g)
< 2 T(r, / )  + 3 T(r, g) + 5(r, g),

which, in view of (3.15), leads to a contradiction because n > 6. Thus A — B —1 =  0, 
and hence (3.14) reduces to F = ■ impljdng N(r, =£;G) = N(r,oo-f).  Again
by Lemma 2.1 and the second fundamental theorem we have

nT(r,g) < N(r, oo; G) +  N(r, 0; G)+ N(r ,— ;G) + S{r, g)

< N(r, oo; g) + N(r, 0; g) + N(r,0\g + d) + N(r, oo; / )  +  S(r, g)
< T(r,}) + 3T(r,g) + S(r,g),

which, in view of (3.15), leads to a contradiction because n > 6.
Subcase 2.2. Assume that В  =  -1 . Prom (3.14) we have

<316> F s ֊ a h +T
If ճ + 1  փ 0, then from (3.17) we obtain //(r,A + l;G ) =  N(r, oo; /) .  So repeating the 
arguments used in the Subcase 2.1, we again get a contradiction. Hence A + 1  =  0, 
and from (3.17) we infer FG =  1, implying / ”֊1( /  +  a)gn~l (g + a) =  ծ2, which is 
impossible by Lemma 2.4.
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Subcase 2.3. Assome that 5  =  0. Prom (3.14) we obtain
„  G + A - l

(3.17) F = -----շ  •
I f  A  -  1 Ф 0, then from (3.17) we obtain N(r, 1 — .4; (?) =  N  (r, 0; F). So in the same
manner as above we again get a contradiction. So A =  1 and hence F  =  G, that is,
քո- i Ա  +  a) =  ցո՜ 1Լց + a). Now the assertion of the theorem follows from Lemma
2.5. This completes the proof of Theorem 1.1.
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1. В в е д е н и е

Статья посвящена исследованию класса потенциалов Грина в единичном кру­
ге комплексной плоскости, обладающих ограниченными квадратичными инте­
гральными средними, что является близкой к классической задачей, тесно свя­
занной с работой [2].
Хорошо известен классический результат о том, что если і/(£) > 0 борелеѳскоя 
мера ѳ |С| < 1, mo потенциал Грина

z - Հlog 
/|СІ<і 1 -С  *

dv( С)

Г2іг
< +00

(1-1) Р{*) = ֊ [ [
JJ  ісі

сходится ѳ \г\ < 1 и

(1.2) sup [  Р(ге“ )М
0<Г<1 J О

тогда и только тогда, когда выполнено условие Бляшке

(1.3) [ [  (1 -  Id) <мС) < + 00.
JJ  |С|<1

Следующая теорема отвечает на вопрос: Какое более сильное чем (1.3) условие 
на генерирующую меру равносильно (1.2) с квадратом потенциала Грина?
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Теорема 1.1. Потенции Грина (1.1), генерировании й борыевской мерой и > О

удовлетворяет уаювию
л*

(14) Ф(-Р)= SUP [  [Р{ге“ )]3М  <  +°°'  '  0<r<lJ0
тогда и только тогда, когда

(1.5) 9(Р) = Ц  [ [  Х ( | С і І .  І С а І ) < М С і ) < М С 2 )  <  + 0 0 -

2̂ 6 - շ < _լ2

x { a ՝ h ) = L  г + ?  0 < a ’b < 1 ,
и это обеспечивается следующими неравенствами:

(1.6) СІФ(Р) < В Д  < С2Ф(Р),
где С7і и £7շ - положительные постоянные, зависящие только от меры и. 

Замечание 1.1. С применением неравенства х +  у > к (1.5) получаем

(1.7) Ф(Р) < 2 1 Д С|<1 V I -  IfP ̂ o j  •

Следующая теорема относится к полноте рассматриваемого в теореме 1.1 мно­
жества потенциалов.

Теорема 1.2. Множество ?о потенциалов Грина (1.1) удовлетворяющих усло­
вию (1.4) полно в метрике

բ(Բւ ,Բշ)={[[  [ [  3 C ( | C i | , | C a | ) d | ( ^ i - ^ ) ( C i ) H ( ^ - ^ ) ( C 2 ) l }  ,
[УУ|С,|<іУУ|са|<і J

где потенциалы Р\ и Рз генерированы борелевсхими мерами ѵ\ > 0 г» սշ > 0, а 
\иі — ւ/շ| означает полную вариацию заряда ѵ\ — սշ, т.е. сумму его положитель­
ной и отрицательной вариаций.

Замечание 1 .2. Из приведенного в следующем разделе статьи доказательства 
теоремы 1.2 следует, что также множество ? і (с- То) потенциалов Грина 
в \z\ < 1, определенное условием ограниченности правосторонней величины в
(1.7), полно в метрике

р(Рі,Ъ) =  [ [  \ Л  -  ІСІ d\(yi -  *Л»)(С)І-

Замечание 1.3. Ввиду теоремы 1.2 легко доказать, что множества генери­
рованных зарядами потенциалов Грина, удовлетворяющих условиям ||Р ||0 = 
р[Р,0) < + 00, или ЦРЦі =  р(Р, 0) < +00 - Банаховы пространства.
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2. Д оказательства теорем 1.1 и 1.2

Доказательство теоремы 1.1. Если do 6 (0,1) - фиксированное число и
Հ - z

О ПОТЕНЦИАЛАХ ГРИНА ...

Po{z) = -  [ [  
JJu

log 
!CI«*o

< М С ) ,
1 - С *

то P q{z ) очевидно удовлетворяет условию (1.4). Тем самым, далее будем счи­
тать, что борелевская мера ս(Հ) такова, что inf {|£| : Հ € supp i/J > do- Это 
предположение не умаляет общности применяемого рассуждения, нацеленного 
на доказательство неравенств (1.6).
Для доказательства правого неравенства (1.6) следует оценить интеграл (1.4), 
что достижимо оценкой величины

І(г,СьСг) = ̂ J  1°8 М « " , /Оіс,Ѵі) I log |bo(rew,p2e<v,*)|d0 

(0 < Г,Р!,Р2 < 1, v?i,2 6 [0,2тг]), где

Հ - z(2.1) log |Ь0(г, £)| =  —Re f  dt = logJl<la I1 -  с *)* 1 -  С*
частный вид фактора тина Бляшке из [1]. Отметив, что 7(г, ՀւՀշ) очевидно яв­
ляется непрерывной функцией от г, рі, բշ и <քւ, ւբշ, рассмотрим два отдельных 
случая. Однако, предварительно заметим, что если z = re™ я Հ — peilfi - точки 
единичного круга и т/р < 1, то

, ос /  \  к оо /  \  I ' '

и, тем самым,
. *+і00 / г \ " +1 Г1 1

(2.2) log\bo(re՝6,реі,р)\ =  — ^  ( -  ) cos [(к +  l)(t? - <p)\ /  tkd t - log-^.
k=o Հբ'  Jp* Հ

Отметим также, что при любых целых числах к, п > 0 и ліобом ірі,2 6 [0,27г) 

(2-3) ^  J  С» [(* +  1) ( * - ^ ]  со. [ (« + ! )(* - ,* ) ]< »

֊ { I

[ 0 при к ф п ,
 ̂5 cos [(А: + 1)(ѵ?і -  ¥>շ)] при к = п.

(а) Пусть Сі,2 =  Рі.ае^1-*, 0 <гіо<рі , / 32< 1 и 0 < г < р ь р2. Тогда r /p i ,2 < 1 и, 
ввиду (2.2), (2.3) нетрудно вычислить

, *+і
.Г/». , -ч/.. . м . А

• гг-Ո г .й .6 ) = կ Լ Գ յ ^ է ( — )  « [ ( *  +  Ч (И  -  « ) ]  +  log 1 1 0 ,

Здесь 0 < < <ւէշ < 1, и поэтому вычислением последней сумма получаем
к=о

sft 
Рі/Я
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(2.4) « г ,С ь «  -  Ц ‘ Գ Լ *  '֊ » )  * +  ! 1 k  *  А '

где

Р

- ядро Пуассона, и, тем самым,

1 - 1 ' ՜ ճ յ ճ !  
 ̂ PlP3 J

3
1

V PiPa J
|2 +  4 ^1 T  PiPJ i s in 2 * ^

1 Г1 Г1 <&2 3 1 1  I 1
< 4 Լ  Л ,Լ  +  յ : b s - ы -

! f l - A  ր - ձ  dy 3 , 1 , 1
ШЩ І .  * 1  1 - ( 1 - » ) ( 1 - 1 ) ^ 1о̂ 1о8«

Здесь же х  < 1-dg < (l-d§)(*  +  l), и тем самым 1 - (1 ֊ х ) (1 ֊ і /)  =  х + у - х у  > 
dg (з + у)- Следовательно

I ր -A  dy 3 , 1 , 1
* Լ  d i  + l * » 1* »

при 0 < do < Л ,2 < 1 и 0 < г < />1,2.
(б) Пусть 0 < do < Рі.а < г < 1. Тогда для аналогичного вычисления заметим, 

что если |(| < \z\ < 1 (т.е. р < г < 1), то ввиду (2.1)

, _ г /“К/*1 dt dt _ С Г1 dt
l°g|6o(z,C)| = -Rep: /  г----77 -  /  — + R e - /  ----- p r—

С У|<|» 1 -  У|С|» է * 7|с/х| ( l  -  է2

°°  / г \ * + 1 гр/*- 1
= - Е  J  cos[(fc + l)(tf-y>)] /  t*d*-log —

I S  W  J?  rP

+ £ ( ; : ) fc+ c°s [(fc + 1)(^ — y>)] /  <"*-adt.
*=o ■ ■'pA ՜

Поэтому, пользуясь (2.3) получаем

/(Г, Ci.Ca) =  log J -  log ± -  i  log» * a  Ր  *L Ր  p ( Л А  w  _  \  *2
ГЛ rpj 4 6 rJ 4 ^  *! VP1P2 7 * 2

■ i / 1 f t / 1 р / й й  Հ\ *2  
W „1/r ti L / r  W t ^ 1 *շ)  կ

_ 1  Г /Г * І  p / W l  \ d t 2
4 Jpl h Jfb/r \ԲւԿ,1ք>1 *') Կ

. i f 1 ^ r , r p ( ^ l V l - n ) ^ .
- 'P i /r  *1 W l  /  էշ
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О ПОТЕНЦИАЛАХ ГРИНА ..

Выбросив последние два отрицательных члена и рассуждая как в предыдущем 
случае (а) получим, что при 0 <do<pi , / ?2 < r < l

1 /  1 Հ Г1՜*’? du 1 1
(2.6) + +

Перейдя к интегралу от квадрата потенциала Грина, заметим, что

<2 -7 > • ' м = 5 ?  0 p w ,M  -  հ  ո ւ լ  к  м « " . с ) и о ) «

+  » Г Т / / < Кi ^ h K ' . O H o )  ^

= 2 \ [ [  I I  +  I f  [ [  )  / ( г , С і , С 2) ^ ( С і Ж С 2 ) ,

а отсюда, ввиду (2.5) и (2.6), получаем
Դ .  3

d-У
™  Վ յ լ  k s w M <))  + щ Ы )  Ր * Ր  &

Далее, при любых числах թչ։շ е [do, 1)

ւօ^ 1 օ տ Յ տ 4 ( ւ ՜ ^ ( ւ ՜ ' , ? ) տ ? 1  * * £  * £ - , •
и поэтому

sup —  / 2” [p(reitf)]2di? = sup J[r) < - I  ( l  + - 4) f 1 Pl dx f 1 
о<г<і2тгУ0 L o<r<i Հյ  Щ \  2 d t J J 0 Jo x + y ’

т.е. доказано правое неравенство в (1 .6).

Дтя доказательства левого неравенства в (1.6) сначала отметим, что если за­
мыкание множества supp і/(£) содержится в некотором круге |£| < do < 1, то 
функция ЗС(|Сі|> |£շ|) (£ւ,շ 6 supp յ ՜(0 )  ограничена, и поэтому

+00 > sup [  [P{reii։)]2dti> Съ [ [  [ [  ЭС(|Сі|.ІСа|)<МСі)<МСа)
0< r < lJ O  J J \C i\< S J J \ ta \< S

с некоторой постоянной С da > 0 зависящей только от do- Для случая же, когда 
supp ւ/(Հ) имеет предельные точки на окружности |С| =  1 , заметим, что для
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величины J(r) из (2.7)

= [Г  [ [  Ц1/3,Сі,Сз)<МСі)<М<а),
Л |< |й |<і^^»<ІйІ<і

где, ввиду (2.4),

- ч 1 Г1 * 1 i - l ՚ՀՏԲւԲշ )
3

1 Ժէշ

Ի ֊ ճ ) |2 +  4 - ^ -  էշ1 вРіРа

1 Г1 dti /՜1  ̂՜  (s^Tpa) ճէշ _  1 Г1 dX, Г1 1 +  А̂ Ад dX՛,
՜  8 І д І Г  JfZ ի  hb у  *a ՜  8 Л і/з лі 'рш/3 1 -  ЛіД2 А2

і  л ՞ ' *  ̂  Г й/1 - * ֊ *  >  յ  Ր  *  Г 14 4 ֊ * .
8 Уо Уо s  + V 8 Уо Уо s  +  V>
" Jo

Таким образом

sup J(r) > 5 f f  [ f  X(|Ci|, ІСзІЖСіЖСа),

левое неравенство (1.6) справедливо в любом случае, и теорема доказана.

Доказательство теоремы 1.2. Пусть {Р„}і° С Уо - фундаментальная последова­
тельность потенциалов, удовлетворяющих условию (1.4). Ввиду теоремы 1.1, это 
означает, что неотрицательные борелевские меры {^п}і°, генерирующие {Рп}“ , 

удовлетворяют условию (1.5), и для любого е > О

Р7 (Рп+т< Р п )  =  [ [  [ [  ЭС(|Сі|, IC a D ^ ^ n + m  ֊  « 'n ) (C l)M (l 'n + m  ֊  V n )(C a)| <  В

при достаточно большом Nt > 1 и любэдх п >  Ne и т >  1. Для доказательства 
существования потенциала P(z) € Уо, такого что р(Рп, Р) -У О при ո —► оо, будем 
пользоваться некоторыми хорошо известными результатами из [3]. 
Зафиксировав произвольное число Տ € (0, 1), заметим, что

-  (1 -  ճ2)2 քք\Հ Л  |<ЛХ(1С1|> Ka|)d|K+m -  ւ՜»)(ծ)|<*|(ւ՜ո+ու ֊  v„)(Ca)|

-  ( i _  ja)a Р2(рп+т,рп) <
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• Поэтому для любого е > 0 существует N't > 1 такое, что

d | K + m  ֊  «՜ո)(<)1  <  е .  n > N ' e , m >  1 .

О ПОТЕНЦИАЛАХ ГРИНА ...

յ լ'ІСІ< է

Отсюда следует, что последовательность чисел {^n(D«)}i° фундаментальна, и 
поэтому 0 < ѵ(Оі) < А { <  + 00, ո > 1. Кроме того, последовательность борелев- 
ских мер {ւ/ո}ք° фундаментальна на линейном многообразии Ф* вещественных, 
непрерывных функций в круге D$ — {( : |(| < <5}, и поэтому, ввиду теоремы 0.4' 
из [3], существует Борелевская мера ѵ, > 0 на Df такая, что в Фg справедлива 
слабая сходимость ип => ѵ*, п -4 оо, т.е. при любой функции д(() е Фs

f f  < К С ) < М О ֊ > / /  д(0 < М С )  аз Ո ->оо.
•/«/|СІ<і Ѵ7|СІ<1

Далее, ввиду очевидного неравенства |р(Р„+т ,0)—р(Рп,0)| < р(Рп+т,Рп) также 
последовательность чисел {/з(Рп,0)}“  фундаментальна, и поэтому

(2.8) р(Р„,0) -¥ Ь < +00 при ո -чоо и р(Рп, 0) < В < +оо, ո > 1.

В силу теоремы 0.6 из [3] существует последовательность ո* |  +оо такая, что 
при к оо в Ф$ имеем ѵПк => ստ, где ստ > 0 - борелевская мера на Df. Теперь, 
полагая, что рассмотренное 6 € (0, 1) - первый член некоторой последовательно­
сти 5т 1 1, для <5շ как выше выберем подпоследовательность из {п*}?°, из чего - 
подпоследовательность для <5з, и т.д. Затем, перейдя к диагональной последова­
тельности (nmjj0 заметим, что иПт => ѵ при т —у оо в Фд с любым 5 6 (0, 1), где 
V > 0 - борелевская мера уже на всем круге D = {( : |(| < !}• Далее, заметим, 
что ввиду фундаментальности последовательности чисел {i/(Di)}J° при любом 
<5 6 (0,1), при любом 8 е (0,1)

|(«/п -  I/)(DS)| < |(«/„ -  «/nJ(D«)| + -  ѵ)(®«)| < £

для достаточно большого т > 1 и любого п > пт. Отсюда следует, что і/п(Об) —► 
ւ»(0{) при п -¥ оо, и очевидно ѵп =>■ ѵ при ո -> оо в Ф{ с любым Տ 6 (0,1). 
Далее, полагая что {г*}§° С (0,1) - возрастающая последовательность, ввиду
(2.8) получим

в  > l i m i n f f ; f ;  f f  f f  * ( K i i , i 6 i f c M C i ) < M 6 )

> f f  f f  э с (ІС і|,ІС 2 і)М С іЖ С 2) =  р 2( ^ о ) ,

33



где P(z) - похенцпал Грпна, генерированный мерой ѵ. Итак р{Р, 0) < +оо. Теперь, 
введя в рассмотрение следующие функции от г 6 (0, 1):

ѵ>„(г) =  [ [  [ [  зс(|Сіі» ІйІѴМСО^Чй)» п ^ 1՝
JJ\СіІ<г-/-/|йІ<՛-

заметим, что <р„{г) /■ р(Р„,0) при любом п > 1. Положив <р„(1) =  р{Рп, 0) (п > 1) 
получим фундаментальнѵю на всем отрезке [0, 1] последовательность функций, 
непрерывных в точке г =  1. Предельная функция <ք(յ) =  ^Um̂ <pn(7) неубываю­
щая и непрерывная в г =  1, и у>(1) = р(Р, 0), поскольку р(Рг,0) р(Р 0) при 
г —► 1 — 0 для потенциалов Pr(z), генерированных мерами XDr (0*^(0> гДе XDr (C) ՜  
характеристическая функция круга Dr. С другой стороны ^limJ<Pn(l) ~  ^п(г)] = 
у>(1) — <р(г) < £ когда г достаточно близко к 1. Поэтому для любого е > 0 суще­
ствуют числа г£ 6 (0,1) и Ne > 1 такие, что 0 < v’n(l) — 'Рп[г) < £ ПРИ ге < г < 1
и п>  Ne. Теперь заметим, что при любых г € (0,1) и ո > 1

р(Р,Рп) < / /  / /  ЭС(ІСіІ, |ca|)d|(«/ ֊  n O f e M *  -  ^n)(C2)l

+ [ [  [ [  ЭС(|СіІ,ІС2ІЖ С іЖ С 2)
(DxD)\(DrxDr)

+  J J  J J  Э С (|С іІ . ІСг D ^ n  (С і )dvn (С г )  = h + h +  h,
(DxDJXCDrXD,)

где 1շ =  ip( 1) -  tp(r) и /3 = (/>„(1) — <pn(r)- Твм самым, для любого е > 0 найдется 
г0 е (0,1) такое, что 0 < / 3,3 < е при ո > Nt։ro, а 0 <  І\ < е при ո > ^ )Го, 
поскольку і/п => 1/ при п -+ оо в Փդ. Таким образом р(Р, Рп) —► 0 при ո —► оо, и 
доказательство завершено.

Abstract. The paper is devoted to investigation of the class of Green potentials in 
the unit disc of the complex plane, which possess bounded square integral means.
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А н н о т а ц и я . Для о д н о г о  класса невырожденных (регулярных) почти гипо- 
эллиптических уравнений, одновременно являющихся частично гипоэллип- 
тическими по определенным переменным, выделяются бесконечно диффе­
ренцируемые в определенной полосе решения.

M SC 2010 number: 12Е10, 26С05.
К лю чевы е слова: гипозллиптический; (почти гипоэллиптический; частично 
гипоэллиптический; невырожденный) оператор; мультианизотропные простран­
ства Соболева.

1. В в е д е н и е

После основополагающих работ Л. Хермандера (см. например, [1] - [3]), по­
священных линейным гипоэллиптическим дифференциальным уравнениям, все 
решения из класса распределений (см. [4] или [5]) которых являются беско­
нечно дифференцируемыми функциями, естественным образом возник вопрос
о нахождении априорных условий на решение негипоэллиптического уравнения 
P{D )u  =  0, при которых это решение является бесконечно дифференцируемой 
функцией, или, что то же, вопрос о выделении бесконечно дифференцируемых 
решений негипоэллиптического уравнения P (D )u  =  0 из множества решений 
этого уравнения из определенного класса (например, из класса распределений).

Первые результаты в этом направлении принадлежат Л. Гордингу, Б. Маль- 
гранжу, Л. Еренпрайсу, Дж. Питре и другим. В работе [6] Л. Гординга и Б. Маль- 
гранжа введено понятие частично гипоэллиптического оператора P (D ). Это таг 
кие операторы, для которых все решения из класса распределений, отвечающих 
им дифференциального уравнения P {D )и =  /  с бесконечно дифференцируемой 
правой частью, являются бесконечно дифференцируемыми, если априори пред­
полагать, что эти решения бесконечно дифференцируемы по определенным пе­
ременным.
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Введем ряд обозначений п определений, необходимых для дальнейшего: пусть 
N  множество натуральных чисел, N0 =  N  U {0}, Л ? =  No * -  * ЛЬ множество 
л— мерных мультииндексов, Е" и R n п-мерные евклидовы пространства точек 
(векторов) соответственно х =  ( х і , хп) н Հ =  (€ і,•••»£»)• Для £ € Я ,х  & Е
и а  € iVf положим |£| =  \/? і +  — +€ո'՛ I «I =  Qi +  ••• +  ° Ո1 f  =  й  ••■քո՞ւ
D a =  D ? . где D j =  }  (; =  1....")•

Пусть P(£>) =  P(Z?i,..., Dn) =  £  7q -0° линейный дифференциальный опе-
° e(P) V*ратор с постоянными коэффициентами и Р(£) =  Р(£і»—іСп) =  zJ 7а £ его ха­

рактеристический многочлен (полный символ), где сумма распространяется по 
конечному набору мультииндексов (Р) =  {а  6 փ 0}.

Пусть О. область из Е". Через D(Q) =  С%°(П) обозначим множество финитных . 
в П функций из С ^ П ), а через £>'(П) множество распределений (обобщенных 
функций) на D(Q) (см. [4j или [5)).

Оператор P(D ) (многочлен Р (0 )  называется гипоэллиптическим (см. [3], 
определение 11.1.2 и теорему 11.1.1), если выполняется одно из следующих эк­
вивалентных условий: 1) если и 6 D'(Q) решение уравнения P(D )u  — 0, то 
и е  2) если |£ | -»■ оо, и 0 փ а  6  Л^, то Р (а) (£)/-?(£) =  D * P (Q /P (Q  -И ).

Пусть п  >  2,1 <  к < п. Представим точки х €  Е п а виде х  =  (х ,х  ), 
где X  =  ( z i , ...,х/с),х" =  (ifc+i , . . . , i„ )  ( соответственно для точек (  6  Л" и 
а  =  (&і, Օկւ) 6 JVJ).

Оператор P(D ) называется частично гипоэллиптическим относительно 
гиперплоскости х" =  0 (многочлен Р(£) называется частично гипоэллиптиче­
ским по հ"), если для всех 0 փ а  6 Л/у Р (а) (Հ)/Բ (0  —► 0, когда | £"| -* оо, а | ք'| 
остается ограниченным (см. [6] или [3], определение 11.2.4).

В [6] было доказано, что если решение и 6 2У(0) частично гипоэллиптического 
относительно гиперплоскости х" =  0 уравнения P(D )u — 0, является гладкой по 
переменным х', то и 6 C°°(Q). Далее многими авторами в разных направлениях 
было обобщено понятие гипоэллиптичности или частичной гипоэллиптичности 
(см., например JT. Еренпрайс [7], Ж . Питре [8], Е. А. Горин [9], Ю. В. Егоров [10], 
Дж. Фриберг [11], Р. Дж. Елиот [12], [13] и другие).

В частности, в работе [14] Я. С. Бугров построил пример негипоэллиптическо­
го уравнения, все решения которого являются бесконечно дифференцируемыми 
в полупространстве функциями, если они вместе с некоторыми их производными 
интегрируемы с квадратом.

В работах [15], [16] В. И. Буренков изучил уравнение P(D )u  =  /  в цилиндре 
Г2 =  П{ X Е п \  где 0 < / < ո и Г2 յ область из Е \  а /  и все её производные I— 
локально квадратично интегрируемы. Им получены необходимые и достаточные 
условия при которых любое локально квадратично интегрируемое в Г2 вместе
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' со своими некоторыми производными решение уравнение P (D )u  =  /  является 
бесконечно дифференцируемой в Г2 функцией.
В [17] мы ввели понятие почти гипоэллиптического многочлена (оператора), 
а в работах [18] и [19] ( совместно с В. Н. Маргарином) доказали, что при 
/  € С°°(Е п) и 6 > 0 все решения дифференциального уравнения P(D )u =  f , 
которые интегрируемы с экспоненциальным весом е~^хК являются бесконечно 
дифференцируемыми функциями в Е п тогда и только тогда, когда оператор 
P{D ) почти пшоэллиптичен. При этом (см. [17]) оператор P{D ) (многочлен Р(£)) 
называется почти гипоэллиптическим, если с некоторой постояішой С >  О

И о)(0І/[1 +  \Р ( 0 \ } < С  V* 6 Л", Ѵа е  1Հ .

Пусть А  =  {qJ =  (а |,...,а £ )}}*  конечный набор мультииндексов из Ntf. Наи­
меньший выпуклый многогранник, содержащий точки А  назовем многогран­
ником Н ью тона множества А.

Многогранник SR =  0?(Р), построенный на наборе (P )U {0} оператора P{D ) =  
P (D i,...,D „ )  =  7а D a назовем многогранником Ньютона оператора P(D ) 
(многочлена Р(£)) (см. [20] или [21]).

О пределение 1.1. (см. [20] - [22J) Пусть R+  =  {х  6 Л" : Xj > 0 ;  j  =  1, 
Многогранник SR С Л" с вершинами из Nft назовем полны м , если 3? име­
ет вершины на каждой координатной оси и в начале координат N£. Полный 
многогранник 3? назовем правильны м  (вполне правильны м ), если все коор­
динаты внешних нормалей (п — 1) - мерных некоординатных граней 3R неотри­
цательны (положительны).

Оказывается, что многогранник Ньютона гипоэллиптического оператора яв­
ляется вполне правильным, а многогранник Ньютона почти гипоэллиптического 
оператора - правильным (см. [22], Лемма 2.1 ).

Всюду далее четные числа т ,г н 2,т з ,...,т п п ( т  >  n i j \ j  =  2 ,3 ,..., ո) фикси­
рованы, при этом через 3? =  Щт, աշ, ...,гпп) С Л" мы обозначим многогран­
ник с вершинами (0,..., 0), ( т ,  0,..., 0), (0, т , ..., 0) , ( 0, 0, т) и ( т ,  աշ, 0, 0), 
( т ,  0, т 3, 0,..., 0) , ( т,  0,..., 0, т п).

Легко убедиться, что это правильный многогранник. Однако многогранник 
3? пе является вполне правильным, так как (единичная) внешняя нормаль (п —
1)—мерной грани с вершинами (ш ,0, . . . ,0) , ( т , ա շ,0, ...,0) ,.. . ,(m ,0, ...,0,ոկ,) яв­
ляется вектор (1 ,0 ,...,0 ). Геометрически это означает, что эта грань перпенди­
кулярна координатной оси 0» і.
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В настоящей работе мы рассматриваем линейный дифференциальный опера­
тор P(D ) =  P (D i ,D i , ...,D n) с вещественными коэффициентами и с многогран­
ником Ньютона Я =  Щт, та, т 3, .... т „ ) . При этом будем считать, что харак­
теристический многочлен Р(£). отвечающий этому оператору является невы­
рожденны м (регулярным) в том смысле, что с некоторой положительной 
постоянной թւ справедливо неравенство

(1.1) 1 +  г а > М 1 £ 1ГЧ>- Ѵ*6 Д".
aeR

Простые вычисления показывают (см., например, [20] или [22]), что для любого 
многочлена Բ(Հ) с правильным многогранником Ньютона существует число ц2 >
0 такое, что для всех 1 =  0, 1 ,...

1 +  £  КЧ ■ Ѵ£ е Л "

Также легко убедиться в том, что многочлен -Р(£)> с многогранником Ньюто- 
на й  =  R(m,m2,m 3,...,m „), удовлетворяющий условиям (1.1), (1.2) является 
почти гипоэллиптическим (см. [22]) и частично гипоэллиптическим относитель­
но Հ" =  {Հշ,...,Հո) (см. [3], теорема 11.2.3). Отметим.что в связи с изучением 
единственности решения задачи Дирихле, общие невырожденные уравнения с 
полными многогранниками Ньютона впервые рассмотрены С. М. Никольским 
(см. [23]). В. П. Михайловым в [20] найдены необходимые и достаточные усло­
вия, при которых многочлен Р(£) с полным многогранником Ньютона являет­
ся невырожденным. В частности, там доказано, что вершины многогранника 
Ньютона невырожденного многочлена с вещественными коэффициентами име­
ют чётные координаты. Этим и мотивируется наше предположение о четности 
чисел m,rri2,...,rrin.

Для к >  0 обозначим Пк =  {х  6 Е п : | і і |  <  /с}. Целью настоящей работы 
является доказательство существования числа /со >  0 такого, что при к >  «о все 
решения и Е D'(Q.K) уравнения P(D )u  =  0, которые удовлетворяют условиям 
£)(о, о,,...,а„)и 6 £г2(Пж) для а  6 TVg*; а 2 +  ... +  а„ <  т, принадлежат С°°(ПК). 
Эти условия намного слабее, чем соответственные условия в [14], [15] или [6].
• Пусть Я С Я" произвольный полный многогранник, а" =  (օէշ,..., а п), а  =  
(«1, а") € Nq . Обозначим через Я? множество мультииндексов а  6  Я таких,что 
(° і  + 1 , а ") փ Я- Для выделения гладких решений исследуемого уравнения, нам 
необходимо построить на множестве Nq функцию <і(о;), принимающую целочис­
ленные значения и такую, что

1) d(ai ±  I, а") =  d(a) ± 1  для всех I € N , a i - l  € N0,
2) d(a) <  т для а е К \ Я /
3) d(а) =  т  для а  €  З .̂
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Так как при построении такой функции мы часто будем пользоваться геомет­
рическими соображениями, то далее ограничимся трёхмерным случаем.

2. П о с т р о е н и е  ф у н к ц и и  d(a)

Итак, всюду далее п =  3, четные числа т, աշ, m3, ( т  >  m y ,j  =  2,3) фикси­
рованы, при этом через 5і -֊ Щт, աշ, т з )  С Р 3 мы обозначим многогранник с 
вершинами (0,0,0), ( т ,0 ,0 ) , ( 0 ,т ,  0 ) ,(0 ,0 ,т )  и (т ,  աշ, 0), ( т ,  0, т з ) .  Легко убе­
диться, что это правильный (но не вполне правильный) многогранник, ограни­
ченный координатными плоскостями Հյ = 0  (J =  1, 2,3) и плоскостями

Л = Ді(0 = ^ € і = 1},

Р2 =  {Հ : Հ 6 Л3, Д 2( 0  =  6  +  ֊  (ծ  +  ե )  =  1},քո՛* m

Рз =  {С : Հ 6 R 3, Аг( 0  =  m շ-  £ւ +  ֊ •  — ե  +  — £з =  !}•m‘ աշ m m
Для построения функции d(a), удовлетворяющей условиям 1) - 3), обозначим

A(a) e  ™[|օ"1֊™ շ], д (а) =  m[^ Q2 +  Q3 ֊ m3]
Ш — աշ Ш — Шз

и ддя любого а  6 О? Ո Nq положим

(2.1) d(a) =  [т а х {а і,а і +  Л (а ),а і +  В (а)}] ,

где [а]' =  [а] =  о, если а целое число и [а]' =  [а] + 1, в противном случае.
Нам будет удобно видоизменить формулу (2.1). Для этого проведем в Р 3 плос­

кость Բհ, проходящую через точки (вершины многогранника SR) (0, աշ, 0), (0, 0, ш) 
и (ш, աշ, 0). Уравнение этой плоскости будет

Р4 =  « € Д 3;Д 4 (0  =  ^ -  +  |  =  1}-
771շ 771

Далее запись а  6 31 будет означать, что а  € 3? Ո Nq, а запись а  6  Р,- что 
а  6 ՐյՈՅէ (J =  1,..., 5) (определение Р5 см. ниже). Плоскость Р4 делит множество 
3? Ո Nq на два подмножества: Эі =  {а  6 Зі; Ճհ(օ) <  1} и Չշ =  3? \  Ցւ, при этом 
имеет место

Л ем м а 2.1. Выполнены следующие утверждения:
1)  для точек а  € Р4 числа .А(а) и В  (а) целые, при этом А (а ) =  В (а) =  а  3;
2) при шз =  աշ А(а) =  В (а ) для всех а  е  Я;
3) если шз <  աշ, то .А(а) < В (а) при а  € $ і  и Л(а) >  В (а) при а  € Ձշ, а 

ѳ случае Шз >  աշ, наоборот.
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Доказательство. Так как пункты 2) и 3) получаются простыми вычислениями, 
то докажем только первый пункт. Для точек а  6 Рл и м е е м ' ֊  1. Умножая 
обе части этого соотношения на т ( т г  — m3), получим

——(յո շ — т3)а2 +  (ո՛ւշ — тз)осз =  тп(тпз — тпз).
771շ

Представим полученное равенство в виде

(т — тз)аг + (т — тз)аз — աշ(ա — тпз) =

= ПІі(г7і ֊ т 2)а2 + (т -  т 2)а3 - (т - т 2)т3. 
т 2

Деля обе части полученного равенства на ճ2_ 2ճճ12—2ճ1| получим
\ a " \ - m i  օշ +  аз -  m3

Л(а) =֊֊ m —  =  — — -------- =  2?(а) =  03.m — m2 m — m3
Лемма 2.1 доказана. О

За счет перенумерации координатных осей УѴд можно считать, что m3 <  ուշ.
Поэтому всюду далее будем считать, что m3 <  m2 и свойства 1) - 3) функции
d(a) мы докажем только в этом случае. Исходя из леммы 2.1, формулу (2.1)
можно преобразовать так

(2.2) d(a) =  m ax{ai, a i  +  [5(a)]'; а  е  9 і} ,

(2.3) d(a) =  m a i{a i, a i +  [-A(a))'; a  e  Չշ},

К доказательству свойств 1)-3) функции d(a) предпошлем следующую лемму.

Л емма 2.2. Для точек а  6 (Р\ U P jU  Բ3) числа A(a) и В {а ) целые, при этом 
d(a) =  т.

Доказательство. Точки (0,7Ոշ, 0), (0 ,0 ,т з ) , ( т ,0 ,т з )  и ( т ,  т 2,0), лежат на 
плоскости Р6 := {{ е  Л3, Д в(0  =  ^ -  +  ^  =  1}, поэтому для точек a  6  Р5 
справедливо соотношение ^  а 2+ а з ֊ т з  =  т з ( ^ + ^ - —1) =  0. Это значит, что 
В  (а) =  0 для точек а  е  Р& и поэтому В (а) =  0 для точек a  6 Го одномерной 
грани Го := { (т ,  0, т 3) -  (т ,  т 2, 0))} С Рь многогранника 3?. Так как a i  =  т  
для точек а  6 Го С Р\ и точки а  6 Р& лежат в 9?і, то функция d(a) определяется 
формулой (2.2), поэтому d(a) =  а \ =  т  для точек а  6 Го. Точки а  6 Pj \  Го 
лежат под плоскостью Рц, поэтому для них В  (а) <  0 и опять d{a) =  а \ =  т.

Пусть а  6 Рз С 9 і ,  т.е. функция d(a) опять определяется формулой (2.2). 
Для таких точек ^  a 2 +  a 3 =  m ֊  а ь  Поэтому

оч +  В (а) =  a i +  [m—— —m ~ Шз]' _  а  +  _  ^ і)]' =  т
т - т з  т

Таким образом доказано, что для а  € Р3 число В (а ) целое и, так как ax <  m 
для всех точек а б Я ,т о  d{a) =  m ax{ai,m } =  m.
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Пусть а  6  Pj С Չշ, т.е. функция d(a) определяется формулой (2.3). Тогда 
Օշ +  ՕՅ =  m — а і, поэтому

А(а) =  а! +  [ т —-------֊ Ql— — ]' =  а і  +  [m(l -  — )]' =  m,m -  m2 J m
т.е. Х(а) целое для точек a e P j  и <f(a) =  m. Лемма 2.2 доказана. □

Л ем м а 2.3. Функция d(a), определенная формулами (2.2), (2.8) удовлетворяет 
условиям 1 )  - 3).

Доказательство. Первое свойство очевидно. Сначала докажем свойство 3). Точ­
ки а  €  (Pi U Р2 U Рз) Ո Я принадлежат Յէ՜. Для таких точек свойство 3) следует 
из леммы 2.2. Пусть поэтому а  6 3?' \  (Pi Ս Բշ Ս Рз). Тогда Qi <  m, Д 2(а) < 1, 
Д 3(а) < 1  и (а і +  1, а") =  (а і + 1 , а 2, о 3) І  Я.

Докажем свойство 3) для точек а  € Э і, т.е. при Д4(а) <  1, Д 3(о) <  1, при 
этом, так как (а і +  1,а") փ SR, то либо а і +  1 > т  (т.е. точка (а і +  1 ,а") 
покидает ՏՏ, пересекая плоскость Р і), либо Д 3(оі +  \ ,а " )  >  1 (т.е. точка (о і +  
1, а") покидает К, пересекая плоскость Р3.)

Так как мы рассматриваем точки а  € Я? \  Р \, то первый случай исключается. 
Во втором случае имеем

1 < Д , (а , +  1,а") .  Д з(о) +  <  յ  +
т 2 тп2

ш -т п з  т 3 т - т з  т - т з
т < -------- -  а і  +  —֊  +  аз + ----------------------- -  < т  + ------ - ,

т  ուշ т  т
т  — m3 т з  т  — тпз

т - т з -------------(с*і + 1) < — о շ +  а3 -  т з  < ( т  -  т з ) -------------- օզ.т  m2 т
Так как т з  <  т ,  то отсюда имеем

m m — т з  т
что эквивалентно неравенству m — 1 < +  Р (а ) <  m.

Для точек a  6 \  Рі а і <  m — 1, поэтому отсюда следует во первых, что
[-В(а)]' >  В  (а) > 0 и во вторых, что В (а)— число нецелое. Поэтому d(a) =  
т а х {а і,а \  +  [J3(a)]'} =  q i +  [B(a)]; и m -  1 <  aj +  [jB(qt)] <  m. Отсюда, и из 
свойства [а]' =  [а] +  1 для нецелых а, получаем

m < ах +  [Р(а)] +  1 =  а і 4- [5(a)]' <  m +  1,

т.е. т  <  d{a) <  тп+ 1. Так как d(a) целое, то отсюда следует, что d(a) =  m. 
Свойство 3) функции d(a) для точек a  6 Չւ доказано.

Докажем это свойство для точек a  6  Չշ, т.е. для точек, лежащих строго 
между плоскостями Բշ и Р». Для таких точек d(a) определяется формулой
(2.3), при этом Дг(а) <  1, (а і +  1, а") փ 3?. Как выше получим, что либо
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о ,  +  1 >  ш, либо Да(аі +  1,а") >  1. В первом случае имеем ш -  1 <  в і <  т, 
тогда q i =  тп, т.е. о  е  Рі Ո Я. Для таких точек 3) доказано. Во втором случае

1 <  Д 2 (сц + 1 , а") =  Д 2 (а) Н---- —շ <  1 +
m — աշ ^  ̂ m — աշ

ա2

откуда следует, что
ա -  աշ . /,. ա -  աշ ա ՜  աշ

ա < ---------- a i +  Q I +  — — < ա +  .ա wi ա

(ա -  աշ) -  (on + 1) <  I a"| -  աշ <  (ա -  աշ) ֊  ֊ ^  «ւ-

Так как աշ < ա, то отсюда имеем

, . ձ  ( « , ,+ , )  < l 2 l z 2 s < i - a ,
m  m -  աշ ա

откуда в свою очередь следует, что ш — 1 <  a i +  .A(a) < ш. Это значит, что число 
А(а) не может бьггь целым. Тогда ш — 1 <  с*і +  [-А(а)] <  т і поэтому

(2.4) m <  a* +  (A(a)] +  1 =  a i +  [A(a)]' <  ա +  1.

Так как для точек а  е Д і(а ) > 1 и աշ <  ш, то | а "| — ш2 > 0 ,  поэтому 
Л(а) >  0 и d(a) =  m ax{ai.c ti +  [.4(a)]'} =  a i  +  [A(a)]'. Следовательно из (2.4) 
имеем тп < d(a) <  ш + 1 . Так как d(a) целое, то отсюда следует, что d(a) =  тп. 

Таким образом свойство 3) для функции d(a ) полностью доказало.
Докажем свойство 2) функции d(a) для точек a  6 5>і. Сначала заметим, что 

Дз(<*і -Ւ1, а") <  1 для точек a  6 Չւ \  Si՜, поэтому

—— —  (ai +  1) +  (— օշ +  аз) <  ш,
Ш  771շ

m 3 , / \ ^  7713 / I 1 \----Q2 +  Q3 < (ш -  Шз)------------- («1 +  1),աշ Ш
откуда следует, что В  (а) <  тп -  (a i + 1 ). Если а  €  Բհ \ №  с  Չւ, то по первому 
пункту леммы 2.1 В (а) =  аз >  0 и для таких точек

d(a) =  max{ai, an +  [5(a)]'} =  max{oti, օղ + 5 (a )}  =  +  5 (a ) < m  -  1,

что доказывает свойство 2) для точек a  6 (Р4 Ո 3?) \  Я?7 С £>і. Поэтому далее 
можем считать, что a  € \  (5լ Ո SJ7). Для таких точек ձՀ<%) <  1, Д 3(а і +
1, °") < 1 и a i <  ա. Если 5 (a )  целое, то как выше, d(a) <  ш — 1. Пусть В  (а) 
нецелое, тогда [S(a)]' =  [5(a)] + 1 , при этом [5(a)] <  В  {а) <  тп -  (а і +  1), т.е.

“ 1 +  [#(“ )]' =  ari +  [5(a)] + 1  <  a i +  5 (a )  +  1 <  ш.

Так как a i <  ш, то отсюда следует d(a) =  m ax{a1, a 1 +  [В(а)]'} <  ш, что 
доказывает свойство 2) для всех точек a  6 Տ>յլ.
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Докажем свойство 2) для точек а  6 Չշ. В этом случае функция d(a) опреде­
ляется формулой (2.3). Поступая как выше, для точек а  : ճ շ(օւ +  1,а") <  1, 
Ал(а) >  1 получим А{а) < т  — (qi + 1 ) , при этом А(а) >  0, так как

\ а " \  -  т а  =  m j ( —  +  —  -  1 )  >  m j ( —  +  —  —  1 )  >  0 .
771շ ա շ  m 2  771

Если А(а) целое, то d(a) =  77iaa:{ai,Qi +  >1(а)} =  Qi +  А(а) < т  -  1, если ճ(օ) 
нецелое, то d(a) — m ax{ai, a i +  [A(a)] +  1} < a i +  A(ct) +  1 <  m.

Так как d(a) целое , то в обоих случаях получаем, что d(a) <  т  — 1 и свойство
2) для функціш d(a) доказано для всех а  6 3?. Лемма 2.3 доказана. □

3. А п р и о р н ы е  в е с о в ы е  о ц е н к и

Введем весовую функцию g(t) одной переменной է 6 Л1 так, чтобы 1) 0 <  
ց(է) <  1, ff(-t) =  g(t) для всех է € Д1, и 2) g(t) =  0 для |t| >  1.

Пусть к >  0 и gK(t) =  g(t/n ). Тогда очевидно, что 3) g 4 \ t )  =  D l\gK(t)] =  
к ՜ 1 (Թլց)*(է) для է €  (—к, к) и для всех / =  0, 1, ...•

В качестве такойфункции мы будем рассматривать, например, функцию ց(է) =  
[l/(2fc)!](l -  t2k) для է € ( -1 ,1 )  и ց(է) =  0 для |է( >  1 для любого к 6 N.

Пусть многогранник 3? =  3£(т7і, тті2,т з ) ,  множество Si и функция d{a) опре­
делены как выше, к >  0 и О , =  {г  6  £ 3,|х і |  <  к}. Ниже нам понадобится 
следующее предложение, доказанное в [ 24, следствия 2.1 и 2.2]

Л ем м а 3.1. Существуют положительные числа С\ и Кі такие, что для всех 
к >  «1 и <р е  Cq°(Qk) справедливы следующие оценки

Е I\D*V Л ы а . )  <  Сг[ J 2  \\D °r  5? |և , (օ .)+
aeR  ogR'

(3.1) +  E  \\Da"V g ^ ° ’a" % i{nJ -
\а'\<т

E  Л ы а о  *  c i[ E  1|я“ (^ :Г )11м а.>+
абЯ абЯ'

(3.2) +  E
|a"|<m

В следующей лемме доказываются оценки, связанные с изучаемым оператором.

Л ем м а 3.2. Пусть символ Р(£) оператора P(D ) с многогранником Ньютона 
3? =  3?(77і, 77і2,77із) удовлетворяет условиям (1.1), (1-2)- Тогда существуют по­
ложительные числа С и ко такие, что для всех к. > kq

Е I р Л ы п . )  <  С[||Р(£>)ѵ> C I U 3(n .)+
a€R
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(3.3) +  £  I P a V  0к(о’°  ’Itaca.)! Vv>eC8W -
|e" |< m

Доказательство. Нпже. в доказательствах лемм 3.2 п 3.3 II ' II =  II ' І1і3(я,)- 
Пусть «2 > т ах{т , * і} , где число м  выбрано так, что выполняются неравенства
(3.1) и (3.2). Применяя преобразование Фурье и ее обратное, а также равенство 
Парсеваля, для любого к >  0 и для всех <р Շ С§°(С1К) получаем

£  | |л * >  О Н  <  9? ) II +  \\ѵ С \\\-
a€R '

Отсюда и из (3.2) получаем, что для любого к  >  «շ

£  I\Da<p д ім II <  С ім ՜1! IIP(D)(<P O i l  +  \\v  0Л І+
ae№

(3.4) + C  £  ||Z?“'V  i/«(0,“")ll] VV €C S°(n*)-
|a"|<m

Здесь следует отметить, что из определения функции д следует, что <рд™ 6 
С§°(Пк) при V 6 С§°(П«).

Оценим первое слагаемое правой части (3.4). Для этого применим обобщенную 
формулу Лейбница (см., например, [3] теорема 11.1.7), свойства 1) - 3) функции 
d(a) (Лемма 2.3), неравенство (1.2), равенство Парсеваля и свойство 3) функции 
дк. Получим, что для любого к >  «շ и для всех € С§°(ПК)

\ \р т < р  о н  <  Iт о м  о н + £ ֊ ц [ р ° - ° " > ( а д  ( z ^ n i i  <
j>  1 ■>

< II [Р(2%] СИ + Շշթշ £  £  (֊У  IIuCfc-A е \ д ? - і II <
/9е(Р)іА>і >=1

< ||( П О Ѵ ) О І І  +  ^ т /<2 £  Ц^вЙОЧЦ,
* *6(Я)

где рСЗ'О )Լը) оператор, отвечающий многочлену D \P{£) j  =  0 ,1 ,... ՛ Здесь мы 
воспользовались тем, что для к >  т  >  2 имеет место неравенство (2/«)* <  2/к  
для всех j  =  1,2, ...• Выберем число ко >  max{m, 2 Շշ /ւշ т }. Так как (Р) С 
Я, то переведя последний член последнего неравенства справа налево, деля обе 
части полученного неравенства на возникший положительный коэффициент и 
применяя неравенство (3.4), получим (3.3) для всех к  >  ко- Лемма 3.2 доказана.

Далее для любого к Շ No через SR* обозначим многогранник Ньютона набора 
мультииндексов {a  € Nft; (а і — к, о/') 6 SR՜}- В следующем предложении число 
Ко выбрано так, что для всех к >  ко выполняются неравенства (3.1) - (3.3).
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Л ем ма 3.3. Пусть выполняются условия леммы 3.2. Тогда для каждого k & No 
существуют числа aj (J =  0, 1, к +  1) такие, что для любого к >  «о

/36 Я  » І = 0

(3.5) + a fc+1 £  І Р “' Ѵ ^ (0іО")||ь ,(п ^  Ѵ р е С 0°°(ПК)-
| a " | < m

Доказательство. Применим индукцию по fc. Так как 3?0 =  К, то при к =  О 
неравенство (3.5) следует из неравенства (3.3). Предположим, что г €  No и что 
неравенства (3.5) справедливы для всех к <  г, докажем их для А: =  г +  1. 

Применяя формулу Лейбница, получим (d(ari +  г +  1, а") =  d(a) +  г +  1)

£  н ^ Л  =  ( £  +  £ ) I P /W w, ii =
0 € Я г + і  (I €  R r + i \ R r  / ? е Я г

(3.6) =  £  ||Z?(°.+'+l,a")v s d(a1+r+l,a " ) ||+  £  | | ^ Տ« « | | ,
q e »  e  e K r

По предположению индукции неравенство (3.5) справедливо для к =  г, поэтому 
вторая сумма в правой части (3.6) оценивается через правую часть (3.5) при к =  г 
и, следовательно, через правую часть (3.5) при к =  г+1. Таким образом, остается 
оценить только первую сумму правой части (3.6). С этой целью применим еще 
раз формулу Лейбница, получим (ՕԼ — биномиальные коэффициенты)

2 2  | p ( “ > + p + 1' “ " ) V) s < j ( a i + r + l , a " ) | |  _  

a  6  Я

= £  іРМ Лі+Ѵ $Г 1]з2(0)ІІ+ £  \\Da[D[+1<p Հ +1] Հ (0)-
a i = 0  a i > l

- £ c t P (“‘- i+r+1' “''V] ^ r + i j  Հ (»)|| <  £  ||D a [D [+ V  Հ +11 5 ^ 1 1 -ւ  
j= i a е я

(3.7) +  £  £ c iI I P C .-J + H -1. « % ] (D ig ? ')  a -W ||.
a  6  Я; a i > l  i = l

Пусть a  € S R ,  положим Ij =  lj(a \)  =  m ax{r  +  1 — j,0 } , тогда a) d(a) +  կ (a) >  
d(oi — j  +  r + 1, a"); b) так как для точек х € |р«(хі)| <  1 и | і і | / к  <  1, то с
пекоторыми постояппыми bj >  0 имеем (здесь =  (a i — j  +  г +  1, а  ) 6 5ftr)

Հ +1(*ւ)1 =  l^i՛ 5k+1(i i)I <  ^  ff!/(xi); I * i | <  *. 0 ՛ =  1. • • • .<*0 

ID 1 g ? \ x i ) I  <  b jд « а)+,>(хг) <  b} ^ (a .-j+ r+ i, «")(яі)>

Таким образом вторая сумма в правой части (3.7) оценивается через левую часть
(3.5) для к =  г, что по предположению индукции оценивается через правую часть
(3.5) для к =  г  +  1. Так как D \+1y  6 С§°(ПК), то из леммы 3.2 следует, что
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£  |ш “[в [+Ѵ  і '* ' \  ««‘“’I! ^  Cl ||Р (0 )[0 ;* Ѵ  Հ +4  »” ll+

(3.8) +  Е  І Р М О Г Ѵ і й Ч » .* " " ’!!-
|o"|<m

Применяя обобщенную формулу Лейбница, для первого слагаемого получаем

р (Л )Р Г * Ѵ  Հ +11 =  р ( в ) Р ^ Ѵ ]  Հ +1 +  Е  п ^ (І* ° )(D)[Z3J+1^  ^ 5^ 1՛

Отсюда имеем с некоторой постоянной Շշ >  О

IP{D)[DI+՝V  s«+1]l < |Р(Д)[£[+1И Հ+11 Е(֊)'| і,(',0")Р)РГ+Ѵ ] ^ 1|.
1 = 1

Откуда в свою очередь следует, что для любого к >  2

црр)[лГѴ Հ +1] а? II < ||p p )P i+V]5^1+mll+

(3.9) +С2 Ղ-  f ;  IIP®. Ѵ ) Р Г +Ѵ ] Հ +1+ա11-
* 1=1

Пусть р('- °" >(£) =  £  1 ՝ D ^ - 1՝ V") (1 =  1, • ■ • ,« ) .  Тогда

p f t  0">(О)р[+Ѵ ] Հ +1+™- ' =  [ E  7J  £>^‘+r+1-  '• ""V l P«+1+m՜' ֊
v e tP )

Так как r +  l  +  m — I < r  +  l + m  — 1 (I =  1,..., m) и (r +  m, i/')  6 Sir для v  6 Si, 
to  (r +  l + m  —i,I/") € Sir для всех v  G Si и I =  l ,...,m . С другой стороны, так 
как 0 <  дк{х\) <  1 для х € П* и ѵі <  тп для і/ €  Si, то ff£+1+m~l <  ցԼ+1+Ա1՜ 1 для
I  6  П« и і/ е  Տі. Поэтому отсюда имеем с некоторой постоянной Сз >  О

Е  | |Р('՛ °”5(D)[-DJ+V] Հ +1+7Ո֊ 111 < Сз Е
і= і fieftr • ՚

Для второй суммы в (3.8) имеем

Е  ір а> г ѵ ^ +1] ^ (0і</,)іі< Е  ір (г+1’а" ѵ ^ (0’а")+г+1н-
|o"|< m  |а" |< ш

Так как m > 2 и d(Q,a") +  г +  1 =  d(r +  1,а"),то (г +  І.а" ) 6 Sir для всех 
а" €  Nq : \а"\ <  т  и отсюда имеем с некоторой постоянной Сз >  О

Е  ІР(г+1'“"Ѵр«(0' “")+г+1іі< с3 Е  І І ^ Л -
|a " |< m  0 6 «г

По предположению индукции правая часть этого неравенства оценивается через 
правую часть (3.5) для к =  г, а из последних двух неравенств следует, что вторая 
сумма правой части (3.8) оценивается через правую часть (3.5) для к =  г  +  1, 
что завершает доказательство леммы. Лемма 3.3 доказана. □
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4. В е с о в ы е  а н и з о т р о п н ы е  п р о с т р а н с т в а  С о б о л е в а . О с н о в н о й

р е з у л ь т а т .

Пусть функция g(t),d (a), область и многогранник -Чі для любого I € No 
определены как выше и Hi =  Я;(Э?і, <?, d, QK) множество функций и, локально 
интегрируемых в с ограниченной нормой

(4.1) INI я, = £  ІР“«<?*(а)ІІыо.)-
а € 8

Легко проверить, что для любого I 6 No и для произвольных функций d(a) 
и g(t)I удовлетворяющих приведенным выше условиям, множество Hi с нормой
(4.1) является полным нормированным пространством, совпадающим с W2̂ s (n K) 
Соболева при յոշ =  гтіз =  0- При т \ +  т §  փ 0 пространства типа Я | часто 
называют мультианизотропными весовыми пространствами Соболева.

Для полноты изложения, приведем, еще одно предложение, которым будем 
пользоваться. Сначала напомним, что положительная функция к, заданная в Я" 
называется ум еренно растущ ей весовой ф ункцией, (см. [3], Определение 
10.1.1) если существуют положительные числа С  и М, такие что

* ( £  +  » ? ) < ( 1  +  С К | ) м ; Ѵ ^ б Я " .

Следуя Л. Хермандеру, множество всех таких функций обозначим через К . Для 
к 6 К  через В  к обозначим множество и е  Տ' (где Տ՛ =  S ( R n) множество умерен­
но растущих распределений Л. Шварца, (см., например [4])) таких что преобра­
зование Фурье F (u)— функция и ||и||£ =  ЦиЦ^ =  /  |fc(f).F(u)(f)|2d£ <  сю. Легко 
показать, что если А:0 £ К  и kj(£) =  А;0(£)(1 +  |£іЮ> то kj 6 К  ( j  =  1,2, • • •)• 

Т еорема Гординга - М альгранж а (см. [3], Теорема 11.2.5). Пусть P (D ) 
частично гипоэллиптический оператор относительно гиперплоскости х =
(х2..... ...) =  0, B ‘koc(G) =  (и 6 B k(G՛) VG՜ С G) и к0 € К.  Если и 6 ДІ~(Г2*)
(j  — 0 ,1 ,...) является решением уравнения P{D )u  =  0, то и Շ C°°(QK).

Пусгь, как выше, P(D ) частично гиноэллиитический (относительно плоско­
сти X  =  (х2 , із )  =  0 пространства Е 3 ) оператор с многогранником Ньютона 
Ջ =  3R(m, ուշ, т з), символ Р(£) которого удовлетворяет (1.1) - (1.2) и к >  0. 
Примером такого оператора является следующий оператор

P(D ) =  +  D ?  +  D ? )  +  (—l J ^ D ^ 1 +  ( -1

Легко проверяется, что это частично гипоэллиптический (относительно плоско­
сти X  =  0 ) оператор, символ Բ(Հ) которого является невырожденный, частич­
но гипоэллиптический по Հ" =  (&,£з) и почти гипоэллиптический многочлен 
Р ( 0  =  Բ (Հ ս ե: & ) = ( ? + & + Հ ?  +  +  £ІЧзтз • Положим

N (P ,k ) =  { ս ^ ռ ^ ՞ ՚ կ  е  L2{SlK),\a " \ < т , P (D )u =  0 і  € Ո„}-
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Пусть ф 6 С Г (-1 ,1), Ф >  о, f l > №  =  1, h >  О и M t )  =  Л՜ 1 *(*/*)• О б о з н а я

սհ(.ւ) =  ս*Փհ =  Ս u(x i ՜ *>1 )^л
В1

//
Легко убедиться в том, что Z?aUh 6 I -շ для a 6 3l| (і =  О, I , - ” ) и £>a ил =  

(Da՚ ս)հ доя |a"| <  го-

Лемма 4.1. Пусть и £ N(P, к)- Тогда для любого 1 =  0,1, • • •

(4.3) | | ( Л № Ы Р : Г +'іи з(П.) ֊» 0 при h -*■ + 0.

Доказательство. Так как P (D )и =  0 доя и е  N (P, к), то £>'[Р(£>)и] =  0 (і =  
0,1, • • • )• Поэтому D [P(D )uh(x) =  р і-Р (І>Н ь(*) =  0 (I =  0,1, • • •) доя точек 
X  €  f i K- h  (см- [25], 6.2.(2)). Следовательно, для доказательства (4.3) достаточно 
доказать, что при h —¥ +0

(4.4) И(D [P(D )uh) • տ” +'||ւ ,(Ո .\ռ ._ ,) ֊► 0; Z =  0 ,1 ,—

Пусть D [P{D ) =  £  7aD °  и 7  =  r o a s{h i|, «  6 (^І-Р)}- Так как gK(x\) <
Q€(DiP)

2/і/к для i e f l K\  Пк-հ, то, применяя неравенство Юнга, получим с некоторой 
постоянной Сі =  Сі(к) >  0

||(я і р Р К ) рГ ' ііы № - * )  <  ( ֊ Г +і I I ^ P ) « A l lL ,( n . \n - fc) <Ги

< 7 ( ֊ Г +' £  II /(^e"«)(®i-»x,*")^1+Vft(w)dift||L,(nB\n._k)<
*  a€(R) J

< 7 (^) ՞»+յ  յ շ  ||£>?1Л Ы І£і sup ||(£>° и )(ц  -г/і,а;")||і,а(п«\п,-л) <
*  aeR  Іѵж|<л

(4.5) < ( 7 ,( І Г +‘ Э ) - + '  £  sup | | ( ^ “іО О * -І й ,* Ж ( П .\П ^ > -
|e"l<m lwl<h

// п 
По определению множества N(P, к) имеем D a и 6 Լշ  (£?”) для |a  | < m.
Поэтому применение теоремы Фубини даёт

Ша.,{хі) =  [  {Da"u)2(x)dx" е  L i{E l )\ wa» ( ij )  =  0, խւ| >  к.
J Е՞ - 1

Отсюда имеем при հ —► +0, и | а" \ < т

Это вместо с (4.5) доказывает (4.4). Лемма 4.1 доказана.
Докажем наконец основной результат настоящей работы.
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О ГЛАДКИХ РЕШ ЕНИЯХ ОДНОГО КЛАССА ..

Теорема 4 .1 . Пусть R =  8? ( т і , т 2, т з )  многогранник Ньютона оператора 
P {D ), символ ԲԼՀ) которого удовлетворяет условиям (1.1) - (1.2) и число 
ко >  0 выбрано как в лемме 3.2. Тогда для к >  к.о

a) N (P ,k) С Я (й(,р ,П к) для всех I =  0 ,1 ,...
b)  N (P ,k) c C°°(,SIk).

Доказательство первой части. Пусть I 6 No, к  > kq, u g N (P ,k)• Мы долж­
ны доказать, что и 6 H (Stt,g ,nK)- При этом будем считать, что функции и 6 
N(P, к) продолжены нулем вне Пк . Пусть h >  0 и по функции V € Со°(—1,1) 
функция Uh{x) построена как выше. Очевидно, для любых h >  0 и I €  No 
Uh £ Щ. Поэтому, применяя лемму 3.3, получим для любого к >  к&

£а(П „)+
р ек , і=о

(4-6) +OI+1 £  I\DP ԱհՁ* (0’р І̂І Լյ(Ոո)-
1/5" l<rn

Пусть {hk} произвольная бесконечно убывающая последовательность. Пока­
жем, что последовательность {uhk}  сходится в Щ. Так как Hi полное простран­
ство, для этого достаточно доказать, что последовательность {инк}  фундамен­
тальна в Я |. Так как иьр — Ահ. € Щ, то из неравенства (4.6) получим

ІІ«ь,-ufc.il  я, <  £ < ъ  И ( В Д К  -« Л .])5кт + ,'11̂ (П .)+
3=0

+аІ+1 £  \\DP" [иЛр -  uht] ցՀ{0' 0,,)\\ լհո„).
\Р"\<т

Пусть p, a -+ оо, тогда первая сумма правой части этого неравенства стремится 
к нулю по лемме 4.1, а вторая сумма стремится к нулю так как по определению 
множества N (P, к) D& и е  Լշ( ̂ к) при \0 ՚\ <  т, следовательно (если еще 

иметь в виду, что \д£®՝р <  1 ) D p Ա հց^ °'е ) 6 Լշ(Ո *) при \թ"\ <  т  для
любого հ >  0.

Итак, инк— последовательность Коши в пространстве Hi для каждого I € 
No, следовательно ил*- сходится. Очевидно, в Ьз(Пк) последовательность Uhk 
сходится к исходной функции и- Так как оператор обобщенного дифференци­
рования является замкнутым оператором (см. [25], лемма 6.2), то Uhk и  при 
к —у ос также в Я |, при этом и 6 Я;, что доказывает пункт а) теоремы.

Для доказательства второй части теоремы, сначала покажем, что для каждой 
функции <р € С“ (ПЯ) и каждого j  6 No существует число С  — C (j, գ>, д, к) >  О, 
не зависящее от и такое, что

(4.7) £  І|лвМ І І ы п я) <  с \ М н ,  Vu е  H j.
Ос GRj
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Пусть а  е  Э2у, <р 6 С£°(П„) и j  6 ІѴ0 фиксированы. Применяя формулу Лейб- 
нпца, имеем для произвольной функции и 6 Hj

(4.8) £ “ (ս*>) =  £  C *jD *u D *-*V  =  £  Р ° " Ѵ / < Л .
0<Q

где Са,0— биномиальные коэффициенты.
Очевидно, что для любых о:,уЗ £ 5fj функция фа,э(х ) D  ^(зО/Р* (хі) 

при X € 8ирр ір и фа,0Іх) =  0 при X փ supp <ք принадлежит Сд (^к)- Положим 
=  та х аівеяі {С7а,5}, =таха,/9еяЛІА»,0(*)І}і Cj =  CjCj.
Так как многогранник 8էյ правильный и Q € Տյ՛, то /3 € Я  ̂ и (о — 0) 6  Stj для 

любого мультииндекса & < о;. Поэтому из (4.8) имеем

р - м і  <  с, £  *  £  і ^ Л
0<Q /S€Rj

Отсюда имеем с некоторой постоянной Cj =  C7j(y>, g) >  О

Ііла(ѵѵ>)11ь(пя) < q E  =  Cj INIh, .
06Kj

Так как мультииндекс a  6 3tj произвольный, то это доказывает неравенство
(4.7) с постоянной С  =  С,- C(Stj) >  0, где С(Я,) число мультииндексов а  € Я,-.

Пусть fco(0 =  1 +  |Р(£)|, Ш )  =  *о(£)-(1 +  lfil)J՜ (J =  1,2, •••)• Так как опе­
ратор P[D ) удовлетворяет условиям (1.1)-(1.2), то легко убедится в том, что 
kj(£) (J =  0, 1, . . . )  являются медленно растущими весовыми функциями. С 
другой стороны, так как оператор P{D ) частично гииоэллиптичен относитель­
но плоскости X ՛  =  ( х 2 , х з )  =  0, то имея в виду теорему Гординга -  Мальгранжа, 
получим, что для доказательства второй части теоремы, достаточно показать, 
что N(P, к) С B l£ ckj (fl*), к >  «о, j  =  0,1, ■-•, т.е. достаточно показать, что для 
произвольных tx 6 N(P, к) и ір 6 С§°(ПК) и <р G 5շ, kj j  =  0,1, • • •.

Легко показать, что для многочлена P (f) с многогранником Я и для каждого 
j  е  No существует постоянная >  0 такая, что

(4.9) (1 + ір(оі)(і+ 1 ы у  < ^ £ 1 a  ѵе 6 я3.
aGSfy

Пусть ір 6 Cg°(SlK). Применяя неравенство (4.9), уже доказанный пункт а) 
настоящей теоремы и равенство Парсеваля, получим с некоторыми положитель­
ными постоянными С\ =  Сі(Я; ), Շշ =  Շշ(9է, գւ)

І М І  в,, *, (ПО =  11(1 +  |P (0I)(1 +  \Հ ւ № ( ս v)(OII <

- ^ И  £  l № ( «  *0(011 ы * )  =  6,  £  11-°а (®^)11м п - ) -
а€ЯJ

Применяя здесь оценку (4.7), получим ||up|) Ві կ  (Ո„) <  С  Sj  ||u|| Hj, где число
6], не зависящее от и 6 N(P, к), взято из (4.7). Теорема 4.1 доказана.
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О ГЛАДКИХ РЕШ ЕНИЯХ ОДНОГО КЛАССА

Abstract. For a class of non-degenerate (regular) almost hypoelliptic equations, 
which are partially hypoelliptic with respect to certain variables, infinitely differentiable 
in a specific strip solutions are extracted.
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А н н о т а ц и я .  В статье характеризуется класс подпрямо неразложимых ал­
гебр, в которых выполняются сверхтождества многообразия алгебр Де Мор­
гана. Такие алгебры называются подпрямо неразложимыми квазнрешеткахш 
Де Моргана. Соответствующая характеризация оказывается близкой к клас­
сической характеризации подпрямо неразложимых Де Моргановых алгебр.

MSC2010 number: 06D30, 08А05, 03С05, 03С85.
Ключевые слова: сверхтождество; алгебра Де Моргала; квазирешетка Де
Моргана; подпрямо неразложимая алгебра.

1. В в е д е н и е

О понятиях сверхтождества, категории Т-алгебр и других предварительных 
понятиях и результатах см. в [1] -  [4j. Множество всех сверхтождеств класса ал­
гебр V  назовем сверхэквациональной (или гиперэквациональной) теорией этого 
класса и обозначим через Heq(V).

Алгебра Q(+, •/) с двумя бинарными и одной унарной операциями называется 
алгеброй (или решеткой) Де Моргана, если Q{+, ■) - дистрибутивная решетка и 
Q(+, • ' ) удовлетворяет тождествам (х  + у)' =  X՛ -у' и х" = X, где х" =  ( а ([5], 
р.З, [6]-[10]). Очевидно, что здесь выполняется и тождество: {х-у)' = х/ + у1. 
Сверхтождества многообразия алгебр Де Моргана характеризуются в работе [11]. 
В настоящей работе с точностью до изоморфизма характеризуются подпрямо 
неразложимые алгебры со сверхтождествами многообразия алгебр Де Моргана.

Определение 1.1. Т-алгебра Я =  (Q, Е), где Т  = {1,2}, называется квазире­
шеткой Де Моргана (или Де Моргановой квазирешеткой), если она удовлетво­
ряет всем сверхтождествам многообразия алгебр Де Моргана.

В работе [12] вводится понятие Де Моргановой суммы и дается общая харак­
теризация Де Моргановых квазирешеток с двумя бинарными операциями:
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ПОДПРЯМО НЕРАЗЛОЖИМЫЕ АЛГЕБРЫ СО СВЕРХТОЖДЕСТВАМИ ..

Теорема 1.1. Алгебра Я =  (Q,{+, -,՜}) с двумя бинарными операциями +, • и 
одной унарной операцией ~ является квазирешеткой Де Моргана тогда и толь­
ко тогда, когда она является алгеброй Де Моргана или Де Моргановой суммой 
алгебр Де Моргана.

Некоторые детали доказательства этой теоремы мы используем при доказа­
тельстве основного результата настоящей работы. Обозначим класс всех Де Мор- 
гановых квазирешеток через £22). Из сверхтождества

(1.1) е д  = у(*)(= շ)

вытекает, что унарная операция в любой квазирешетке Де Моргана -единственна. 
Будем обозначать ее через ". Следующий результат также доказан в работе [12]. 
Предложение 1.1. Если квазиреиіетка Де Моргана 21 = (Q, Е) подпрямо нераз­
ложима, то количество бинарных операций в множестве £  не -больше 2.

Поэтому требуется найти подпрямо неразложимые квазирешетки Де Моргана 
с одной или двумя бинарными операциями.

Введем обозначения для следующих Де Моргановых алгебр: 2 =  ({0,1}, {+, •, "}), 
3 = ({0, а, 1}, {+, •, ~ }), где о =  а, и 4 = ({0, а, Ь, 1}, {+, •, ՜  }), где а =  а, Ь =
Ь, а + b = 1, а ■ b = 0. Обозначим далее следующие редукты этих алгебр:
2+ =  ({0,1}, {+, -}), 3+ =  ({0, а, 1}, {+, -}), 4+ =  ({0, о, ծ, 1}, {+, ֊ }).

Сформулируем следующий известный результат.
Теорема 1.2. ([13]) Единственными (с точностью до изоморфизма) нетри­
виальными подпрямо неразложимыми Де Моргановыми алгебрами являются 
алгебры 2 ,3 ,4 .

П о д п р я м о  н е р а з л о ж и м ы е  к в а З и р е ш е т к и  Д е  М о р г а н а  с  о д н о й

БИНАРНОЙ ОПЕРАЦИЕЙ

Пусть 21 =  Q( + ~ ) является нетривиальной Де Моргановой квазирешеткой с 
одной бинарной операцией. Определим новую бинарную операцию • на множе­
стве Q следующим образом: х ■ у — х + у. Тогда, алгебра Х> = Q(+, -,՜) является 
алгеброй Де Моргана. Действительно, так как <Չ(+,~) является квазирешеткой 
Де Моргана, то в ней выполнены следующие тождества:

(0 п  /  х + х = X ,  х + у = у + X ,  зг + (у + г) =  (х +  у) +  z, f  = х,
\  х + у + х  = х, х + у + z = x + z + y + z.

(Это следует из соответствующих сверхтождеств с одной бинарной функцио­
нальной переменной). Поэтому в Q(+,-,") справедливы следующие тождества:

X  - х — х + х = Т = х\
X ■ у = х + у = у + х = у х\
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X • {у • г) =  x + y z  = X +  (І7 +  г) = (х +  у) + * =  (* • У) '

(а: + у) • X = х + у +  2F =  х;
(х +  у) . 2 =  F + y  + г  =  г  +  г  +  V + z =  (х • г) +  (у • г).

Эти тождества вместе с тождествами (2-1) показывают, что алгебра Q(+, •, ) яв­
ляется алгеброй Де Моргана.
Очевидно, что если отношение эквивалентности Ѳ на множестве Q является кон­
груэнцией алгебры 21, то оно является и конгруэнцией алгебры D. Следователь­
но, если 21 — нетривиальная подпрямо неразложимая алгебра, то соответствую­
щая алгебра 3D будет подпрямо неразложимой алгеброй Де Моргана в согласно 
теореме 1.2, она изоморфна одной из алгебр 2,3,4. Поэтому алгебра 21 изоморф­
на одной из алгебр 2"*", 3+, 4՜*". Этим доказан следующий результат.

Предложение 2.1. Единственными (с точностью до изоморфизма) нетриви­
альными подпрямо неразложимыми Де Моргановыми квазирешетками с одной 
бинарной операцией являются алгебры 2+, 3+, 4+.

3. Н е к о т о р ы е  п р е д в а р и т е л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы

В этом параграфе всюду 21 =  Q(+, -,~) есть квазирешетка Де Моргана с двумя 
бипарпыми операциями.

Лемма 3.1. Для любого элемента р € Q можно определить конгруэнцию Ѳр 
алгебры 21 следующим образом:

хѲру е > х-р  = ѵ р ,  2 -р  = у-р.

Доказательство. Очевидно, что Ѳр является отношением эквивалентности. До­
кажем конгруэнтность. Пусть хѲру, z9pt. Мы должны доказать, что х  +  гѲѵу + 
է, X • гвру • է и хвру. Воспользуемся сверхтождествами многообразия алгебр Де 
Моргала:

F(G{x, у), г) = G(F{x, z), F{y, г)), F(S(x, у), г) = S(F(S, z), F(y, г)),

где G(x, у) означает G(x, у). Полагая F = •, G =  +  и учитывая равенства х • р = 
у -р, %-p = U- p u z - p  = t-p,  7 ■ р =  ? ■ р, получим:

(x +  y) - p =  x - p  +  y - p  =  z - p  +  t - p  =  (z +  t)-p,

х + ур = ’Гр + у7р = тГр + П  = Т+1-р.
А это значит, что х  + y9pz + 1. Точно так же, полагая F  = •, G = •, получим 
X • уѲрХ • է. Соотношение хѲр% очевидно. q

Лемма 3.2. Для любых элементов p,q 6 Q имеем ѲРПѲЯ = Ѳщ.
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Доказательство. Пусть хѲру и хѲчу. Тогда х ■ р =  у ■ р, x p  = y p n x - q  = 
у ■ q, X ■ q = у ■ զ. Следовательно, воспользуясь сверхтождеством

(3.1) F(x,F(y,z)) =F(F(x,y),F{x,z)),

получим: X  • p q  = х^р ■ x^q  = jp p  • IԲՊ = У Р Ч■ Аналогично, x p q  — y p - q .  
Этим мы доказали, что х &֊ц у.

Пусть теперь х Ѳ=ц у , т.е. х p q = у - p q и х p q = у p q- Используя 
сверхтождество

(3.2) F(z,F(5,j7)) =  г,

будем иметь: х ■p = x-  p- q- p = y- p- q- p = y-p. Подобным путем доказываются 
равеиства: x -q  = y q, х р =у - р ,  x q = y q. Отсюда имеем: хѲру и хѲчу. □

Лемма 3.3. Для любого элемента р 6 Q имеем Ѳр Ռ Ѳр = 0, где 0 -пулевое 
отношение эквивалентности.

Доказательство. Если х Ѳр у и х Ѳр у, то

х -р  = у р ,  х -р  = у р, х р - у р ,  х - р  = у р.

Поэтому:

X  ( = 2) X  ■ X  р  =  X  ■ у  ■ р  ( '  х ^ у - Т Г р  =  г ~ Т /  ■ г Г р  =  У ■ х  р  =  I/ • у - р  =  у. 

Следовательно, Ѳр Ո Ѳр = 0. □

Введем отношение < . на множестве Q следующим образом:

X  < . у X  ■ у =  X ,  x , y e Q .

Ясно, что < . является отношением порядка.

Лемма 3.4. Для любого элемента р 6 Q имеем Ѳр =  0 тогда и только тогда, 
когда р < . р.

Доказательство. Если р <• р, тор = р- р и О  = Ѳр Г\Ѳр = =  Ѳр согласно
леммам 3.2 и 3.3. И наоборот, пусть Ѳр = 0. Согласно сверхтождеству (3.2) имеем: 
рѲрр ■ р . Следовательно, р = р -р  . Отсюда р = р р  , т.е. р < . р . □

Лемма 3.5. Пусть квазирешетка Де Моргана 01 =  Q(+, •, ") подпрямо нераз­
ложима. Тогда для любого элемента х  6 Q имеем х  < , х или х  < , х.

Доказательство Алгебра 01 подпрямо неразложима и ѲхГ\Ѳх =  0 согласно лем­
ме 3.3. Следовательно, Ѳх = 0 или 0* = 0. Теперь требуемый результат следует 
из леммы 3.4.

Аналогично можно определить отношение порядка <+ на множестве Q:

х < + у < $ х  + у = х, х ,у  е Q.
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Ясно, что лемма 3.5 справедлива и для этого отношения порядка, т.е. элементы 
* ,г  сравнимы относительно порядка <+ для любого элемента х 6 Q в подпрямо 
неразложимой квазирешетке Де Моргана Я = Q(+, •> )•

4. П о д п р я м о  н е р а з л о ж и м ы е  к в а з и р е ш е т к и  Д е  М о р г а н а  с  д в у м я

БИНАРНЫМИ ОПЕРАЦИЯМИ

Пусть алгебра Я = С?(+, •,") является Де Моргановой квазирешеткой с двумя 
диѵ-Ги..,»и операциями. Определим отношение ~  на множестве Q следующим 
образом:

X  ~ у * > х +  (ату) =  X ,  у + (ух) =  у.
В работе [12] доказано, что ~  является отношением конгруэнтности для алгебры 
Я =  <3(-f, Пусть Q =  Ц-6/ Qi -  соответствующее разбиение множества Q. 
Определим новую унарную операцию ' на множестве Q следующим образом:

X ՛  =  X  • х + Х +  X  • (х + Е).
Известно (см. [12]), что множества Qi, і € I  замкнуты относительно операций 
+, •/ и алгебры Չ<(+ւ ■/), * € J  -  суть алгебры Де Моргана. Более того алгебры 
QiViQi изоморфны для любых t, j  е I. Далее (х+у)'  =  х '-у ՜ для любых г, у е Q. 
Напомним, что унарная операция х ՛ и конгруэнция ~  используются в работе [12] 
для доказательства структурной теоремы для Де Моргановых квазирешеток. 
Теперь мы можем доказать основной результат настоящей работы.

Теорема 4.1. Единственными (с точностью до изоморфизма) нетривиальны­
ми подпрямо неразложимыми квазирешетками Де Моргана с двумя бинарными 
операциями являются алгебры 2 , 3 ,4 .

Доказательство. Пусть Я =  Q (+,-,՜) -  такая алгебра. Сначала заметим, что 
если X  ~  у и X  < . у, то х +  у = ху +  у =  у, т.е. у <+ х. И наоборот, если х  < . у
и у <+ X ,  то X  ~  у. Действительно, по определению порядков < . и < + имеем:
х + ху = х + х<=х, у + ух = у + х  = у. Далее, как следует из леммы 3.5, для 
любого X  е Q имеем: х <» х или 5  < . х  и х  <+ 5 или х <+ х.

Если X  <. X  и X  <+ X,  то X ՛  =  X  • х  + Я + х  ■ ( х + Я )  = X  -1+  х ^ х  = X  + Ж = X,  

Если X  < , X  И X  <+ X,  ТО X ՛  = X  ■ х  +  х  + X  ■ ( х  + х )  =  х • х +  5 ^ 1  =  х  +  х  =  х ,  

Если X < . г  и г  <+ х, то X՛ = X ■ х + г  +  X • (х +  г) =  X • X +  х і г  =  х +  г  =  г, 
Если X < . X И X <+ X, ТО X ՛  = X • х +  х + X • (х + х) =  X • X + Х^Х =  X + г  =  X. 

Итак:
X՛ ֊  [  х< вс™ х < тх, X <+ г  или г < .  X, г  <+ х,

\  г, если X < . г, г  <+ X или £ <» х, х <+ х.
Из этого следует, что х ~  г  тогда и только тогда, когда х* =  г. Докажем, что 
либо х' =  х для всех х € Q, либо х' = х для всех х € Q. Пусть а՛ ф а  для
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некоторого а € Q. Тогда о' =  а. Докажем, что в этом случае х' = х  для любого 
X  6 Q. Предположим, что о 6 Qk, где к е I. Пусть сначала х  6 Qk и х1 փ х. 
Тогда =  X  ~  а, следовательно о ~  х  ~  ж ~  о (так как ~  является
отношением конгруэнтности), откуда а' = а. Пришли к противоречию. Значит 
X ՛  = X  для всех X  е Qk- Теперь допустим х փ Qk, т.е. х  е Qp, р Ф к. Так 
как Qp(+, • ')  и Qk(+i • ')  изоморфны, то существует изоморфизм Փ - Qp -* Qk- 
Тогда ф(х) е Qk, поэтому ф{х') = (ф(х))' = ф(х). Из инъективности отображения 
ф вытекает х' =  х, что и требовалось доказать. Итак, либо Ժ = х для всех х  6 Q, 
либо X ՛  = X  для всех х € Q.

Если X ՛  —  X  для всех х € Q, то ху =  хУ  =  (х + у)' =  і  4- у для всех х, у 6 
Q, т.е. операции + и • совпадают. Этот случай мы уже исследовали во втором 
параграфе. Рассмотрим тот случай, когда а/ =  х  для всех х  6 Q. В этом случае 
щ  =  г  +  у для любых х,у  € Q и следовательно алгебра 21 =  Q(+, -,՜) является 
алгеброй Де Моргана, которая подпрямо неразложима. Поэтому 01 изоморфна 
одной из алгебр 2,3,4, согласно теореме 1.2. □

5. С л е д с т в и я

Из предложений 1.1, 2.1 н теоремы 4.1 легко выводятся следующие результаты.

Теорема 5.1. Единственными (с точностью до изоморфизма) нетривиальны­
ми подпрямо неразложимыми квазиреиіетками Де Моргана являются алгебры 
2 , 3 , 4 ,2 + 3 +  4+

Следствие 5.1. В категории Т-алгебр, где Т  =  {1,2}, любая квазирешетка Де 
Моргана представляестя как подпрямое произведение алгебр 2 , 3 , 4 , 2+, 3+, 4+.

Так как алгебры 2,3,2+, 3+, 4+ являются подалгебрами (в смысле [1]) алгебры 
4, то получаем и следующий результат.

Следствие 5.2. Де Моргановыми квазирешетками (с точностью до изомор­
физма) являются в точности подалгебры прямых степеней 4 в категории Т- 
алгебр, где Т  = {1,2}.

Следствие 5.3. Heq OD = Heq 4.

Доказательство. Очевидно, что Heq HD С Heq 4. Пусть 01 € Д2), т.е. 01 -  
произвольная квазирешетка Де Моргана. Тогда 01 является подалгеброй пря­
мой степени алгебры 4. Но любое сверхтождество алгебры 4 истинно и в пря­
мой степени этой алгебры. Следовательно, оно верно и в алгебре 01. Поэтому 
Heq £Й) Э Heq 4. □

Следствие 5.4. ([11]) Сверхэквациональная теория многообразия алгебр Де 
Моргана разрешима.
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Следствие б.б. ([14]) Единственными (с точностью до изо.морфизма) нетри­
виальными подпрямо неразложимыми Т-алгебрами, где Т  = {1,2}, удовлетво­
ряющими сверхтождествам многообразия булевых алгебр есть алгебры 2 и 2+

Д оказат ельст во. Алгебры 3,3+ 4 + 4  не удовлетворяют всем сверхтождествам 
многообразия булевых алгебр. Например, в этих алгебрах не выполняется сле­
дующее сверхтождество: X  (х, х) = Х(у, у), ибо а +  а ^ 0  + 0. □

Abstract. The paper characterizes the class of subdirectly non-factorable algebras 
with hyperidentities of the variety of De Morgan algebras. Such algebras are called 
subdirectly non-factorable De Morgan quasilattices. The suggested characterization 
is too close to that of the classical case of subdirectly non-factorable De Morgan 
algebras.
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metric is introduced on the (l,l)-tensor bundle of the manifold. Then the Levi-Civita connec­

tion, Rlemannian curvature tensor, Ricci tensor, scalar curvature and sectional curvature of 
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MSC2010 numbers: 53A45
Keywords: Cheeger-Gromoll type metric, para-Nordenian structure, sectional cur­
vature, tensor bundle.

1. I n t r o d u c t io n

Geometry of the tangent bundle TM  of an n-dimensional Riemannian manifold 
(M , g) with Sasaki metric has been extensively studied since the 60's. Nevertheless, 
the rigidity of this metric has incited some geometers to tackle the problem of 
construction and study of other metrics on TM  (see [1, 21]). The Cheeger-Gromoll 
metric has appeared as a nicely fitted one to overcome this rigidity (see [6]). Then 
using the concept of naturality, 0 . Kowalski and M. Sekizawa [17] have given a 
complete classification of metrics which are naturally constructed from a metric g 
on the base M, assuming that M  is oriented. Other presentations of the basic results 
from [17] (involving also the non-oriented case and something more) can be found 
in [16]. These metrics, called in [2] ^-natural metrics on TM , had been extensively 
studied during last years. It has been proved that some subclasses of p-natural metrics 
such as natural diagonal lift type metrics offer very interesting geometrical features 
and research horizons (see [11, 12]).

Fiber bundles have important applications in geometry and modern theoretical 
physics. They are used in a number of physical fields, such as gauge theory, which 
was invented by Weyl [7]. Tensor bundles T£M  of type (p,g) over a differentiable 
manifold M  are particular examples of fiber bundles, which were studied by a number 
of mathematicians such as Ledger, Yano, Cengiz, Gezer and Salimov (see [3] — [5], 
[14, 18, 19]). The tangent bundle TM  and cotangent bundle T*M  are the special 
cases of tensor bundles (see, e.g., [8] [13], which deal with ց-natural structures on
TM  and T 'M ).
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In [20], Salimov and Gezer have introduced the Sasaki metric sg on the (1,1)- 
tensor bundle T}M  of a Riemannian manifold M  and have calculated the Levi-Ci vita 
connection of this metric and its Riemannian curvature tensor.

In this paper, using a similar method, applied to a tangent bundle, we define 
the Cheeger-Gromoll type metric CGg on T}M, which is an extension of Sasaki 
metric. Then we calculate the Levi-Civita connection, Riemannian curvature tensor, 
Ricci tensor, scalar curvature and sectional curvature of this metric and establish 
some relationships between the geometric properties of the base manifold (M, g) and 
(T}M,cag). Finally, we introduce a para-Nordenian structure on (T}M ,CGg) and 
find equivalence conditions for para-Kahlerian properties of this structure.

2. P r e l im in a r ie s

Let M  be an C°° manifold of finite dimension n. Then the set T}M  — ЦреАГ T}(p) 
is defined to be the tensor bundle of type (1,1) over Af, where Ц  denotes the 
disjoint union of the tensor spaces T}(p) for all p € M. For any point p e T{M  the 
surjective correspondence p -* p determines the natural projection 7Г : T^M  -¥ M. 
The projection ж defines the natural differentiable manifold structure of Т/М , that 
is, T}M  is a C°°-manifold of dimension n 4- n2. A local coordinate neighborhood 
{(17;®*, j  =  1,.. .,n)} in M  induces on T^M  a local coordinate neighborhood

{ir֊1( J 7 =  = 1,. . . ,n  , j  = n + j(]  =  n +  1 ,... ,n  + n2)},

where x3 = tj are the components of the (1, l)-tensor field t in each (1, l)-tensor 
space Г/(р) (peU )  with respect to the natural base.

We denote by $i(M ) the module over F(M) of all C°° tensor fields of type (1,1) 
on M , where F(M) is the ring of real-valued C°° functions on M. If a  6 Щ(М), 
then by contraction it is regarded as a function on T}M , which we denote by to. If a 
has the local expression a  =  օքցքյ- ® dx‘ in a coordinate neighborhood U(xj ) с  M, 
then t(e) = a(t) has the local expression іа ֊  օՀէ) with respect to the coordinates 
(x7, xJ) in 7Г 1(f/). Suppose that A  6 9fJ(A/). Then there is a unique vector field 
v A e  such that for a  6 (M)

(2i1) v A(ta) =  a(.A) о n =v  (a(A)),

where v (a(A)) is the vertical lift of the function a(A) 6 F(M) (see [18]. We note 
that the vertical lift v f  =  /  о jr of an arbitrary function /  6 F(M) is constant along 
each fibre 7r֊1(p). Put VA =v Акдк +v  А^дц, where

9 k := £ f =  VA*:=V A l

Then by (2.1), we obtain v Ak =  0 and VA^ = Ahk. Thus the vertical lift v A of A  has 
the components
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(M> ѵ* - ( $ ) - Ц ) ՛

with respect to the coordinates (а^, a^) in T}M  (see [3]). Let £ y  be the Lie derivation 
with respect to У 6 $q(M). The complete lift ° V  of V to T}M  is defined by

(2.3) c V{ia) = i(£ v a),

for a  6 Of{(M) (see [18]). If ° V  =c  ѴкѲк +c  Ѵ^д^, then by (2.3), it follows that the 
complete lift °V  has the following components

(2-4) ° v = {  c w  )  =  (  tUdjV™) )  -

with respect to the coordinates (x^,x^) in T-}M (see [3]).
The horizontal lift HV  € Չը(T^M) of V  6 Qq(A/) to T*M  is defined by (see [18]): 

HV(ia) =  i(Vya), a  6 Qj(A/), where V is a symmetric affine connection on M. It 
is easy to see that HV  has the components

( 2 ' 5 )  H y  =  (  Hv i  )  =  (  v < r z Z -  г m t? )  )  ■

with respect to the coordinates ( iJ , xJ) in TfM,  where Г* are the local components 
of V on M. Let U(xh) be a local chart in M. Using (2.2) and (2.5) we obtain

(2.6) ej : =  Hdj  =  H(6jd h) = 6$dh + (T%tk3 ֊  ТкЛ )дк ,
(2.7) ej : =  v (dt ®c&) = v ^ S 3hdk ®dxh) = ՏՀՏԼՑհ,

whereSj is the Kronecker symbol and j  =  n +  1,.. .  ,n + n 2. These n + n 2 vector fields 
are linearly independent and generate the horizontal distribution of V and the vertical 
distribution of TfM.  respectively. Indeed, we have HX  =  jՀ կ յ  and VA  =  Ajej (see 
[20]). The set {e^} =  {ej, ej} is called the frame adapted to the affine connection V 
on 7г-ղՍ )  С T}M.

3. A  CHEEGER-GROMOLL TYPE METRIC ON T ^ M

For each p e M  the extension of a scalar product g, denoted by G, is defined on 
the tensor space 7г֊1(р) =  T{(p) by G(AyB) =  дид*1А$В\, А, В  € Э}(р), where 
gij and g'i are the local covariant and contravariant tensors, respectively, associated 
with the metric g on M.

We consider a Riemannian metric CGg of Cheeger-Gromoll type defined on T}M  
as follows:

(3.1) с а д(ѵА,ѵ В ) =  v (aG(A, B) +  bG(t, A)G{t, B)),
(3.2) cag(v A,HY) = 0,
(3.3) cag(HX ,H Y) = v (g(X,Y)),
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for all X ,Y  e &o(M) and ճ ,5  e SS{(M), where a and 6 are smooth functions of 
r  =  ||t||2'= titigttW gi'i*) defined on T}M  and satisfying the conditions a > 0 and 
a + br > 0. The symmetric (2n x 2n)-type matrix

f  9i‘ 0 ^
(3-4) [ о  а ^ д н  + ЩЦ ) '

associated with the metric CGg in the adapted frame {e/յ}, has the inverse

<w> ( ՜  » * » " * •
Notice that in the special case where a =  1 and b =  0, we have the Sasaki metric sg 
(see [20]). Let <p = ipj^r <8 с№ be a tensor field defined on M. Then 7<p = (էքփ Լ)-^  
and 7<р = (?т<р™) ցքյ are vector fields defined on T}M, and the bracket operation of 
vertical and horizontal vector fields is given by the formulas:

(3.6) [VA,V B) =  0, [HX ,V A] =v  (VXA),
(3.7) [HX ,H Y]=H [X,Y] + (r}- 7)P(X, Y),

where R  denotes the curvature tensor field of the connection V and 7 — 7 : tp -»■ 
aJ(T/M ) is an operator defined by (7 - 7)^ = ( ti ° էատւ ) for ip €

\  um r j  * ^  ’rm  /

Proposition 3.1. The Levi-Civita connection CGV associated with the Riemannian 
metric CGg on the tensor bundle T}M  has the following form:

cg VhXh Y  =  H{VXY)  +  i ( 7  ֊  7 ) В Д  Ո  

GGV vAHY  =  I я  [gbl R(tb, Ai)Y + g ^ g ՜1 ° K ,  Ո # ) ) ) , 

со Ѵнх ѵВ  =  V(VXB) + l" (g » R ( tb,B j)X  + gai(ta(g՜ 1 о Д(., * ) # ) ) ) ,  

CGV ^ 2 ?  =  £(<?(*, Л)ѴД + G(t, B)VA) + MG(A, B)v t +  NG{t, A)G{t, B)v t, 
« t a .  and N  :=

Pnoo/. By straightforward computation we obtain

(3.8) *Х(т) =  0, vA(r) =  2дігд*1і}АГ = 2G(t, A).

Next, using (3.6) - (3.8) and the Koszul formula;

2CGS(CG V* Y, Z) = X CGg(Y, Z) +  Y cag(Z, X) ֊  Z CGg(X, Y)

+CGg{[Xl Y],Z) — cag([Y, %  X )  +  cog([Z, X], Y),

where X , Y , Z  we obtain the components of CGV.
Putting CGV eaefi =CG Г ^ е 7, and using Proposition 1, we obtain:
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€Շղ  = ֊(9։aR’l/ t ։  ֊  9,bRtejrt‘b), CCITjf rta. -  9*ЬЪ.ГП),

CGrJ3 =  ( r^ >  ֊  В д ) ,  с с г ^ е д  + ՀՀտո + MgVgut” + ւ Հ Հ հ .

4. T h e  C u r v a t u r e  T e n s o r  o f  cg V 

It is known that the curvature tensor ca R  of C’GV is obtained from the formula
(4.1) cgr (x , y )z  =  c c v | Gv ? z  -  с с ѵ рс ѵ ^ ^  -  CGv (jf iP]z , 

where X , Y , Z  e Qq(T}M). Putting со Я(еа , e0)e7 =  CGRap*e\, we get

(4.2) co ^  = 0,

(4-3) ССЛ ш / =  0,

(4-4) CX /  =  °-

(4.5) c a Rmh7 = \ { V mRljrX  -  -  V mR tjaX h

(4.6) ° в д ^ г =

(4.7) с с Лті/  =  ֊{ ffieVm R '\  X  -  Հ հ & ձ Հ  + gjby iR iamrteb -

C C p  r _  ռ  r I_ a r„ . ( pah г П P D‘h r P  P OPa^ r P  P^+0**ttmO՛ -  «ml) +  jifffcel-K m Луд ֊  Я I ЛтзЛ -  /Я  j )t։ tp

+9ka(R‘hl -  я '^ Я у ,*  + г я - у я ^ г Х

+ Л Ѵ Ѵ  -  W  +  * V * m u № * S
(4.8) +ghb(Rksrr[R tjpk -  Rkal ' R ^  ֊  2RiJRmlpi ) W ,

CGRml{  = я ^  -  ^  + ֊ { Ы Я ^ 'Д Ч  л -  

+5«.(ЯІЛр ”*4,* -  Я ^ Д * ,  ' W  + 9j\ R lhr aRipmh 
+ gjb(Rmh?Rip,u ֊  Rlha vRirJ l) tX }

+M(gkiR‘jmitk -  g V R m tu tW

(4.9) +L(Rml. X - R mir'tv.)4 ,

CG« mIJr = -a 'tl(s1'ai2,imrt“ -  gjbRim rti) + ֊ { з ^ Ѵ Ч ^ Х  

֊ ց * & ք ց օ & Հ Հ Հ  + ̂ R t r tg i a R '^ W  

Л Ѵ Ѵ ^ }  + f  (^ 4 tm P -  S .ttf 'V  

+ L(9iaR"W  ֊  9lbR։,mrtb)ii
(4.10) Н М дІІ9ч +  ІѴ^^)^(Д*аЛ'Ѵ*г ֊  9hbRks M ) ) ,
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coRmtr _  - i  -  К ф 'И + О Д *г X  -  * * ■ « 1

+M(gtkRmj't* ~ 9lhRmirtthW)

+ ^{9taRPlj hRmhrtt՝itp ~  Mb

(4.1 1 ) —9taR,ljhRmhpVtrt» +9lbRtpj ДтЛаМб)'

с с л _ 7/  =  օ ՚ Հ Կ հ ^ ^ յ Հ  -  9 ,b R t . j r 4 )  -  а ^ ( $ л а Д * 7  ՜  9 m b R n . j t b )

+a(9tnRmj r -  9tmR֊tnjr) + ֊ { g n a R ^ g tb R ^ 1̂

-gtaR’^gnbRT] hta,tbp + ց ^ Հ ց ^ ^ Հ Վ  
-g naRmH V X / 4X  + 5,bV 3 n a i n  4 * 2
- 9mbRnp[9taR'ljht%ta, + gmaRn,hrglbRt.jh^bt ’a

(4.12)

о в д ^ 1 '  =  ֊  Հ Հ տ ? Հ ) + ъ и г * 9 * М  ֊  9 l i 9 t i S ? K )

(4.13) + ^{ց 1կ ս էո Հ. — gmignittWi

where Fi := 2L' -  L2 -  N( 1 -  Lr), Fa := L -  Af(l +  rL) and F3 := 2M' +  Af2 -  
AT(l-rM ).

Theorem 4.1. Let (M,g) be a Riemannian manifold and T^M  be its (1, l)-ten3or 
bundle with the metric CGg. I f T} M is flat, then M  is aflat manifold.

Proof. Let 7\XM be a flat manifold. Then we have ca R  =  0, or eqivalently, 
CGRaig7A = 0. Hence from (4.8) at the point (a:*,tf) = (x\0) 6 T fM  we get 
0 = (CGRmijr)(x‘,o) = Rmijr(.xi)- Thus we have R  =  0, implying that (M, g) is a 
fiat manifold.

Next, let M  be a flat manifold. Then in view of (4.2) - (4.13) we conclude that 
all the components of caR  are zero except CGRJfaj- But GGRm^  =  0 if and only if 
jFi =  i*a =  F3 =  0. Thus we have the following result.

Theorem 4.2. Let (M ,g) be a flat Riemannian manifold and T fM  be its (1,1)- 
tensor bundle with the metric cag. Then T}M  is flat if and only if F\ =  Բշ =  =  0.

Talcing into account that for Sasaki metric sg we have F\ = Բշ = F3 = 0, from 
Theorems 4.1 and 4.2 we infer the following result.

Corollary 4.1. Let (M,g) be a Riemannian manifold and T}M  be its (1,1 )-tensor 
bundle with the Sasaki metric sg. Then M  is flat if and only i f T}M is flat.

The Ricci tensor and the scalar curvature of the metric CGg are defined by CGRap = 
CGR<rap CGS  =  сада& coRap, respectively. Using (4.2) - (4.13), we can write
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CG%  = ((1 ֊  n2)Fi -  f M  +  ((1 -  п*)Ъ + rF3)gtigli

-  9 f R ’ lKr 9 i b R p j r h t a. t bp

- 9 laR fb  r9>bRiPrht A  +  htaA ) ,
C G R ֊ i i  =  \ { 9 t ^ r R ’ l j T t a. ֊ 9 l b V r R t . r t i } ,

C° RC, = ъ ів и Ѵ т & Н -в Ъ т Н ш '* } ,

CGRlj =  Ду + ^ Д * * , ' / Ա  • # *  -  SkaR")rRrlhpta, t kP 

- g hbRk։j 'R * ,  +  р*аЛ"^ r^ ipfct;« n

֊ { 9 b ^ ,  rRrjX t kP +gvaRprj hRihr'tX P

+ghbRk,fR Tjpkt№  + f bRwrthRuJQt!}> 

with respect to the frame {e^}. Also, the scalar curvature of metric CGg is given by

֊ 5  f

Thus we have the following result.

Theorem 4.3. Let M  be a Riemannian manifold with the metric g, and T \M  be its
(1,1 )-tensor bundle equipped with the metric CGg. Let S  be the scalar curvature of g, 
and CGS  be the scalar curvature of CGg. Then the following equation holds:

° ° s  =  s + ֊  " * »  -  *>  +  < T  -  +

֊  ~ 9 a b 9 h k 9 l i 9 v r ( t R ) a l h v ( t R ) b j k r -  | ^ Ѵ * < Г ( З Д * ( Д 0 ^  +  -T ,

where {tR)alhv = Rtlhvta) (Ri)rlh = Rrlh“̂ e an^ ^  = Rcpr'Rh^^e^ ՜

Let (M, g) be a Riemannian manifold of dimension n > 2 and constant curvature к: 

(4-14)

Then 5  =  n(n -  1)k and we have the following theorem.
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Theorem 4.4. Let Щ ,д) be a Riemannian manifold of dimension n > 2 and 
constant curvature к. Then the scalar curvature CGS of (T}M,CGg) is given by

ccs  = (1_ „)[(! -  ֊ ^ j ) ( ( i  + ֊  Я) + (֊֊ ֊  ц Ё щ Ш 1 + п)Ъ

(4.15) +rF3) -  Հ ո  -  а ||і||2к)] +  a/c2((tr<)2 -  trt2).

Proof. Direct calculations yield:

GGS = S  + ( - -  ֊ т ^ Ж 1  ֊  -  F*)'a  a(a + br;

+ ( ֊  -  - 7- ^ - r ) ( ( 1  ֊  n2)F2 + rF3) -  j g abghkg,jgvrR.ihvRpjkrtyba a(a +  or) 4

(4.16) ~ g a i9 lj9hk9ruRrih‘Rvj№ dP +  - 9 re9b։RcPrhRhe№

Next, it follows from (4.14) that

(4.17) gcdgtjghk9rvRrihRvjk & dp =  г ° У У = 2«all*ll8( " - 1),

(4.18) gre9b*RcprhR h J tcA  =  2«ЧФ РР -  ՀՀ).
>Prom formulas (4.16) - (4.18) and the equality S  =  n(n -  1 )к, we obtain

« Տ = n(» - 1 ) . + ( I  -  -  »*>« -  Д)

+ (T  "  ^ ա )((1"  " 2)J?2+ rF s ) "  а*аи*”3(п - v + в*яю «  ֊  д а
Finally, using the equaUty է%1% — tjjif = (trt)2 — trt2, from the last equation we infer 
the relation (4.15), and the result follows. It is known that for a local frame a sectional 
curvature on (T}M, cog) is given by

(4 19) °°K IA )  = _________W W
’ 1 1 co9{U, V) °°9{V, V) ֊  {cag(U, K))“ 1

where Д = (U, V) denotes the plane spanned by (£/, V).
Let {-Xi}JLi be a local orthonormal frame, ||Л7||^  =  G(A', Л’) =  1 , and (7(ճ*, A?) =

0 for t Փ j  and A 1 6 Օլ(&ք), t =  n + 1 , . . . ,  n2. Then from the definition of CGg, it is
easy to see that {HX x, HX n, VAX.......v An’} is a local frame on T}M . In view
of (4.2) - (4.13) and (4.19), we obtain

caK (v A, VB) = ^ і ( Л ь і ! ֊ 5 % С Й  

+F2(gljgtiglmghn -  gmi дтды gu) +  F3{ g ^ g J t -  g ^ g ^ t ^ B f A ^ ,

CGK(HX , VB)  =  ֊ { g M ^ g ^ r ' R ^ t X p

+9hv9kr(glbRmeraRtp; t y b + gtaRmep R ^ f t f f i )
(42°) +9vegkbgrlRtemvRhpjetar^b} x mB tiX ^ B ^
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caK( HX , HY) = —{Rmtjk + ֊(<7"1Дтк;Д улрЗ«ь^^ +  g v K ^ R j ^ t ^  

(4.21) +  g a e ^ R m ^ R u jT iX  + 9a,9hbRmkp։ R{jh*t<;i?b)}X mY lX lY k,
where A  =  v (a + bG*{t,A)) v (a + b&f aB) )  -  bv G(t,A)v G(t,B), Ъ = v (a + 
b(P(t,B)),  CGK( HX , HY), CGK(HX , v B)  denote the sectional curvature of the 
plane spanned by (HX , HY), (HX , VA) and (v A, VB) on (T }M ,ca g). Hence we 
can state the following result.
Theorem 4.5. Let (M,g) be a Riemannian manifold and T}M  be its (1,1 )-tenaor 
bundle with metric CGg. Suppose that (T^M, CGg) is a Riemannian manifold of 
constant sectional curvature CGK  =  л. Then the sectional curvature of (M ,g) is 
equal to к. Moreover, (Af, g) cannot have a non-zero constant sectional curvature.

Proof. Let (T^M, CGg) be a Riemannian manifold of constant sectional curvature 
GGK  = к. Then we have K(HX,H Y)  =  к. Writing (4.21) at (x*, 0), we obtain

к = c oK{HX, HY)  =  =  K{X,  Y),

where K(X,  Y)  is the sectional curvature of (M,g). This implies that (M,g) has a 
constant sectional curvature equal to к. Abo, from the equation (4.20) written at 
(z‘,0), we infer к = CGK{HX ,V В ) =  0.

5. P a r a - K A h l e r  S t r u c t u r e s  o n  (T/M, CGg)

An almost product structure F  on a differentiable manifold M is a (1, l)-tensor field 
F  on M  such that F 2 =  1. The pair (M, F) is called an almost product manifold. An 
almost paracomplex manifold (or almost B-manifold) is an almost product manifold 
(M ,F ) such that the two eigenbundles T +M  and T~M  associated with the two 
eigenvalues + 1  and -1 of F, respectively, have the same rank.. An almost paracomplex 
structure on a 2n-dimensional manifold M  may alternatively be defined as a G- 
structure on M  with structural group GL(n, R) x GL(n, R). A paracomplex manifold 
(or B֊manifbld) is an almost paracomplex manifold (M, F) such that the G-structure 
defined by the tensor field F  is integrable ( see [15]). If an almost paracomplex 
manifold (Af, F) admits a Riemannian metric g such that

g{FX, FY)  =  g(X, У), WX, Y  e 9j(M ),

then (Af, g, F) is called an almost para-Nordenian manifold. It is well known that, 
an almost para-Nordenian manifold is a para-Kahler manifold if and only if V F = 0, 
where V is the Levi-Civita connection of g (see [20]). Let now E  6 9j(Af) be a 
nowhere zero vector field on Af. For any X  6 9$(Af) and E = g о E  € Stf(M ), we 
define the vertical lift V{X ® E) of X  with respect to E. The map X  V(X  ® E) 
is a monomorphism of Q$(Af) -¥ ^ (Г /М ). Hence an n-dimensional C°° vertical 
distribution V е  is defined on TfM.  Let Vх  be the distribution on T}M  which is 
orthogonal to H  and V е . Then H, V е  and V х  are mutually orthogonal distributions 
with respect to the metric CGg. We define a tensor field F  of type (1,1) on T \M  by
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' F{HX )  = av {X®E)  + 0g{X,E)v (E®E),

F(V(X ® E)) =  5я X  + pg(X, E)HE,

F(VA) =  VA,
for any X  £ and A e where a,0,6,p  are functions on T}M  to be
determined. The condition F^ — I  leads to the equations
(5.1) aJ =  l, ap + 05 + 0p\\E\\* =  0.

Thus we have the following result.

Proposition 6.1. Let (M, g) be a Riemannian manifold and T}M  be its (1,1)- tensor 
bundle. Then (T'} M, F) is an almost paracomplex manifold if and only if (5.1) holds.

The condition cag(F(X),F(Y)) = cag(X,Y)  for a l l* , Y e  &0(T}M)  implies

(5.2) аа 2||Я||2 =  1, tf2 =  o||£7||2, 26p + p2\\E\\2 =  0, 2Q0 + /?2||S ||2 =  0.
The solution of the system of equations (5.1) and (5.2) is

Thus we have the following result.

Theorem 5.1. Let (M,g) be a Riemannian manifold and T}M  be its (1, l)-tensor 
bundle equipped with metric CGg. Then the triple (TfM, CGg, F) is an almost para- 
Nordenian manifold if and only if (5.3) holds.

Now, we obtain the covariant derivative of F  as follows:

1 o —2 
(5-3) Q =  p i l ^ ’

(co V«x F)(*Y)

= ctv (Y  ® [g о Ѵ*Я]) -  խ  -  7)Д(*. У) +  РѴ(Е ® E)g(Y, ѴХЕ)

+Т Н {abiR(-tb' + ЭоіѴЪ՜ 1 ° R(-, X) (Y  ® E) ) j )
+/3g[Y, E)[v (Vx E  ® E + E  ® g о Vx-E)

(6.4) + | я  (gbiR(tb, (E  ® S)i)X  + g a tin g ՜1 ° Л(.,X){E  ® Ё) )))],

(coVhxF)(vS)

= I "  (gbiR(tb, B ,)X  + д ы і іЪ ՜1 ° *)& )))

~ Y V(l9biR(b , Bi)X  +  ° Д(-. *)**))] ® Я)

“ - g { 9 biR{tb, Bj)X  +  fc i( f  ( Г 10 Д(„ * ) # ) ) ,  я )  Ѵ(Я ® Ё),
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(c c VwxF )v (Y ® £)

=  - V(Y  ®  (5 о Հ/x E ))  +  i ( 7  -  7 ) [ * В Д  У ) +  pg(Y, E)R(X, £ )]

~ ֊ V (abjR(tb, (Y  ® E)j )X + gai{.ta(g՜ 1 о R(., Х ) { У®Ё) ) )  ® Щ

֊ ^ 9 { ? bjR{tb, (Y  ® £ ) , ) *  + gadt^a՜ 1 ° Д(-, * ) (Y ® V )) ,  e ) v (E ® Д) 

+ря Я$(У, V *S) + р5(У, Я)Н(ѴхЯ),

(с о Ѵ ѵ ^ )(ѵВ) =  0,

i.C a ^ v lX 9 S ) F ) V ( Y » E )

= - M G ( X  ® Ё, Y  ® £ ) v t +  ֊^ (У , £ )я  (gblR(tb, V(X  ® Я),)Я

+<7at(«a(fl՜1 ° Д(., Я)ѵ(Х ® Ѵ )) )  +  у  Н(5ЫД(*Ь, v (X ® E)t)Y

(5.5) + ffat(t°(ff- 1 о Л ( . ,У ) ''(Л ^ І ) <))),

(CCVv(x ef)F )("y )

= ~ У{\зЬ,*(*ьЛХ®Ё)ЛУ + g a tin g ՜ 1 o R { . , Y ) { X ^ E )  ) ) ]® s )

- — д ( д ыЩ іь, (X  ®  £ ) , ) y  +  ffa t^ 0 ^ - 1 о д ( „  Y ) ( x ® V ) ) ,  s )  ® Ё )

+ а М О ( Х ® Ё , У ® Ё ) \

(CGVv(X0l ) F )(l'5 )

(5.6) =  LG(B, t)v (X ® £ ) -  LG{B, t) (би Х  +  pg{X, £ )Hs ) .

Hence we have the following theorem.

Theorem  5.2. Let (M,p) be a Riemannian manifold, T \M  be its tensor bundle with 
the Riemannian metric CGg and the almost paracomplex structure F. Then the triple 
(TiM, CGg, F) is a para-Kohler-Norden manifold if and only if a =  constant, b =  0, 
R  =  0 and VjE =  0.

Proof. Obviously, if a =  constant, b = 0, R  =  0 and S7E =  0, then c a VF  = 0, 
that is, (TjM, c g <7, F) is a para-Kahler-Norden manifold. Conversely, let CGV F  =  0. 
Then by (5.6) we get L =  0, implying that о =  constant. Moreover, from (5.5) we 
have M  =  0, implying 6 =  0. Finally, (5.4) gives us Я =  0 and V E  =  0.

As an immediate consequence of Theorem 7, we can state the following result for 
Sasaki metric sg.

CHEEGER-GROMOLL TY PE METRICS ON ...
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Corollary 5.1. Let (M,g) be a Riemannian manifold, T}M  be its tensor bundle ivith 
the Sasaki metric sg and the paracomplex structure F . Then the triple (T}M ,sg, F) 
is a para-Kahler-Norden manifold if and only if R  =  0 and V E  =  0.
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О Ц Е Н К И  М Б Р  И С К Л Ю Ч И Т Е Л Ь Н О С Т И  И С К Л Ю Ч И Т Е Л Ь Н Ы Х  
ЗН А Ч Е Н И Й  А С С О Ц И И РО В А Н Н Ы Х  С Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К И М И  

П Р О И ЗВ О Д Н Ы М И  М Е РО М О РФ Н Ы Х  Ф У Н К Ц И Й

В. Г. ПЕТРОСЯН

Ереванский государственный университет 
E-mail: mathSysu.am

А н н о т а ц и я . В работе получены оценки типа £<5“ , для мер исключительно­
сти исключительных значений ассоциированные с логарифмическими про­
изводными мероморфных функций.

M SC2010 num ber: 30D30, 30D35, 30С15.
К лю чевы е слова: теория Неванлинны; теория Альфорса; свойство близости 
а-точек.

1. В в е д е н и е

Предполагаем известными основные положения теории распределений значе­
ний мероморфных функций, теории поверхностей наложения Л.Альфорса, поль­
зуемся стандартными обозначениями (см. [1]).

В теории распределения значений мероморфных функций в качестве меры 
близости мероморфной функции w(z) к заданному значению а 6  С рассматри­
вается обычно неванлинновская функция приближения (см.[1])

2іг
m (r,o) =  —  J  ln+ |w(re’v’) — a| 1 dip. 

о

С конца шестидесятых годов двадцатого столетия активно изучается более тон­
кая характеристика близости w(z) к а, величина (см. [2]-[7])

L{r, а) =  max 1л+ |ш(лг) — а| ՜ 1 .
М=г

Установлены многочисленные аналогии в поведении функций L(r,a) и тп(г, а), 
составляющие предмет теории роста В. Петренко (см.[2]). В теории распреде­
лений значений мероморфных функций получение окончательных результатов 
зачастую упирается в оценки логарифмических производных функций w(z), ко­
торые рассматривались как вспомогательные, технические средства (см. [1], [2]
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И [8j-[10]). Между тем в работах [11] и [12] бьшо установлено, что величины 

Рк(г։ а) =  г J  |ln(k)(to(z) -  о)| d/ք, к е  N, (z = геіѵ)
Л ( г ,а )

где Л(г, а) =  Д(г,в,«») =  {* : 1*1 =  r , |t» ( a ) - e | <  1}, обнаруживаю!- свой­
ство, аналогичное свойствам функций т (г ,а ) , т.е. для них выполняется ана­
лог второй основной теоремы Р.Неванлинны, и соответственно, аналог соотно­
шения дефектов. Доказано, что для мероморфной в С функции w(z) конечно­
го нижнего порядка Л множество значений а, в которых Dk(a) =  Dk(a,w) =  
Jim (Pk(r, a)/T(r)) > 0, не более чем счетно, и имеет место неравенство

г —►оо

(1.1)
(«)

где Т(г)- неванлинновская характеристика, К  (к, А) - постоянная зависящая от к 
и А. Дтя величин Pfc(r, а) устанавливаются аналог известного тождества Карта- 
на, эквивалентного следующему соотношению (см. [13]-[15])

2іг
(1.2) J  Pk(r, eie)d9 = о [Г(г)], г -> оо. 

о
Тем самым, указанные интегралы становятся объектом самостоятельного изу­
чения. На актуальность изучения таких объектов указывает, кроме всего, сле­
дующее простое предложение: если мероморфная в С функция w(z) имеет по 
крайней мере два исключительных в смысле В. Петренко значения, то есть су­
ществуют значения оі и օշ дня которых /9(аі) >  0 , £(օշ) > 0 , где

/3(а) =  P(a,w) =  Urn (Լ(г, a)/T(r)),
r—too

то для любых а 6  С и г справедливы неравенства

(1.3) т (г ,о ) з? L(r,d) Հ Р(г,а) +  0 (1 ),г  -ю о , гдеР(г, а) =  Рг(г, а).

Так что, если Е\- множество дефектных в смысле Р. Неванлинны значений, 23շ- 
множество исключительных значений в смысле В. Петренко, Ез- множество “ис­
ключительных” значений о, для которых D(a) =  Di(a) > 0, то из неравенства
(1.3) следует, что имеют место включения Е\ С Е-х с  Е$, если число элемен­
тов Е\ больше единицы. Из соотношений (1.2) и (1.3) следует соотношение типа 
тождества Картана в теории роста мероморфных функций:

2 ж
J  L(r,eie)de = o[T(r)],r֊Kx>. 
о

Отметим, что этот результат отсутствовал в этой теории.
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В работе [16] рассматривается вопрос: что можно сказать о мерах исключи­
тельности D(a) исключительных значений о, кроме того, что должно выполнять­
ся (1 .1): получены неравенства типа £  |^(а)/ In , дня мер исключительно-

(о)լ
сти В  (а). В данной работе устанавливаются следующие результаты:

Теорема 1.1. Пусть ui(z) мероморфная в С функция конечного нижнего по­
рядка А; а„ е  С, и = 1,2,..., ո, (կ /  aj при і փ j. Тогда существует такая 
постоянная К (А) < оо, зависящая от А, что  для некоторой неограниченной 
последовательности значений г выполняется неравенство

a .* ) L r — t
ѵ—і IД(г,а„)|

где Т[г)- неванлинновская характеристика, |Д(г, аѵ)|- угловая мера множества 
Д(г, аѵ), е € (0 , 1) - фиксированное число.

Теорема 1.2. При условиях теоремы. 1.1 выполняется следующее соотношение

(1.5) J 2 D i +''( a v) ^ K ( X ) ,
и= 1

где К(Х)- постоянная зависящая от А, еі =  1/(6 -  4е).

С ледствие 1.1. При условиях теоремы 1.1 имеет место неравенство

(1.6) £ * і +‘» ( а „ К * (  А),
и=1

где <5(а) =  Um (т(г, а)/Т(г))-дефект значения а, £շ =  1/(15 — 9е).
X—Ѵоо

Следствие 1.2. При условиях теоремы 1.1 выполняется

(1.7)
і /= 1

2. В с п о м о г а т е л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы

Пусть 0 < а і  < ռշ <  аз < 1- фиксированные числа. Обозначим

Ea(R) = Е*\(Л) =  {г : aiR  < г < a2R} ; (г, а) = Д(г, о) Ո Д(г, 0, w'),

Д2 (г,а) =  Д (г,а)\Д (г,0 ,ш '), / ( г ,b) = r J  1 Idtp, b e  С, z = rei։fi.
Л(г,о) 1 1

Л ем м а 2.1. Пусть w(z)- мероморфная в С функция; а, ծ 6  С такие, что 
|а  — ծ| > 2. Тогда выполняется следующее соотношение

(2.1) [  - - {r՝ b) % =o[A(R)\R, R  -ю с ,

ОЦЕНКИ МЕР ИСКЛЮЧИТЕЛЬНОСТИ ...
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где А(г)- сферическая характеристика Алъфорса, |Д(г, а„)|- угловая мера мно­
жества Д(г,а„), £ 6  (0,1)- фиксированное число.

Д оказат ельст во. Поскольку- при շ е Д(г, а), К * )  -  Ь| > 1, то имеем

I(r,b) Վ г J  \w\z)\dtp.
Д ( г ,а )

Используя неравенство Гельдера при р =  2 — £, q = (2 — е) / (1 — е), получим

\ &

В. Г. ПЕТРОСЯН

/(г, Ь) < г [ [  \w'{z) |2 '

УМг'а)
Отсюда, учитывая следующее неравенство

/
(2.2)

dtp |Д ( г ,о ) |^ .

( j > )  Сѵ>°՝ 0 < Р < 1 ’

и что \w'(z) I >  1 при z е  Да (г, а) имеем
\  3±7
I(2.3) ^ Г’Ч - .  [  \v/(z)\2 ’ dtp + г  [  \v/(z)\2dtp

Ա Լ  ) Ա  Լ
Применяя неравенство Гельдера при р =  2/(2 — е), q =  2/е, для первого инте­
грала в правой части получаем

(2.4) г f  J  |u /(z)|2֊ e dv> < JiT (e )rf  J  |tt/(*)|a d p j  .
Ѵ̂ іСла) /  \Mr,o) /

Так как при z 6  Д(г,а), |ա(շ)| < 1 +  |а | , то из неравенств (2.3) и (2.4) имеем

І(г,Ь) (  Г \w \z ) \2 л \  ^

|A (r,e)|fes "  £,а г I /  (і +  И * )І2) 2

где К (е, а) - постоянная зависящая от £ и а. Отсюда используя неравенство Гель­
дера при р =  2  — е, 9 =  (2 — е) / ( 1  -  е) получим

в„(Я)
Лемма 2.1 доказана.

у  I(r,b)dr

|Д(г,а)|
-рг =  о [А(І2)] R, Я —> оо.

Обозначим через п(г,а) и п(г,Ь) количества а - точек и ծ - точек функции 
то(г) в круге |г| < г, а через п(г, а, Ь) - количество тех а - точек г*(о) 6  £*(г) с
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Ф(г) .
U Е{(г), для каждой из которых найдется Ь - точка г*(ծ) из области Ek(r) с  

<=1 » »
{|г| < г}, к =  1 , 2 , Ф(г) (£*(г) и Ф(г) определены в [17]).
В работе [18] доказана следующая лемма:

Л ем м а 2.2. Пусть w(z)- мероморфная в С функция; аи,Ьи 6  С, ѵ =  1 ,2 ,...,ո, 
такие что щ փ aj, Ьі փ bj при і փ j. Если 1 <  с =  const < оо, то

(2.5) W r>а») +  п (г>ь") -  2n(r > a >̂ M l ^  Л'о ̂ з ^ Г (с г ) , r < £ E ,r > r \
v=l

где J  d in t < ex, K q - абсолютная постоянная1.
E

Л ем м а 2.3. Пусть w(z) - мероморфная в С функция; а, b 6  С, такие что 
|о -  Ь| > 2. Тогда при R >  Ro выполняется следующее неравенство (R1 =  а 3Я)

Г P(r±a)dr_ Հ К і а) +  щ  R  +  л-2| (п(д/) а) +  п(іг/] 6)
J ід ^ .о )! 1̂

(2.6) - 2п(Л/, о, Ь))} R  + Кз { ճ ^ (R')L(R') + o[j4(tf)]} R In R,

где L[r),A(r) - сферические характеристики Альфорса.

Доказательство. Индексом г будем отмечать те a-точки Zi(a) и ծ- точки г<(6), 
которые фигурируют в определении n(R?,a, ծ); остальные a-точки (ծ- точки) из 
круга \z\ < R ' будем отмечать индексом l(j) -  z[(a)(zj(b)). При доказательстве 
этой леммы используем неравенство Гельдера при р = 2 — е, 
q =  (2 — г)/(1 — е). Используя формулу Неванлинны получим

w(R'eie) -  a
П г , . ) < г  /

хГг /
пСЯ'.а.Ь)

Д(г,а) 

1

In
ги(Я'е<в) -  Ь

Д'<й 1 

|Д 'е"  -  z\2 J
с/у?

Д(г,а)

п { К  ,a)—n ( R  ,а,Ъ)

+  £  г 
1=1

շ*(ծ) -  г Zi(a) -  z

п {# ,а  ,Ь)

п(Д',Ь)-п(Я',о,Ь) 
< ѵ +  Г

І= 1 / и
Д(г,о)

Д(г,а)
շ, (а)

<*<*>+ Y ,  г [
Д(г,а)

Zi(a)

^•(Ь)

Zi(b)

dtp

IЛ/2 -  zi(a)z Д£,2 -  z<(6)z
d</3

*B дальнейшем обозначим через K i, i  =  0,1,2,... постоянные, не обязательно одинаковые, 
даже на протяжении одной цепочки неравенств.
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(2.7) + r / u/(z) dip = Ii(r)  ------ Ւ /в (г)
Д(г,о)

I tu(z) -  b

Используя неравенство Гельдера нетрудно видеть, что

քշ8) [  _ i L +
1 ՝ '  ■/ |Д(г,а)|*=*Е.(Я)

Обозначим через р< =  խ(«) -  *і(Ь)|, * =  1,2, • • • , п(Я', о, Ь) и применяя нера­
венство Гельдера для следующего интеграла, получим

4 2)( r ) - r  J \ф)_г ч (в)_
Д(г,о)

ІГЙ( /  іг:
V (r-a)

Отсюда вытекает 

(2.9)

i w n i  * - * W I  

(2)

Ва(Л) |Д (г,а ) | 5

где

лі(л)=| /  / 
Ѵ а(Л) Д(т-,а)

rdrdip
\ z - * { a ' f f = i\ z - z i {b)\2- t

,(Я)Д(г,о) 4 Л
Оценим этот интеграл. Для этого обозначим Z?a(r) =  {z : |z — a| ^  г } ,
Z?*(r) =  {շ : |z -  փ |  <  г } , Щ г )  = Dba(r)\{D a(r/2 )uD b(r/2)}. Используя нера­
венство (1 .2) имеем

/

+II ) * If +

I I
\  *

________ rdrdip________
| * - * ( a ) r e |z - * ( b ) |2- ‘ — Կ,l(-R) H------ Ւ
ix>— M i u n  12 — ա ա ւ ւ

Так как при z  € 0 , l(o)(pi/2), |z -  Zj(b)| ^  p*/2, то получим, что /<д(Д) <
э-а«

•^lft "* • Точно так же /<,з(Д) ^  -ЙГаР* 3՜ '  • Учитывая, что когда г 6  ^ ( „ ) ( л )
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или когда г 6  Я *(‘)(2Д)\Я*{а)(л)» то \z -  г*(а)| > р{/ 2 , |z -  г<(Ь)| > Рі/ 2 ; и ис-
7 - 21

ходя из геометрических соображений, нетрудно видеть, что /,,з(Я) ^  а“* ,

Լ .Հ Պ  ^  ^лР{ {In Л -  In Pi} . Окончательно из этих неравенств имеем Л;(Л) <
_а - а с

К р{ 3՜ '  {In Л -  Іпрі}, і =  1,2.....n(R',a,b). Отсюда и из неравенства (2.9) полу­
чим

- - "(я '.в .Ч_________  _
Ь(ВД |Д ( г ,« ) І ^  ............... .....  ե .

В работе [17J для р, устанавливается следующая оценка

(2.11) Рі < d(Ei(R!)) < K R v 8(R ')A -H r '), і =  1,2,..., п(Л/,а, ծ),

где d(x)- диаметр множества x; ір(г)- произвольная монотонная функция, стре­
мящаяся к + 0 0  при г —► + 00 . Из неравенств (2.10) и (2.11) имеем

(2.12) [  Վ K R ]n R [< p {R ')]& [A (R ')]-^ in (R ',a ,b ).
еІ я) 1 ^ ) 1 ^

В работе [17] для Ф(г) получено следующее неравенство

Ф(Д') ^  A{R!) +  +  Ѵ (Л ') І ( Л ') .

Поскольку <р[г)- произвольная функция, то, выбирая ір24(г) < Л(г), и учитывая, 
что n(R ',a ,b ) < Ф(Л'), из неравенства (2.12) получаем

(2.13) [  1շ^ Հ - է- Հ К<1 Ь  * (# )£ ,(# )  +  օ [ճ (^ ) ] | Д1п Д.
Еа (Я) Ід (г - а ) І ^

Используя неравенство Гель дер а и исходя из геометрических соображений, нетруд­
но видеть, что

(2.14) [  /з(г)^ _ ,  < К 3 {п(Д', Ь) -  п(Л', а, Ъ)} Д,
£„(я)

(2.15) [  հ ^ մ[_է Հ К <չ {п(Д',а) -  п(Д', а, 6)} Д.
•/ ІД(г. a ll577»

Оценим интеграл / 5 . Для этого обозначим через

*і( a) Zj(b)Ii(r) = r J R n — zi(a)z Д ' 2 — 2i(b)z
Д ( г ,а )
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Применяя неравенство Гельдера легко видеть, что Г5(г) Հ K bPiR  2г | Д(г, а)|*=г. 
Используя неравенство (2.11) получим

[  Հ К ьѢ р * {Я )А ՜*  (Л')п(Л'. а. Ь).
J x )  |Л(г’а)|1^

Отсюда, как и при выводе неравенства (2.13) имеем

(216) /  + » № * ')]}  Я-
1 '  І * М І Ы  1В«(Я)
Нетрудно видеть, что

(2.17) [  /а(Г)—  < *в  W # ,  ծ) -  п(Л', а, ծ)} Л,

(2.18) f l7^ d[ — Հ к 7 {n(R 't a) -  n ( # ,  a, ծ)} Л.

Учитывая лемму 1.1 и неравенства (2.7), (2.8) и (2.13)-(2.18), получим

Г Р{г, а)Ф_  ^  ^  ^  +  то(ду[ ь)} д +

Jim | A ( r ’ a ) l "

+ІГ2 {п(Я\ а) +  п(Л', Ь) -  2п(Л', а, ծ)} Л +  К 3 {ճ* (Л')Ь(Л') +  о[А(Л/)]} Л 1п Л. 

Лемма 2.3 доказана. □

3. Д о к а з а т е л ь с т в о  о с н о в н ы х  р е з у л ь т а т о в

Доказательство теоремы 1.1 Пусть au,b„ 6  С, |а„ — Ь„\ > 2, и =  1 , 2 , п. 
Записав для каждого а„ неравенство (2.6) леммы 2.3 и просуммировав, имеем

/  ( Е  ,Af (r,° " U  } dr <  л Е  м * . « л + ™(д ' . 6" )і+
■Бс(Я) ІД (Г-а -)І * '

Ո

+KtR ̂ 2  (ո(#, a„) +  n(Rf, bu) -  2п(Л', a„, 6,,)] + 
i/=l

(3.1) +K3 (R')L(R') +  о[А(Л')]} Л In Л.

По второй основной теореме Р.Неванлинны (с учетом леммы о логарифмической 
производной) при Л > Ло, имеем 

ո
(3-2) X ) И - # ,  вѵ) +  М ] ^  ЗГ(Л')՛.

і/=1 /•
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' Положим теперь ац =  1/(А+2), =  1ДА+1). Из оценки L(r) < [X(r)]2/f3 , г փ Е
(см. [1], П.326) вытекает, что при R  > R[ в каждом интервале ( R, 
найдется такая точка R' =  аз (R)R = аз ■ R, для которой L(R') =  L(asR) Հ 
[>1(азЯ)]* (здесь мы учли, что Е  имеет конечную логарифмическую меру). От­
сюда учитывая очевидное неравенство А(г) «  T{f3r)/ In/?, (0 > 1), имеем

3-1
T(R)

Далее положим с =  (А +  2)/(А +  1) и используя лемму 2.2, получим
Ո

(3.4) J 2  [n (# , а„) + n(R\  bv) -  2n{R \ a„, 6„)] < K(X)T(cR).
и=1

Из неравенств (3.1)-(3.4) следует, что

/  { £ ) »  < K {X m cR )R .
Еа(Я) lA (r >°֊)l ’ )

Используя теорему о среднем значеіши, в некоторой точке Я* 6  Ea(R), получим

(3.5) £  «Տ K(X)T(cR), R > R o -

Выберем множество Rn ֊  Rn(ai,c) значений R, зависящих только от a i  и с, для 
которых выполняется неравенство .

(3.6) T(cRn) = т ( ± -  a iR n 'j Հ ( ^ ֊ j  *+ T (a iR n).

Возможность такого выбора обеспечивается леммой 1.3.1 из работы [2]. Ясно что 
для таких Rn существуют множества =  Д ^(аі,с) значений R*, что выполня­
ется неравенство (3.5). Из неравенств (3.5) и (3.6) получим

і/=1 |А(ДІ)Оі/)|
Теорема 1.1 доказана.

Доказательство теоремы 1.2 Пусть К  > 1 - фиксированное число. Учитывая, 
что при г 6  Д(г, a, w )\A (г, Ка, Кіѵ), 1 /К  < |w(z) -  о| <  1 , имеем

(3.7) P(r,a,w ) =  P [r,K a ,K w ) +  0[L[z)), r -4 o o .

Из неравенств (3.3) и (3.6) следует, что существует последовательность г =
=  гп —► оо, п -¥ оо, такое, что L(r) =  о[Т(г)]. Отсюда, используя соотношение
(3.7) получим P(r, a, w) = P(r, Ка, Kw) +  (Г(г)], г -» оо, следовательно

(3.8) D(a,w) = D {K a,K w ).
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Предположим теперь, что {а„} является конечным множеством комплексных
чисел, удовлетворяющих условию

(3 .9 ) |а4 — aj\ > 2 , (1 < t < j  <  ո.)

Если а„ различны и не удовлетворяют условию (3.9), то при достаточно большой 
постоянной К  > О К  \сц -  а>| > 2 (* ф j)- Следовательно из соотношения (3.8) 
следует, что теорему достаточно доказать при условии (3.9). Пусть теперь р =
(3 -  2е)/(2 -  е), 9 =  (3 ֊  2 f)/(l -  е) и 1 =  (1 -  е)/(2 -  г). Ясно, что / • q/p =  1. 
Применяя неравенство ІЪльдера, получим

^=1 |Д(г,оѵ)|«- \„= і |Д ( г ,М І )  \*=і /
Из условия (3.9) следует, что Д(г,о,) Ո Д(г,о^) =  Ф, при і  փ j , следовательно

Ո
|Д(г, ai,) I < 2n. Учитывая это и теорему 1.1, получим, что для некоторой по-

*/=1 ո А
следовательностиг =  г„ -> оо, ո -> оо выполняется неравенство J2 Р* (г, а„) ^  Я՝(А);

і/=1
Отсюда следует, что П

£ я * ( о „ )  <  Я(А). 
і/=1

Теорема 1.2 доказана.
Доказательство следствия 1.1. Нетрудно видеть, что

(3-10) pf f i 'a j i  *  Р{Г' аѵ) +  ° (1)’ Г ՜*  °0՜
Положим теперь р =  (5 -  Зе)/(2 - е ) ,  д = ( 5 -  3е)/(3 -  2е) и 7  =  (3 -  2е)/(2 -  е). 
Тогда ясно, что ду/р  =  1. Используя неравенство Гельдера получим

ո
Отсюда, учитывая (3.10) и что £  |Д(г, а„)| <  2тг, получим

і/=1

Х > і ( г , а „ )  Հ ( ±  У  =
£  ^ | Д ( л а , ) Г Ѵ  ^ | Д (г, 0і/) | ^ ;

Используя теорему 1.1 получим
П

Я»' (г, а„) ^  ijr(A )ri (г), г  =  гп -¥  0 0 ,
х/=1

ո Լ z
следовательно ծ* (a„) Հ -^(А). Следствие 1.1  доказано. Доказательство след­
ствия 1.2 очевидно, так как 0(a) Հ D(a).
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A bstract. In this paper certain estimates of type E<5“ for the measures of exceptions
of the exceptional values associated with logarithmic derivatives of meromorphic
functions are obtained.
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А н н о т а ц и я . Рассматривается задача приближения функции посредством 
конечного числа ее коэффициентов Фурье. Ускорение сходимости урезан­
ного ряда Фурье достигается последовательным применением полиномиаль­
ной и рациональной коррекций ошибки. Рациональные коррекции включают 
неизвестные параметры, определение которых является ключевой пробле­
мой. Рассматривается подход связанный с корнями полиномов Лагерра и 
изучается сходимость таких аппроксимаций.

MSC2010 num ber: 41А20, 65Т40, 41А21, 41А25, 65В99.
К лю чевы е слова: ряд Фурье; ускорение сходимости; аппроксимация Крылова- 
Ланцоша; рациональная аппроксимация; полиномы Лагерра.

1. В в е д е н и е

Рассматривается проблема аппроксимации функции посредством конечного 
числа ее коэффициентов Фурье

A  = \  j  J { x )e ~ imadx, |n| < N.

Естественным является аппроксимация посредством урезанного ряда Фурье

N
S n { / , x ) =  £  

n = - N

Различные методы ускорения сходимости Տի/(ք, х) были предложены в литера­
туре в последние несколько десятилетий (см. [1], [5], [6] и ссылки в них). Подход, 
в котором участвуют полиномы представляющие разрывы (скачки) функции и 
ее производных, был предложен Крыловым в 1906 году [10], и позднее, более 
формально, Ланцошем [11] (см также [3], [9], [13], [17] и [19]). Мы называем этот 
подход, как аппроксимация Крылова-Ланцоша (КЛ-).
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В этой статье мы рассмотрим КЛ-аппроксимацию с дополнительным ускоре­
нием сходимости посредством рациональных (в терминах е11ГХ) коррекциях ошиб­
ки, согласно идее аппроксимаций Фурье-Паде ([2]). В общем виде, представле­
ние Фурье-Паде было предложено в [7]. Класс подобных приближений введены 
и изучены также в [8].

Рациональные исправления ошибки содержат неизвестные параметры и раз­
личные подходы известны для их определения (см [12], [14], и [15]). Мы рассмот­
рим подход, связанный с корнями полиномов Лагерра и представим подробный 
анализ свойств сходимости таких аппроксимаций.

2. А п п р о к с и м а ц и я  К р ы л о в а - Л а н ц о ш а

Пусть /  € С4 [—1,1]. Через ճ * (/) обозначим точные значения скачков функции 
и ее производных на отрезке [—1,1]

4 к ( /)  =  / » ( 1 ) - / {Ч(-1 ), * =  0........զ.

Мы ограничимся рассмотрением функций, гладких на [—1,1]. Мы предполагаем, 
что точные значения скачков известны.

Обозначим через АС[— 1,1] множество абсолютно непрерывных функций на 
[-1,1]. Пусть / €  АС[—1,1] для некоторого q > 1. Следующее разложение 
коэффициентов Фурье имеет важное значение для реализации подхода Крылова- 
Ланцоша

(2.1) fn  = — Е  «  *  о,
2 .-о

что приводит к представлению функции, известное как представление Ланцоша
(И)

9-1
f(x )  = Y , A k(f)B k{x) + F{x). 

к=0
Здесь, Віс - 2-периодические полиномы Бернулли

Во(х) = Вк{х) =  j  B k- \(x )d x} J Bk{x)dx =  0, x  € [-1,1] 

с коэффициентами Фурье
ք֊ւ՚յո+ւ

Bfc>n =  2(t7m)*+i’ Ո ^ 0, Sfc-O =  0-

и F  - 2-лериодическан и гладкая функция на примой (F  € C,֊ 1 (R)) с коэффи­
циентами Фурье

ч-і
Fn = fn- Y<Mf)Bk,n-

к= О
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А п п р о к си м ац и я  F  посредством отрезка ряда Фурье приводит к аппроксимации
Крылова-Ланцоша (КЛ)

Sn M > x ) =  И  Fneix,uc + Y , M f ) B k(x) 
n=-N k=0

с ошибкой
R n M > x ) -  /(* ) -

Следующая теорема описывает а с иъ іпто т ику (/, х) в интервале (—1,1).

Теорема 2.1 ([13]). Пусть / («+1) 6 А С [-\, 1] для некоторого q > 0. Тогда 
имеет место оценка для |х| < 1

« / , * >  -  *  -  » •

3. А п п р о к с и м а ц и я  р а ц и о н а л ь н ы м и  ф у н к ц и я м и

Дополнительное ускорение сходимости для КЛ-аппроксимации может быть 
достигнуто путем применения рациональных функций (в терминах еХТХ) как ис- 
иравление ошибки. Рассмотрим конечную последовательность комплексных чи­
сел Ѳ =  {0k}f*|=i, Р > 1- Обозначим F  =  {Fn}. Далее, через А*(Ѳ,Р) обозначим 
обобщенные конечные разности

Д °(в,F) =  Fn, Д*(А,F) =  А кп֊ 1(Ѳ,F) + F), к > 1,

где տքո(ո) =  1 если ո > 0 и տցո(ո) =  —1 если ո < 0. Через Ajj(F) обозначим 
классические разности, соответствующие Д%(9,F) для выбора 0 =  1. Имеем

х) +  r n (F’ х )>

где

=  £  Fneinnx, RJf(F,x) =  £  Fne<,m*.
n= W + l n = —oo

Преобразование Абеля приводит к представлению

n=N+1
Повторение его до р раз, приводит к следующему разложению 

R^{F, х ) =  -eMW+i)* ------ 1----------  “

где первое слагаемое рассматриваем как коррекцию ошибки, а второе слагаемое 
есть фактическая ошибка. Такое же разложение для Rff(F, х) приводит к следу­
ющему рационально-тригонометрическо-полиномиальному (РТП) приближению

84

А. ПОГОСЯН

еіітх.



О СХОДИМОСТИ РТП-АППРОКСИМАЦИЙ ...

<j-l N
SN,4M , x )  = ' £ / Ak(f)B k{x)+  £  Fne'™*

(3.1) fc=0 . n=~N . , .
• _ е іж(ЛГ+1)г у ՝  Ѳк& Ы  І ІѲ^ )  _  e - in ( .ff+ l)x  у ՝

ե  П«=і(1 +  Ѳ .е ^ )  t i  П*=1(1 +  О-.*֊**)

с ошибкой

йл-,,,р(/, х) = f(x )  -  SN։4,p(f, х) =  R%4p(f,x )  + RJf qp(f,x ) ,

где

Аппроксимация (3.1) неопределена, пока параметры Ѳк неизвестны. Различные 
медоты известны для их определения (сы. [12], [14]-[16]). Здесь, мы сосредоточим 
наше внимание на подходе, описанный в [12], [15] и [16], где

(3.3) Ѳк  =  Ѳ - к  = 1 - ՜ ^ ,  к = 1 ,. . . ,р .

Через 7*(т) обозначим коэффициенты полинома

(3.4) П ( 1  +  ^ )  =  £  7*(т)**-
к=1 к—О

Следующая теорема описывает поведение і2дгі9>р(/, х), когда Ѳ выбран как в (3.3).

Теорема 3.1. [16] Пусть /fa+p+i) g АС[—1,1] для некоторых զ > 0 и р > 1.
Пусть

Ѳк = Ѳ-к = 1 -  к = 1 ,. . . ,р .

Тогда, имеет место следующая оценка для |х| < 1

« « )  =  ՜ я) -  к +  л м

+  о(7Ѵ-«-р- 1) ,  N  -* оо.

Заметим, что в Теореме 3.1 параметры тк все еще не определены. Это дает 
свободу для достижения дополнительных целей.

В данной работе рассматривается подход, при котором параметры тк являются 
корнями полиномов Лагерра L |(x) ([4]). Следующий раздел изучает теоретиче­
скую основу таких РТП-аішроксимаций.
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4 РТП-АППРОКСИМАЦИИ с  к о р н я м и  п о л и н о м о в  Л а г е р р а

Пусть тк корпи полинома Лагерра Lj,(x):
=  0 , fc =  l , . . . , p .

Хорошо известно, что корни различны и положительны. Полиномы Лагерра име­
ют известное представление

Ll№  = -k )U a  + Jfel!**՞

А. ПОГОСЯН

Для напшх целей условие L’ (r4) =  0 перепишем в виде

f  ( _ і ѵ _________ е!_____ :______ о.т.) *!(р-*)!(в + р -* )!
Сравнение с (3.4) показывает, что

«•ч 'М-СОв&Зг
Оценим точечную сходимость таких РТП-аппроксимаций внутри отрезка [—1,1]. 
Первый результат является непосредственным следствием Теоремы 3.1.

Теорема 4.1. Пусть / (,+р+1) 6 А С [-\,  1] для некоторых q >  0 и р > 1. Пусть

Ѳ„ = Ѳ-к = 1 -  А: — 1 ,.. .  ,р,

где Тк корни полинома Лагерра: Ь%(тк) =  0, к  =  1 ,.. .  ,р. Тогда,

(4.2) R n ,q A f, х ) = ° ( N ՜9՜ ”- 1) , N  -ю о , \х\<  1.

Доказательство. Ввиду (4.1), мы видим, что £ * _ օ ( -1)*(р ~ k  + q)І7*(т) =  0 и 
оценка (4.2) следует из ТЬоремы 3.1. □

В следующей теореме получены более точные оценки для более гладких функ­
ций. Сначала докажем некоторые свойства обобщенных конечных разностей.

Л емм а 4.1. Пусть /(в+Р+г+1) е  АС[— 1,1] для некоторых q ,r > 0, р > 1, и

Ѳк =  Ѳ ֊к =  I ֊  *  =  1 .........p .

Тогда, имеет место следующая оценка, при 7 V - + o o u | n | > J V + l

ы и ы ѵ , * »  -  ^  Ё (* 9 » (» )) '
(4.3) 4 '  *=о է=ա —

„  Ի  +  р - к +  q \  A t + ' - . j f )  ,  » ,о(ЛГ-р)
V p - f c  +  3 J (Йг)‘ ՜*  М + Р ֊ * И  +  п ,+ г + 2  >

где



О СХОДИМОСТИ РТП-АППРОКСИМАЦИЙ ...

Доказательство. Легко проверить, что

Р \fc7*(T)
д п(0> F )  =

fc=о
где классические конечные разности имеют следующее представление

Д ^ )  =  £ ( * Ѵ » - . ,п ( » И -  
j= 0  '

Принимая во внимание, что

д “ ( д Г к(£)) =  д “ -* -* (£ )

ПОЛуЧИМ

(4.4) A “ (A S(e,F)) =  f : ( - l ) fĉ  Е  ( W +  p fc) ^ - . s„(n)(*+J).
fc=0 յ=0 \  j  /

Ввиду (2.1), при ո —► оо имеем

_  ( - 1 ) W  A M
r »֊*»»(n)(fcW) -  շ Ճ  (ітг(п -  (±(fc +  j))))*+1 ' ՛

Теперь, из (4.4), получим

k=0 j=0 \  J /  3=q V ̂
о(ЛГ-Р)

" ,+г+2

(֊1 )"+1 ^  Tkfc) “ V "г֊ !У f *  +  P ֊  ^  ,+P Ѵ Г+1 - A" 2 ձ ** ծ 4 * ) h(4.5)

_  _ Н Г ^ _ у - 7 * М Р у ^ +1 1 у у ± р «  Ի +  А*+я-Л/) , ч
2(ijm), +i ձտ N* Հհ  ո* ^ (±1) I  в )  (<*)*- °*՚տ(ա) 

о(ІѴ р)
П9+г+2 "

Учитывая, что а*|в(ш) =  0 для 8 < w + р — к, и известное тождество (см. [18])

(4-6) D - 1) * ^ ) ^ 0, І  =  ° ....... Р ՜ 1-

в правой части (4.5) рассмотрим только s > t i i + p - t  и, соответственно, է > 
гу +  р — к, и после несложных преобразований получим требуемую оценку. □
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А. ПОГОСЯН

Лемма 4.2. Пусть / ^ р+г+1) 6 АС[-1,1] ^лл некоторых q ,r > О, р > 1, и

Ѳк = Ѳ-k. = 1 ՜  k = l , . . . , p ,

где n  корни полинома Лагерра: Լ«(դ) =  0, k = l , . . . , p .  Тогда, при N -^  ос

( - 1 ) ™  1 հ - ՝ . , Pp.qlV), a, է)
(4 7) Д±лг(д п(^.-Р’)) =  2(±<7гЛГ)9+1ЛГр ІѴ* £  * + ,-.( /)

+  o (^ -« -p- r- 2), w < p  
когда w u p  имеют одинаковую четность, и

(—1)*+1 ѵ ՜՝  1 а
(4.8) ձ ± " ա 6 ' Ր)) = 2(±i*N)<+'NP W* £  i+,- ' ( /)  ( ± i * y -

+ o (N -q- p- r- 2) ,w ^ P '+  1
когда w u p  имеют противоположную четность, где

РрЛ ^  *. *) “  5Z7fc(r) ^  p ^  л д ?)  «fc,;+p-*(w)
A:=0 -

u а*,, определены в Лемме Հ.1.

Доказательство. Положив ո =  ±ІѴ в (4.3), получим

Д ь м д а .  f  *• ‘> +

Как уже упоминалось выше, когда г* корни полинома Лагерра L®(x), то ко­
эффициенты 7*(т) имеют явную форму (см. (4.1)) и, следовательно, 0P,q(w,8,t) 
может быть переписано в виде

В (w e t ) -  Ь  + ЯУ у ՝  ( Р \  j t + p - k  + q) 1 
^ (  * ’ ] ~  (t + q ֊  з)\ 2 -  U J  («, +  р -  fc)!(p ֊  fc +  «)!

(4 -9) «**-* Г.
X Е  < - 0 ' ( ” T * W a * * - * .і=о \  3 /

Для доказательства (4.7) и (4.8) достаточно показать, что

(4.10) Pp,q(v>,8>t) =  0, t < m + * ~ 1,

Применяя формулу бинома Ньютона, мы перепишем (4.9) в форме

В Խ а է) ֊  ^  +  У ՝  fP \  (* +  9 + p - f c ) !  ‘՜ՀՀ ՛' { з + р - к \ . . .
W ( T + P - * ) ! ( P - *  +  .)! 2  I  u >

ш+р-* /  . , 4

E  w  ’ T  Vi=o \  3 /

w+p—k
X  £  г - і У Г ՜ ^ - ^ , • + » - * - «

j '= o
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Учитывая, что последняя сумма равна нулю при з + р — k ֊ u < w  + p — к, мы 
получим

A J * о  .  ©
(t + q + p - k ) \  (•w + p - k ) \

x  ~7— I--------Г\Г~7— ;-լ ՜,— -  A: +  a  +  w,p -  к +  w),(g + p - k ) !  [ w +p  — k + a)\ n
где S(n ,k)  числа Стирлинга второго рода ([18]).

Числа Стирлинга второго рода имеют представление ([18])

(4.11) . S(* +  a , * 0 = ] C ( *  +  “ W ) .  a ^ 0’
j =о ' յ  '

где cj(a) присоединенные числа Стирлинга второго рода. Тогда

S ( p - k  + a  + w , p - k  + w) = ^ 2  ^Р *+™  +  a ) ei#(a )

И Д Л Я  чисел Pp,q{w , 5, է) получим
р

О СХОДИМОСТИ РТП-АППРОКСИМАЦИЙ ...

-- <-«п£т^ t  jrnbgr g
(է + д + р - к ) !  (w + p - k )!

Հ > (q + p - k ) \  (w + p - k - j ) \ ■
Это доказывает оценку (4.10) ввиду тождества (4.6). □

Теорема 4.2. Пусть р четное и  /(9+P+S+1) g АС[—1,1] для некоторых q > 0 
и р > 1. Пусть Ѳк = Ѳ-k  =  1 — k =  1, . . .  ,p, где rk корни полинома Лагерра: 
Ь%(тіс) =  0, k = 1 , . . . , р. Тогда при |տ| < 1

R ( f r \  А ( Ո ( ՜ 1) "  s i a ^ x ( 2 N - p + l ) ֊ q )  /  p рч
-  А Д Л гр + і^ + і^9+p+f+i cosP+ 1 P p ՛'1 V ’ շ ’ 2У

+  о(ЛГ-?- р- 5 ՜1), N  -to o ,  
где 0P։q определены в Лемме Հ.2.

Доказательство. Применение преобразования Абеля к Л ^  9 р( / , і )  (см. (3.2)) 
приводит к разложению

_  e^ ( N +i)x A0y (AP(g,F ))
> П*=і(! +Ѳ±ке±і1гх) 1 +  е±іпх

ԱՀՂ, _  e± W D x  ^ ! A ^ ( A P ( e , F ) )
Ш =і(1 +  Ѳ±ке±<**) (1 +  e±<™)“ +1

+  ո ն (.
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Согласно Лемме 4.1, Д !+2(Д£(0, F)) =  N  -* ос, |п| > N  +  1 п. следо­
вательно, последний член в правой частп (4.13) имеет порядок о(А Г*-*Н Н ). 
Оценки (4.7) н (4.8) Леммы 4.2 показывают, что второе слагаемое в (4.13) имеет 
порядок 0(Лг-« -р- * ՜2). Поэтому

-±iir(JV+l)* .
(4.14) Д ^ Ц . )  —  Д )  +  * - ) .  .V -» со.

Оценка (4.7) приводит к разложению

Д±лг(А£(^.^)) =  2(± і7ГіѴ)9+1№  ^  (/)  (±ітг)*-' +  4 Р 5 2)

МіЧ> _  ( ՜ 1) ^ 4՜1 у ՝ А г  _ ( f ) Pp'4 (°’а’ д) I Qf jy-a-p-f -a \
( ^  2(±tTriV)9+i7VP+f ^  S+? (±»ir)f-* ( )-

Формула (4.12) показывает, что согласно тождеству (4.6) имеем, что Ррл (0, з, \ ) =
О для з =  0 , . . . ,  § — 1 и, следовательно, в правой части уравпепия (4.15), только 
члены з =  § ненулевые, что наконец, приводит к оценке

Л Ы Д « » .* )>  -  (“■ !■ « - *

Подставив это в (4.14), получим
в±<*(.ЛГ+1)* Հ_ 1 'iN /  в  n \

R N ,q ,p (f։Х) = Л ( / )  ^  +  е±,>!)р+1 2 ( ; t tT)? + lիքՔ+ Я+ і+ ІР*'4 ( ° ՚  2 1 շ ) + ° ( ^  " ” 5 Ղ

что приводит к следующему представлению ошибки
( - 1 ) N  /  ո ѵ \  Г е<іг(ЛГ+і)* т

Rn « M > x) = Ая (Л ^ + 1NP+q+t +1Pr>,4 (о. շ .  շ )  Де [ ( i +  e,Vx)p+ 4 ,+ iJ  +o[N~4~p~%~

Это завершает доказательство. □

Точно также можно доказать следующее утверждение.

Теорема 4.3. Пусть р нечетное и / ( я+р+ Ф + і) е  А С [-1 ,1] для некоторых
Я > 0 и р > 1. Пусть Ѳк = 9-ь =  1 — к =  1....... р, где Тк корни полинома
Лагерра: Z$(7*) =  О, к = 1 , . . . ,р. Тогда, при |z| < 1

А. ПОГОСЯН

00

м _  i r n ( - i ) Wsin5(*(2^ - p + i ) - ? ) .  Л р  +  і р  +  П  
2 р + і  c o s p + i  и -----------A՛.* Լ°. — . —  J

f ո ( ՜ 1) ^ 008 f  (»(2 У̂ ~ P  +  x) ՜  g) „ /  p - 1  p +  i \
’ ^  Я-9+2 2P+1C08P+1 ^  Լ ’ շ ’~ 2~ )
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. , Л  Р + 1 Р +  ^
2^+2С08Р+2 դ  Ъ ' У 1' — ' — ) '  

и РРіЧ определены в Лемме Հ.Տ.

A bstract. The paper considers a problem of approximation of functions by means of 
their finite number of Fourier coefficients. Convergence acceleration of approximations 
by the truncated Fourier series is achieved by application of polynomial and rational 
correction functions. Rational corrections include unknown parameters whose determination 
is a crucial problem. We consider an approach connected with the roots of the 
Laguerre polynomials and study the rates of convergence of such approximations.
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А ннотация. Исследуются предельные распределения для математических 
рекордов с подтверждением.
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К лю чевые слова: рекордные величины; рекорды с подтверждением; предель­
ные распределения; экспоненциальные рекорды.

1. В в е д е н и е

В данной статье рассматриваются вопросы асимптотического поведения так 
называемых “рекордов с подтверждением". Эти величины были введены в бо­
лее ранней работе автора [1], где были получены представления для случаев 
экспоненциального и равномерного распределений. В этом введении кратко про­
цитируем результаты, которые будем использовать в основной части статьи.

Идея рекордов с подтверждением заключается в том, что для некоторого к о 
появлении нового рекорда мы объявляем лишь после того, как появятся к наблю­
дений, превосходящих предыдущее рекордное значение. Фактически исключает­
ся возможность принятия за рекорд случайно появившегося выброса. Рекорды 
с подтверждением мы будем рассматривать для произвольного фиксированного 
к =  1,2,.... При к =  1 они совпадают с обычными рекордными величинами (см. 
[2]) и фактически являются их обобщением. Более того, рекорды с подтвержде­
нием в некотором смысле напоминают к-е рекорды (см. [3]).

Рассмотрим последовательность независимых случайных величин ճ չ ,  ճ շ , ..., 
имеющих общую непрерывную функцию распределения F(x). Возьмем случай­
ный вектор (Х х ,Х і, ..., Х к) и упорядочим его компоненты в порядке возрастания: 
(X 1։k,X itk>...,X ktk). Первым рекордным моментом с подтверждением считаем 
լ(*)(1) =  к, а соответствующей рекордной величиной X к։к. Вместе с этими вели­
чинами будем рассматривать также первый рекордный вектор ( x f j l , x [ j L .......Լղ\ 4 «С*)’ 1

, совпадающий с вектором (Х і։к,Х з ։к, ...,Х к։к). Далее нужно получить к
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случайных величии, превышающих Хк։к, упорядочив которые, получим второй 
рекордный вектор. Обозначим его (Х ^ іу  Х ^ , Х ^ ) .

О пределение 1.1. Рекордные моменты с подтверждением Լ ^ ( ո ) ,  соответ­
ствующие им рекордные величины с подтверждением Х ц ^  ы рекорд)шс векто­

ра (Х к(і) >-^k(2)> пос™р°енные по последовательности ճ ւ ,ճ շ , . . . ,  опре­
деляются следующим образом:
Լ ^ Հ  1) =  к,
Х к(1) =  * М .
£ W (n) =  min{j : * յ-* + Ա  >
Х к"к) =  max{ ^ l i ^ 2i —.-Xi(*)(n)} = X Lik)(„)։L(k)(n),n = 2,3,

(■^fc(l)i -^fc(2)i ■Xfc(fc)) =  ( ^ № ) ( я ) - fc+l,b<*>(n)» •••>-^L(M(n),I.<*,)(n ))ira =  1 « 2 ) . . . .

Имеет место следующая теорема (см. [1]), дающая представление для рекорда 
с подтверждением из экспоненциального распределения.

Теорема 1.1. Пусть z f f ky ... -  обозначают рекорды с подтверждением, 
построенные по последовательности Z \, Z i , ... -  независимых случайных вели­
чин, с общей функцией распределения Н(х)  =  max{0,1 -  е֊х }, a ( Z $ ),2հ2)՝ 
..., Հ["Լ), ո = 1,2,... — соответствующие илі рекордные векторы. Тогда, для 
любого п =  1, 2,... имеют место соотношения:

( 4 ձ > 4 $ ) .  Հ ՞հ))  = ( I £  r?<fc+i +  Е  ^ fc+a + - + Ё  ***>
\  i= 0  <=0 է=1

^ ո - 1  յլ n —1 ո - 1  յ  ո - 1  ո  4

(1-1) z  £  ̂ fc+1 +  Г Т Т  £  ^ * + 2 +  -  +  Е  *&*• - ՛  fc £  +  -  +  Е  ) 1
1=0 і= 0  і= 1  і= 0  і= 1  /

(4(і)> ZS l ) ..... ZHk)) = (z (”<k) + Z ( n - l , k - l )  + ... + Z{n  -  1,1), Z(n, k)+
+Z(n, k — 1) +  ... +  Z(n  — 1,1),..., Z(n, k) +  Z(n, k — 1) +  ... +  Z(n,  1)), 

где r?i,r/շ,... -  последовательность независимых случайных величин, имеющих 
стандартное экспоненциальное распределение, a Z(n,k) ,  п  =  1,2,... k -е рекорд­
ные величины, построенные по той же последовательности Z \, Z i ,----

Отметим, что упомянутые в теореме 1.1 k-е рекордные величины определяют­
ся (см. [3]), вместе с к-ми рекордными моментами L{n,k),  следующим образом:

L(l, к) =  к, Լ(ո  +  1, к) =  min {j  > L(n, к ) : Zj > Z j - k j - 1} , n > l ,

Z(n,k) = 2’L(n,fc)-fc+i,L(n,fc). n  >  1.
Далее, известно, что вероятностное преобразование У =  F(X) ,  случайной ве­

личины X,  не меняет упорядоченности. Иными словами для любых к < п ,  имеет
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место Yk п =  F(Xk,n)- Хорошо известно, что для любой непрерывной функции 
р а сп р е д е л ен и я  F (i)  случайная величина Y  = F(X)  является равномерно распре­
деленной на [0,1]. Это преобразование также называют преобразованием Смир­
нова (см. [4]).

Следующие два известных представления (см. [5] и [6]), на которые мы будем 
ссылаться в дальнейшем, делают экспоненциальные рекорды мощным инстру­
ментом исследования рекордов.

Предложение 1.1. Пусть Z \tn < 2շ,ո 5- 5- Zn<n, п ՜  1|2>— экспонен­
циальные порядковые статистики, построенные по последовательности неза­
висимых случайных величин Zu Z2, ... с общей функцией распределения Н(х)  = 
max(0,1 -  е ՜* )  . Тогда для любого п  =  1,2,... справедливо соотношение:

(Zi,n, Z3,n, ...Zn,n) =  ( ^ ,  Դ  + ֊ z j , .... Դ  + ֊Z T i + -  +  * • )

где vi, ւտշ, ... — независимые одинаково распределенные случайные величины с той 
же функцией распределения Н(х).

Предложение 1.2. Пусть J f(l) < Х(2) < . . . ,  — рекордные величины\ соот­
ветствующие непрерывной функции распределения F{x), a Z{ 1) < Z(2) < . . .  — 
экспоненциальные рекордные величины, соответствующие стандартному экс­
поненциальному распределению. Тогда для произвольного п =  1 ,2 ,... имеет ме­
сто равенство по распределению

(Х(1), Х (2),. . . ,  X  (п)) = ( В Д і) ) ,  R{Z{ 2 ) ) ,. . . ,  R(Z(n))),  

где R(x) = G( 1 — е~х), u G{x) — обратная к функции распределения F(x).

Вопрос асимптотического поведения наибольшего значения Х П։П в выборке 
объема ո из распределения F(x) исследован довольно подробно многими авто­
рами (см. например [7]- [9]). Однако, здесь мы приведем результат, касающийся 
класса всех предельных распределений для Х„։П. Отметим, что случайная вели­
чина Х„։„ из произвольного распределения, даже после соответствующей нор­
мировки, вообще говоря, не всегда будет обладать предельным распределением. 
Однако, если F(x) таково, что такое предельное распределение существует, то 
оно должно относиться к одному из трех типов:

1 a /  °> если аг < о, а > О,
1. л і(я) =  լ  ехр(—1 ՜ “), если ւ  > О,

2. ЛЛаО =  I  ехР[~(—®)“]> ^  “  > 0 .
Լ 1, если X  > 0,

3. Л3(т) =  ехр(— ехр(-т)), -оо  < х  < оо.
Сказанное можно сформулировать в виде следующей теоремы (см. [9]).

1 Имеются ввиду обычные рекордные величины, (см. [2]).

94



Теорема 1.2. Класс предельных распределений для F n(anx + bn), где On > 0 и 
Ьп 6  R  — соответствующийі образом выбранные постоянные, содержит толь­
ко законы типов Л*(х), к =  1,2,3.

Аналог этого предельного распределения, полученный для рекордных вели­
чин, можно найти в работах [2] и [10].

Теорема 1.3. Пусть Х (  1) < Х (2) , . . .  рекордные величины из непрерывного рас­
пределения F(x). Д ля  того, чтобы при некотором выборе констант А(п) и В(п) 
существовала невырожденная предельная функция распределения

G(x) =  lim Р  {Х(п) — £(п) < хА(п)} ,n—foo
необходимо и достаточно, чтобы существовала предельная функция

^  Т(ХА(П) + В(П))_-_П' 
ո֊+օօ у/п

имеющая не менее двух точек роста, где Т (х ) =  — іп(1 — F(x)). При этом 
предельные функции G(x) и д(х) связаны соотношением G(х) =  Ф(д(х)), где 
Ф(х) — функция распределения стандартного нормального закона.

Теорема 1.4. Предельная функция д(х) может принадлежать только одному 
из следующих трех типов:

9 і { х )= х ,
2. gi(x) = 7 Іи(х), если х  > 0, 7  > 0 и ^շ(ւ) =  -оо, если х < 0.
3.дз(х) = —7 ln (-x ), 7 >  0 , если х  < 0 , и дз(х) =  оо, если х  > 0 .

2. П р е д е л ь н ы е  с о о т н о ш е н и я  д л я  р е к о р д о в  с  п о д т в е р ж д е н и е м

Пусть Z[^ly экспоненциальные рекорды с подтверждением, построеппые для 
некоторого фиксированного к = 1 ,2 ,... по последовательности Z \, Հշ, .... незави- 
симых случайных величин с общей функцией распределения Я(х) =  max {0,1 — е ՜* } , 
-о о  <  X  < оо.

Используя приведенную выше теорему 1.1, получим предельное распределе­
ние для при надлежащем выборе нормирующих и центрирующих посто­
янных. Из выражения (1.1) имеем:

Zk(l) =  Г Ѵік+і +  -j— [ 1Լ, ***+* + ❁❁' + J2 v ik ,
1=0 i=0 1=1

далее, сумму в правой части приводим к виду:

ПРЕДЕЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ РЕКОРДОВ С ПОДТВЕРЖДЕНИЕМ

„(п) Ճ Ѵі , Ѵ2 , , _ , , Ѵк+1 ,
Z k (*  -  T  +  Г— Г +  " • + » ? *  +  + - 7 —  +

Ѵк+2
(21) W ՜  к к - 1 к к - 1
'  ’  '  ..............................................................................Ѵ (п -1 )к + 1  . Ѵ (п -1 )к + 2  , ,

+  •*•+»»* +  ••• +  »• +  - і֊ — ---- +  + -‘ -+Ѵпк-
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Обозначим £г =  п̂ к— +  ’?1'՜է-ք±ձ +  *" +  Ѵгк- Очевидно, что случайные ве­
личины Հւ,Հշ__ ,£л будут независимыми и одинаково распределенными. Более
того, согласно предложению 1.1, они имеют то же распределение, что и макси­
мальные порядковые статистики Zfc.Jti 10 есть F((x) =  Р  {£і < х}  =  Н к{х).

Переписав равенство (2.1), получаем представление для экспоненциального 
рекорда с подтверждением =  ծ  + &  +  ••• +  £„- Найдем выражение для вто­
рого момента E tf .  Сперва рассмотрим математическое ожидание и дисперсию 
Հ-լ. Имеем

I—О t= l 1=0 »=1
отсюда, для второго момента получаем

E g  = Щ і + (ЕЬ)2 =  Е  ?  +  f c  7 )  •

Поскольку к фиксировано, следовательно E t f  < оо, и таким образом, к 
можем применить центральную предельную теорему для независимых одинако­
во распределенных случайных величин. Сформулируем полученный результат в 
виде теоремы.

Теорема 2.1. Пусть для некоторого фиксированного к =  1 ,2 ,. .. ;  — обо­
значает рекорд с подтверждением, построенный по последовательности Z\, .
независимых случайных величин, с общей функцией распределения Н(х) = 
max {0,1 — е~х} . Тогда, имеет место

<  X =  Ф(я).
Zkjk) ~  n  ( j  +  +  • • • +

\ j n  ( 1?  +  +  • • • +  ХУ

где Ф(х) — функция распределения стандартного нормального закона.

(2.2) lim Р  <
п-юо

Далее рассмотрим наиболее общий случай рекордов с подтверждением из 
произвольного распределения. Рассмотрим рекорд с подтверждением -X*"*), по­
строенный по последовательности ճ \ , ճ շ , . . .  независимых случайных величин с 
общей функцией распределения F(x). Из определения рекордов с подтвержде­
нием следует, что Х ц ц  =  -Мх.(*>(п)> где ....п последовательные макси-
мумы построенные по исходной выборке. Это значит, что последовательность 
-^k(k) > 1 ■ ■ • содержится в Мі, М3, . . .  в качестве подпоследовательности. Сле­
довательно множество предельных законов для случайных величин

( x ^ - b ( L W ( n ) ) \
^ a(LW(n)) )
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совпадает с множеством предельных законов для величин

( Мп -Ъ (п ) \
\  Հ ո )  ) '

которое, как известно (см. теорему 1.2), включает в себя только три вида рас­
пределений Л*(я), к =  1,2,3.

В частности, для максимальных порядковых статистик из стандартного экс­
поненциального распределения, при ո — ► оо, имеет место

Р  {Z„,n ֊  Inn < х} — ► A3(x) =  ехр(- ехр(-х)),

следовательно, согласно сказанному выше, к тому же самому предельному рас­
пределению Лз(х) будет стремиться распределение величины ( г Й « -lnZ ,W ( ո) ) .

С другой стороны, согласно теореме 1.3 при должном выборе центрирующих 
и нормирующих постоянных В(п) и յ4(ո),

ПРЕДЕЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ РЕКОРДОВ С ПОДТВЕРЖДЕНИЕМ

ճ(ո) х)
Ф(х).

Это значит, что предельные распределения рекордов с подтверждением при слу­
чайной и неслучайной нормировке не обязаны совпадать.

В связи с этим рассмотрим вопрос нахождения всех возможных предельных 
распределений случайных величин2

А(п)

при надлежащем выборе центрирующих (Б(п)) и нормирующих (ճ(ո)) констант.
Из преобразования Смирнова и предложения 1.2 следует равенство по распре­

делению

• • • . * $ > ) = (д ( 2 $ ) ) . я ( * ® ) ) ....... * ( * $ > ) ) .

где Д(х) =  G (1 -  е ՜1), G(x) — обратная функции распределения F(x).  Через 
Т(х)  обозначим обратную функции R(x).  Очевидно, что Т{х) = .— 1л(1 -  F(x)). 

Рассмотрим

(2.3)
1 я  J  =  р  ) <  А { п )х  +  B (n )  j  =

=  p { z $ ) <T (A (n)x  +  B(n))}

2При условии, что предельное распределение существует, так как вообще говоря, в зависи­
мости от исходного распределения F(x), предел может не существовать.
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(2.3) эквивалентно равенству

Г ֊  В Д  } „  f  -  пак 2"(А(п)х +  В(п)) ֊  па* }
м  р { - < і | = р { - д ~ < ------------ж ----------- / •

* —1 * —1
где а* =  £  т ^ ,  и Ьк = J2 fldbjr- Таким образом, мы доказали аналог теоре-

Վ—о і=0
мы 1.3 для рекордов с подтверждением. Из (2.2) и (2.4) вытекает следующий 
результат.

Теорема 2.2. . Д ля того, чтобы при некотором выборе констант А(п) и В(п), 
при п  —> ос существовала невырожденная предельная функция распределения

( Х § 1  -  В(п) }
(2.5) Q(z) =  I i m P j ----- ----------- < x L

необходимо и достаточно, чтобы существовала предельная функция
, . Т(А(п)х  +  В(п )) — па*

(2.6) »(«) -  Вт 5.

имеющая не менее двух точек роста. При этом пределы (2.5) и (2.6) связаны 
соотношением

<Չ(ւ) =  Ф(д(х)).

Оказывается, имеются лишь три (с точностью до линейных преобразований) 
возможности при выборе функции 5 (1 ).

Теорема 2.3. Предельная функция д(х) имеет один из следующих трех видов: 
1. ді(х) =  -оо, если х  < 0 и рі(г) =  ^^ р а іп д , а  > 0, если х  > 0.
<8- 9і(х) — - 1̂ * a l a ( - i ) ,  если х  < 0 и д?(х) =  оо, если х  > 0.
3-9з(х) =  ֊ ֊ оо < X < оо, где ак =  Ьк =

Доказательство. В силу монотонности функции р(і), достаточно рассматри­
вать только те значения х, где эта функция конечна. Для таких х, при ո — У оо 
имеем Т(хА(п) + В(п)) ~  п. Тогда

Цш тЬ(хА(п) + В{п)) + у/ша _ 1 + у/йк 
Ш  у/Ьк

Далее, поскольку

Т(хА(п)  +  В(п)) -  пак _ ТЪ(хА(п) +  В(п)) -Ւ у/паЦ
ѴпБк '/rib к

X ( т і И п ) + 5 ( п ) ) ֊ ^ ) ,
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получаем, что
ІІШ Т{хА[П)+Щп))-па,.

Ііш (T*(xA(n) +  В(п)) -  у/паі) = ------  -----=
(2.7) Ѵ

_  9{x)VUk 
1 +  %/5fc

Рассмотрим функцию

F(x) =  1 -  ехр(-Г*(х)) =  1 -  exp(—(— ln(l -  F(x)))*).

Нетрудно убедиться, что F(x) также является функцией распределения. Имеем 

1 -  F(xA(n) + В(п)) =  ехр(-Т& (хА(п) +  В(п))),

отсюда

(2.8) Г* (хА(п) +  В(п)) =  ֊  1п(1 -  F(xA(n) + В{п))).

Подставляя вьфажение (2.8) в (2.7), получаем равенство

ton ( ֊  In (—F(xA(n) +  5(n)) + 1) -  J n a i)  =  f ^ ֊ = ,  

которое можно переписать в виде

(2.9) tonexp(yna*) ( і  -  F(xA(n)  +  £ (ո ))) =  /і(х),

где

Возьмем, не умаляя общности, подпоследовательность п  =  n(m) =  , m ->  оо,
где через [х] обозначена целая часть числа х и обозначив

Л (т ) =  А{ 1п2т
), В (т )  =  Я(

1п2т
Лк ),а*

перепишем (2.9), в более удобной форме

(2.10) ton т (1 -  F(xA(m ) +  B(m))) = h(x).тп—էօօ

Обозначим h(x) =  exp(-Л(х)). (2.10) эквивалентно равенству 

„Jim [l -  (1 -  F(xA(m) + В (т )) ) ]Ш =  Л(х),

следовательно

(2.11) „Нчоо +  S(m)))J =  h(x).

Как уже отмечалось, функция F(x) является функцией распределения. Пусть 
Уі,У2і... - независимые случайные величины с общей функцией распределения

F(x) =  1 -  ехр(—(—1п(1 -  F(x)))b),
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и пусть, для некоторого фиксированного г =  1,2, . . . ,  M r =  max {Уі, 1շ , . . . ,  Уг} . 
В этом случае (2.11) означает, что при тп — ► оо

(2.12) Р { Мті ( т ) ( т ) < ; Г } ^ Л(і)‘

Напомним, что А(*) =  ехр . следовательно

* ( * > = ■ * ( - '« р ( ֊ ֊ § ) ) •

Отсюда, для функции д{х) получаем выражение

Из выражения (2.12) и теоремы 1.2 следует, что функция h(x) может быть только 
трех типов Лі, Ла и Лз, соответственно, и д(х) может принадлежать только трем 
типам ді, ցշ и дз, перечисленным в теореме. □

Из теорем 2.2 и 2.3 вытекает очевидное следствие.

Следствие 2.1. Множество всех предельных невырожденных функций рас­
пределения для центрированных и нормированных рекордов с подтверждением 
Ճհ Լ  состоит (с точностью до линейных преобразований) из функций вида 
Ф(д(х)), где д(х) определены в теореме 2.3.

A bstract. The asymptotic behavior of records with confirmation is considered and 
the corresponding limiting distributions are obtained.
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С И С Т Е М Ы  М Ю Н Т Ц А

А. К. ТАСЛАКЯН

Ереванский государственный университет 
E-mail: math&ysu.am

А н н о т а ц и я . Л . Шварцом получены оценки коэффициентов квазиполино­
мов по системе Мюнтца. В настоящей работе получены точечные оценки для 
обобщенных производных таких квазиполиномов на интервале [0,1].

M SC2010 num ber: 42С05.
К лю чевы е слова: Система Мюнтца; квазиполином; обобщенная производная; 
оценка Марковского типа.

1. П о с т а н о в к а  з а д а ч и  и  а п п а р а т  е е  р е ш е н и я  

Рассмотрим квазиполином из системы Мюнтца

(1.1) Р„(х) =  оо + a ix ^  -I------ Ւ апХ՜ 1" ,

где
0° 1 оо 1

(1.2) 0 =  70 < 7 1  < 72  <  ^  — =  +оо, Y l ~ 2  Հ +0°
ւ/=1 ՜ էս і/=1 Ч»

Л. Шварцем [1] получена неулучшаемая оценка для коэффициентов квазиполи­
номов (1.1) при условии

(1-3) ЦРпІІыод) < Мп.

Им же получены менее точные оценки при условии

ІІ-РпІІМОд) < Мп, 1 < р < -boo.

Для заданной функции tp(x), х  > 0 определим ее так называемые обобщенные 
производные (см. [3], стр. 4)

(1.4) ¥?f°l(z) =  <р(х), <рМ(х) = <р'(х),. . . ,  <plk+1l(x) =

<р<к>(х) = ч№ ( і ) . ! 1- ^ * ֊ * ,  * =  0 ,1 ,2 ,.. . ,  7-1 =  -1
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Из (1.1) и (1.4) следует, что коэффициенты ак, к =  0 ,1 ,.. .л , определяются так:
* -і

(1.5) о* =  Рп<к>( 0 + ) /П ( '№ - ^ ) .  * =  0 ,1 .2 ,...
рявО

(здесь и в дальнейшем мы считаем, что П ^ І  := !)• Значит, JI. Шварцем в 
[1] фактически были оценены сверху величины |P < fc> (0+) | , к =  0 ,1 ,... п. Воз­
никает естественный вопрос: оценить сверху |P < fc>(x)| в любой точке х  6 [0,1]. 
Для решения этой задачи метод Шварца не применим. Основным аппаратом 
и/у'ттдппиятгия рассматриваемого вопроса служит введенная в [4] система следу­
ющих квазиполиномов по системе Мюнтца, являющаяся обобщением системы 
полиномов Лежандра:

А. К. ТАСЛАКЯН

(1.6) ա - Փ Ա & Յ է .  « М .  * - * ♦ >
с  І/=0

где контур С- здесь и в аналогичных случаях в дальнейшем охватывает окрест­
ности полюсов подынтегральной функции (см. [4], стр. 8). В работе [4] доказано, 
что система функций {Хп(*)} ортонормальна на Լ 2[0,1].

Квазиполином (1.1) единственным образом представляется в виде суммы

Г
(1.7) Рп(х) =  ^ 2 СкХк(х), где Ск = Pn(t)xk(t)dt, к = 0 ,1 , . . .п,

к=о յ0

и согласно (1.4),

(1.8) .PM (z) =  f > * L ‘](aO. P ? >W  = ' £ c kx ? >(x), 0 < в < п.

Учитывая, что при условии (1.3)

=  И^п1Ьа(0,1) ^  -Мп, 

и применив к (1.8) неравенство Буняковского-Шварца, получим

(1.9) w f ^ w i s  ( е с ? )

Для оценки сверху |Р<,:>(х)| сначала заметим, что при х  е  [0,1],



к

х£ я>(х) =  Xу՛  +  1 [  . х  1 dz
Хк {Х)~ Х 2пі J  * ’ г - Հ  ’

ОЦЕНКА ПРОИЗВОДНЫХ КВАЗИПОЛИНОМОВ ...

Ь П (*  +  »  г " 7‘
и = а

при этом, Х*в>(0) =  1іпі)Хк*>(2:)- Согласно равенству Р. Лагранжа, имеем

к -1
П  (* -  Հ )( * ւ  ֊  7«) -

1^(7* +  7 f c )^ ----------------------=  [Дп,.(г,гі) -  Д о , , ( г , г і ) ] _  ,
П (*  +  7 ,) (* і+ 7 ,)  * Zl

где
Ո / /
П  (* ~  7 i/) (z i  — 7і») «-1

Дп,«(г,гі) =  ^ ----------------------, До,.(г,*і) =  Ц ( *  ՜  7*)(гі ՜  7*)-
П  (■г +  7^)(2і+7ѵ) "=ои=в

Следовательно,

г-2тг.(1.10) ОС’» := £ ІХ*<4>(Х)|2 = ̂ f  J Rn.sM— d̂zxdz
k~‘ C Ci

=  շh i  1 1 + Հ - Z  - * * * * ՝
Գ

где

««,.(*) =  —
П  (z  — 7« ~ Հ )

П  (z ՜  7« +  7*)|/=5
В контурных интегралах в (1.10) заменяя z на — z  и zi на — z\, иолучаем

* U * )  =

, f  П ( г  + У и + ъ )  , ,  П  (*і +  7^+7*)I и=0 ж *■ I ѵ=0(1.11) —  [  — ------- -------- I х—  /  —Ѵ } 2 n iJ  А ,  , Հ 2 n iJ  А
1С՛ П  (г -  7t/ +  7») Л,І‘с ' П  (*1 - 7 *  +  7а) 1 +  27л +  2 +  21

dz\dz,

u=a * i/=4
■>/ /о/где контуры С", С{ охватывают окрестности точек դս — у,, «/ =  а, а +  1 , . . . ,  ո .

2. О ц е н к а  с в е р х у  д л я  |ЭСп ,в(х ) | и  о с н о в н а я  т е о р е м а

Согласно (1.9) и (1.10) нам необходимо оценить сверху |3C„|4(z)|. Мы рассмот­
рим два случая: х  € [0, е-2] и ж € [е~2, 1]. Начнем с рассмотрения второго случая.
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Лемма 2.1. П р и х в  [ с ՜2, 1], справедливо неравенство

(2.1) >  +  7„)

Доказательство. Заметим, что функция /(х ) — :cl+2'r'- -̂n,»(-r) неотрицательна 
в монотонно возрастает на интервале [0, 1 ], так как

(2.2) (? '-+1Վ ձ է ) ) '  = * 7'  ^ 0՛ t e ( 0 i l l-

Поэтому ®1+a7, 3Ĉ i>(z) <  Ձ^,.(1). при X 6 [ е ՜2, 1], и .

(2.3) 3 ^ , ( * ) < e a(27*+ l) -K ji#(l).

Для оценки Օճ #(1) в первом представлении ЗС^4(х) в (1.10) сделав замену
/ '  լ  / 1  ___переменных z — z  — 5 и zi =  Zj — 5 , получим, что

, , П И 7 2 )  , г п ( * і + 7 ; )  -
(2.4) *».(*>  -  ±  I = 8 ---------- * - ֊  /  -

2,ГЧ  n r z --v*iJc  й ( ^ - т г )  Z7rV< n ( zi —iv ) ~ z ՜ * 1
v=a

-dz\dz

где 7І =  7* +  5 -
В качестве контуров С и С' соответственно возьмем |z| =  Д и |zj| =  2R, где

д = б Х > ; > з 7; .

Тогда,

П (^  +  7;)
и -0

ш * - т г ) Ѵ— Я *

Ո

П ( * + 7 ;)  
і/=о
ո
П

ս=«
П  (* ՜  7j)

<  (4Д)* П  —  +  7* 
_ѵ  ; И 2 Л ֊ 7 ;

Следовательно, согласно (2.3) и (2.4) будем иметь, что

ЭС®,.(1) < с1+2ле2̂ * +1)Д2*+М П|,(Д),

где
4 Л (д + 7 і) (2 Д + 7 ;)

_ Л 2д2+зд7; + 7;2 А л .  ед7; А
11 շ да _ здт*+ 7;а И  Լ շда — зд7̂ + •у*2)

( 6£ 2Д ֊ з Д 7; )  <ехр ( д £ %‘)  =е-
< ехр



ОЦЕНКА ПРОИЗВОДНЫХ КВАЗИПОЛИНОМОВ

Следовательно,

Յ Հ.(1) ^  свЛ25+1 exp (2(27,  +  1)) < с, ] Г (7„ +  Հ )
м=»

Лемма 2.1 доказана.

Оценим сверху 0СП:3(х) при х  6 [0,е֊а].

Л ем м а 2.2. Д ля  х  € [0,е~2] справедливо неравенство

|ЗСп,.(*)| < c,Rn ■ МПі,(Лп),

где

2 і+ 1

(2.5) Mn,s(Rn)=  max у* exp
Тг.<1/<Яп W s + 2 ) շ_, y2 + al

і/=*+1

a Rn определяется из соотношений:

(2.6) д і+ а >7п , R n > Y , ֊  Е  7 l ,+ 7 ՛ =  1, av = 'Հա — 7,.

Доказательство. Из (1.11) имеем

<.<«> - ̂  I яиФ-֊ J օս*.)*֊ щ—  „ *.*■
С С'

где

(2.7)
П (*  +  7«+7„)

П  С* +  7* — 7ѵ)

Так как X* (х) =  0(1) при а: -► 0, значит

^*ЭС2п, , ( х ) < Х : [ х Г >(х)]2 =  0(1) 
fc=»

и следовательно,

(2.8) х27,+1ЭС2ів(і)  =  о(1), при і - > 0 .

Интегрируя теперь (2.2) на (0,1), х  € (0,1), будем иметь

= j t * 1- ( 2 ^ / < 3 ; . . W ‘‘^ j  <*<

- < § & ( ш  J
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откуда,

* ”•'(*> 5 ж т т » ” “

Следовательно, при х  6 [0,1]

h  j

(2.9) Х „,.М h j S c + W  ПՀ i/=o «#+1 ‘՜

где
(2.10) i>p= 7 ^ + 7 .»  o „ = 7 v - 7 „  v  =  5 +  l , «  +  2 , . . . .

Таким образом, при z  e [0, e ՜2], вопрос оценки 3Cn,,(x) сводится к оценке правой 
части неравенства (2.9). Для этого выберем контур С (он охватывает окрестности 
точек 0, - о ,+ і , . . . ,  -On) следующим образом:

С = Ci(Rn) ( J  С2(Дп) ( J  U  с з(іС ) U

где 0 < г < , число Rn и Հ ,  определено в (17), =  сЛ^+а > а„, и

Сі(Лп) =  [- іЛ п .- іг іи ^ г .іЛ ,,] , г =  1 - е Ч ,

Са(Лп) =  С (|z | =  Rn, ֊ ֊  < argz < -щ ')  ,

(2.11) С^Дп) =  С (|z | =  Rn, <Ро < arg г < ,

С3( і £ )  =  С  ( г  =  շ բ Լ Ւ օ ո փ ,  -іро < ip <  <д,) ,

C4(r) =  С ^|z| =  r, I  <  argz < ^  ,

2-^ncosւթզ =  Д*, т.е. cos¥’0 =  ^ -  =  2֊ .

Пусть У (С) - значение модуля в (2.9). Начнем с оценки У(Сі). Заметим, что
<Ъ.

(2.12) У(Сі) <  ֊  /  П  |ж +  ծ„|ճՈւ,(*)է*“
/г и=1

г  +  7 і |dz|,

оде

(2.13)

Имеем

z +  ծ„ I

v=a+l
z  — аъ

* TT / Ѵ  +  ь П *  А  ( .



ОЦЕНКА ПРОИЗВОДНЫХ КВАЗИПОЛИНОМОВ ...

Для продолжения оценки разобьем промежуток (г, Ап] на две части (г, 7,) и 
(7«і Дп] • Для второго промежутка при у = Re z  6 [7*, Дп] имеем

Bn,Az) =  Д  Iz  + bv\
іл=1

7» + 1  + z + і )  у ՝  Ъ. + ъմ» т  դ) շ , շ
2

а для первого промежутка

Следовательно,
Дп 7» Яп

(2.14) У(Сі) < - |  А ,..(ж )*  = ֊ f  В,. ..(» )*  + — J  В п А SM* <
7*

<с?М п,,(Л„)Лп +  ^ Л п ех р [(7 , +  ֊ )  £  ,
լ  Հ  „ = » + і  **  յ

так как в интеграле по (г, 7,)  множитель |1пг| =  |1п(1 -  е_1^ ) |  < с R n. 
Заметим теперь, что согласно второму условию из (1.2) мы можем в (2.5)

I

заменить на ՜կ Հ ֆ , в результате чего получим:

Ъ + 7» _  у ՝  7u +  7u . ^  -  o-l) <
շ/2 + al  и=7+1 У2 + ̂  №  +  aWv2 + "i/=«+l i/=a+l

Տ6Խ + 1) E  н п гт + E  3r r 2l£'=-+ E  2h r r
Сделав такую же замену в последнем слагаемом в (2.14), с учетом (2.5), получим, 
что Y(C i) < R„ ■ М(п, а, Rn), где

(2.15) M (n,8 ,R n) = m a x iMn,,(Rn), exp (27* +  1) ^ 2  —  \  ,
I L *=.+1 Ъ ]  J

Перейдем к оценке У(Сг). Имеем

 ̂ / X т т  * + Ьи\ т т  RnCostp + iRnam tfi + bv I
^ м - П  "  П1 i/=a+le+1

Rn cosi/j +  iRn sinip -  av

=A ( 1+M )  '4 L?+,K
, ( л 2Rna„ cos

V  ~ я г + « г

2Rnbv cos<p\
+ Ъ  +  ъ і  J

X exp <
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где
» < « < > •R l + Հ

Поэтому для любого 6 >  0, при достаточно большом п имеем

t y
і/=л+1 к=1 УШ9+1 fc=l «'■a+l

RnCLu COSշ " 1  .. 2Rn4vcosip
< ~0- + 6) E  ^  =  շ ( 1 +  <5) E  Д2 +  a?. ’

i/=*+l u=»+l
Следовательно, при достаточно большом ո

(2.16) Afc,,(z) < exp

Г RrJ>v COS 4> , 2Rn<lv COS

 ̂ E .  1 $ Т ь Г  +  (1 +  <5)~ ^ ^Д£ +  а=
- j j < Co exp ĵ|C1 +  j j f l n c o s v ?X exp

ki/=»+l
где с, зависит только от з. Возвращаясь к оценке У(Са) будем иметь

?  '
(2.17) У(Са) < с, П  Iй " +  7  ̂֊7 ,1  /  е<1+* > ^ со*Ч:сл»со**’|Яп«^,

*՜=1 Հ
Так как х 6 (0, е ՜2) , то I я" “ *ѵ < е~2Д" со*ѵ’ и после замены <р= ք -  V», получим

У(<?2) < с .К +1 Г  е - * ^ < Ъ р  < с В ^ .
Jo

Аналогично оцениваются Y(C[) и У(С^) .
Оценим теперь У(Сз). Заметим, что при z 6 Сз и при достаточно большом ո

z +  ծ*п
^=*+1 z +  a„ 

< ехр

г т  2<  +  Ь  =  т т  Л  I К - а ѵ Հ
J i l  2І^  +  а- u i i l  V 2 К  + a J  

(7* +  7.) Е  ^  = е х Р [(7« +  7 * ) ^ ]  ^  с„

так как при 7„+і -  7„ > հ и уп < сп имеем, что ո =  0{1կ) и поэтому ո =  о(Л^) 
при ո -> оо. Следовательно,

Лм(*)“ П 
і/=*+1

Оценим величину

z +  6„
z  — av

z +  ЬЫ
z +  a„ п

ѵ =»+ 1

z +  a„
z  — av <с. П

і/=«+1

Z +  ЙІ,
Z  — Օւս

Հ յ տ -  П
к=«+1
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При z  € Сз, т.е. z =  2Rneiip cos<ք, будем иметь

4 ' ГГ Z'4Д" 0082 ^  +  4Д"а* сои2 у  +  g2 ^ * A  Л  +  о Л *
V  Ш 'п cos3 V -  cos2 Ifi + alj J I  х Ա - q J  *

ОЦЕНКА ПРОИЗВОДНЫХ КВАЗИПОЛИНОМОВ ...

где

Значит

AFtnau cos2 <а „ „ /
ai/ =  4 Д)2cos2у? +  a2 ’ 0 < * < * * •  2ЛпСОв^ =  Лп.

X ,, ( * )  =  exp ji Ё M l  +  a „ ) - l n ( l  +  a„)] j <
:«p(i t  է Վ^ւե)\  u=3+l i/=e+l *=1 /  ,i/=»+l ՝  .

Ho
4Я* a„ cos2 ip 4ЛІа„ cos2 uj a„

«у =  ТБ^----շ----I—շ < T E Jj-----շ--- =  ~БГ 0 ПРИ Ո -У ex.4 Я,2 cos2 V5 +  a j 4Л^2 cos2 yj
Следовательно, для любого S > 0 при достаточно большом п  будем иметь, что

П \֊t\<‘ѵ է * — fO+s) Ё
=>X 1 | /= է + 1  I 1/=л4.*/=«+!

4J?ngJ/ cos2 <p

(/=»+! 4Д̂ ,2 cos2 ys +  g2

< exp (l+<5i) 5Z  р2 ^ п 2'2Д" cos2y | < exp(2 /^cos2<p)

Учитывая, что |z*| < е 2Де* =  е 2'2Л" соа2ѵ,і будем иметь

У(С3) < ^  J П \z+bv\— - \ A n<a(z)\\xzdz\ < c(s) ̂  е“2Д" <"(2̂ со8<р)*Д̂,
откуда после замены і р = ^ —-ф получаем 

f
У(Сз)<с(з)  J е R" ։“n2v(2Rn s h u p )^ d ip  < с,Я'„а+1 J е ея ՝՝՝р3ip’dtp, 

о о

где в  = ֊z . Обозначив R n4>2 = гр, получим, что при достаточно большом п,

У(Сз) < с . ( К У +1 j =  օտ( Հ ) " +1- ^  =  օէ( Հ ) Փ .

Оценим наконец Y ( C i ) .

У(С4) = h i П Д "
ը  ւ/=1 ւ/=«+1
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Z — Ս ւ/=1 *»=*+! с'

где

с ;

z + Ьи 
z — а„

ո - /  . Հ z +  оо т т  * -г °ѵ
в „ . , «  =  П ( *  +  ь * ' ) ^ -  П  т ^ і ՝к=1 ѵ=я+1

Cr = c ( \ z \  = r, | < a r g z < | r r ) ,  C’r = С  (|*| =  r, < arg* < J )  . 

Имеем r  =  1 -  e ՜ ^ ,  (0 < r  < 7.+1 ֊  7«) , поэтому

У(С4) < с ,  [ п  ֊ І +  П ( г’1' +  Г) : П  (°‘' - - r ) <
U=*+l U «/=1 v=t+l

Так как av =  դս — 7*, НРИ достаточно малом г >  0 можем найти св > 0 так, что

/ ՛  1 \  ^ г* Հ ՜ ՝  1
( т ' . + т ' - ) Е ^ + 2г £  ^

.„ 1  № і/=а+1 '
Y(C t) < с, exp

Но мы имеем г =  1 — е ՜ 1̂ ՝ , поэтому 

У(Сі ) < с, exp < % + ■ » ■ ) £ £х/=1
Объединив оценки Y{C\), Y{Ci), Y[Cz), Y{C^) , при х  е  [0, е 2] получим
(2.18)

Я» ■ М п М ,  Д -+ \ ( Հ ) ^ ,  exp
՛ ! * + * & ] ) ՝

где МП։в(Яп) определено в (2.5). Нам следует определить - какие величины опре­
деляют шах в (2.18).

Легко заметить, что Л„МПіі(Дт,) > с,А£+1, кроме того, (Ք Լ)^1 =  сД^1+а)^ ՜  < 
сіД^+1. Заметим также, что Mn,e(Rn) мажорирует не только но также и

ехр
(7' + 7 в )§ 7 2 + Ѵ

поэтому |3 ^ ւՏ(ւ)| <  c3Rn ■ Mn<a(Rn)- Лемма 2.2 доказана. □

Из Лемм 2.1 и 2.2 вытекает следующая теорема.

Теорема 2.1. Если последовательность {*/*} удовлетворяет условиям (1.2), 
тогда

|Я„,4(а:)| < csM (n ,s ,R n ,x), х  €[0,1], в = 1 , 2 , . . . ,п  -  1,
110



где

M (n ,s ,R „ ,x ) =

ОЦЕНКА ПРОИЗВОДНЫХ КВАЗИПОЛИНОМОВ

Rn ■ Мп,в(Rn), X € [0, с ՜2], 
'+і

\ £ ыԱ=ւ
+  7 J * 6 [ е ՜2, 1),

Значит, если в M n,t(Rn) максимум получится при 0 < у < с < оо, тогда

RnMn,e(Rn) — Rn ՛ О exp

Теперь мы можем сформулировать основной результат настоящей работы.

Теорема 2.2. Пусть квазиполином Р„ определен в (1.1), (1.2), и ||Pn ||z,>(o,i) < 
М п. Тогда

(2.19) \Рпв>(.х)1 < caMn -M (n ,s ,R n ,x ),  ж е  [0,1], з =  l , 2 , . . . , n -  1.

Чтобы судить о степени точности оценки (2.21) заметим, что для квазиполи­
нома Хп (х ) имеем

І*<.>(0)| „  ^ ± 5  п  ը ( Հ + 7 і ) .
~п і/=։+1 '•'п '*> і/=0

1 . - 1 . )  տ ս  \ է ձ  1 .  )
я  при 0 < у < с 

(£^ І ՛
Поэтому в этом случае для малых х  оценка может оказаться хуже возможно 
ожидаемого на порядок Яп\/7п> где число Rn, например, при =  і/, ѵ = 1,2,. . . ,  
имеет порядок 0(п) , причем получаемая погрешность не зависит от з, если 
0 < з < зо «  п  . Следует еще учесть, что квазиполином х п(х) скорее всего не 
является экстремальным, порядок погрешности может быть и o(R„^y^) . Для 
больших X  е  [0,1] полученный здесь результат в случае обычных полиномов, 
имеет порядок ոշ(’+1), а между тем точный порядок есть п2,+1.
A b strac t. L. Schwartz has obtained estimates for coefficients of quasipolynomials 
from Muntz system. In this paper we obtain exact estimates for generalized derivatives 
of such quasipolynomials on the interval [0,1].
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which we cannot estimate by the initial energy as our system is not clearly dissipative In 
advance.
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1. I n t r o d u c t io n

In this paper we consider the following wave equation with a viscoelastic damping 
term:

(1.1)
utt =  ( l  +  a(t) ||Vu||j) Ди -  /о Հ է  -  s)Au[s)ds +  f ( t ,  x ), in  fi x R+  
u =  0, on Г X R+
u(x, 0) =  tto(i), Աէ(ւ, 0) =  u i(я), m Ո,

where П is a bounded domain in R" with smooth boundary Г =  9П; the functions 
uo(x)  and u i(x )  are given initial data; the (nonnegative) relaxation function h(t), the 
(non-negative) function o(t) and /(£, x)  will be specified later, and ||-||2 stands for the 
L2-norm.

The equation in (1.1) describes the motion of a viscoelastic body according to the 
Kirchhoff model (see [8,18]). The integral term in (1.1) represents the memory term 
or the dependence on the history and the kernel involved is the relaxation function.

Kirchhoff type problems (with different dissipations) and viscoelastic problems 
have been investigated independently by several authors during the last decades (see, 
e.g., [2-19]). A number of results on well-posednesa and asymptotic behavior of the 
solutions have been established. Among them only few papers deal with problems of
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the type (1.1). It should be noticed that the study of the problem of interest leads to 
some considerable new complications.

In the above cited papers were extensively used the boundedness of energy to 
estimate the quantities of interest. In our case, due to the presence of the forcing 
term f ( t ,x ) in the Kirchhoff problem, the derivative of the energy is not necessarily 
negative, and hence we cannot use the boundedness of the energy to estimate some 
terms like the one involving the coefficient of diffusion a(t) || Vu||j Au. Moreover, even 
without this forcing term, since the relaxation function h(t) generally is not non- 
increasing (see (17)), again we cannot use the boundedness of the energy to estimate 
the corresponding terms. In this paper we resolve this problem with the help of an 
inequality due to Airapetyan et al. [1]. Note that the well-posedness of the problem 
can be proved using the Faedo Galerkin method (see, [1,8,18]).

Theorem . Let (uo, щ ) 6  H 2 (Г2) Ո Hq(SI) x L2 (Sl) and h(t) be a nonnegative 
summable kernel. Then there exists a unique solution и of the problem (1.1) satisfying 
u 6  С  ([0, T]; # 2(Ո) Ո Щ Щ  and

u t& C  ([0,T];L2(n)) Ո Լ յ ([0 ,7 1 ;^ (Ո ))

for some T  >  0.
The paper is organized as follows: in Section 2 we prepare some material needed to 

prove the main results of the paper (equivalence of the classical and modified energy 
functionals and some lemmas). Section 3 is devoted to the statement and proof of our 
decay result. In Section 4 we present some simple examples illustrating our findings.

2. P r elim in a r ies

In this section we introduce different functionals we will work with, prove the 
equivalence of the classical and modified energy functionals, and state a useful identity 
and a lemma which constitutes the key tool in our contribution. We define the 
(classical) energy by

m  =  \  (||սէ||շ +  | |v u ||a2)  +  ^  ||V«||S, t  >  0

where ||.[|3 denotes the norm in L2(fi). It follows from the equation ( l ) i  that if a(t) 
is a differentiable function, then

•E'(i) =  [  Vtit [  h(t -  s)Vu(s)dsdx  +  ||Vu||o +  [  u t f ( t ,x ) d x , t> 0 .
Jn  Jo 4 Jn

Observe that

2 f  Vut /  h(t — s)Vu(s)dsdx =  f  (/i'DVu)<ii -  h(t) ||Ѵи||з —
Jn  Jo Jn
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where

- Ճ  Ա  (Ш Ѵ и )гіі- Q f  ft(e)da) ||Vu||“| ,

(Ш ѵ)(і) =  f  h { t -  8) |v(t) -  v(a) |2 ds, t >  0 .
Jo

Therefore, modifying E{t) to

m  =  կ |iiutiia +  ( i  -  j f  *<•)*) nv «lfi +  l|Vu|1’ +

we obtain, for t >  0

.  £ ' ( i )  =  §  / n ( f t ' Q V u ) d a :  -  ^  | | V u | | j  +  ^  Ц Ѵ и Ц а  +  f n u tf(t, x)dx
-  5 fn(h'OVu)dz  -  | |V u ||j +  ЦѴиЦз +  6 ||սէ||շ +  յ յ  | | / | | շ , <5 >  0.

These steps will be justified later. Clearly £'(t) is not necessarily negative at this stage, 
and this already eliminates several possible methods and techniques. We assume that 
the kernel is such that

r+OO
(2.2) 1 -  J  h(s)ds =: 1 -  k >  0 .

Next, we define the standard functionate: Фі(і) =  fn titudx,

» a(t) =  -  [  Щ [  h ( t -  a) (u(t) -  u(a)) dadx.
Jn  Jo

The next functional was introduced in [17]:

Фа( i ) =  [  I՝՛ Hy ( t֊ s ) \V u { s ) \2 dsdx,
Jn  Jo

where

(2.3) # 7(*) := 7 (<)-1  *(s)7 (s)de,

and 7 (t) will be determined later (see (H 3) below). The modified energy we will work 
with is given by

(2.4) £ (է ):= £ (է ) +  £ ^ Փ , ( է )

for some A* > 0 , i =  1, 2 ,3, to be determined.
The next result states that L(t) and £(i) +  Փ3(է) are equivalent.

Proposition  2.1. There exist constants pi >  0, i =  1,2, such that

P i i m + *з(і)] <  L it) <  р * т + փ3(է)]

for a l l t > 0  and small enough A*, t =  1, 2 .
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Proof. By Роіпсагб inequality we have

Փ ւ ( է )  =  Լ ս էԱ(ձ < \  | M l 3  +  ^ | | V u | | * i

where Cp is the Роіпсагё constant, and also

Փշ(է) <  \  ||սէ||շ +  Զ?-*Լ(հՕՀ7ս)է1ւ

where we have used the inequalities

So -  3) M*) -  «(*)) ds 
^ So V K i ~ s)^/h (t — s) (Վէ) -  u(a)) ds

Հ (So h (t -  s)ds) '  (So h (։  -  s) (u(*) -  u(e))2 ds) '  •
The last two estimates imply

щ  <  И 1 + Л1 + Ъ )  ІМ Й + Կ ( х -  So հ №  +  ^ գ )  llvullS
+  i  (1 +  A2CP«) Sn (hDVu)dx +  Л3Ф3 W.

On the other hand we have
2 L(t)  >  ( 1  -  A x  -  A 2 )  | խ է | | շ  +  ( 1  ֊  A 2 C P * )  fn(hOVu)dx 

+[1 -  *  -  AjCp] ||Vu ||2 +  2А3Ф3(і).

Therefore, pi[£(i) +  Фз(£)] <  L(t) <  /Յշ[£(£) +  Фз(4)] for some constants pi >  0, 
t =  1,2, and small enough A*, i =  1,2, such that Ai < m in {l, (1 -  k)/C p} and 
A2 <  min 1 -  A i | . Proposition 2.1 is proved.

We will need the following identity: for continuous functions h and v  defined on 
(0 , 00) and t  >  0 

(2-6) t

Վէ) Լ  Mէ -  s)v{s)ds = \ Ա օ K*)<bj Vя(է) + \ J Q Հ է ~  s)v2{s)ds -  і(Ш ѵ)(і).
The proof is straightforward.

The following lemma, which was proved in [1], plays a key role in the proofs of our 
results.

Lem m a 2.1. Let x(£), a(£), P(t) €  C[0,00). If there exists a positive function д(£) € 
(^{O, 00) such that

0 < Հ*) < գ  (xc> -  £ $ ) ,  m  < (*«) -  £ $ ) ,
then a nonnegative solution v(t) of the following inequality 

v'(t) < -x(t)v(t) + cr(£)w2(t) + թ(է) 

such that ц(0)ѵ{0) < 1, satisfies the inequality v(t) < ^y.

ON A NON-DISSIPATIVE KIRCHHOFF VISCOELASTIC PROBLEM
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3. A sy m pto tic  behavior

In this section we state and prove the main result of this paper. We first introduce 
some notation (see [11]). Let h and к be as in (1.1) and (2.2), respectively. We set 
, . izK aud for a measurable set A  С  R +, we define the probability measure h by

(3.1) h {A ):= ^ J ^ h (s )d s .

The flatness set and the flatness rate of h are defined by

(3.2) Qh : = { s 6 R + : /» ( s )> 0 andV (e) =  0 } 

and

(3.3) Ял := ^(Qh), 

respectively. Also, we define

Qht := {s €  R + : 0 <  s < t, h{t -  s) >  0 and h'(t -  s) =  0} ,

and let i .  >  0 be a number such that / 0*" h(a)ds =  Л, >  0 .
We impose the following assumptions on the kernel h(t).

(H I) h(t) >  0 for all t  >  0 and 0 <  к =  / 0+°° h(s)ds <  1.
(H2) h(t) is an absolutely continuous function such that h'(t) <  0 for almost all 

t >  0 .
(H 3) There exists a non-decreasing function դ(է) >  0 such that Վէ) := յ՚ԼՀ/՞քԼէ) 

is a decreasing function and / 0+о° հ(տ)դ{տ)(ե <  +oo.
(H4) The function a(i) is a continuously differentiable, and /  € L2(fi) is a continuous 

function in t.

Rem ark 3.1. Note that the assumption (H 3) is satisfied for a broad class of functions 
including polynomials and exponential functions. Moreover, we are considering kernels 
satisfying (H 2) and (H 3) just for simplicity. Our approach can be applied for other 
more general kernels as well. In particular, for occasionally increasing kernels (see
[17]).

Theorem  3.1. Let the hypotheses (Н 1 )-(Щ ) be satisfied, and let Я7 (0) <  
and Xh. <  1/4, where Hy (t) and are as in (2.3) and (3.3), respectively. If there 
exists a positive function fi(t) 6  C1 [0, oo) such that

ll/lla ^  ш  ( А ®  ~  ա )
where o'+ (t) := sup{0, a'(t)} and В is given in (3.20) below, then E {t) <  ՇխԼէ) for 
i  >  0 in the cases:
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(a) 1 іт (_юо r](t) =  fj փ 0 and A(t) —  A  =  p j 1 max{C2, Аз^} (Շշ is as in (3.19) 
and A3 will be chosen), or

(b) limt_»oo v{t) =  0 and A(t) =  Arj(t) =  p j 1 т а х { 1, A3}, t >  0 for some positive 
constant С provided that /i(0)L(0) <  1.

R em ark 3.2. The conditions imposed on and 0) may be relaxed with a trade­
off on 7 . Moreover, the existence of such a function թ is illustrated by some examples 
given in Section 4.
P roof o f  T heorem  3.1. A differentiation of Փւ(է) with respect to t  along trajectories 
of (1.1) gives

Фі(і) =  իէ\\1 ֊  ||Vti||* +  /  Vu Г  h{t -  s)Vu(s)dsdx  -  a(t) ||Vu||* +  [  u fdx  
Jn Jo Jn

and, by the identity (2.5), we obtain
(3.4)

• І Ю  <  I M I a  -  ( 1  -  f )  l | v « | | *  +  i  f ‘ h(t -  s )  I I 'Հ7վտ)\\1 ds -  §  Jn(hBVu)dx 
-a { t)  ЦѴиЦз +  JxCp ЦѴ11Ц2 +  £  \\f\\l , *  >  0.

For Փշ(ք) we have

Փշ(*) =  So H t -  s) (u(t) -  u{s)) dsdx

-  In u‘ [/0  հ'(։ -  s) (Ա(0  ՜  u(s )) ds +  ut J ‘ h(s)ds] dx
or

фз(*) =  - / n [ ( l -  /0 * W * )  л “ + So H *  ֊  S) (Д«(і) ֊  Д «М ) d s  
+a(i) ||Vu||j Au +  / ( t ,  z)] / 0‘ h{t -  s) (Վէ) - 1Հտ)) dsdx -  (/„* /i(s)c/a) IH I2

-  I n  u‘ So л'(* - 3) ("W ~ u(e))dsda:-
Therefore
(3.5)

փշ(օ  =  ( x -  So hw s) SnVu So w  - s ) (Vuw  -  VuW ) dsdx
+«(*) HVtxIll f n Vu /„‘ h(t -  s) (Vu(t) -  Vu(s)) dsdx

-  Sn /(*»*) So W  - 8) («(*) -  UM) d8dx -  ( So հ(*№ ) 11«է11շ 
+ Sn I Jo W  - * )  (VuW -  Vu(s)) ds| &  -  Sn So h'(* - s) (“(*) -  u(s))

Now т е  estimate the terms on the right-hand side of expression (3.5). We start with 
the second term, for which clearly we have

e(t) llVulla Sn  v «- So W  -  8) (VuW -  Vu(*))
< Գ  ||V«||5 [HVtxIll +  (/„* h(s)ds) / n (Anv«)d*]

<  ^  | | V « | | S  +  Գ  Ц Ѵ 11Ц »  (Soh(s)ds) fn(hDVu)dx

Հ  £ & £ ’ (*) +  =  i r ^ £ 2W-
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Next, for the third term on the right-hand side of (3.5) we have

Sn /(*. *) So Հ* -  s) (u W ՜
(3'7) <  ՏշՇ, (J* h(s)ds) / п(ШѴи)<*г +  £  | |/ | |* , S2 >  0.

Regarding the first term on the right-hand side of (3.5), for any measurable sets A  

and Q such that A  = R +\Q, we have

So V u /o Հ ։  ֊  a) (Vu(f) -  Vu(e)) dsdx
=  Jn Vu Լ ,  Հ *  ՜  a) (VuW -  VuM ) dsdx

(o o\ +  fn Vu f 0t h(t -  8) (V«(i) -  Vu(e)) dsdx
Հ ' 1 <  Sn Vu fAi Հ է  -  s) (Vu(t) -  Vu(s)) dsdx

+ (So, W  ֊  *)<k) W \ l  ֊  Sn V»Sq, Հէ -  s)Vu(s)dsdx, 

where we have adopted the notation: := Ъ Ո [0, t]. It is easy to see that for <53 >  0

Sn  Vu Sa , Հ է  - 8) (VuW -  VuM)
(3 9) <  *з ||V«||* +  £  / п / л , Л(* -  s) |Vtx(t) -  V u(s) |2 dsdx,

Sn Vu So, Հ է -  s)Vu(a)dsdx 
(3-10) < Հ (So, W  ֊  + Կ So, W  ֊  *) Вѵ«(»)Й*.
The inequalities (3.9) and (3.10) together with (3.8) imply 
(3.11)

Sn Vti / 0‘ h(t -  s) (Vu(t) -  Vu(a)) dsdx 
<  (*з +  f  So, Հ է  ֊  °)d*) llVtxIl* +  £  / n fAt h{t -  a) |Vu(i) -  Vu(e) |2 dsdx 

+ 5  Տօ, Հ է ֊ 3) UVuW lla^

where h is defined by formula (3.1).
Thus, it remains to estimate the last two terms on the right-hand side of (3.5). Fbr 

the next to the last term we have

Jn |/o Հ է  ֊ *) (V«(t) -  V«(S)) d* |2 dx 
(3 -1 2 )  <  (1  +  7 t ) K S n  Sa , Հ է  — 8) 1 ^ « (է )  -  V u ( s ) |2 dsdx

+ (1  +  St) ( f Qt h(t -  a)dsj Jn JQt h(t -  a) |Vu(i) -  Vu(s) |2 dsdx, S4 > 0.

Finally, the last term on the right-hand side of (3.5) is estimated for any <56 > 0 аз 
follows

Sn u* So h'(t -  s) (Հէ) -  “(»)) dsdx 
(313) <  Տ6 ||Աէ||շ +  (Si Ift'W I * )  /п(|Л'| □Vujdz

<  *  l l u t l l a  ֊  % h ( 0 )  f n ( h ' O V u ) d z .
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Taking into account (З.б)-(З.ІЗ), from (3.5), we obtain

<  (1 -  h,) [*3 +  § f Qt h(t -  3)de] ||Vu ||2 +  (J6 ֊  h .) \\щ\\1 

+S3CP ( /0‘ h(s)ds) fn (hDVu)dx +  ձ  ll/ll2 +  ^ £ 2(*)

(3.14) + * i1 +  +  Jr] In / a , h(t -  3) lVtiW -  V u (s ) |2 dadx
+ H 1 - b * ) f 0 th ( t ֊ a )  ||Vu(e)||2 d*

ON A NON-DISSIPATIVB KIRCHHOFF VISCOELASTIC PROBLEM

> Jq, "Vе ~  8) II v u w ll2 ' 
֊ і £ л(°) I n  Sa , л'(* - 3) lVu(*) -  Vu(s)l2

(3.16)

+(1 +  5հ) ( f Qt h(t -  s)ds)  f n f 0t h(t -  s) I Vu(i) -  V u(s) |2 dadx.

Further, a differentiation of Փ3 (t) yields
(3.15)

Փ'3(է) =  Я 7 (0) ||Vu ||2 +  f* Щ (і ֊  з) ||Vu(e) ||2 ds 
=  tf7 (0) || V u ||2 -  ; 0‘ ^ я 7(і ֊  s) ||Vu(s) ||2 ds -  t i  h(t -  s) ||Vu(S) ||2 ds
<  tf7 (0) ||Vu||j ֊  v(t) Я7(і -  s) ||Ѵи(з)|І2 ds ֊  f ‘ Հ է  -  s) ||VuOO||2 ds,

where we have used the fact that rj(t) := դ՚(է)/դ(է) is a non-increasing function. 
Taking into account the estimates (2.1), (3.4), (3.14) and (3.15), we can write

L'(t) <  կ fn(h'OVu)dx -  0) f„  fAt h'(t ֊  s) IVu(t) -  Vu(s) |2 dsdx

+  ֊  Aia (t)l ||Vu||j +  [S +  Ai +  №  ֊  h.)X2] ||ut ||2

+3 [г  +  +  & ]  11/11» +  Т Г = ^Л2£2(*) ՜  *зЧ(*)фз(*)

+  |Ai<5iCp +  A2 (1 — /1,)  <̂5з +  I  JQt h(t — e)dsj +  АзЯ7 (0) — A i(l — ?[) j  

X ЦѴиІІ* + ( Գ  +  -  Аз) / 0‘ հ(է -  տ) ||Ѵи(а)|І2 ds

+А2* [S2CP +  1 +  ^  +  £ ]  / п fAt Հ է  -  s) |Vu(t) -  V u(s) |2 dsdx 

AշճշՇր» +  (1 +  ^)A2 f Qt h(t — s)ds — j 

n f Qt Հ է  ֊  3) |Vu(t) -  V u(s) |2 dsdx.

Consider the following seta (see [11])

A n := { s  e R + : nh'(s) +  h(s) < 0} , n €  N ,

«աժ observe that

U ^ „  =  R +\{Q a U ^ } ,
Ո

where IN՜/, is the null set where h՛ is not defined and is as in (3.2).
Furthermore, denoting Q„ =  R +\A n, and taking into account that Qn+i С Qn for 

all n and f )n Q„ =  Q/, U we obtain 1ітп_юо Л(0„) =  Л(Ол). Define the sets

Ant ՛■= {s 6  R + : 0 <  տ <  t, n h \t  — a) +  h(t — s) <  0} , n € N .
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In  (3 .16), we take A  :=  Ant, Q “  Qnt and Ai =  (Л. - e )  A2 for some small enough 

e >  0, to obtain

+АзЯ7 (0) -  (Л. -  e) Aj(l -  f )} ЦѴиЦЗ +  [<5 +  (<5s ֊  e) Aa] |ЫІа
+  _  Аз) £  Л(і -  в) ||Ѵи(я)|І2 da

+  [Лак +  ՏշՇр +  +  £•) -  /п  /д„, Л(< -  в) |Vu(t) -  Vu(e) |2 dsdx

+A3 [s2Cpk  +  (1 +  St) fant h(t -  a)ds -  
X fn /a . ,  Հ է  -  s) |V«(t) ֊  Vu(e) |2 dsdx.

Noticing that ||Vu||j <  ^l^ja £2Wi w0 chose (5s =  e/2 , Аз =  ^  and Aj
satisfying Aa <  and

A ^ l  +  ^  +  i ^  +  l ^ - J U - C i ,  Ch >  0,

Լ՚Լէ) < -AM t)  II Vtt||i + *[* + + fc] П/ІІа + ^ (? Д іа(0£2(<)
—А з^(£ )Ф з(< ) +  Aa j ^ i C p  (Л* —  e)  +  (1  — Л ,)  +  §  / ^ nl Л(4 — s )d a ]

+Й^£ІЯ7(0) ֊  (Л* -  e) (1 -  f )}  ||V«||a +  [ S -  f  Aa] |M ?

+Aa ^аСрЛ +  (1 +  Տհ) /g n| h(t — s)ds — h*a~gj

x fn feu, -  e) lVuW -  VuWI2 dsdx -  Ci fn f Ant h(t -  в) |Vu(t) -  Vu(e) |2 dsdx.

For small enough e  and Տհ and large enough values of n and Ա ,  we have h(Qh) < 1 /4

(3.17)
L'(t) <i[i -^A(0)1 fn Խ  *'(* ֊  •) I -  VuWI2 *>dx

to get
(3.18)

and

(1 +  Л4)КЛ(0П) ֊ ^ ֊ І < 0 ,

implying

with p — j  | l  ] • Note that p <  1/ 2. For the remaining 1 — p  we require
that

і ^ Я 7 (0) < ( 1 - р ) ( / ц - £) ( l  -  I )  .
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This relation is satisfied for ff7 (0) < and sufficiently large է». Therefore, for 
small enough Si, i  =  1, 2,3  and 6 we obtain
(3.19)

L'(t) < - С 2Щ  +  +  \  [ i  +  ^  +  £ ]  I I / H 2 ֊  А з » ? ( і ) Ф з ( і ) ,

for t >  t ,  and some positive constant Օ շ.

(a) If limt-юо T](t) =  fj փ 0, then Tj(t) >  fj, and by Proposition 2.1 there exist 
C3 >  0 such that

(3.20) £'(<> < - О Д 0  +  Щ + Հ թ լՀ է )  +  i ( i  +  f +  | )  ll/H i. 

Applying Lemma 3.1 with

,.u \  _  n  _л.\ _  a+(*) +  4Aja(t) 1 / 1  . «А2 , A2 'Հ „
X(t) ֊  C3 , a[t) ֊  — % { 1 _ K)3 . « * )  =  4  U  +  7 Г  +  г Г J 11/1,2

we infer that E {t) <  C/fj.(t), t  >  0 for some positive constant C.
(b) If lim^oo T)(t) =  0, there exist t > t ,  such that ղ(է) <  Շ շ  for all t  >  t. Therefore

(3.21) m  <  - c . m m + + ֊  ( j + £ + £ )  

for some Շհ >  0. Taking x(t)  =  ՇձՎէ) we conclude that

E (t) <  C /n {t), t  >  0.

This completes the proof of Theorem 3.1.

m l

4. E xam ples

First, as it was mentioned above (see Remark 3.1), polynomials and exponential 
functions satisfy the assumption (H 3). Indeed, for 7 (I) =  (1 +  t)a , a  >  0, we have 
7]{t) =  7 /(t)/7(t) =  a ( l  +  f ) ՜1, and for 7 (t) =  eat, a  >  0, we find 7j[t) =  7/ (0/7(<) =  
a.

Next, we give two examples that illustrate both possible cases in Theorem 3.1. 
E xam ple 4.1. Let a Լէ) =  aaevi for some positive constants <to and v, which may 
result when a(i) =  aeui) and P(t) =  Poe~ul for some positive constant 0o- This 
situation can occur, for instance, if the function f ( t ,x ) is of the form д(х)е~%1. Then 
fi(t) =  /M)eui with no satisfying <r0 <  Դ Լ ճօ֊^)  and fa  <  з ^ ( х о - " ) .  where xo =  C3 

(see formula (3.20)). This is possible when v  <  xo and 4<roA) <  (xo — v)7- 
E xam ple 4.2. Assume that Շ\Վէ) — q(1 + 1 ) ՜1 (see (3.21)). This can occur if 7 (£) 
is of the form (1 +  t)“), a(t) <  cto(1 +  t)Ul and fi(t) =  /9o(i +  t)"2. For instance, 
this is the case when the functions a(t) and f( t ,  x) are of the form a (l +  t)"1 and
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Л (х )(1  + 1)”* /2 , r e s p e c tiv e ly , w i th  v \  + 1*1 <  —2 , Q >  2 (^1  +  1) a n d  16<toA> <  Q2 .

Then, there exists a constant С  such that //(£) C(1 4* £) with и ւ̂ լ +  1.
A c k n o w l e d g m e n t .  The author is grateful for the financial support and the facilities

provided by King Fahd University of Petroleum and Minerals.
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Abstract. The paper is devoted to a question of existence and multiplicity of solutions 
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1. I n t r o d u c t io n

Throughout the paper the following notation will be used. The letters N, Z and 
R  denote the sets of all natural, integer and real numbers, respectively; к will stand 
for a positive integer. For any a, b € Z we define Z(a) =  {a, a -f 1, • ■ •}, Z(a, b) =
{a, a + 1 , • • • , b} when a < 6. By Д we denote the forward difference operator defined 
by &Un =  Un+i -  Աո- Also, the symbol * will denote the transpose of a vector.

The second order forward-backward differential-difference equation

(1.1) c V '( t)  =  V '(u(t +  1) ֊  ti(t)) -  V'(u(t) -  u(i -  1)), t 6 R

has been studied extensively by many scholars. For example, Smets and Willem [26] 
have established the existence of solitary waves of (1.1).

1This project is supported by the Specialized Research Fund for the Doctoral Program of 
Higher Eduction of China (Grant No. 20114410110002), the National Natural Science Fbundatlon 
of China (Grant No. 11171078), the Natural Science Fbundatlon of Guangdong Province (Grant No. 
S2013010014460), the Science and Research Program of Hunan Provincial Science and Technology 
Department (Grant No. 2012FJ4109) and the Scientific Research Fund of Hunan Provincial 
Education Department (Grant No. 12C0170, 13C487).
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A generalization of (1.1) is the following equation

շ\ Su(t) =  f( t ,  u(t + 1), u(^)i u(t ~  D), t £ R>

where S stands for the Stunn-Liouville differential expression and /  € C(R 4,R ). 
The present paper considers the second order difference equation

where L  is the Jacobi operator defined by Lun =  OnԱո+ւ +  a„_iun_ i -f b„u„, an and 
bn are real-valued for each n 6 Z, /  6 C (R4, R), and a , 0, A  and В  are constants.

Observe that the equation (1.3) can be considered as a discrete analogue of (1.2), 
and the operator L leads to a symmetric matrix representation. Also, notice that the 
boundary value conditions in equation (1.4) include the following special cases: the 
Dirichlet boundary value conditions, the mixed boundary value conditions and the 
Neumann boundary value conditions:
(1.5) «о =  А, иь+ 2 = B\

(1.6) «о =  A, Диь+і =  -В;

(1.7) Дм0 =  A, иь+շ =  B\ and

(1.8) Дііа =  A, Диц-l =  В.

It is worthwhile to observe that the Jacobi operators appear in a variety of applications 
(see, e.g., [27], and references therein). They can be viewed as the discrete analogues of 
the Sturm-Liouville operators and their investigation has many similarities with that 
of Sturm-Liouville theory. It should be noted that there are a number of books devoted 
to the Sturm-Liouville operators, whereas there are only few on Jacobi operators. 
Moreover, there is a small number of researches available that cover some basic topics, 
such us positive solutions, periodic operators, boundary value problems, etc., which 
typically can be found in the books on Sturm-Liouville operators (see, e.g., [17]).

Without loss of generality, we can assume that a — 0 and b = к - 1 for some positive 
number k. Then the boundary value problem (BVP) (1.3) with (1.4) becomes

(1-3) LU n  — / (ті, Un ֊t_x, tin  1 u n - l )  I

with boundary value conditions

(1.4) Ua +  Cttie+l =  A, ltfr+2 +  Риь+1 =  B,

(1.9) Lun =  /(«> Un+1, Un, Un-l), Ո 6 Z(l,fc)

with boundary value conditions

, (1.10) uo +  orui =  A, Ufc+i +  /Зиіс =  B.
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The theory of nonlinear difference equations has been widely used to study discrete 
models appearing in many fields, such as computer science, economics, neural network, 
ecology, cybernetics, etc. Since the last decade, there has been much literature on 
qualitative properties of difference equations, those studies cover many of the branches 
of difference equations (see, e.g., [1, 8, 9,14-16, 18, 20, 22, 24, 25], and references 
therein).

In recent years, the boundary value problems for differential equations was studied 
extensively. By using various methods and techniques, such as the Schauder fixed 
point theorem, the cone theoretic fixed point theorem, the method of upper and 
lower solutions, coincidence degree theory, a series of results of nontrivial solutions 
for differential equations have been obtained in the literature (see, e.g., [2-6, 13, 28]. 
Notice that the critical point theory is also an important tool to deal with problems on 
differential equations (see [19, 23, 31]). Because of applications of difference equations 
in many areas (see [1, 8, 15, 16, 20, 25]), recently, some authors have gradually 
paid attention to applying critical point theory to deal with periodic and homoclinic 
solutions of discrete systems (see [7, 10-12, 29, 30, 32, 33]).

hi particular, using the critical point theory, Chen and Eang [7] have obtained a 
sufficient condition for the existence of periodic and subharmonic solutions of the 
following second-order p-Laplacian difference equation

Д (ipp(Au(n  -  1))) +  /(n , u(n +  1), tՀո), u(n -  1)) =  0, n 6 Z.

We also refer the reader to [29, 30] for the discrete boundary value problems. Notice 
that, however, all these topics do not concern with the Jacobi operators.

As far as we know results obtained in the literature for the (BVP) (1.9) with
(1.10) are very scarce. Since the function /  in (1.9) depends on un+i and un- i ,  the 
traditional methods of establishing the functional, developed in [10-12, 29, 30, 32, 
33], are inapplicable to our case. The present paper aims to fill this gap.

In this paper, motivated by the above arguments and results, we use the critical 
point theory and obtain sufficient conditions for the existence and multiplicity of the 
solutions of the BVP (1.9) with (1.10). The main idea is to transfer the question 
of existence of the solutions of the BVP (1.9) with (1.10) into that of the critical 
points of some functional. We also demonstrate the power of the critical point theory 
in the study of the existence of multiple solutions for boundary value problems for 
difference equations. For the basic concepts and results on variational methods, we 
refer the reader to [19,21,23,31].

Throughout the paper we suppose that В  =  0 and an < 0 for n  6 Z (l, k). The 
main results of the paper are the following theorems.
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Theorem  1.1. Assume that the following conditions are satisfied:

(L i) bi -  aa0 + a i > 0 , bk -  0 ak +  ak- i  > 0, b{ + о,- +  օ<_ւ > 0, 2 <  i < к -  1;

(Fi) there exists a functional F(n, ■) 6 ^ ( Z x  R 2, R)  with F{0, •) =  0 such that 
d F ( n - l,va,tg) +  d F i w i .j t )  ,=  /(n>WliV2jW3)t Ѵп e  z(ltJfe)? 

дѵ-չ Ob'2

(F3) there exist constants cj > 0, c, > 0 and 1 <  n  < 2 such that for any n e  Z{ 1, k),

(1.11) F(n,v i ,v2) <Ci (^Jv j + v jJ  +C2.

Then the В VP (1.9) with (1.10) possesses at least one solution.

Corollary 1.1. Assume that the conditions (Fi) and (Li) are satisfied. And, օեօ 

(F3) there exists a constant M0 > 0 such that for all (n,vi, v2) 6 Z(l ,k)  x R 7

XIA LIU, YUANBIAO ZHANG, HAIPING SHI. XIAOQING DENG

8 F(n, vu v i)
dvi < Mq,

дР(п,ѵі,ѵз)
дѵз < M 0.

Then the BVP (1.9) with (1.10) possesses at least one solution.

R em ark 1.1. Assumption (F3) implies that there exists a constant M i > 0 such that 
(F 3 ) |F(n,ui,V2)| < Mi +  M0(|vi| +  |սշ|), \/(ո,Սւ,սշ) € Z{l,k)  x Д 2.

Theorem  1.2. Assume that the conditions (Fi) and (F3 ) are satisfied. And, also

(Լ շ )ճ  =  0, 6i - a a o + a i  =  0, =  0, ծ< +  օ< +  օյ_ւ =  0, 2 < i < k —1;

(F4) F (n ,vւ,«շ) -+• +00 f o r n  6 Z{l,k) as y / v f + v $ -+ + 00.

Then the BVP (1.9) with (1.10) possesses at least one solution.

Theorem  1.3. Assume that the condition (Fi) is satisfied. And, also 

(F5) there exists a constant Ծ\ > 2 such that for any n  € Z(l, к),

(1.12) о < ո ք խ . ո , ո )  <  и ) ц  +  > я .

Then the BVP (1.9) with (1.10) possesses at least one solution.

R em ark 1.2. The condition (1.12) implies that there exist constants C3 > 0 and 
C4 > 0 such that

(1.13) F(n,vւ,սշ) >  c3 - C 4 , V n e Z ( l , k ) .

The next two theorems contain sufficient conditions ensuring at least two nontrivial 
solutions for BVP (1.9) with boundary value conditions (1.10).
Theorem  1.4. Assume that A  -  0, and the conditions (Li), (Fi) and (F6) are 
satisfied. And, also
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(Fe) there exists a functional F(n, •) 6 Cl ( Z x  R 2, R) such that

=  0, r  =  \ jv \  + v l , Vn € Z(l,  k).

Then the BVP (1.9) with (1.10) possesses at least two nontrivial solutions. 
T heorem  1.5. Assume that the conditions (Լ շ) and (F-լ) are satisfied. And, also 
(F7) there exist constants <5 > 0, r 2 6 (о, Amin) such that

F(n,t>ւ,«շ) <  T2 (wj +  v f ) , f o r n  € Z{l,k)  and w? +  Vj < б2; 

(F8) there exist constants p > 0, 7  > 0, a2 6 ( ^ տ|Աէ, + 00) such that

F(n, vi, v?) > օշ (uj +  v%) - 7 , f o r n €  Z( l ,k )  and vf  +  > p2,

where Amin and Amax are defined in formula (2.Հ).

Then the BVP (1.9) with (1.10) possesses at least two nontrivial solutions. 
R em ark  1.3. It follows from (Fe) that there exists a constant У  > 0 such that

(Fg) F(n, vi , v 2 ) >  օշ (vf + v%) -  7 V(n, vi, u2) 6 Z (l, к) x R 2.

2. Variational structure and some lemmas 

For a given r > 1, define the norm Ц • ||r on R fc as follows: for all и  6 R fc

N l r =  ( х > 1г)  •

Since ||u||r and ||u ||2 are equivalent, there exist constants ki, ki  such that > 
ki > 0, and

(2.1) Ы Ы |з < І М г < Ы Ы І а ,  V « 6 R *

Clearly, ||u|j =  |խ||շ. When к > 2, for the BVP (1.9) with (1.10), consider the 
functional J  on R fc defined as follows:

1 k(2.2) J(u) =  -  (Fu, u) +  (t?,u) -  ^ F ^ .u n + b i i r , ) ,
n=l

Vu =  (ui, «2, • • • , Ufc)* 6 R fc, Uo +  =  Հ  u*+i +  0Uk = B,  where

1 b i  — a a o 0 1 0  • 0 0  \ (  oqA  ^

a i Եշ ս շ  • 0 0 0

P  = ... ... ... . . . V = . . .

0 0 0  • ■ ьк - 1 a j t - i 0

Լ  0
0 0  • • a j t - i bk -  fio-k / V  а к В  У
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Clearly, J  £ C 1 (Rfc, R), and for any и =  {un}nez(i,fc) 6 R fc, by using the equalities 
ti0 +  atii =  A  and ttjt+i +  fa k  = B, one can easily compute the partial derivative:

= LUn — / ( n i **n+li **ni **«1—1)1 n   ̂ Z ( l,  )̂-

XIA LIU, YUANBIAO ZHANG, HAIPING SHI. XIAOQING DENG

is a solution of the BVP (1.9) with (1.10), where u0 =  A -  aui and uk+ 1  = В  ֊  0uk. 
Thus, the existence of solutions of the BVP (1.9) with (1.10) is reduced to that of the 
critical points of J  on R*. That is, the functional J  is just the variational framework 
of the BVP (1.9) with (1.10).
R em ark 2.1. The case к =  1 is trivial. For the case к = 2, P  has a different form, 
namely,

However, in this case, it is easy to complete the proofs of Theorems 1.1 -  1.5.

R em ark 2.2. It follows from (Լ շ) that Oisan eigenvalue o fP  and Հ =  ^ յ ( 1 ,1, • • • , 1)* e 
Ek is an eigenvector of P  corresponding to 0. Let Ai, Aa, • • • , A*_i be the other 
eigenvalues of P. Applying matrix theory, we infer that Xj > 0 for all j  6 Z(l,  к - 1).

(2.4) Amin =  min{A^|j e  Z(l, к -  1)} > 0, =  max{Aj|,7 6 Z (l, A: -  1)} > 0.

Denote W  =  {(սւ,էւշ,՛" ,***)* 6 R fc|**«i =  с, с 6 R , n 6 Z(1,A:)} and let V  be the 
direct orthogonal complement of R fc to W,  i.e., R* =  V  ® W.

Let E  be a real Banach space and let J  € Сг(Е, R), that is, J  is a continuously 
Fr6chet-differentiable functional defined on E.  We say that the functional J  satisfis 
the Palais-Smale (PS) condition (see [12]), if any sequence { u ^ }  с  E  for which 
{ J  ( u « )  } is bounded and J ' (uM) —► 0 as к —► oo possesses a convergent subsequence 
in E. Let Bp denote the open ball in E  about 0 of radius p and let dBp denote its 
boundary.

Lem m a 2.1 .(Saddle Point Theorem, [23]). Let E  be a real Banach space, E  = 
Ei © E?, where E \ փ {0} and is finite dimensional. Suppose that J  6 C 1 (E,R)  
satisfies the (PS) condition and also
(Л) there exist constants /x, p > 0 such that / |ѳ в ,п е , < /*І (^а) *Леге exists е 6 
Вр Ո Ei and a constant ы > ц  such that J |e+Sa >  w.
Then J  possesses a critical value с > ш given by

9un

Threfbre, и is a critical point of J  on R* if and only if {ит,}пІо — (**o> **i, **2, • • • , **k, **fc+i)

ծւ — gcclq 01 
ai 6շ — fia.2

Define
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where

Г =  {Л 6 С (Bp п Е \ , Е )  I /і|вв,пв, =  »<*} 
and id denotes the identity operator.

Lem m a 2.2. (Mountain Pass Lemma, [231). Let E  be a real Banach space and let 
J  e  C l (E, R) satisfy the (PS) condition. I f  J(0) =  0 and 
Ш  there exist constants p, a > 0 such that J\qb,  > a, and 
(Jt) there exists e 6 E \ B P such that J(e) < 0.
Then J  possesses a critical value c>  a given by

(2.5) с =  inf max J(g(s)),
»ег4б[о,і)

where

(2.6) Г =  {g 6 C([0,1], £?)lff(0) =  0, ®(1) =  e}.

Lem m a 2.3. (Linking Theorem, [23]). Let E  be a real Banach space, E  = Ei ©Քշ, 
where Ei is finite dimensional. Suppose tha tJ  € С*(Е, R) satisfies the (PS) condition 
and also
(Jb) there exist constants a > 0 and p > 0 such that J\oB„nE2 > a;
(Je) there exists an e 6 dB i Ո E j and a constant R o>  p such that J\eQ <  0, where 
Q =  (2?Ло Ո E i)  ® {re|0 < г < До}.
Then J  possesses a critical value с > a given by

с =  inf sup J(h(u)), her u£q

where Г =  {/i € C(Q,E) \ h\eq =  id} and id denotes the identity operator.

Lem m a 2.4. Assume that the conditions (Լշ), (Pi), (Fs) and (Բհ) are satisfied. 
Then the functional J  satisfies the (PS) condition.

Proof. Let «Ю g R fc and I 6  Z(l) be such that {J  (u ^ )}  is bounded and J' (u ^ )  —f
0 as I -¥ oo. Then there exists a positive constant М 2 such that | J  {u^) \  < М2 .

Let «М =  6 V  +  W.  Pbr I large enough, since

- | |u | |  <  { ֊ J '  ( u « )  ,u )  =  ֊  (P u (i),u )  +  /  ( " . Հ + ւ - ^ ՚ Հ - ւ )
n=l

in view of (Fi) and (F3 ), we can write



On the other hand, we have ( A ® , # )  =  (J*»®,»®) >  Amin |խ(0 ||2 ■ Therefore 
Ашь |խ(,,||2 < (2M0v ^  + 1) |խ ® ||. implying that {u<‘>} is bounded.

Next, we show that {u/(,)} is bounded. Since

M, > -J И = 4  (p^y>)+tF (».*&. »P) ■
'  n = l

=  ֊ ֊  /P u (‘\ u (l))+ 2 2  [f  (ո ,«Զ .1, Հ ° )  -  F  ( n , , էՀ°) ] + £  F  (n, tCn+ յ, to®) ,
71=1 Я=а1

we get

£ * • ( « ,« & > ,“ S’)
n=l

< м І + і  ( a , < v > ) + £  | f  ( ո , հ 1 „ հ ՚> )  -  f  (« ,« а , , „ » ) |
n=l

<  M j +  ̂ Ащах ||«® I1 

к 

n=l

< М а + І А ^  p ) | | 2+v/4A :-4^ +  ^ M o  | |v « | | ,

where Ѳ 6 (0,1). It is easy to see that j  £  F  j  is bounded.

It follows from (F4) that {w»W} is bounded. If otherwise, we assume that ||to® || -> 
+00 as I -+ oo. Since there exist z ^  6 R fc, / € N, such that щМ =  (*Ю, zP), • • • , *№)* e
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+ « Հ > ) Ո . Հ + 1  +  flUn+l.Wn0 +  0«ո°)
d v i "n+1 1 Ցէւշ

Ek, then

||«®|| = ^ £  |*виРJ ^ |*® f) = \/fc|z(<)| -> +00 as I -¥ 00

Since
F  (n w{l) wil)\  ֊  I  F (n ’ շ(0>*®) • when n  e  Z(l, A:),F ^ո,էսո+լ,էՕո j  ֊ լ  F  (n, —0zW,z®) , when n = fc

then F  -+ +00 as i —>• oo.

is contradicts the fact that |  X} F ^n ,u»^ .j,«4 ,,) |  is bounded. Lemma 2.4 is
ЧиоЯ r—1

. ..T*. ֊  • 00.
/• fc

This
proved. □

Lem m a 2.5. Assume that the conditions (Li), (Ft), (Fe) and (Fe) are satisfied.
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Then the functional J  satisfies the (PS) condition.

Proof. It follows from (Li) that P  is positive definite. We denote by Ai, A2, • • • , A* 
its eigenvalues, and define

(2.7) Amin =  min{Aj|j € Z(l,fc)} > 0, Amax =  max{Xj\j  6 Z(l,fc)} > 0.

Let uW 6 R fc and I 6 Z (l) be such that { J  (u ^ )}  is bounded and J'  (u ^ )  —> 0 
as / —► 00. Then there exists a positive constant М3 such that —М 3 <  J  (tx^) < 
М 3 , V/ € N. By (1.13), we have

- м .  <  j  („<«) =  i  ( f t ,w ,« r a )  _  („ ,« !»  „„<?)

BOUNDARY VALUE PROBLEMS OF SECOND ORDER ...

^  2^max
n=l

n= l

+  C4A:

< ||u(,)|  -Csfcf1 ||u(,)|  +  С4Л.

This implies

сз*Г ||«(l)|| 1 -  ^AmBX | |« « |  < Af3 +  dfc.

Since a i > 2, there exists a constant M4 > 0 such that

| | t i « | |< M 4l V /e N.

Therefore, {u ^ }  is bounded on R fc. As a consequence, {« ^}  possesses a convergent
subsequence in R fc. Thus the (PS) condition is satisfied. Lemma 2.5 is proved. □

Lem m a 2.6. Assume that the conditions (Լշ), (F\), (F7) and (Fe) are satisfied. 
Then the functional J  satisfies the (PS) condition.

Proof. Let uW 6 R fc, I 6 Z(l) be such that {J  (u ^ )}  is bounded and J ' (u ^ )  —► 0
. as / —¥ 00. Then there exists a positive constant M 5 such that | j  (u ^ ) | < M&. By

(Fg), for any € Ek and I 6 Z (l) we have

- i t .  < J  («<■>) -  i  ( p » « W ‘>) - & ( ո , Հ 1 „ Հ ° )
n=l

< Q A max-®տ)՚||ա(4|  + w < w -

Therefore,

( '
-  ІХиж)  ЦиЯЦ'^АГб +  ЛУ-2
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Since ծղ > 5>ա«, it is easy to see that {uw } is a bounded sequence in Ek. As a 
consequence, {u(,)} possesses a convergent subsequence in Ek, and the result follows. 

Lemma 2.6 is proved. □

3. P roofs o f th e  main results 

In this section, we prove our main results by using the critical point method.

P ro o f of T heorem  1.1. It follows from (Li) that the matrix P  is positive definite. 
Let Ai,A2, -- ՛  ,A* be the eigenvalues of P.  Applying matrix theory, we have Xj > 
0, j  = 1,2, ■ • • , Without loss of generality, we may assume that

0 < Ai < Aj < • • ■ <  A*.

Then for any u =  (ui, սշ, • • • , uk)* 6 R fc we have

J(u) > rA i||u ||2 -  |խ|| • |խ ||- c i ] T  ( ^ ս 2+ւ +  ս շ )  -  շշհ
n«l ' '

>  խ ի \ \ *  -  IMI • N 1  ֊  Cl £  [(1 +  Щ) • |խ|| +  ЦиІІГ ֊  cafc
n=*l

> ^ 1  Hull2 -  IMI • I N  -  C1*(2 +  І0 ІГ ІМ Г  -  cafe -► +oo as ||u|| -► + 00, 

which by (Fa) implies that J  is bounded from below. From this, we conclude that 
a (PS) sequence must be bounded in R*. This means that J(u) is coercive. By the 
continuity of J(u), there exists й  6 Ek such that J(U) =  со- Clearly, 6 is a critical 
point of J.  This completes the proof of Theorem 1.1. □

P ro o f o f T heorem  1.2. Observe first that by Lemma 2.4, J  satisfies the (PS) 
condition. Next, we verify the conditions (Jj) and Լմշ). Fbr any v e  V,  by (F£) we 
have

1 fc
~J(y)  =  ֊ շ  (Pv,v) +  $ > ( n l W „)

n= 1

1 fc 
^  — gAmlnlMI2 +  kMi + Mo ^  (|un+l| +  |un|)

n = l

< — зАтіпЦиЦ2 +  kM i +  y/4k — 4/9 +  ^ 2Mo||v|| ֊¥ —oo as ||t/|| —► +cx>, 
implying that the condition (Ji) is satisfied.

Next, for any w € W, w = (աւ,աշ, • • • ,wk)*, there exists г  6 R  such that 
wn =  2 for all n  € Z(l,fc). By (Բհ), there exists a constant До > 0 such that
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F{k, —fiz,z)  >  0 and F(j i,z , z)  > 0 for n  € Z(1 , k  -  1) and \z\ > Ro/y/i. Let 
Me =  min {^(n, z, z), F(fc, ~f)z, z)} and М -յ =  min{0, Me}. Then

F{k, - 0 z ,  z) > M7, F(n, z, z) > M7, V(n, z, z) e Z(l, к -  1) x R 2.

So, we have
к к- 1

- J ( w )  = ^ 2  F(n, wn+i ,w n) =  F(n, z, z) -f F(fc, - 0 z ,  z ) > fcM7, Ѵш € IV.
n = l  TJ=1

It can easily be seen that the functional — J  satisfies all the assumptions of Lemma 
2.1, and the result follows. Theorem 1.2 is proved. □

P ro o f of T heorem  1.3. Since the matrix P (see (2.3)) is symmetric, its eigenvalues 
(denoted by Aj,, Aa, • • • , A*) are real, and without loss of generality, we may assume 
that Ai < Aj < • • • < A*. Therefore, for any u =  (սւ,«շ, • • ■ , tifc)* 6 R fc, we have

+  C4 кJ (U) < 2A*||U||2 +  N | . M ֊ C 3 X : \ / սո+ւ +  ա2
n = l

^  ^fclM I2 +  INI ՛ IMI -  сз^Г1 ІМГ1 +  C4fc ֊» -0 0  as ||u|| -)• +oo.
Due to the continuity of J(u), the above inequality implies that there exist upper 
bounds of values of functional J.  Classical calculus shows that J  attains its maximal 
value at some point, which is just the critical point of J. Theorem 1.3 is proved. □

P ro o f of T heorem  1.4. First observe that by (Fe), for any e =  վ թ +Ղ) ̂ min, where 
Amin is defined in (2.7), there exists p > 0, such that

|F (n ,u i,va)| < ^ Amin (u? +  t£) ,Vn € Z(1 ,fc),

for y/v'l +  V՝2 < y/2p.
Next, for any u =  (սւ,սշ,••• ,Uk)* € R* and ||u|| < p, we have |u„| < p, n  6 

Z(l, A:), and for к > 2 we can write

J(u)  > շ Amin|lu l|2 — 4 Լթ  փ շ) ̂ min /Լ / (Un+1 +  u n)

> ի ա 1ո|խ||2 -  -Aminllull2 =  ІАт 1п||и||2.

Taking a =  jAminp2 > 0, we get J(u) > a > 0, Vu 6 8 B P. Observe also that there 
exist constants a > 0 and p > 0 such that J\dB„ > o. This implies that J  satisfies 
the condition (J 3) of the Mountain Pass Lemma.

Clearly we have J(O) =  0, and in order to exploit the Mountain Pass Lemma in 
critical point theory, we need to verify that the other conditions of the Mountain Pass
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Lemma are also satisfied. By Lemma 2.5, J  satisfies the (PS) condition. So it remains 
to verify the condition («/հ)-
Prom the proof of the (PS) condition it follows that J{u) <  £ ̂ max ІМІ9֊с з* Г  | | « r +  
c^k. Since ai > 2, we can choose u large enough to satisfy J(u) < 0. By the Mountain 
Pass Lemma, J  possesses a critical value с > a > 0, where с =  infh6r  sup,6[o,i] J(h(e))

Let tx £ R* be a critical point associated to the critical value с of J,  that is, 
J(ti) =  c. Using the arguments of the proof of (PS) condition, we infer that there 
exists й £ R* such that J(ti) =  Cm&x = maXjgjo,!] J(h(s)).

Clearly, й  /  0. If й Ф «, then the conclusion of Theorem 1.4 holds. Otherwise, 
й = tx, and с =  J(u) =  cm„  =  maxa6[0li] J(h(a)). This implies supugR), J(u) =  
infher 8up4e[o,i) Therefore, = maxee[0il) J(h(a)) for any h 6 Г.
By the continuity of J(/i(s)) with respect to a, J (0) =  0 and J(t<) <  0 imply that 
there exists s0 € (0,1) such that J(h(ao)) = Cm« .  Choose Ai, Л2 e  Г such that 
{Ai(в) I a € (0,1)} Ո {Ai(s) | a 6 (0,1)} is empty, then there exists si, a2 e  (0,1) 
such that J  (Ai (si)) =  J  (հշ (տշ)) =  Стах- Thus, we get two different critical points 
of J  on R* denoted by u 1 =  Ai ( s i) , u2 =  հշ (տշ). The above arguments imply that 
the BVP (1.9) with (1.10) possesses at least two nontrivial solutions. Theorem 1.4 is 
proved. □

P ro o f of T heorem  1.6. By Lemma 2.6, J  is bounded from above on E k- We define 
со =  БириеВ|і J(u). The arguments of the proof of Lemma 2.6 imply 1ітциц_»+00 J(u) = 
֊ 00. This means that — J(u) is coercive. By the continuity of J(u),  there exists й e Ek 
such that J(ti) =  co- Clearly, й is a critical point of J.

Next, we claim that cq > 0. Indeed, by (F7), for any t* £ V, ||u|| < p, we have

Taking а =  [|Amia ֊  (£2 +  2) ՜ոշ] p2, we have J(u) > a, Vu e  V  Ո dB„. Therefore, 
we have proved that there exist constants о > 0 and p > 0 such that J\aef r\v > o. 
This implies that J  satisfies the condition (J5) of the Linking Theorem.

Noting that Pu  =  0 for all u e  W,  we have

and Г =  {A £ ^([0, l] ,R fc) | A(0) — 0, A(l) й}.

Հ ո ) > կ ճ ^ խ ք - ^ յ : ( Հ + 1  + Հ )
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Thus, the critical point й  of J  corresponding to the critical value со is a nontrivial 
solution of the BVP (1.9) with (1.10).

It follows from Lemma 2.6 that J  satisfies the (PS) condition on Ek. Now we are 
going to verify the condition (Je).

We take e € dB\  Ո V, and for any z € W  and г € R  we set u =  re +  z. Then we 
have

1 k 
J (u) = շ (P(re +  z), re +  z) -  ^  F(n, ren+1 +  *n+i, re„ +  z,,)

71=  1

=  \  (p (re), re) -  ^ 2  {cr2 [(ren+i +  Zn+1)2 +  (re„ +  z„)2] -  V}
n = l

1 ^
< շ Amnxr2 -  <7շ ^ ( r e n +  zn ) 2 +  ky'

n = l

=  -  Օշ j  Г2 -  <7շ||շ||2 +  ky՛  <  ֊օ շ |խ ||2 +  ky ՛ .

Thus, there exists a positive constant R2 > 6  such that for any u 6 dQ, J(n) < 0, 
where Q =  [Br3 Ո W)  0  {?-e|0 < r  < Ri}.  By the Linking Theorem, J  possesses a 
critical value с > p > 0, where с =  inf/,gr  supu6Q J(h(u)) and Г =  {h € C(Q,Ek) | 
/i|aQ =  i d } .

Let й € E k be a critical point associated to the critical value с of J,  that is,
J(v) =  c. If й փ й, then the conclusion of Theorem 1.5 holds. Otherwise, й  =  й.
Then со =  J (й) =  J(iI) =  c, that is, sup J(u) =  inf sup J(h(u)). Choosing h =  id,

и ев* her иб 0
we have sup J(u) =  со- Since the choice of e 6 9Bi Ո V is arbitrary, we can take 

ueQ
—e e  дБ  1 Ո V. Similarly, there exists a positive number R 3 > a, such that for any 
и 6 dQi we have J(u) < 0, where Q\ =  (Вдз Ո W) Ѳ { -re |0  < r < Д3}.

Again applying Lemma 2.3, we conclude that J  possesses a critical value d  > p > 0, 
where Ժ =  inf/,eri supu6Ql J(/i(u)), and Гх =  {h 6 C(Qi ,Ek) \ =  td}.

If d  փ со, then the proof is finished. If d  =  со, then sup J(u) =  cq. Due to the
«eOi

inequalities J\qq < 0 and Jleq , <  0, J  attains its maximum at some points in the 

interiors of the sets Q and Q\. However, Q Ո Qi C W  and J(u) < 0 for any u € f f .  
Therefore, there exists a point u՛  € E k such that u' փ й and J(u') = Ժ = со- This 

completes the proof of Theorem 1.5. □
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4. E xamples

In this section we give two examples that illustrate our results obtained in Theorems 

1.4 and 1.5.

Exam ple 4.1. For n € Z(1 ,k) consider the BVP:

(4-1)
—ttyi+l -  “ n -1  +  3u„ =  (TiUn [v>(n) (էՀ+1 +  էՀ) ^  +  V>(n -  1) (u* +  U2_ a) ^  j

with boundary value conditions

(4.2) uo +  ctu 1 =  0, Uk+l + Pvk =  0,

where ai > 2, a  > - 2  and թ > -2 , <fi(s){a e  R) is continuously differentiable and 
tp(n) > 0 with (/?(0) =  0. It is easy to check that all the conditions of Theorem 1.4 
are satisfied, and hence the BVP (4.1) with (4.2) possesses at least two nontrivial 
solutions.

Exam ple 4.2. For n € Z(l, k) consider the BVP:
(4.3)

- 6 u n+i  -  6 u n _ շ +  12u„ =  բ .Ա ո [ n 2 ( Հ + 1  +  Հ )  * 1 +  («  -  l ) 2 ( Հ  +  Հ - ւ )  *  X]

with boundary value conditions

(4.4) «о +  atii =  0, Uit+i +  fiuk = 0,

where /x > 2, а  =  fi =  —1. It is easy to verify that all conditions of Theorem 1.5 
are satisfied, and hence the BVP (4.3) with (4.4) possesses at least two nontrivial 
solutions.
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