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А н н о т а ц и я .  Доказывается, что если допустимая последовательность 7  силь­
но регулярная или кваэидвоичная и слабо регулярная, то оператор Пэли по 
соответствующей общей системе Франклина имеет слабый тип (1 ,1). Приво­
дятся примеры общих систем Франклина с некоторыми свойствами.

M SC 2010  num ber: 42С15; 42С25.
К лю чевы е слова: Общая система Франклина; оператор Пэли.

1. В в е д е н и е

О пределение 1.1. Последовательность (разбиение) 7  =  {£„ : ո > 0} называ­

ется допустимой, если <0 == 0, է\ =  1, կ  € (0; 1), ո  >  2 ,7  всюду плотно в [0; 1] 
и каждая тонка է 6  (0; 1) встречается в 7  не более нем два раза.

Пусть 7  =  {է„ : ո > 0} допустимая последовательность. Для ո > 2 обозначим 

Յ՜ո =  {іі : 0 < і < ո}. Пусть 7Г„ получается из Т„ неубывающей перестановкой: 
7Г„ =  {т" : т" < т?+1,0 < і < п -  1}, 7г„ =  Т„. Через 5„ обозначим простран­
ство функций определенных на [0; 1], которые непрерывны слева, линейны на 

(тГ'>г!+і) и непрерывны в т?\ если т?_г < т? < т?+1. Очевидно, что dimSn =  п + 1  

и 5„_ 1 С 5„. Поэтому существует единственная функция /  6  5„, которая ор­
тогональна S n -i, ||/ ||2  =  1 и f(t„ ) > 0. Эту функцию называют ո-ой функцией 
Франклина, соответствующей разбиению 7.

О пределение 1 .2 . Общая система Франклина { fn{x) : п  > 0} соответству­

ющая разбиению 7  определяется по правилу /о(х) =  1, / і  (х) =  \/3(2х — 1) и 
для п  > 2 функция f n{x) есть п-ая функция Франклина, соответствующая 
разбиению 7.
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Начиная с работы [1] исследуется общая система Франклина. В [1] доказано, 
что если ряд £Г=о anf n{x) является рядом Фурье интегрируемой функции / ,  то

где Sn(x) =  °kfk{x) частичная сумма ряда Фурье, а М ( / , і )  максимальная

ф и кция Харди-Литлвуда функции / .
Далее в работах [2]-[8] исследованы свойства общей системы Франклина в 

зависимости от свойств разбиения Т. Приведем необходимые определения.

Определение 1.3. Последовательность 7  называется квазидвоичной, если էշ*+ւ < 

քյ*+շ <  ••• < ս между двумя соседними точками из {*„ : 0 < ո < 2*} нахо­
дится по одной точке из {tn :2k < п <  2fc+1}.

Когда последовательность 7  квазидвоичная, для ո =  2k +  v, v =  1,2, ...,2*, 

обозначим [я] =  k и назовем рангом числа п.

Определение 1.4. Последовательность 7  называется сильно регулярной, если 
существует постоянная 7  > 1, такая что

7 ՜ 1 < f f i1 ՜ Տ  < 7, для п = 2,3.....  і =  1 ,2 ,...,п - 1 .
Ті ~ Ті-1

Если в последовательности іг„ точкой էո является точка г", то обозначаются 
է ՜  =  TjLj и i+ =  гД.і . Иними словами для фиксированного ո через £~ и 4+ 
обозначаются ближайшие к 4„ точки из Т„_і, соответственно, слева и справа. 
Интервалы (і~; и (4„; 4+) назовем смежными.

Определение 1 .6 . Последовательность 7  называется слабо регулярной, если 
существует постоянная 7 > 1, такая что

7 ՜ 1 < ՜ 2— ~  < 7) <?ля ո =  2,3,....
“  иг

Иными словами последовательность 7  слабо регулярна, если отношение длин 
смежных интервалов снизу и сверху ограничен числами 1 / 7  « 7 .

Отметим, что если последовательность 7  двоичная, т.е. կ  =  ffi+i1, где ո =
2k +т , 1 < m < 2*, А: =  0 ,1, 2,..., то соответствующая система Франклина есть 
классическая система Франклина [9].

Г. Г. ГЕВОРКЯН
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О РЯДАХ ПО ОБЩЕЙ СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА

Классическая система Фрапклина исследовалась мпогими авторами. Подроб­
ный обзор этих результатов можно найти в работе [10]. Мы приведем только те, 
которые непосредственно касаются рассмотренных здесь вопросов.

Мажоранту частных сумм и функцию Пзли ряда anfn(x) обозначим,
соответственно, через

_  і
Р(х)S '(x )  =  sup

If -  ( s - H  ■

N
У՜! anfn(x )
n=0

Каждой интегрируемой функции /  сопоставляя мажоранту частных сумм и 
функцию Пэли ее ряда Фурье-Франклина, получим два оператора S * f  и PJ  
действующие в пространстве Li[0; 1], т.е. когда а„ =  а„ (/)  =  f*  f ( x ) f n(x)dx, то

5 * /( і)  =  sup
N

N
£ а „  (/)/„(* )
ո=0

Pf(*)= f E « n ( / ) / n ( x ) V .
\ո = 0  /

С. 6 . Бочкаревым [11] доказало, что классическая система Франклина является 
безусловным базисом в пространстве Lp[0; 1], 1 < р < оо. Для этого он доказал, 
что в случае классической системы Франклина оператор Пэли имеет слабый тип

С М ).
Говорят, что оператор Т  имеет сильный тип (р;р) если существует такая по­

стоянная Мр, что для любой функции /  е Lp[0; 1] выполняется

\\Tf\\p < Mp\\f\\p.

А если для любых /  6 Lv и А > 0 выполняется

М{ х б [ 0 ; 1 ] : | Г / ( х ) | > А } < ^ | | Л и ,

то говорят, что оператор Т  имеет слабый тип (р;р). Очевидно, что если оператор 

Т  имеет сильный тип (р;р), то он имеет также слабый тип (р;р). В силу известной 

теоремы Марцинкевича, если сублинейный оператор Т  имеет слабый тип (рі;рг) 
и (рг;р2),где р і < ?շ, то этот оператор имеет сильный тип (р;р), для каждого 

р е  (рі;рз).
В работе [2] доказано, что если последовательность 7  квазидвоичная и сла­

бо регулярная, то соответствующая ей общая система Франклина является без­
условным базисом в пространствах Lp[0; 1], 1 < р < оо. Затем безусловная базис- 

пость общей системы Фрапклипа в пространствах Lp[0; 1], 1 < р < оо, при более 
слабом предположении чем слабая регулярность (при условии квазидвоичности)



последовательности 7  была доказана в работе [4]. И наконец в работе [о] бы­
ла доказана безусловная базисность обшей системы Франклина в пространствах 
і р[0; 1], 1 < р < ос, для любой допустимой последовательности 7. При этом в 
работах [2], [4], [5] не доказывалось, что оператор P f  имеет слабый тип (1; 1). 
Недавно, в работе [12] было доказано, что если последовательность 7  квазидна- 
дпческая и сильно регулярная, то оператор Пэлп по соответствующей общей 
системе Франклина имеет слабый тип (1; 1). В настоящей работе доказываются 

следующие теоремы.
•

Теорема 1.1. Пусть последовательность 7  квазидвоична и слабо регулярна 
с параметром 7 , а {/п(х)}^=о соответствующая ей общая система Фpan м и ­
на. Тогда оператор Пэли по системе { /п(х)} ^ .0 имеет слабый тип (1; 1), т.е. 
существует постоянная М7, такая что для любого }  € 1<і[0; 1] имеет место

ц  I *  6  [0; 1]: ( յ է օ ? ո Ա ) ճ ^  > A j  < для любого А > 0.

Теорема 1.2. Пусть последовательность 7  сильно регулярна, a {/n(x)}^L0 со­
ответствующая ей общая система Франклина. Тогда оператор Пэли по систе­

ме {fn(x)}%Lo имеет слабый тип (1; 1).

Для классической системы Франклина известно (см. [14]-[18]), что S '(x )  g 
Z-p[0; 1], 0 < р < оо, тогда и только тогда, когда Р(х) € Lp[0; 1]. В работе [2] 
доказано, что аналогичное утверждение верно также в случае когда общая си­

стема Франклина {/n(z)}£L0 соответствует некоторому сильно регулярному и 
квазидвоичному разбиению Т.

В работе [20] доказано, что при любой последовательности 7  из Р(х) 6 Li[0; 1] 
следует S*(x) 6 Za[0; 1]. Об,обратном утверждении, т.е. что из S*(x) 6 Z-i[0;l] 
следует Р(х) 6  £ լ[0; 1], известно, что оно верно при сильно регулярной последо­
вательности 7  (см. [20]). Для других допустимых разбиений не известно следует 
ли из 5*(х) е  £і[0; 1], что Р(х) € Լյ[0; 1].

В работе М. П. Погосяна [3] доказано, что если последовательность 7  квази- 
двоична и сильно регулярна, а {/п(г)}^і0 соответствующая ей общая система 
Франклина, тогда ряд Onfn{x) на множестве Е  почти всюду (п.в.) сходит- 
ся, тогда и только тогда, когда Е ^= 0°п/п(*) < +оо п.в. на Е. Ранее в работе

Г. Г. ГЕВОРКЯН



О РЯДАХ ПО ОБЩЕЙ СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА

[13] аналогичная теорема была доказана для классической системы Франклина. 
В последнем разделе приводится пример сильно регулярной носледовательности 

7  такой, что если { /ո(®)}^=օ соответствующая ей общая система Франклина, то 
существует ряд J2^L0an/n(x), который п.в. расходится, но anfn(x ) < +00 

п.в. на [0; 1]. Приводится также пример квазидвоичной последовательности 7  с 
аналогичным свойством. Тем самим указывается на важность одновременного 
требования сильной регулярности и квазидвоичности последовательности 7  в 
теореме М. П. Погосяна.
Введем следующие обозначения.
Через С ,С і,С у ,..., обозначаются постоянные, зависящие только от своих ин­
дексов. Значения этих постоянных в разных формулах могут быть разными. 
Длину отрезка I  обозначим через |J|. p(t, I)  -  расстояние между точкой է и 
интервалом I, и вообще р{А, В) -  расстояние между множествами А я В, т.е. 

р(А, В) =  Ы Х&А,Ѵ£В \х ֊  у\.
Через <Լո(է) обозначим количество точек из Т„, которые находятся между точка­
ми կ  и է. А  через dn(A) обозначим количество точек из Тп, которые находятся 
между точкой tn и множеством А.

Запись а ~  Ь означает, что существуют положительные постоянные с и С, такие 
что с ■ а < b < С ■ а, а запись о ~ 7 ծ означает, что эти постоянные зависят от 7 . 

Через х а ( х )  обозначается характеристическая функция множества А, а через 
ц(А) -  лебегова мера множества А, Аг -  дополнение множества А.

2. Д о к а з а т е л ь с т в о  о с н о в н ы х  л е м м

Л ем м а 2 .1 . Д ля  любого Ѳ € (0; 1) существует Се > 0 такая, что для любых 
сг, > 0 выполняется неравенство:

Доказательство. Очевидно



Г. Г. ГЕВОРКЯН

= £ w ( £ ° ՝ n- iM n- k' )
j.fc-1 \n = l  '

Нетрудно заметить, что

£  flin-ii+|n-fci < լ -  flin-ji < շ £  0" = у-гё '
п=1 п=1 п=0

Следовательно, вместе с (2.1) получим

I < С е ± ^ к = Св ( ± с ]
п=1 \ 3=1 /  J,k=l ѵ =1 /

Семейство интервалов линейности первых п+1 функций {/к(зО}£=о обозначим 
через Зп. Ясно, что интервалы семейства Зп получаются разбиением отрезка [0; 1] 

точками Т„. Обозначим также 0 ֊  Un>i ^п-

Л емм а 2.2. Пусть последовательность Т сильно регулярная с параметром 7 

и интервалы І ,І \  с общим концом а  принадлежат некоторому 3Пі. Тогда, если 

հ  € Յո», А: =  l,...,m , различные интервалы, с общим концом a, Ik С /ь_і и
I  £ Jn™, тотп< С7.

Доказательство. Из условий леммы следует, что

і?” і s  т + т ! 1” ՜ ’ ! s  " ՛ s  ( т + т ) ” ՜ 1 i * i ’

- | / | < | / m | И | / i |  <  7 | І | .

Поэтому

-
Отсюда ( т +  1) Ь 7  > ( т  -  1) 1п(7 +  1) или m ln(l + 7 ՜ 1) < 1п(7 2 +  7 ). □

В исследованиях общей системы Франклина важную роль играют интерва­
лы Jn и Д„ связанные с функцией / п. Для определения этих интервалов на­
помним, что при определении слабой регулярности мы определили точки է ՜  и

> <п как ближайшие к էո точки из Тп_і, соответственно, слева и справа. Тогда
8



обозначим через Д„ интервал (i~;t+). Известно, что функция |/„(г)| достигаг 
ет наибольшего значения на [(“ ;<+]. Поэтому интервал Д п называют интервал 
лом пика функции / п. Определим еще точки է ՜ ՜  и і++ как точки из Т„_і, со­
ответственно, ближайшие к է ՜  слева и к է+ справа. Тогда, если tn =  т", то

О РЯДАХ ПО ОБЩЕЙ СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА

[т";гД.2] тот, который имеет наименьшую длину обозначим Ր  = [т"; т,"+2]. Ин­
тервал Jn один из интервалов [т/2; г " +1] и К” +1;т<" +2] с условием, что |J„ | =

Очевидно, что если последовательность слабо регулярна, то | Jn\ ~ 7 |Д„|. Поэто­
му, ради удобства, в оценках полученных в работах [2], [5] для функций /„  мы 
можем Jn заменить на Д„.

Приведем нужные нам оценки. Обозначим А” =  т" — тД.г. Тогда выполняются 
(см. [2] стр. 12)

когда т” > tn.

В работах [2] и [5] из неравенств (2.2), (2.3) выведены некоторые следствия. 
Во первых, существует такая постоянная С7, что для всех ո

где <5 любой интервал линейности функции /„ , а д  здесь и далее равно Далее

(2.4) |/п(х)| < |Ап|і когда X е  Տ,
|Д П| +  Р(5,Д„) +  |*|

І/п(т"_!)| < 9І/п(т")| когда t f  < կ ,

(2.5) |/п(тД.!)| < <7І/п(т")| когда т?1 > կ .

Д тя любого р 6  [1; оо) и некоторго е 6  (0; 1) имеют место

(2.6) если г" < կ ,

(2.7) если г" > կ ,



f  I/ ('г\\рИ'г < Ր adn^ --------- —- —г* когда X <  tn,
Լ  |/п (х )| ( |д п|+ р ( * , Д п ) Г 1

Г. Г. ГЕВОРКЯН

(2.8) f ‘  U . W *  <  C^ ' W (|A „I Л ' Л . ) Г
у, когда X > tn

(2.9) ІІ/«іи,(д о ~ 7 іі/піір~ 7 ІД» І' * когда і ^ р ^ 00-

Когда последовательность 7  квазпдвоична, рангом интервала Д п назовем ранг 
числа п. Напомним, что ранг числа п =  2* + і՜, ѵ =  1 , 2 , 2 * ,  есть к и обозначили 

[п] =  к. Положим [Дп] =  к.
Пусть /  =  [а;/9] и I  6  3. Обозначим по =  min{n : t„ 6 (а;/?)}. Это означает, 

что а, в  е Тгц, и единственная точка из (а;£) принадлежащая 7„0■ Далее, 

пусть функция д & L\ такая, что

(2.10) д(х) =  0, когда х  Հ I, J  g(x)dx =  0 и J  xg{x)dx =  0.

Из (2.10) следует, что

Оп(р) =  [  g{?)fn{x)dx =  0, когда п < п о.
J о

Ниже мы докажем несколько лемм для функции д для сильно регулярной или 
квазидвоичной и слабо регулярной последовательности 7.

Для удобства формулировки лемм, обозначим о/ = і "  и թ՛ =  է+0+.

Л емма 2.3. (первая основная лемма)Ясли последовательность 7  квазидво- 
ичная и слабо регулярная с параметром 7 , то

[  յէ  Հ (տ )/ո (շ Օ ց _<1” ( / )£& <  C '- r l lP l l f m ՜1.
JlS ո=օ

где / 7 интервал длины (2-у +  1)|/| и концентрический с I ,  а Ц  его дополнение. 

Доказательство этой леммы разобьем на несколько лемм.

Лемма 2.4. Д ля квазидвоичной и слабо регулярной с параметром դ последова­
тельности 7  верно неравенство



О РЯДАХ ПО ОБЩЕЙ СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА 

Доказательство. Пусть I-, =  (о^; Д*). Докажем, что

( 2 .1 1 )  £ ՛  Г  a2„ f fa ) d x  <

(2-12) [  Հ / ո ( * ) ^ < ^ 7 ||տ||?|1 |_1.
n : A „ C l J e -’

Поскольку эти неравенства доказываются аналогично, мы докажем только (2.11). 

Возможны два случая
П ервы й случай, а' (а7; а).
Второй случай, а' € (а7 ;а).
В первом случае а - а '  > 7 |/ |. Пусть [по] =  fco-Обозначим Ло =  (а'; а). Тогда 

а 7 6 Л0 и [Ло] =  ко. Пусть Лі е 3, Л4+і с  Аи [Л4+і] =  [Л<] -I-1 и точка а  для всех 
является правым концом. Тогда в силу квазидвоичности и слабой регулярности 

с параметром 7  последовательности Т, имеем

(2.13) ^ | Л < І < | Л 1+1І < — -|ЛІ|.

Пусть р такое, что

(2.14) а 7 6  Лр_і и си, փ Лр.

Обозначим

Гі =  {ո : խօ] < [n] < [no] +  p  и Д„ С 1}.

Докажем, что

(2.15) Г  J 2  < С г і і Л ՜1.
Jo пег,

Рассмотрим Dm = {ո : [n] =  т ,Д „  С /} , т > ко. Для фиксированного т  

интервалы Д„, п  € Dm, не пересекаются и UneOm =  Обозначим Оі =  
/ Д( |5 (і) | dx, i 6  Dm. Тогда, в силу (2.4),

M f f ) l<  [  \fn(x)g[x)\dx <  С7 |Д „ Г 1/2 £  9*,(А|)<г<, 
іел,™ ,/А* іеА»

и поэтому

(2.16) Հ(«?) < С7 ІДпГ1 [ £  9^(л,)̂
\ieD m
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Пусть Дл С /  и [п] =  m =  [no] +  J, 0 < j  < Р- Тогда из (2.16) в неравенства (см. 

(2-4))
І Г Г Л І - Г  Ід " 11/а^ ( і ֊____, когда- х е л J,
| /п (* ) | ^  СТ |д « |  +  р (Д пі Л>) +  |AJT’

получим (см. также (2.6))

Г  Հ(տ)/«(*)4* < С ■ [  a2n(g ) ffo )d x  
Jo յ Կ

\i€Dm /
Следовательно (см. также лемму 2.1)

(2.17) П  Y ,  Հ(յ)/ո(*)<&
О «*«Л Г~ Т Гиі_m

Г. Г. ГЕВОРКЯН

n:AnC/.[n]sssm

E ( E ^CriwiiiAji՜1-*Դг
ո: I

E ( e
:ДпС/,[п]=т MG-Dm

Из (2.13) и (2.14) следует £ ? =0 |Л, | ֊1 < С7 |ЛР|—1 < С^\І\~Х, которая вместе с

(2.17) дает (2.15).
Сумма

Е / Е a l ( 9 ) f n ^ ) d x
т>ко+р и п:ДпСІ,[п]=т

оценивается аналогично второму случаю,
Второй случай. Пусть 6т £ Ձշ*», т.е. ранга т ,  и Օկ € 6т. Очевидно, что 

6т э  гт +1 И |Jm+i| < ^xl<5m|- Применением (2.4) и (2.7) получаем

(2.18) г  f fo ) d x  < Су l t nll!mL  ,Л
•'О ( | Д п |  +  Р І ^ гпі Д п )  Н" | ^ т | )

Заметим, что <Կ{օւՀ) > 2m_fc°. Из (2.16), (2.18) следует

(2.19) f  a ^ fn (x )d x  ^  Ст f  Е  94п(Л<)^ ' ]  —^  когда ո 6 Dm.
Jo \ieD m J  < * ֊°h

Применения лемму 2.1 и (2.19), получаем

(2-2°) Е Г
п е о т c t  — с и ,

Суммируя (2.20) по m и учитывая, что £ т  |<5т | <  С7, получим (2.11). □

12



Л ем м а 2.6. Д ля  квазидвоичной и слабо регулярной с параметром 7  последова­
тельности 7  верни следующие неравенства

О РЯДАХ ПО ОБЩЕЙ СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА

(2-21) £  /  <  c'-riiffiifm՜1,
п :Л „ С ( 0 !О 1 ) J 7

£  /  < CyHrtiW֊1-

Доказательство. Учитывая, что эти неравенства доказываются алалогичпо, мы 
докажем только первое. Для Д„ С (0; а֊,) из (2.4) имеем

Поэтому (см. (2.9))

/  Հ /ո (* )ց  dnindx < CVI|g|li9rfn(/)- — r J A,՞!-----ТГ5 Аля Д „ С ( 0;а 7).
J։; (|Дп| +  р{ Дп, а))

Следовательно

(2.22) £  f  a l f l { x ) q ֊ ^ d x
п:А„С(0;а,) і-г

|Дл< С 7 |Ы|? £
,:Д„€(0;а,) АД п І +  Р (Л п >

< օ ,№ ւ ւ ? £ Հ  £ |Д»І
n:A „€(0;a,),d„(/)=i/ (I Д "І +  Р (Д "> “ ))

В силу квазидвоичности последовательности 7  имеем, что если (կ(1) =  (կՎ!) и 

ո ^  ո', то Дп Ո Дп< =  0. Поэтому

^  — |Ап|п:Д«6(0:0, ) ,4,(/)=і/ (ІА "І + ^ ( Д п>а )) 

которая вместе с (2.22) дают (2.21).

Л ем м а 2.6. Д ля  квазидвоичной и слабо регулярной с параметром 7  последова­
тельности 7  выполняются неравенства

(2-23) £  /
п:Д„Эа-,

(2-24) £  [  ° 'n fn(x )Q~d" ^ d x  <  С гІІрЦ ІІ/І ՜1.
ո: Д„Э/57 Ц



Доказательство. Пусть п такое, что а-у 6 Д п- Тогда (см. (2.4))

ІД пІ^Ѵ " W 
|o „ |< C 7 7 | |5 | | i |A i || +  p ( A i i t / ) | -

Следовательно, имеем 

( 2 ' 2 5 )

Ясно, что интервалы Дп, с условием аг7 € Д п вложены и их длины убывают как 

геометрическая прогрессия. Убедимся, что

(2.26) У ՝ ---------^ ------- յ  < С Л І\~ \
п І о ,  ( |А п |+ р ( Д п Д ) )

Эту сумму разобьем на две части, сумма по таким п, что а  является правым
концом Д„ и сумма по остальным п. В первом случае, учитывая убывание длин
|Д„| со скоростью геометрической прогрессии, получаем

Г. Г. ГЕВОРКЯН

|ДВ
(IДп| +  р(Дп, I))2 ~  Î пі

Во втором случае, пусть Т) =  тіп{|Д„| : а 7 6  Д п и а  правый конец Д„}.
Тогда, в силу квазидвоичности и слабой регулярности Т, имеем т] ~7 (q — си,) и

ЕІДпІ ~ 7 |/ |. Поэтому

£  ( ід . і + мІ . л і )1 -  S  |д - |  -  а д ՜ 1.

которое вместе с (2.26) и (2.25) доказывает (2.23). Неравенство (2.24) доказыва­
ется аналогично. □

Л емма 2.7. Д ля квазидвоичной и слабо регулярной с параметром 7  последова­
тельности 7  выполняются неравенства

(2.27) ^ 2  [  a l f tW q - ^ W d x  < С7 ||р ||? |/|-1 ,
п:Д„С(а.,;а)

(շ-շ8) Е  /  Հ ա զ -^dx  < CrIMIfl/r1.
п:Д„С(0;Дт) ,//?

Доказательство. Для Д„ с  (а^; а) имеем (см. (2.4))
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Пусть 6т е Յշт, т.е. 6т имеет ранг т ,  и си, 6 6т. Очевидно 6т + 1 с  6т и |<Jm+i| < 
С применением (2.4) и (2.7) получим

(2.30) Г  fZ(x)dx < Գ  , когда [Дп] =  т .
Jo (І^п| +  Р\утп) &п) Н~ |От|)

Из (2.29), (2.30) следует, что если [AnJ =  m, то

(2.3!) Г  Հ Ո Ս , -'■<'>**< Հ ______
А  (|Д „| +  р(Д„, /) )  (|Д „| +  p(Jm, Д „) +  \6„\)‘

Нетрудно проверить, что

________________ ы ________________________________________ < _____________________________________ 1 ___________________________________

( |Д П| + р{Д „ , /))  ( |Д П| + р(<5ш, д „ ) +  М )  -  р (Д п , / )  +  |Д п | +  р{6т, Д „ )  +  |<5т | '
Поэтому из (2.31) получим

Г°-І „ „ . . . .  п0М “ )+*п(“ -т)
(2.32) /  a lfi(x )q  d"(/)dx < C7 ||ff||?— - — - -----

У0 Q — cfcy

Учитывая, что члены последовательности tin (а) +  dn (<*-») принимают разные на­
туральные значения из (2.32) получим

Е  /  an/n(aO0- ‘M/)da: < С И Ы ІіИ ֊1-
C(a,;cr)'/0 
О

(2-33) X )  f  ^ n f n ^ Q - ^ d x  <  ^ l ls l l f l / l ֊ 1.
ДпС (а,;а) 1

Нетрудно заметить, что доказательство (2.33) аналогично доказательству нера­

венства (2.12). Тем самим неравенство (2.27) доказано. Неравенство (2.28) дока­
зывается аналогично. □

Лемма 2.3 немедленно следует из лемм 2.4 — 2.7.

Л ем м а 2.8. (вторая основная лемма).Если последовательность Т сильно 
регулярная с параметром 7 , то

(2 -3 4 )  £  К І Լ \fn(x)\dx  <  С^ІІРІІХ,
n=no

где I  интервал (a '; /?'), а I е его дополнение.

Л ем м а 2.9. Д ля  сильно регулярной с параметром 7  последовательности 7  
верны следующие неравенства

(2 -3 5 )  X  К І І І / п І І і  <  С 7 |Ы І1
п:Д„С(0;о')

О РЯДАХ ПО ОБЩЕЙ СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА
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(2.36) Е  ІвпІШ Іі <օ>11տ1Ա 
п:Д„С(Я';1)

Доказательство. Через Iu h ....Іт .обозначим в порядке возрастания те ин­
тервалы из 3„0, которые лежат.в (0՚, 1). Очевидно І\ =  (0՝, 0՛)-  Для Д п С (0 , 1),
с п > по имеем, что Д„ С Іт, для некоторого m > 1. Для таких п, а также из

(2.4), (2.9) получаем

(2.37) dn(I) >  m ,  когда Дп С Іщ  I

ІДпІ ^  \ձո\
|Д„| +  р(7,Дп) -  р(І,Іт У

(2-38) K lll/nlli < 0,||®||ւ«*-(/) |Дп| I •

Для фиксированных т и к  рассмотрим те Д„ С Іт для которых dn(I) =  
Нетрудно заметить, что такие Дп либо не пересекаются, либо имеют общий ле­
вый конец. В силу сильной регулярности 7  с параметром 7 , сумма длин интер­
валов Д„ с общим левым концом не превосходит 1 + 7  умноженное на длину 
максимального из них. Следовательно 

( 2 ' 3 9 )

Обозначим km =  m in{d„(/): Д„ с  Іт} Из (2.37) тлеем к т > т . Тогда, с учетом 
(2.38), (2.39), получим (2.36):

Г. Г. ГЕВОРКЯН

Е мши = Е  Е  мши
п:Д„С(0';1) тп>2п:Д„С/т

і с,ы, Е Е * 1 Е ідіГ І д )
ш>2 к>к„ n:dn(/)=fc,Д„с/„ 1 п| +  ^  ’ п)

<  0,11*111 E « m ^  O rlls lli-
т > 2

Аналогично доказывается (2.35).

Л емм а 2.10. Д ля сильно регулярной с параметром 7 последовательности 7  
верны следующие неравенства



Доказательство. Поскольку неравенства (2.40) и (2.41) доказываются анало­
гично, іч) мы докажем только (2.40). Пусть Д„ С (/0; 0'). Тогда в силу (2.4)

(2.42) К І  < с ^ ІА^  І ) Ы и  <

С учетом (2.8), из (2.42) получаем

(2.43) |о„| [  \fn{x)\dx< C 1qdn{1)+,in(p')\\g\\i, когда ДТ1 С (0՝,0').
Կ '

Заметим, что dn(I)+dn(0') это количество точек из Т„ в интервале (0; 0'). Поэто­
му при появлении нового Д„ в (0\ 0') сумма dn(I)+dn(0՛) на единицу возрастает. 
Следовательно из (2.43) получим (2.40). □

Л ем м а 2.11. Д ля сильно регулярной с параметром 7  последовательности 7  
верни следующие неравенства

(2-44) £  |оп| Л /„ ( х ) | іх  < C Js lli ,
п:Д,.С(а';/))

(2-45) £  |On| [  \fn(x)\dx < C7 ||S||i.
п:Д„С(а;/}') J °

Доказательство. Докажем неравенство (2.45). Напомним, что Д„ =  (4 ՜;  ̂ ) .  
Для Д„ С (се; 0') обозначим

V ֊  = (Q<t - )  и V+ =  ԼՎ-0').

Положим

<Чі =  /  9 (x)fn(x)dx, о,»,շ =  /  g(x)fn(x)dx, Օո,3 = f  g (x )fn(x)dx. 
Jv~ J д „  Jv+

Ясно, что On =  a„,i +  օ^շ +  Օո,յ и поэтому достаточно доказать, что 

(2.46) £  |օո,„|
п:Д„С(а;0')

Для фиксированного натурального і обозначим

К, = {п : Д„ с  (а ;/9',), в (а'; а) имеются і интервалов линейности функции/„},

и пусть Л,՛ тот из этих интервалов линейности, который имеет общий конец с I. 
Оценим

О РЯДАХ ПО ОБЩЕЙ СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА

I  \ fn ( x ) \d x  < С7 ||5 ||і, для і /=  1,2,3. 
Jo



Г. Г. ГЕВОРКЯН

Для п 6 ЭД, с dn (Лі) =  к, пз (см. (2-9))

Іа п,2І <  I I / . I U  [  Հ  С т | Д „ Г 1 / а | | » і и г( д я )
Дп

и (см. (2.9) и (2.6))

Г  \fn(x)\dx < С у Щ Щ  
J о

.к+і

получим

n€X( ,dn (Л/)=Дс ne>f„d„(A,)=k
Е  ІІзІЬі(д„)

Интервалы Дп, с условием ո € <fn(Aj) =  А:, либо не пересекаются, либо вло­
жены. Когда эти интервалы вложены, то они имеют общий левый конец и общий 
соседний интервал слева. В силу леммы 2.2 количество таких вложенных интер­
валов не превосходит С7, поэтому

Суммируя последнее неравенство по г и к, получим (2.46) для и = 2.
Теперь докажем неравенство (2.46) для ѵ = 3. Напомним, что правая со­

седняя с կ  точка из 7Г„. Нетрудно заметить, что если ո յ  <  ո շ  <  ... такие числа, 
4X0 4 * (Л«) — к, то t ^ +l < и (t+ ) > m  — l, когда m  > l. Положим также 
*по =  /9- ТЬгда в силу (2.4) получим

Е №Нмл») * с7ІЫІі-
n€Xi,dn(A<)=fc

Отсюда и из (2.47) следует

*^т -”І (<.т  ՜

Следовательно, с учетом (см. (2.9) и (2.6))

получим

1°Пт.ЗІ /  ІЛ цпМ І^®  <  С^£к+І J 2  9m - ‘ ք  І5(х)|<І2:. 
■՜0 •'Ժ.. .l£m **і+і

Поэтому



£  К т . з |  Г  I к  (* ) |d x  <  £  £  9т_ 1  Г " '  |ff(*)|d®
n m :d „ m ( A ,) = *  ■՜0  т  | < т

=  < V fc+< £  £  9т - '  Ի  \g{x)\dx < Շ7ց™  £  ի  \g(x)\dx <
I m>l n(+յ i ո1փւ

Сумьшруя последнее неравенство по і и к, получим (2.46) для і/ =  3.
Докажем (2.46) для и =  1. При фиксированных і, к z  для п, с условием 

dn(Ai) =  А- обозначим через Ln j , j  =  1, 2...., А, интервалы линейности функции 
находящиеся в [a,t+], причем m axL „j =  minLn j+ i. Тогда

| а „ , і | < £ /  | / n(i)||p(x)|dx
,=i

< Տ , £ քճ  I +  ^ ' 7 7 + IX, 11  l5(a:)|da:-^  |Дп| +  P\& n,Lnj) +  |b n J | JLn j
Следовательно

К , I f  ս ա »  <  < V £  | Л , ^ С )  +  І ^ І  L

Поэтому

£  I0՞ - 1! /
nrrf-fA.WJb •՜0

О РЯДАХ ПО ОБЩЕЙ СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА

n:d„(A,)=* 
h

ճ  c ,< ‘ +'n, * £ - §  ւճ " |+ o ( ^ > + i£ " ji Լ  w , ) l * ՛
Заметим, что при фиксированном j  интервалы Լ ո յ либо не пересекаются, либо
имеют общий левый конец. Через р =  1,2 ..... обозначим максимальные из
них. Пусть J  такой интервал, что для некоторых ո и j  имеет место J  =  Ln,j- 
Тогда dn(J) =  к — j .  В работе [20] доказано, что (см. [20] лемма 3.4) в таком 
случае

Թ Հ Թ ի Փ յ s  °><* - j  +  ՝>■

Заметим также, что если Lnij  Э Լ Ոշ,յ Э ... Э Lnmj յ , то интервалы линейности 
Լ ո, յ ֊ լ ,  I = 1, 2, ...m3 неизменны. Поэтому в силу леммы 2.2 имеем m j <  С7. 
Поэтому

(2.48) £  X  К і І  Г  \ Ш №
к л :4.(Л,)=*
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£ C ^ 2 > fcwX y ~ J(* - .J  +  1) I I / .
к 3 -1  р L 'jp

Суммируя (2.48) по получим (2.46) для ѵ =  1. Неравенство (2.45) доказано. 

Аналогично доказывается неравенство (2.44). ^

Лемма 2.8 следует из лемм 2.9 — 2.11.

3. Д оказательство  теорем

В доказательствах теорем 1.1, 1.2 есть общая часть. Поэтому сделаем неко­
торые предварительные рассуждения и потом перейдем к рассмотрению слабо 
регулярного квазидвоичного и сильно регулярного случаев раздельно.

Для /  6  Li[0; 1] определим

(3.1) Мт ( / ,* ) =  sup тут [ \f(t)\d t.
16Э:*6/  И I J l

Очевидно, что

М т ( / ,  а О < М ( / , х ) .

Поэтому для любого А > 0

(3.2) ф  € [0; 1]: Мт (/, *) > А} < ֊ | | / | | і .

Обозначим

(3.3) Е \ = {х е  [0; 1]: > А}.

Из определения (3.1) следует, что множество Е \  представимо в виде объединения 
непересекающихся максимальных интервалов из 3, т.е.

Ex = \ J h ,  Ik £J , ֊ ձ  \№ \d t> X ,

и если для некоторого І'к е З  выполняются І'к э  J* и Ік ф Ік, то

м  ± Լ , \ п т <■А.

Если І'к самый короткий интервал со свойствами І'к е З , Ік Э Ік я Ік ф І к, то

С3-5) (1+7)141-

Из (3.4), (3.5) следует

(З-6) /  1 /(* ) |< С 7А|Д|.
յ 1հ
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О РЯДАХ ПО ОБЩЕЙ СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА 

• Определим линейные функции Lk(x), х € Ik, со свойствами

(3.7) [  f(x )dx  =  [  Lk(x)dx, [  x f(x )d x  =  f  xLk(x)dx.
Jik Jik Jik Jik

Известно, что (см. [1], [19])

(3.8) [  \Lk(x)\dx < 3 f  \f(x)\dx.
Jik Jik

Обозначим

(3.9)
լԼ *(ւ) когда x e /fc ,

(3.10) з(г) =  / ( і ) - Л ( х )  =  ^ р к(і), 9к(х) = (f(x ) -  L k(x))xik(x).
к

Тогда из (3.6)-(3.8) следует

(3.11) I gk(x)dx =  I  xgk(x)dx = 0,
Jik Jik

(3.12) f  |<7fc(x)|dx < £77A|Jfc|.
Jik

Нетрудно заметить, что из (3.6) и (3.8) следует неравенство |Ь*(х)| < С7А, кото­
рое вместе с (3.3) дает

|/і(х)| < СуА.

Следовательно для функции Пэли функции h имеем 

/х |х е [ 0 ;1 ] :  ( f > 2(b)/„2(*)) > a |  =  д  | х  € [0; 1] : ^ а 2(Л)/2(х) > А2|

-1 оо
Հ յ շ Լ յ է  °п(л)/»(*)<& =  Հշ Լ  h2(x)dx < ^  Լ  \h(x)\dx

Ա  \ m \ ^ + Y , J ։։  <  ֆ ււ /iii-

Очевидно что оператор Пэли сублинейный, т.е. если ф =  +  ф, то Рф{х) <

Р(р(х) + Рір(х). Поэтому для доказательства теорем достаточно доказать, что

(3-13) Ц | х  6  [0; 1]:  ̂ > A j < ^Ц /Ц х.

Для доказательства неравенства (3.13) отдельно рассмотрим случай когда по­

следовательность 7  квазидвоичная и слабо регулярная и случай когда 7  сильно 
регулярная.
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Доказательство теоремы 1.1. Для этого нужно доказать, что если последова­
тельность 7  квазидвопчна и слабо регулярна с параметром 7 , то для функции 
д, определяемой формулами (3.9), (3.10), выполняется (3.13).
Через Ik 1 обозначим интервал длины (27 + 1)|/*| и концентрический с /*. Пусть 

Е хп  =  U* Из (3.2) и (3.3) имеем

/ДЯал) <  £  І^ л І <  (27 +  Ш Е х )  <  ^ І І / І І і -  
к

Поэтому достаточно доказать, что

(3.14) ц  І  Е Хп : ^ а % ( д ) /2 ( х ) ^  > A j  <  ^ | | / |Ա .

Пусть n* =  min{n: t„ € і*}. Из (3.11) следует, что

Оп{дк) = [  gk(x)fn(x)dx =  О когда ո < пк.
Jo

Из (3.12) и леммы 2.3 имеем также

(3.15) /

где І ку дополнение интервала Д і7.
Положим qi = վզ. При фиксированном ո множество {dn(Ik) : Оп(Ік) փ 0} со­

стоит из разных натуральных чисел. Действительно, из (3.11) следует, что концы 
одного интервала линейности функции /„  не могут принадлежать одновременно 
разным Ік. Поэтому, если кі ф к2 и օ„(*ւ) փ 0, an(k2) փ 0 , то <կ{1հւ) փ <*„(/*,). 
Тогда из очевидного равенства On(д) = 52к о„(дк) имеем

(зле) £ հ ( « 7)/„2(^) =  f ;
n=0 n=0 V к )

=  Y L  f e “n(5*)/n(a:)?r‘ln(/‘)^ (/‘ )>)
n=0 V к )

s  £  * с , е £ « і (»»>Ям г * < ч
«=0 \  * * /  it o=0

Из (3.16) и (3.15) получаем

" յ * *  E* f : ( £ ^ ш ' (х))  > Л |  =  м |® * Я а ,7 : £ ՀԼց)քէ(*) > a2j
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< ^2 J <^(,9 ) f n ( x ) d x  <  С у 4  Y l  [  a l ( 9 k ) f f c ) d x  < С7 ^  І7*І ^  с і \ Е *\-

Из этого, с учетом (3.2), (3.3) получим (3.14). Теорема 1.1 доказана.
Доказательство теоремы 1.2. Д ля  этого нужно убедиться, что для функции д, 

определяемой формулой (3.10) выполняется (3.13).
Пусть, как и в доказательстве теоремы 1.1, Ik,у концентрический с Д  интервал 

длины (27 4- l)|/fc| и Е \п  =  Ufc Ік.т Из леммы 2.8 имеем

Учитывая, что ( £ “=о Հ (շ )/,? (շ ) ) 1/2 < £ “ 0 M g )fn (x ) \  и Ы $ ) |  < |апЫ І>

Допустим последовательность Т =  {<„}^L0 слабо регулярна с параметром 

7 - Укажем на перестановку о  : N -»• N, такую, что последовательность =  

{է£}^օ՚ где է ՞  =  է<,(ո), ո 6  N квазидвоична и слабо регулярна. Положим <т(0) =

параметром 7 . Этим завершается второй шаг построения о. Допустим на первых

(3.17)

из (3.17) и (3.12) получим

< І Ѵ  [  Հ^1ո_քօ^ք_^1ւ& < V l lo J I ,  <Г7_Ѵ ^|Д |.

Отсюда следует (3.13). Теорема 1.2 доказана.

4. З а м е ч а н и я  и  п р и м е р ы

0, ст(1) — 1, сг(2) =  2 и <f =  tff(<), i =  l, 2,3, т.е. tg =  to =  0 , էք =  էյ =  1, էք =  էշ. 
Этим завершается первый шаг построения о. Далее положим

ст(3) =  тіл{п  : էո 6  (է,(0); Ц 2))} и օ{4) =  min{n : կ  6 (է„(շ); tff(i))}. 

Очевидно, что последовательность {t<7-(i) }f=o квазидвоична и слабо регулярна с
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к шагах построили квазпдвопчную последовательность {£f }1=о — {*<т(і)}і=0 с па՜  
раметром 7 . Возрастающую перестановку последовательностп {£<г(о}?=о обозна­

чим через (г*}?!(), т.е. {7^}*=о =  {*<КО}?=0 и ті -1 < 7] і  І  — •••>շ1է- Положим

էշհ+յ  =  ta(2h+fl, где а(2* + i )  =  шіп {ո : t„ € (r*_i ;r jc)} , j  — 1, 2, ...2*.

Очевидно, что квазидвоичная структура сохранится и полученная последова-

tn, ТО է ՜  =  т/_! =  <;(2k+j) H t+  =  r f  =  С(2*+Л- Поэто1ІУ сохранится слабая 
регулярность с тем же параметром 7 .

Продолжая этот процесс, получим такую перестановку {о'(т»)}^=о> 410 после­
довательность 7а = {£}“=«, =  {<<,(„)}£Lo квазидвоична и слабо регулярна с 
параметром 7 . Соответствующую общую систему Франклина обозначим через 
i f n )  £ Լ 0 , а интервал пика функции ք° — через Д £ .  При этом, ясно что

Замечание 4.1. Д ля любого р 6  (1;оо) системы { / ՞} “=0, {/„(п)}^»о явля՜  
ются эквивалентными базисами в Ьѵ[0; 1], т.е. для любой последовательности 
{anJJJLo выполняется

тельность {ff}?=o* будет квазидвоичной. Нетрудно заметить, что если =

— A<r(n)-

OO OO

(4.1)
lln=o lip 

Доказательство. Из (2.9) следует, что

А из (2.4) следует

|^а(п)| "Ւ Р(Д(7(П) | і )
Поэтому

(4.2) І/а(» )(* )| <  С У Я ( /£ ,* ) .

№ ) |  <  a M ( / ff(n)ia:).
24



Применяя неравенство Фефермана-Стейна (см. [21] глава 2, теорема 1) о том, 
что если gi е  Lp, 1 < р < оо, то

О РЯДАХ ПО ОБЩЕЙ СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА

( £ м ’ ( * , . ) Ѵ / 2 < с р
( £ > ? ( • ) ) 1 / 2

\ X J
V )  V

из (4.2) и (4.3) получим
/во  \  1/2 /  оо \  1/2

(4.4) Е к ш 2 ~7.Р ( 5 Z  “»/*(»)(•))
\п=0 / Р \п=0 /

для любых On, ո =  0,1,2,..., и 1 < р < оо. В работе [5] доказана, что при любой 
допустимой последовательности Т соответствующая общая система Франклина 
является безусловным базисом в L p (0; 1), 1 <  р <  оо, и для любой последова­
тельности а,,, п  =  0, 1, 2, выполняется

оо /со \  ]/2
T.anfn(-) ~ р £ * ո / ո ( 0
п=0 р Vn=0 /

Поэтому из (4.4) следует (4.1). □

М. П. Погосян [3] доказал, что если последовательность 7  квазидиадическая 
и сильно регулярная, то

ОО

(4.5) £  anfn(z) п.в. сходится на Е,
п=0

тогда и только тогда, когда
оо

(4.6) £ а * / * ( а : ) < 00 п.в. на Е.
п=0

Для классической системы Франклина эквивалентность условий (4.5) и (4.6) 
установлена в работе [13].

Здесь мы приведем два примера последовательностей 7, которые указывают на 
то, что квазидвоичность или сильная регулярность в отдельности не обеспечи­
вают эквивалентность условий (4.5) и (4.6).

Пусть Т  двоичная последовательность, т.е. если п = 2к +  тп, к =  0,1,2..., 
тп =  1,2,..., 2к, то tn =  ffi+i1 ■ Для последовательности X  =  с условием

кі < ка < ... < ки < ... обозначим через 7 х  = {^}£L 0 допустимую последоваг 
тельность со следующими свойствами:

1) для любого ки имеет место 7շ»„ =  ,
25



2) փ „+, =  *2».+<-1+х, для і = 1, 2,.... **+і -  *ѵ,
3) остальные числа из последовательности Г ранга 2*֊+1, 2*-+2, 2 * “'+1, т.е. 

числа из
*►+1—1

(4.7) ( J  {է„ : ո =  2fc +  m ,m  =  2,3,...,2  },
к=к„

составляют числа j  =  շ**' +  Л»/+і — ku +  1, 2k* +  kv+i — ku +  2, 2fcv+l , в том
порядке в каком встречаются в последовательности (4.7).

Нетрудно заметить, что 7х  сильно регулярная последовательность с парамет­
ром 7  =  2 и если к последовательности 7х  применить перестановку описанную 
перед замечанием 4.1, то получим последовательность Т.

Пусть {/x,n(®)}^Lo * общая система Франклина соответствующая последо­
вательности 7, а {/п(я)}^о " классическая система Франклина. Тогда в силу 
замечания 4.1 системы { /x .n f c )} ^  и І М х )}^=о являются эквивалентными ба­
зисами в Lp(0; 1), 1 < р < оо. Для системы {/п( і )}“ 0 условия (4.5) и (4.6) 
эквивалентны. Покажем, что для системы {/эс,п(х)}^10 условия (4.5) и (4.6), 
вообще говоря, не эквивалентны.

Замечание 4.2. Существует такая последовательность X  и такие числа On, 
ո =  0, 1, 2..., что

(4.8) £  °п/х,п(*) <  00 ***» х  6  (0; 1],
п=0

однако
оо

У ! Дп/зс,п(зр п.в. расходится на [0; 1].
71=0

Доказательство. Допустим числа ки кц........ ки и Օ ո , ո =  0 ,1 , . . . ,  2*֊, уже выбра­
ны. Заметим, что каким бы не был Л„+і имеем

О  6  0 & +1: է > 2~к֊}  =  {і 6 0 &  : է > շ ՜* ֊ }  для г =  1 ,2 ..... *„+1 -  кѵ.

ТЬгда существуют такие числа (см [2] доказательство леммы 2.10) что

/ х , 2^ -н (х )  = а ѵ,і}dc,j^+i(x), когдаX > շ 1-*֊ и t =  2,3 ..... ku+i -  ки.

Выберем такие числа Ojku+{, чтобы выполнялись

a2։՝»+ifx,2b»+i(.'2~kv) =  Л  для t =  1, 2 , ..., *„+1 -  кѵ.
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С учетом (2.5), из последних двух неравенств получим
ки+і—ки q

(4.9) £  a^+ ifr) <  ^  когда г  >  շ ՜* ֊
»=1

ку+1 kw
У. a2k»+ifx,2k֊+i(.x ) 
1=1

> (71n(fc„+i ֊  кѵ) |օշ*„ +1 /эс.2*«» +ւ(аг)I когда х  > 2 

Из последнего соотношения следует, что выбрав ки+1 достаточно большим полу­
чим

Г
(4.10) ц  Հ X > 2~к֊ : °8*»+է/շ*««+4(*)

гНЛалі

1 1=1

Из (4.10) следует, что ряд
ՕՕ f c | / + l

У У. a 2<‘>'+if2l,‘’+ii.x )
ѵ=1 է=1

почти всюду на [0; 1] неограниченно расходится. Из (4.9) следует (4.8). □

Замечание 4.3. Существует квазидвоичная последовательность Т и числа 
{ап}£°=0, такие что

(4.11) 

и

(4.12)

X > n /n (z )  < 00, п.в. на [0; 1]
п=0

Onfn(x) п.в. расходится на[0; 1],
п=0

яде {/п(ж)}^-о °(пцая система Франклина соответствующая последовательно­
сти 7.

Доказательство. Мы укажем лишь на основные идеи доказательства. Допустим 

уже построены 7շւ>„, т.е. первые 2к" точки последовательности Т и выбраны чис­
ла ап, 0 < ո < 2ки, такие что

2‘ < յ

£  Հ /п(з) < . когдаX 6 Е і ѵ.ц(Еі) > 1 -  Г 2(4.13)

(4.14)

n=2*‘֊*+l

շ*ւ
£  O n fn (x ) 

п=2*>->+1
> когда X £ Д ,  
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причем, если S е Э2ч-» интервал линейности функции / 2^ _ , , то

(4.15) n ( S n D i ) > — .

Интервалы семейства точками {*„ : 2*' + 1  <  ո < 2 ^ +1} разделим пополам. 
Этим мы обеспечим всюду плотность последовательности Т. Пусть 6 =  (а;/?) е 
а2к,+1. Выберем точки а*, & і =  1,2, так чтобы а  < а х < а 2 < fa  < fa  < fa

(4.16) (А  ֊  *г) > ( і  ֊  շ^շ )  (0 -  “ ) 

и отношения

(4 17) —— — и ^ ^  "очень" малы.
4 ’ '  е*і -  а  Р — fa
Точку а 2 выберем как точку ранга кѵ +  2 из 6. Далее, сохраняя квазидвоичную 
структуру, выберем точки рангов fc„+3, Аѵ+4 , А„+і ,  таким образом, чтобы точ­
ки находящиеся в 5 находились в (ац  а 2) U {fa\ fa). Для г = кѵ +  2, к„ +  3, 
через Ѳі условно обозначим ту ближайшую точку ранга і, которая находится сле­
ва от а 2. Функцию Франклина связанной с точкой Ѳі обозначим /д,<. Выберем 
числа as,i, і = к„ +  3, к„ +  4,..., к„+1, так чтобы выполнялись

а«,<Д<(а2) =  и ՜ 2, і =  кѵ + 3, К  +  4,..., fc„+i.

Если взять Аік+і =  к„ + ѵ3, то будем иметь
ку+і

Е аг,(/г,<(«з) =  1 
<=fc*+i

(4 1 «) Е  а? і1/ | <( а 2) =  і .
<=fcv+l

Из (4.18), с учетом (4.16) и (2.5) следует

(4.19) J  * 6  * : £  ±  \  < Կ տ \.
( <=fc„+1 v J "

3a счет малости отношений (4.17), в силу (2.3), можно считать, что Д<(а2) «  
—2fs,i(fa) с большой точностью. Поэтому

Г. Г. ГЕВОРКЯН

(4.20)
[ *»+l , I
< X 6 (օքշ; fa): Е ai.<fsAx) >  շ [
{ i=fcv+1 J

>  f a -  а з
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За счет малости отношений (4.17), в силу (2.2) и (2.3), можно добиться того, 
чтобы суммы

fcv+i к„+і
£  \as,ifs,i{x)\ и 

<=*„+1 і=к„+1
были "очень"малы вне Ճ. Из этого, из (4.19), (4.20) и из малости отношений (4.17)
следуют соотношения (4.13)-(4.15) для і =  и + 1. Очевидно, что из (4.13)-(4.15)
следуют (4.11), (4.12). □

A b strac t. We prove that if the admissible sequence T is strongly regular or is quasi­
binary and weakly regular, then the Paley operator by the corresponding general 
Franklin system is of weak type (1 ,1 ) . Examples of general Franklin system with 
some properties are also discussed.
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А н н о т а ц и я .  В статье рассматриваются весовые пространства гармониче­
ских функций. Имея нижние и верхние оценки эквивалентного ядра этого 
пространства мы рассматриваем операторы Теплица и Ганхеля с различны­
ми символами, а  также мы изучаем некоторый компакт и критерий Фред- 
голь ма для них.

M SC2010 num ber: 42В35
К лю чевы е слова: Матрица Теплица, матрица Ганкеля, весовое пространство, 
гармоническая функция, весовая функция.

1. В в е д е н и е

Пусть w : (0,1] — ► [0, оо) -  измеримая по Лебегу функция такая, что ш(է) ф 0 п.в. 
и пусть ՄԼա) := Lp(B „,w (l— | х  |)dm„) ֊  LP весовые пространства на единичном 
шаре В„ из R” , где 1 < р  < оо, a drrin нормированная мера Лебега на В„. Для ո >
2, пусть /і(В„) пространство всех гармонических функций на В п. Рассмотрим 
операторы Теплица и Ганкеля на пространствах кр(ш) := /і(В„) Ո ՄԼս), 1 < р <
оо индуцированных нормой Ц • ||ЫіР в пространстве Банаха Մ(ս>). Напомним, что 
(см. [17]) измеримая по Лебегу функция w : (0,1] — ► [0, оо) называется правильно 
меняющейся в нуле, если существуют постоянные 6, Ѳ 6 (0,1), и т, М  > 0 такие, 
что для всех է 6 (О, Ճ) и любого А 6 [Ѳ, 1] имеем ա(է) > 0 и

т

Пусть Տ есгь множество всех таких функций ш, с условием, что w и 1 / и  ограни­
чены п.в на каждом компактном множестве из (0 ,1]. Очевидно, что S  замкнуто 
относительно конечных произведений и для ш е S  имеем для всех 7  6 R.

1 Работа выполнена прн поддержке фонда Александера фок Гумбольдта.
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Из теоремы А1 работы [17] следует, что действительнозначная функция ա{է) 
определенная на (0,1] принадлежит Տ тогда и только тогда, когда существуют 
измеримые ограниченные функции е, Т) : (0,1] ► R п 0 < <5 < 1 такие, что

(1.2) ա[է) =  exp ^ւյ(է) +  Լ  ’ 4 € (°> <*] •

Для функции и  € Տ, которая имеет вид (1.2), определим

<70(w) ■- Ո  eS3ran(£ l(o.<5])>
0<і<1

где {essran}(£ |(0,j]) есть существенный образ функции £ в интервале (0, й]. Так 
как (70(w) является компактным множеством из R, то числа Оы := maxao(w) 
и Բա := min<7o(w) существуют. Из (1.2) вытекает, что для fi < /Зш < аи < а 
существуют постоянные с, С > 0 такие, что cta < w(t) < Ctв для всех է 6 (0,1].

Для весовой функции и  6 і .1 (0,1] Ո Տ имеем > —1. Пример ա(է) := 
t - 1(log(e/t))՜2 с թա = -2 , Օա =  -1  показывает, что Օա = - 1  достижимо. Для 
каждого в е  R нетрудно построить вес из Х-1(0,1] Ո 5  такой, что 0Ы < а. Однако 
мы ограничиваемся весами ш 6 Տ такими, что ք)ա > —1 и которые принадле­
жат пространству Լ 1(0,1]. Весовые пространства аналитических и гармониче­
ских функций с различными весами из L 1(0,1] Ո Տ были интенсивно исследо­
ваны в литературе. Известные результаты были получены для степенного веса 
w<*(t) = t° ,a  > - 1 . В частности, в случае гармонических функций воспроизво­
дящее ядро для пространства hp(uja) было получено в [7] для a  6 No, а в [8] для 
всех а  > —1. Отметим, что для а  6 N найденные ядра различны, причем в обоих 
случаях эти ядра являются эквивалентными.

2. Р о ст  ОЦЕНКИ ДЛЯ ВОСПРОИЗВОДЯЩЕГО ЯДРА И ПРОЕКЦИЯ ТИПА

Б е р г м а н а - Д ж р в а ш я н а

Ниже нам понадобится следующий результат.

Л емм а 2.1. Пусть и  6 S, 0 < а  < ՕկյԱ, ք}ա > —1 . Тогда существует постоян­
ная С  > 0 такая, ч то  для всех г  6 [0,1)

м  « у - £ г£ & * * * $ $ ■

Доказательство. Зафиксируем а  е  (о^.о) и թ € (-1 .& ,). ТЪгда существует 
Տ > 0 такое, что еззгип(с |(о,5]) С (^, а), где ш представлена в виде (1.2). Для
^ — * ~  г — 1 имеем І(г ) < ^ ““ ЧНІх^од] <  оо. Так как правая часть в (2.1)
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существенно ограниченна снизу, то желанная оценка имеет место почти для всех 
г € [0,1 — J]. Для 0 < 1 — г < 6 имеем

1 1-г і 1

'М = /  (1. r  + t r ) ^ dt= /  + f +J  -=^r)+l2(r)+I3(r).
О 0 1-г (5

Следовательно, обозначая и(1 — г) =  է из (1.2) для всех г € [0,1 — <5] получаем

ГГіЛ /  w(<) м. ^  W(1 ~ г) / w ( u ( l - r ) )  ,
/,(г) -  J  ( 1 - г  + Іг)*+1 S  ( Г ^ Г  У  ы(1 — г) *■

О
(1 -  г +  fr)e+1 ՜  (1 -  r)° J լ յ  (1 ֊  г)

= ( l - rj* /  exP (*?((! —г)ц) — т/(1֊ г)+ J  — dsjdu
1—r

<  exp (2 II V IU—(0.1]) J  exp ( ^ « g  _ ^ ) )  du
0

^  w(l ֊  r)
- C lT T ^ >

1
так как интеграл J  vPdu конечен. Аналогично получаем оценку для второго ин-

о
теграла

1-г Ѵ '  1-г

< : Լ ; Լ  J  г 0՜ 1 exp — r j( l  — г) +  J  ^ - d s \ d t
1— г \ 1-г /

S

< С ш (1 — г) J  f ՜ 0՜ 1 exp log ^  t r ^  dt
1—г

„ Cfui (1 — r) („  , Q _ 0  rQ_Q\  ^ „ u ( l -  r)
(1 — r )“ (a — a )  l {1“ r) ) ֊ C20 ^ f

для почти всех г € [1 — <5,1). Так как 
1

h  W  < J  ^  _  ^ l ^ a + l  dt ^  ^ ՜0՜ 1 II Ш lk l((0.1])< 00,

для почти всех г  6 [1 -  6,1], то лемма 2.1 доказана. □

Аналогичный результат дня полудиска был получен в [16].
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Для х ,у  е  В„ имеем х  =  \х\х', у =  \yW  где х '.у ' в  S ,,-! -  едпнпчыая сфера 
в R". Если и  € Լ Հ 0 ,1] Ո Տ и а  > аЫ1 то ЛРН  С Лр(ша)- Используя ядро типа 
Джрбашяна [8] и теорему 7.1 из [8], для всех /  6 /ip(wa ) получаем следующую 

интегральную формулу

(2.2) /(*) =  J  f{x)Qa(x, у) ( і - \ ѵ \ 2У  dmn (у), х е В п,

Аг=0

где Z*,(y') -  зональные гармоники (см. [19], [20] или [3]).
Учитывая, что верхнюю оценку для воспроизводящего ядра можно найти в 

[7] и [8], а нижнюю оценку в [15], то приходим к следующему результату:

Л емма 2.2. (см. [15] Свойство 4 « [8] теорема 7.1) Д ля  фиксированного а  > -1  
и а  =  [а] +  {а}, имеем:

a) Существует постоянная С > 0 такая, что для всех х, у 6 В п имеет 
место верхняя оценка

ю  (г „II < с ( і - М М ) {оЬі\Qa \X,y)\< >(ո+[օ]-1) / 2 '
((М  Іі/І) +

b) Существуют постоянные Rq € (0,1/4), Ѳ 6 [1/2,1), и с, С  6 (0,оо) та­
кие, что для всех R  6 (0, До) и всех х ,у  6 В„, |х| > Ѳ и у 6 Вя(і-|*|)(®), 
имеет место следующая оценка

с ՇQa (х, у) >

где Вд(і_|*|)(а:) шар с центром в х и радиусом Я (1 -  |х|).

Л емм а 2.3. Д ля  2 < п  е  N,p > 1 и а  > ֊ 1  существует постоянная С > 0 
такая, что для всех і б В  п и любого р € [0,1], имеем

С(2.3) Ja(x,p):=  [  \Qa {x,p\/)\v <Խո-ւկ ւ/)  < -----
. »  * п  —
8п-і (1 -р \х \ )* п+а>—п+1 ’

где ffn-i -  нормированная поверхностная мера на Sn-i.
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Доказательство. Используя лемму 2.2, получаем
Г (1 -  рЫ)(- {аН 1)*)

Ja {Х,Р) -  С° J ((р|х|)2 -  2р|*| <*',»') + i)rt»+M -i)/a
S ._ i

Очевидно, что sup Ja(x ,p )« x .  Предположим, что р\х\ > 1/2 и выберем коор- 
р|*І<і

динатную систему так, что х — |і|(1 ,0 , Учитывая, что стп_2 (Տ„_2) =  1, и 
используя свойства А.4 и А.6 из [3], получаем:

Ja {x.p) < ֊ p|*|)(֊W +4i»

ОПЕРАТОРЫ ТЕПЛИЦА И ГАНКЕЛЯ НА ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ ...

У ;((p\x\)2 - 2p\x\t +  l)P(n+ N - i )/2
-1

< C i ( l - p |a : | ) <  {u}+1)p (̂ + J ((p)x|)2 _  j * ^ ( ո + ^ - ւ - ո + Յ յ / շ ^ յ  

(1 ֊  р|д|)(- (а>+1)»’ C2
-  2 (1 -  p |i | )P (n + N -D -n + l  (1 -  p IxD pfn+ Q j-n+ l'

где Vn-x = Vn_i(B n_i) и Vn =  Vn(B„) суть объемы шаров Б„_і и В п соответ­
ственно. Лемма 2.3 доказана. □

Для 1 < р < оо обозначим р' := ^  так, что ^ + ֆ = 1.

Л ем м а 2.4. Пусть 1 < р  < оо иш е  Տ вида (1.2) и 0Ы > -1 .  Тогда для любого 
а > max j —1, ֊  (aw +  ո) — n j существуют постоянные с, С > 0 такие, что

<*•«> -  І Ю А -) IU  £  м  в „ .

Доказательство. Переходя к полярным координатам, получаем
1

ІШ * ,-)ІІ£ іР =  ju > { .l - p )p֊  J  \\QQ{x ,p y 'W d °n -iW )d p .
0 %>_x

Из леммы 2.3 вытекает, что
1

о
Верхняя оценка в (2.4) есть следствие леммы 2.1. Для нижней оценки мы при­
меним оценку для Qa(x,y) в Вд(і_|і|)(а:) из леммы 2.2.
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Пусть До € (0,1/4), Ѳ £ [5 ,1) будут как и в лемме 2.2. Тогда Для Ѳ < | і |  < 1,

0 < Д < До. и у е Дл(і-|*І)(*) т1еем

Q a (x ,y )  >  C l(l ֊  М М ) ՜" ՜0 >  C2( l  ֊  И Г " ՜ 0 . 

где շշ =  c i3 -" -a . Отсюда, для 0 < | г | < 1 н О < Д < Д о  получаем

IICa(z, O IK , >  /  v JIIM 1 -  M )* ” »(v)
Ял(1-|«о(х)

> C2( l -  N ) _p(n+a) J  w ( l - | ! / l ) ^ ( y ) ՛
В я(і-|» 1)(*)

Так как ш 6 S, то существуют Ѳ\ 6 (0,1), 6 6 (0,1] и постоянные т ,М  > 0 
такие, что m < < М для любого է е  (0, й], А € [0і, 1). Для 0 < Д < Ді :=
тіп{До, 1 ֊  Ѳ2, Ѳ? 1 - 1}, го := т а х {1 -  6/2, Ѳ} < \х\ <  1 и для всех у 6 Дд(1_|х|)(і) 
имеем 1 -  |у|, 1 -  |х| € (0,Ճ) и Ѳ2 < 1 -  Д < £ )* | < 1 +  Д < ^ .  Следовательно, 
получаем

Отсюда для го < |і |  <  1 и 0 < Д < Ді получим

•Вд(і-1»І)(*)
^ U - N )  -  /г, ( т П _ ,  Пп ы (і -  N1)> Сзто ̂  _  |/p|^p(a+n) »*п(в я(:-М>(*)) с3Д ^  >

где постоянная сз > 0 не зависит от Д и х. Нетрудно видеть, что функция
* >->|| Qa(*г) ||ш,р со значениями (0,оо) непрерьшна на гВ„ и следовательно, 
ограничена снизу на гВп. Отсюда следует, что для фиксированного Д 6 (0, Ді) 
существует постоянная с > 0 такая, что для всех |х| е  Вп нижняя оценка в (2.4) 
имеет место. □

Далее, мы рассматриваем интегральные операторы Р7, 7  > —1, заданные фор­
мулами

(P-rf){z) ■= j  0֊ ֊  \v\2)’rQ-1{x,y)f^y)dmn(y). 
в„

Известно, что для 7  > (1 +  а)/р  — 1 оператор Д7 определяет ограниченный про­
ектор из Մ  (ша), 1 < р < оо на Л* (ша), где u a(t) = է°,0  < է < 1 (см. [8], 
теорема 7.3). Точнее, имеем следующее утверждение.
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П редлож ение 2.1. Пусть и  6 S, /Зи > - 1  и р 6 (1,оо). Тогда для всех у  >
— 1 оператор Р-, есть ограниченный проектор из Մ  (cj) на hp (и).

Доказательство. Как и в классическом случае, мы применим критерий Шура 
(см. [8] Лемма 2.2, или [11] теорема 1.8). Так как р/ сопряженный к р, то будем 
иметь —(7 +  1 )/pf < (7 — a j ) / p  и —(/9Ш +  1 ) / р  < 0. Отсюда вытекает, что интер­
валы ((7 -  аш)/р,0) и ( - ( 7 +  1)/р',0) имеют непустое пересечение. Фиксируем 
некоторое з из этого пересечения и обозначим h(x) := (1 — |х|)а, х € В„. Тогда 
используя лемму 2.3 получаем

J  ( i - M 2riQ 7(*-i/)|b (y )p,d™n(y)
в„

1
=  i y > - i ( i _ p2) W  J  |Q7(z ,ptf)\dan-\(y ')dp

0 Sn-i
1 ,

i C J  (1>-e lx rp + ‘ dl’ £  Cl<1 -  w ' ՝  =
0

где в последнем неравенстве мы применили лемму 2.1 для степенного веса 1 1-+ 
Ր +Պ' ՛ , что имеет место, так как 7 +sp ' > -1  и 7 +зр' < 7 . Замечая, что Q-,(x, у) = 
Qy(y, х) и используя лемму 2.3, получаем

/  ы(1 - \ у \ )  у )М » )М і ՜  |j[)dm n(j)
в„

= ^ 1 - 2\у\)І рП~1{1- р Г ш { 1 - р) I  ,v)\< bn-i& )dp
0 Տո-,

( i -ІУІ)7 } { і - рУ Ы Х - р) л_ ^ „ , л ,.,ч „
֊  Շշ^ Ա )  J  "  Т і  ֊  р | і |)7+1 dp -  С з ( 1 " | у | )  С з % )  ’

о

где мы применили лемму 2.1 для функции ш :է*-¥ w(t)t,p, так как fa  =  Pu + sp>  
—1 и ощ =  аш +  sp < 7 . По критерию Шура Р1 есть ограниченный линейный 
оператор в ՄԼսւ), который удовлетворяет условию гапР7 =  hp(w) а Р* = Р7. □

Из последнего свойства получаем, что hp{w) есть банахово пространство, так 
как оно является замкнутым линейным подпространством банахова простран­
ства Լ?(ա). Отсюда следует՝ также, что Qa(x, у) есть эквивалентное ядро для
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пространства hp(u)):

(2.5) I Оа(*>у)І w J/)|i

где А  «  В  означает СіА < В <  С2А  с положительными постоянньаш С\ и С2.

Л емм а 2.5. Пусть и  € 5  , 0Լ, > - 1  и Р € (1,оо). ТЬгЛі <Элл любого

а  > m ax{-l, +  ո) -  ո} 

имеем II Q„{x, O lljiQ afo  •) ֊► 0 слабо ѳ №{ы) при |х| -► 1 .

Д оказат ельст во. Для любого непрерывного линейного функционала Ф на hp {ui) 

существует /  6 IP (w) такая, что

Ф(«) =  ^  u (y )/(y M l-• |У І)dmn(v)• 
в„

Лля всех непрерывных функций на В„ с компактным носителем и г := max Ы <
ѵетМЛ

1 из леммы 2.2 получаем

С] := sup I 0q(i,v)/({/)|w(1 -  М) < оо. 
х ,у € В п

Используя лемму 2.4 и выбирая е*і 6 (аы,р(п +  а) — п), получим

<3а(з.у)/(у)

М. А. ЗАКАРЯН

/
л  ?* ЧІІ -w (l -  |y |)dm „(y)

g (l И ) : Г  |х|)Р<п+а)-п-аі q

при |i |  -¥ 1, где постоянная С > 0 зависит только от ы и օ յ. Так как функции 
с компактным носителем в Вп плотны в IP՛ (ш) и |||| <Չ„(տ> ОІІш.рФоСх. ')IIw,p — 1) 
то для любой /  € IP՛ (и) имеем 

<3а(з.у)/(у)
/ I I « . ( « ,  ) І І . „ " (І ՜  w * ’*” (>,) ֊ * 0 “  w  - 1 -

□
3. К о м п а к т н ы е  о п е р а т о р ы  Т е п л и ц а  и  Г а н к е л я  с  р а з л и ч н и м и

с и м в о л а м и

Для ѵ? 6 L°°(Bn) оператор Теплица на /і£(Вп) определяется следующим об­
разом Тѵ(/)  =  P(ipf), где Р : Լ?(В„) ֊4 հԼ(В„) непрерывная проекция (1 < р <

оо). Тѵ есть ограниченный оператор и ясно, что |Т^| <  |.Р||І¥>||оо- Сопряженный к
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Тѵ оператор Г* определяется как Г* : h£(В„) հ̂ ' (Вп),Т*(Ф)/ =  Ф(Т^,/),

/  е Л&(В„), յ  6 ftj (Вп) . Пусть Я(/і£(В„)) обозначает замкнутый компактный 
идеал в £(Л£(В„)). Норма 5  +  Я(Л£(В„)) в £(Л£(ВП))/Я(Л£(ВП)) определяется

ii) Гх есть тождественный оператор,
iii) =  T f, где Т$ есть оператор Теплица с символом <р определенный на

П редлож ение 3.2. Пусть G компактное подмножество в В„ и <р 6 L°°{В„), 
ір = 0 ка В„ \  G. Тогда Тѵ есть компактный оператор на Л£(В„).

Доказательство. Пусть { f n}neN ограниченная последовательность в Л£(В„). 
Так как { /n}neN есть равномерно ограниченная последовательность на каждом 
компактном подмножестве в В„, то существует функция /  на В„такая, что неко­
торая подпоследовательность {քՈյ} последовательности {/„} сходится к /  равно­
мерно на G. Следовательно, /  -  гармоническая функция. Значит {<pfnj} сходится 
по норме І£ (В „) к {ipf} и тогда оператор произведения Мѵ : Л£(В„) —> L£(B„) 
есть компактный оператор. Поэтому, Тѵ ֊  РМ Ѵ |/£(в„) есть компактный опера­
тор. □

Следствие 3.1. \ТѴ +  Я(Л£(В„))| < lim зирг<,і)<а |v?(a:)|.
г — f l  1 1

Доказательство. Так как при г < 1 Tvx(Ві>)г есть компактный оператор, имеем

где Ф е (/і£'(Вп))* или с скалярным произведением: {Tv f ,  g) =  (f ,T*g) где

так:

inf
А-ед(л'(в„))

\S + K\.

П редлож ение 3.1. Пусть ч>,ч>\,чъ 6 Ь°° (В„) и а,Ь 6 С. Тогда

і) Таірі+Ьфі — аТѴі ՜է՜ Ь Т ^,

| ^ + « ( B „ ) ) | \ТѴ +  К I <  \Тф Тѵ>х(в„)гІ

\тѵ ~ѵх{в„)т I <  |¥ > ֊^х (В „)г | =  sup |р(х)|.
г < |х |< 1

□
Оператор Ганкеля Нѵ, Нѵ : հ է(В„) —► 1Հ,(В„) определяется так: Hv f  =  ( /  — 

P){ipf) где ч> € L - ( B n). Между операторами Ганкеля и Тешшца имеется связь:
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Т„ѵ ֊  Г^Тѵ =  Н ֊Н Ѵ. где

: Л£(В„) -> /£(В „),

Я* : /*£(В„) -* Լ ա{В п)»Я у: ^£(Bn)-

Нетрудно доказать, что

(3 1) =  SvHy + НуТф,

где Нф,Я$,Нф$ : Л£(В„) -» Ь£(Вп),Ту, : Л£(В„) —► Л£,(В„),5^ . L£(B„) —► 
£Р(ВП), у?, і̂ 6 £°°(В„), 1 < р < оо. Из (3.1) вытекает следующее утверждение.

Предложение 3.3. Пусть 1 < р < оо фиксировано. Множество функций 
ір б С(Щ ) таких, что оператор Ганкеля : Л£(ВП) —* L£(B„) компактен, 
составляют замкнутую подалгебру в С(В^).

Заметим, что если <ք € L°°(Bn),p  6 (1,оо), то Нѵ : Л£(Вп) -> L£(Bn) пред­

ставляется в виде:

(3.2) (.Hv f)(x)  =  (I  -  P){<pf) = <p{x)f{x) ֊  P(<fif)(x)

= <ю(і) J o ֊ - \ y \ 2)aQa(x,y)f{y)dmn(y)

-  J  (1 ֊  \v\2)aQa{x,y)ip(y)f{y)dmn(y)
В„

= У  (1 -  |y|2)QQcr(a;, i/)(y?(a:) -  *>(y))/(l/)dm„(i/) 
в„

= У ( і  -  |y|a)a<?S(s.y)/(y)*nn(y)>

где Q^(rc, յ/) =  (ур(г) -  ¥>(y))Qa(s,y) есть так называемое ядро интегрального 
оператора (3.2).

Докажем результат, который в безвесовом случае можно найти в [12].

Теорема 3.1. Пусть р Е (1,оо) и <р непрерывная функция на В„. Оператор 
Ганкеля Нѵ : Л£(В„) —> І£(В „) компактен.

Доказательство. Так как А  =  {tp 6 C(Bn) : компактен} есть замкнутая
подалгебра в С(Щ ), то достаточно показать, что А = С(Щ ). Согласно теореме 
СтоунагВайерштрасса достаточно показать, что HXj : Л£(В„) -> Z£(Bn) , /  ^
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( /  -  P)(x j f )  есть компакт, где Xj ,j  — 1,2, ...ո есть j -ая координата точки х. 
Согласно (3.2) имеем

(3.3) ( HXjf){x ) =  / ( 1  ֊  M2)a 2 2 (z ,v ) /M * n „ ( l/)
в„

где QXJ  (х, у) = ( i j - y j ) Q u,(х, у). Покажем, что для некоторых q > 1 и и  интеграл

/  := J  ш(1 ֊  |ж |)(У  w(l -  ll/DIQ^(x,y)\q'dmn{y))4̂ 4'ճւՈոԼւ)
в„ в„

ограничен. Из (3.1) следует, что

1 < I ^ ( і - М ) ( / ц і - Ы )
в„ в„

і  / 4 »  -  м и /  w ) * 1̂
в„ о

Последний интеграл ограничен при g > и а  — 1 < О щ < п  +  2а +  1.
Используя интерполящію операторов для весовых Մ  пространств, мы получим, 
что Т  : (В„) -ѵ (Вп) есть компактный оператор. Так как HXj сужение Т
на հԼ (В„), то HXj есть компактный оператор. Для того чтобы для операторов 
типа (3.2) были выполнены эти условия достаточно выбрать и  так, чтобы а — 1 <
Ош < а  +  1. □

С ледствие 3.2. Пусть <р,гІ> е  С (В„). Тогда операторы Т ^  -  Т^Т^ и ТѵТф -  
ТфТѵ компактны на հԼ (В„).

Теорема 3.2. Если <р€С (В„) то сге (Тѵ) = <р (5 В „).

Доказательство. Сначала покажем, что tre (Tv ) С <р(дВ„). Без ограничения 
общности предположим, что 0 փ <р (дВп). Нам нужно показать, что Тѵ есть 
Фредгольмов оператор. Пусть ф € С  (В„) такой, что і/> =  ^  на сШп. Согласно 
Утверждению 3.2, Т ^  — I  =  T ^ - j  есть компакт и с (3.2) оператор Т^Т^ — I  и 
ТѴТ$ - 1 есть компактный оператор. Из теоремы Аткинсона следует, что Тѵ есть 
компактный оператор. Сейчас покажем, что >р (ЗВП) с  <те (Тѵ). Пусть <р (Ѳ) =  О 
для некоторого в 6 9В П. Нужно показать, что есть не фредголмов оператор. 
Предположим обратное: Тѵ есть Фредгольмов оператор. По теореме Аткинсона 
существует՛ S  € £  (Л£ (В„)) такое, что STV — I  есть компактный оператор на
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/,£ (В„). По лемме 2.5 ST* | Qu {х, OL.p (*• 0 ՜  I (*> OL.p Q<-> (х , •) -+ О по 
норме топологии на հԼ (Вп) при |х| -*■ 1. Имеем

| | s r „ II Qu,(X,-)ІІ«.рО«(*>-)l IS , < с  .м . , ІрІо>,р

В„

Վ ւ + ւ \
\Հ.„ Bn\A n /

где A„ =  {у G В„ : | l / - 0 |  <  >  0}. Так как у>(0) -»  0, когда х ֊► 0, то для
заданного е > 0 мы можем выбрать 5 такое, что

/ ֊ < і - Ы ) И ѵ )  Г ц £ Й ? Й с * - « *

в
Вв„

/  " P - M ) b . M r | | g : ^ f c * - M  

/  Ц г о ч 5 І Г " І9“ (в ,ѵ ) |,^ Ы - С л

В„\А„

< с
Іѵ-г|>«

если |х — 0| достаточно мало. Это противоречие и доказывает теорему. □

Следствие 3.3. Пусть <р € С (Вп) , 1 < р < оо, тогда Тѵ есть компактный 
оператор на հէ (Вп) тогда и только тогда, когда <р =  0 на 9В„.

4. О п е р а т о р ы  Т е п л и ц а  с  P C  и  м а т р и ц  с и м в о л а м и  н а  Л£(В")

Пусть F  -  (п — 1)-мерная гиперплоскость в R" пересекающая В„. Тогда мно­
жество Bn\F  состоит из двух частей, которые обозначаем через В+ и В ՜.

= {* = (®1Г”  , Х п ) е В п : det(ai ,- -  - .O n - i .y - x o )  >  0}

Вп {я (®i> I хп) 6 B n ՛. det (ai, • • • , On֊i, у  — x0) < 0}, 

где Oi, • • • , ttn—l есть произвольный базис в F, xq € F  фиксировано и у  6 Вп. 
Обозначая F  |J  дВп =  3F  и определяя

Н С (Вп) = { 9 & LW*у (Вп) : tp\B+, Ч>\ в -  — равномерно непрерывны j ,
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замечаем, что НС (Вп) есть замкнутая подалгебра из L°° (Вп) и поэтому мы 
можем записать

Н С ( В п) = {< <р, ф >: <р е  С  (В+) , ф е  с (В+)}

. Напомним, что алгебра PC есть замкнутая подалгебра в Ь°° (Вп), состоящая 
из кусочно непрерывных функций на Т.  Пусть ір* есть кривая, соединяющая 
значения правого и левого пределов из ір прямыми отрезками в точке разрыва. 
Известно, что в гильбертовом пространстве Я 2 справедлив следующий результат 
(см. [10]):

П редлож ение 4.1. Если <ք и ф 6 PC, то

i) ТѵТф -  есть компакт,
ii) Тѵ есть Фредгольмоѳ оператор тогда и только тогда, когда <р* не про­

ходит через начало координат.

Мы покажем, что эти свойства остаются справедливыми для уз и і/> из Н С  (Вп). 
Отметим, что результат Предложения 4.1 зависит от факта, что мы можем ап­
проксимировать точки разрыва функции только для двух направлений из Т. Эти 
свойства сохраняются для функции из Н С  (Вп). Пусть А 6 F  и /  = <  <р, ф >€ 
Н С ( В п). Если мы аппроксимируем А через то lim /  (х) =  <р(А), а если ап­
проксимируем А через В ՜,  то І і т /  (х) =  ф(Х). Пусть յ  (С (Вп)) и յ  (НС  (В„)) бу­
дут замкнутыми алгебрами из £  (Л2 (9Bn, w)), порожденные {Тѵ :ц>еС (Вп) } и 
{Тѵ : уз 6 Н С  (5 П)} соответственно. Для А € дВп определим замкнутую алгебру 
та в յ  (НС {Вп)), порожденную {Тѵ :<р&С (В ^ ) ; <р (А) =  О}.

Доказательства следующих двух лемм аналогичны следствиям из [13].

Л ем м а 4.1. і) Алгебра յ  (С  (5„)) неприводима и содержит К  (Л2 (Քո)).
іі) յ  (С (Вп)) / К  (Л2 (Я„)) -  ’ -изометрично изоморф к С (дВп) и имеет 

максимальный идеал пространства дВп.
і і і) Каждый идеал т\ содержит К  (Л2 (5 П)) .

Л ем м а 4.2. Пусть ք =< <р, ф >6  Н С  (Вп). Существенный спектр состоит 
43 {^(^) : X е  dBn\dF}  вместе с замкнутыми прямолинейными отрезками, 
соединяющими tp(X) с ф(А) для каждого А € dF.

Рассмотрим теперь критерий Фредгольма для операторов Теплица в п-мерном 
случае. Для этого мы будем использовать численный диапазон операторов. Мы
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вычислим также индекс для этих операторов для специальных случаев. Пуст 
£?v (B„,w)(£jU aB„,w )) и h% (Bn,w) (Л?ѵ (<9Bn, w)) будут пространства векто­
ров столбцов длиной Лг с элементами, которые принадлежат L 2 (B„,w) (£2 (дВп,ш)) 
и A2 (B„,w) (h2 (дВ„,ш)). Функции из h2 (<9Вп,ы) имеют едішственное аналити­
ческое продолжение в В„ (см. [10]). Соответственно, пусть L°° (В„) (Х,°°(0Вп)) 
будет пространство N  х N  матриц с элементами из L°° (В„) (L°°(dB„)). Для 
простоты обозначим через Р  ( р )  соответственно через Pjv (-Pjv) проекцию из 
L2 (В„,ы) (L2 (0В„, и)) на Л2 (В„,ы) (Л2 (дВп,ш)) соответственно L% (В„,ш)
(Ljf (ав„ , и)) на h% (В„, ш) {hff (5В„, w)).
Много свойств критерия фредгольмовости операторов Теплица можпо найти па- 
пример в [4] и [9].

Определение 4.1. Пусть А -  единичная нормированная алгебра над С. Чис­
ленный образ V  (А, а) в а 6 А определяется как

V  {А, а) =  { /  ( а ) : /  €  25 (А, 1)},

яде

D {А, 1) := { / 6  ճ * : / ( 10) =  ||/ || =  1}.

Приведем некоторые свойства численного образа (см. [5], [6]).

Предложение 4.2. 1. Д ля  а,Ь € А и а ,0  е  С имеем

i) Ѵ{А,а + Ъ ) сѴ { А ,а )  + Ѵ(А,Ъ)
ii) Ѵ(А,а  + Ь) = а  + 0Ѵ(А ,а )

і і і) V  (А, о) есть выпуклый компакт.

2. Если В  есть подалгебра из А, содержащая единичный элемент, то для 
каждого Ъ 6 В V  (B,b) — V  (А , Ь)

3. Д ля каждого а € А имеем а  (о) С {V  (Ճ, о)}, где а  (о) есть спектр 
элемента а из А.

Хорошо известно, что если Т  линейный ограниченный оператор над гиль­
бертовым пространством Я , то числепный диапазон оператора Т  называется 
W СП =  {< Тх, х> : X е  Я, ||х|| =  1}. Между этими двумя определениями суще­
ствует следующая связь.

Л емм а 4.3. (см. [6]j Пусть Т  - линейный ограниченный оператор над гильбер­
товым пространством Н. Тогда W  (Т) = Ѵ (Ь  (Я, Г)).
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Л ем м а 4.4. (см. [1]) Пусть А и В  суть единичные алгебры, а е  А и <р : 
LH  { \ л ,а}  —¥ В  -  линейное преобразование такое, что ||у>|| =  1 ti ¥>(1л) =  Is- 
Тогда V (В, (а)) С {V (А, а)}.

NaM п онадобится  м етод  локали зац и и , которы й  м ож но н ай ти  в [9].

Теорема 4.1. Пусть 21 есть С*-алгебра, А есть С'-алгебра, содержащаяся в 
центре 21 и имеющая максимальный идеал пространства М д и для фиксирован­
ного X 6 МА, тх есть замкнутый идеал в А, порожденный через максимальный 
идеал {а 6 А : а = 0} в А. Тогда Г\хемл Тх =  {0}- 

При этом,
1) Если Фх есть канонический эпиморфизм из Я на VL/rx, mo ѲФ* есть

*6 Мл
* -мономорфизм из 21 на J2 ©21 /тх.

х£Мл
2) Т  есть обратимый в тх тогда и только тогда, когда Фх (Т ) обратим в 

21/т* для X  е  Мл-

О пределение 4.2. Д ля  а 6 L°°{dВ„) существенный образ R(a) состоит из 
всех матриц b € Cn *n , для которых множество {է € д В п : |a(t) — Ь| < е} для 
всех е > 0 имеет положительную меру.

Для А  с  L%xN (9В„) пусть т (А) будет С*— под-алгебра, порожденная {Та : 
а 6 А} в £  (/&  (дВп, Ш)) (£ (h% (В„,ы))) и пусть Я (h% (дВ п, и )) (Я (h*N (Bn,w))) 
будет идеал компактных операторов в £  (Л^ (9В„, ш)) (L (/і^ (Вп, w)))

Пусть C(5Bn)(C(Bn)) -  пространство всех непрерывных функций на 9В„(В„), 
a Cjvxw(0Bn)(CVxw(B„)) -  пространство всех N x N  матриц, элементы которых 
принадлежат Cf(5Brt)(C'(Bn)). В этом случае имеем

а  =  т  ( іЛ х * (в В„)) /Я  {h% (в в „ ,« ))

соответственно

21 =  т ( і ^ ( В п))/Л (А ^(В „,о ;))

И

А  = т(С(дВп) ■ IN) / К  (/&  (0В„,ы))

соответственно
А = т (С (Вп) -IN) / К  (h% (Bn,ы)) ,

45



М. А. ЗАКАРЯН

где In  есть N  у. N  единичная матрица и С  (5В„) - I n (С (Вп) • I n ) есть множество 
всех диагональных матриц, чьи элементы непрерывны. Множество А  находится 
в центре Я и изоморфно С (дВп) (С (В„)), и мы можем локализовать Я к точкам 
дВп. В самом деле, для է из дВ п пусть т> будет замкнутый идеал в Я, порож­
денный {Га € а  : о е С(0В„) • /лг,а(і) =  0} н Я| будет частная алгебра Я/ 
т«. Пусть Փէ будет естественный * -гомеоморфизм из г  (LJ?xAr(SBn)) на Я{. Из 
теоремы 4.1 следует, что оператор Тешшца Та есть оператор Фредгольма тогда 
и только тогда, когда для всех է € <9ВП Փէ (Г) есть обратимый в Я*. Пусть Ue (է) 

-  окружность точки է.

Теорема 4.2. Пусть а 6 £ “ іЛГ(Ѳ5п) такой, что для всех է 6 дВ„ существует 
обратимая матрица Ht,Gt 6 CnxN такая, что 0 £  n ։>oW(HtaGt |и,(<)). Тогда 
Та есть оператор Фредгольма.

Доказательство. Пусть с е  C(Bn).lN ~ непрерывная функция на В„ с элемен­
тами сц, * =  1,2,..., N  чьи носители находятся в Ue(t) и значение в {0,1}. Пусть 
сц =  1 на І/е (է) и равна нулю на дополнении Սէ (է). Для каждого է определим 
линейное преобразование из 0В„ : Ф£ : Lf?xN (Ue (է)) -> Я; d >-► Փէ(Т^). Так как
Ф?(1) =  Ъ Р У  =  Ф * т _ (1_с)г) =  9 t(Tx) -  Ф«(Т(1_С)1) =  1 и |Ф5(сг)| =  |Ф»(ГС<І)| < 
\Таі\ =  \cd\ < |d|, то |Ф§| =  1. Из леммы 4.4 следует, что численный диапазон 
Ѵ(Я„ Փշ(էՕ) С V(L%xN(Ut  (է) , d)) и из свойства 4.2 получаем

о { п т  с  v ( z t , n m

Тогда существует изометрия d >-► Md между I “ xJV(Ue (է) и £(L%(Ue (t))) и из 
свойства 4.2 следует, что V ( L ^ xN(Ue (է)) =  V( £(L%(Ut (i)),M d). Из леммы 4.3 
получаем V{L%xN(Uc (է)) = W(d). Т е і к  как 0 Հ n c>QW (HtaGt |t/.(t)), то сущег 
ствует е > 0 такое, что 0 g n c>0W (HtaGt |Ui(t)) и 0 փ o(V cd(HtaGt |у,(0 )). Это 
означает, что существует е > 0 такое, что Фed(HtaGt |у,(*)) =  *(Гся|ас,|„.<0 ) 
обратим. Тогда а =  Н ^ Щ а  =  Я , ՜ *((1 ֊  с) +  ՕՀսՀէ) +  cxeBn\u.W)Hta и для 

Ф* имеем Ф‘(Т“) =  Ф* С Ѵ (  1—с)Я.а) +  ф‘(Гя г ‘сх„.(Ця.а)- ^  как Т г-е 6 ти то
ТН?1(1-с)Н,о =  0 и

Я Г 1Ф?(Я*аС* |u.(t) СГ1 =  Ф(Гяг*сЯ.«|„.(„ О,с Г0  =  О Д )

-  обратимый оператор для всех է 6 0В„. □
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ОПЕРАТОРЫ ТЕПЛИЦА И ГАНКЕЛЯ НА ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Оценка для спектра Тѵ и выпуклого множества численного диапазона Т  в 
гильбертовом пространстве получена в [22]. Остаются ли в силе эти свойства для 
многомерного пространства типа Бергмана-Джрбашяна, нуждается в изучении.

Основной результат для индекса операторов Фредгольма в многомерном слу­
чае пространства типа Бергмана-Джрбашяна в единичном шаре был получен в 
[21]. К сожалению, мы не смогли обобщить этот результат для R " для гармо­
нических функций. Поэтому мы вычислим индекс операторов Фредгольма при 
ո =  2.

Л ем м а 4.5. Пусть К  -  комплексное множество из С, a Ս -  открытое мно­
жество из К . Д ля  а € Lf fxN(U) и b € R(a) справедливо следующее включение:

Щ с Щ .

Доказательство. Пусть у € IѴ(Ь) -  произвольный элемент. ТЪгда для всех 6 > О 
существует х  6 Сы с |х| =  1 такое, что |(Ьж, а:) - у \  =  |((Ь -  у )і,і> | < <5. Так 
как b принадлежит і2(о), множество {է & U : |a(t) — b| < <5} имеет1 положитель­
ную меру. Множество матриц, для которых |((с -  у)х, г>| < б является открытой 
окрестностью для Ь и множество

А : =  { t e U  : |((a(£) ֊  у)х,х)\  < d}

имеет положительную меру. Определим /  из L%(U) так, что /(<) : 
է € Ս. Ясно также, что | / |  =  1. Тогда

І ( ( °  -  v ) f , f h % m  I =  I /  ( ( « ( է )  ֊  ѵ ) / ( і ) , / М Ж « )  I
и

= IJ ((<»(*) -  y)x. < sup |((e(t) -  y)x, x)| < S,
A

и у принадлежит 1У(а). □

A b strac t. The paper considers weighted spaces of harmonic functions. Having lower 
and upper bounds for the equivalent kernels of such spaces we consider Toeplitz and 
Hankel operators with different symbols. The Fredholm criterion for these operators 
on some compact is also studied.
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А н н о т а ц и я . В статье характеризуется класс алгебр, в которых выполня­
ются сверхтождества многообразия алгебр Де Моргана. Д ля таких алгебр с 
двумя бинарным» операциями доказывается структурная теорема. В каче­
стве следствия получаем конечный базис сверхтождеств для многообразия 
алгебр Де Моргана, состоящий из сверхтождеств, функциональные и пред­
метные ранги которых не больше 3.

MSC2010 number: 06D30, 08А05, 03С05, 03С85.
Ключевые слова: сверхтождество; алгебра Де Моргана; Де Морганова сумма 
алгебр: базис сверхтождеств; квазирешетка Де Моргана.

1. В в е д е н и е

В работе [1] характеризуются алгебры со сверхтождествами многообразия бу­
левых алгебр. В настоящей работе методом [1] решается более общая задача. 
А именно, характеризуются алгебры со сверхтождествами многообразия алгебр 

Де Моргана. Алгебра Q(+, • /)  с двумя бинарными и одной унарной операция­
ми называется алгеброй Де Моргана, если Q{+, ■) - дистрибутивная решетка, а 
Q(+. • /)  удовлетворяет следующим тождествам:

(z +  у)' = X՛ ■ у',

х"  =  X ,

где х"  =  (і')' [2, 3]. Сверхтождества многообразия алгебр Де Моргана характе­
ризуются в работе [4].

Напомним, что сверхтождество [5, 6] -  формула второго порядка вида:

ѴАГі,. . . ,  Xrrtfx\ , . . . , х п (w i= w 2), (*)

где ս ւ , ս շ -  слова (термы) в алфавите функциональных переменных X m и
предметных переменных х і , . . .  , х п. Однако сверхтождество обычно пишется без
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кванторной приставки: ал =  Աշ. Будем говорить, что сверхтождество Wi =u>a вы­
полняется в алгебре (Q; Е), если это равенство справедливо когда каждая функ­
циональная переменная Х і заменяется любой операцией той же арности из Е 
(предполагается возможность такой замены), а каждая предметная переменная 

Xj заменяется любым элементом из Q.
Многообразие V  удовлетворяет данному сверхтождеству, если каждая алгеб­

ра многообразия V  удовлетворяет этому сверхтождеству. В этом случае данное 
сверхтождество называется сверхтождеством многообразия V.

В дальнейшем мы будем использовать следующую характеризацию сверхтож­
деств многообразия дистрибутивных решеток ([1, 7]).

Теорема 1.1. Многообразие дистрибутивных решеток удовлетворяет следую­

щим серхтождествам:

(1.1) Х(х ,х )  = х,

(1.2) Х(х ,у)  = Х(у ,х) ,

(1.3) X{x,X{y ,z ) )  = X(X(x ,y ) , z ) ,

(1.4) Х(х,  У (у, z)) = У [X (х, у), Х(х ,  z)).

И  наоборот, любое сверхтождество многообразия дистрибутивных решеток 
является следствием сверхтождеств (1.1), (1.2), (1.3), (1.4).

Если 21 =  (Q; Е) -  алгебра и \А\ -  арность операции А  е Е, то множество

Та =  {|Л| I А  6 Е}

называется арифметическим типом алгебры Я. Г-алгеброй называется алгебра 
с арифметическим типом Г. О категории Г-алгебр см. [1, 5, 6, 7], в которой 
морфизмы между двумя Г-алгебрами определяются как пары (<р, ф) : (Q; Е) => 
(Q't Е') отображений <р : Q —t Q՛ и ф :Tj —> Е;, где отображение ф сохраняет ар­
ность операций и для всех A  £ Е, |j4| =  ո, ս լ ,. . . ,  On 6 Q справедливо равенство:

Ч>А{аі,.. . ,  On) =  (фА)(іраі,...,<рап).

Эта категория обычно обозначается через AlgT. Тождественные соотношения 
этой категории являются сверхтождествами. Произведение в этой категории наг 
зывается суперпроизведением алгебр и обозначается через Яі м ԶԼշ для двух 
алгебр Яі и 212.
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АЛГЕБРЫ  СО СВЕРХТОЖ ДЕСТВАМИ

Определение 1.1. Т-алгебра 21 =  (<?;£), где Т  =  {1,2}, называется квазире­
шеткой Де Моргана (или Де Моргановой квазирешеткой), если она удовлетво­
ряет всем сверхтождествам многообразия алгебр Де Моргана.

Заметим, что существует квазирешетка Де Моргала, не являющаяся алгеб­
рой Де Моргана. Действительно, для алгебры Де Моргана 21 =  (Q\ {+, ■/}) 
рассмотрим суперпроизведение £  =  21m21 =  (Q x  Q; {Аі,А?,  ճ 3] Ճհ, Л5}), где 
А\  =  (+, +), Ai  =  (+, •), A3 =  (•, ■). Ах =  (•, +), A s = (', '). Тогда в этой алгебре 
выполняются все сверхтождества многообразия алгебр Де Моргана. Это верно 
и для подалгебры (Q х Q; {-Аі, Ճհ, As}). Но в этой алгебре не верны тождества 
поглощения, следовательно, она не является алгеброй Де Моргана.

2. О П О Д П РЯ М О  Н Е Р А ЗЛ О Ж И М Ы Х  К В А З И Р Е Ш Е Т К А Х  ДЕ М О РГ А Н А  

Сначала заметим, что из сверхтождества многообразия алгебр Де Моргана

(2.1) в д  =  У (*)(= г)

следует, что унарная операция в квазирешетке Де Моргана единственна. Обо­
значим ее через ", а слово F(x,y)  обозначим через F(x,y).

Предложение 2.1. Если квазиреиіетка Де Моргана 21 =  (Q; Е) подпрямо нераз­

ложима, то количество бинарных операций в множестве £  не больше 2.

Доказательство. Доказательство аналогично доказательству лемм 3.1, 4.1 из 
работы [1], с использованием следующих сверхтождеств из работы [1]: (3.5), (3.8),
(4.8), (3.11), (3.12) и (3.10). □

Теперь из теоремы Биркгофа о подпрямых произведениях для категории Т- 

алгебр вытекает следующее следствие.

Следствие 2.1. В категории Т-алгебр, где Т  =  {1,2}, любам квазирешетка Де 

Моргана изоморфна подпрямому произведению квазирешеток Д е Моргана с не 
более чем двумя бинарными операциями.

Итак, требуется описать квазирешетки Де Моргана с одной или двумя бинар­
ными операциями.
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3 К в а з и р е ш е т к и  Д е  М о рга н а  с  о д н о й  б и н а р н о й  о п е р а ц и е й

В настоящем параграфе мы характеризуем квазнрешеткл Де Моргана с одной 
бинарной операцией. Пусть Я =  <?(+,՜) является такой алгеброй. Тогда в ней 
справедливы следующие сверхтождества: (І.І)-(І.З), О2-1)

(3.1) F(x,y) = G(x,y),

(3.2) X ( X ( z ) ) = x ,

(3.3) F(F(x,y),x)  = х ,

(3.4) F(F(x, у), z) =  F(F(x, z), F(?, z)).

Следовательно, в ней справедливы и следующие тождества:
f  х + х  = х, х  + у = у + х, x + ( y  + z) = {x + y) + z, Ш = х,

3̂'5' Լ Х + У + Х =  X ,  x + y + z = x + z + y + z.
Обратно, пусть алгебра Я =  Q(+>") с одной унарной и одной бинарной опера­
циями удовлетворяет этим тождествам. Определим бинарную операцию • в этой 
алгебре: х • у = х + у. Легко доказать, что алгебра Я' =  (?(+, •“) является алгеб­
рой Де Моргана, и следовательно удовлетворяет всем сверхтождествам алгебр 
Де Моргана. Но тогда ее редукт Я =  Q(+,~) также удовлетворяет этим сверх­
тождествам. Итак, справедливо следующее утверждение.

Предложение 3.1. Алгебра Я =  Q(+ ,~) с одной унарной и одной бинарной 
операциями, является квазирешеткой Де Моргана тогда и только тогда, когда 
она удовлетворяет тождествам (3.5).

4. К в а з и р е ш е т к и  Д е  М о рг а н а  с  д в у м я  б и н а р н ы м и  о п е р а ц и я м и

В этом параграфе мы характеризуем произвольные квазирешетки Де Мор­
гана с двумя бинарными операциями. Для этого введем следующее понятие Де 
Моргановой суммы.

Определение 4.1. Пусть Я =  (Q; П U {F}) -  произвольная алгебра с одной 
унарной операцией F. Пусть (<3<;П), i е  I  ֊  подалгебры алгебры. Я, и %  = 
(Qi\ fiU{F<}) -  алгебры с одной унарной операцией Fi. Алгебра Я называется Де 
Моргановой суммой алгебр Չկ, если выполняются следующие условия:
1) QiOQj = 0 , для всех i , j  е І , і  փ j ;

2) Q  =  Ц е/ Qa

Ю. М. МОВСИСЯН. В. А. АСЛАНЯН
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3) На множестве I  можно определить бинарные операции +, • и унарную опе­
рацию ~ так, что / (+ , •, ՜ ) есть алгебра Де Моргана;
4) Если i , j  е  I  и і  < j  (здесь через “ < ” обозначен частичный порядок решетки 
/(+ , •))> то существует изоморфизм (<pid , i ) : 2Ա -► 2L,-, где i(Fi) = Fj, i(A )  =  А 
для любого А  6 П, причем ipiti есть тождественное отображение множества 
Qi, и для любых і < j  <  к имеем <pij • <pjtk = <Pi,k!
5) Для  любого i € I  существует изоморфизм

(ЛііТ,ё) : ՏԱ -+ %

причем հ ՜Հ  = Խյ{ и  Л4 յ ■ ipjk = для любого k > i  + i, k € I;

6) Д ля любой п-арной операции А  6 П (п > 2) и для любых х \ , х „  е  Q имеем:

А{х 1,... I Х„) =  А(<ріі։і0 (х і) ,..., ̂ «„.է՚օՕ̂ ո)),

где Xj 6 Qi,, i3 6 I,  j  = Լ ո ,  »o =  n  +  . . .  + t n;
7) Д ля  любого x  6 Q имеем:

F(x) = hi։l(Fi{x)),

где X e Qi.

Замечание 4.1. Пусть алгебра 2t является Д е Моргановой суммой алгебр 2Ա, і 6
I. Тогда для любых i , j  £ I  имеем i + j e l ,  i < i  + j, j  < i + j  tt следовательно 
алгебры %  и 21j  изоморфны алгебре 2t,+j. Поэтому алгебры 21, и Щ изоморфны 
для всех i , j  € I.

Заметим, что в определении Де Моргановой суммы замена Де Моргановых 
алгебр на булевы алгебры приводит к определению булевой суммы [1].

Докажем следующую лемму.

Лемма 4.1. Пусть ш = ш(хі , . . . ,  х п) -  Д е Морганово слово, т.е. слово с би­

нарными и одной унарной функциональными переменными. Если алгебра 21 =  

Q(+, -,~) являестся Д е Моргановой суммой алгебр Де Моргана Qi(+, • /) , t 6 I, 
то при значениях Xj — Oj € Qijt j  — l ,n  имеем ш(а\ , . . . .  On) 6 Qk, где k = 

w(»i,. . .  , i n) -  значение слова ш в алгебре Де Моргана / (+ , •, ~) при Xj = i j  6 I. 

Причем существует такое to 6 / ,  to > i i  + . . .  + in + к, что для любого 
է Շ I , է > է  о верно следующее равенство:

t ( ° i ) .  • • • .  =  V>fc,t(w(ai,. . . ,  On))-
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эта лемма есть уточнение леммы 4.2 из [1] о булевых словах 
на случай Де Моргаяовых алгебр. Ее доказательство как и в [1], ироводится 
индукцией. Например, пусть и  = ші +w2 и лемма верна для слов ші u w2 при всех 
է > *і и է > էշ соответственно. Чтобы доказать утверждение для и, достаточно 
в доказательстве леммы 4.2[1] для этого случая везде единицу булевой алгебры 
заменить на է > կ  =  Կ +էշ. Пусть теперь ш =  5F и утверждение леммы для слова 
7г верно при всех է > կ .  Чтобы доказать утверждение дая рассматриваемого 
случая, достаточно в доказательстве леммы 4.2[1] для этого случая везде единицу 

булевой алгебры заменить на է > կ  = կ  +  к. □
Следующей теоремой характеризуются квазирешетки Де Моргана с двумя 

бинарными операциями.

Теорема 4.1. Алгебра И =  (Q; {+,-,"}) с двумя бинарными операциями +,• и 
одной унарной операцией ~ является квазирешеткой Д е Моргана тогда и толь­
ко тогда, когда она является алгеброй Д е Моргана или Де Моргановой суммой 

алгебр Де Моргана.

Доказательство. Доказательство достаточности аналогично доказательству 
достаточности теоремы 4.2 из [1]. Только здесь надо ссылаться на лемму 4.1 и 
заменить 1 {единица булевой алгебры) на է > to-

Необходимость. Требуется доказать, что любая квазирешетка Де Моргана 

И =  (Оі {+> ՚ւ ՜}) является Де Моргановой суммой алгебр Де Моргана. В дока­
зательстве мы используем некоторые сверхтождества многообразия алгебр Де 
Моргана, которые, по определению, справедливы и в алгебре St.

Сначала заметим, что операции +  и • удовлетворяют тождествам идемпотент­
ности, ассоциативности, коммутативности и дистрибутивности.

Теперь определим следующее отношение ~  на множестве Q:

х ~ у е > х  + (ху) = х ,  у + (ух) = у.

Из доказательства леммы 3.1 [1] следует, что ~  является отношением эквивалент­
ности. Следовательно множество Q разбивается па пепересекающиеся множества 
Qi, і € I,  т.е. имеем фактор-множество Q/ rsj — { Q i - i t  I}- ТЪгда <3 =  Ц-6/ Qi.
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• Теперь докажем следующие свойства отношения

1. а: ~  у, 2 ~ i = 3 - x  +  z ~ j /  +  t;

2. ху ~  х +  у;

2. I  ~  у => * ~  V,

где а:, у, z, է 6 Q.
Из X ~  {/, շ ~  է вытекает, что х +  (ху) =  х, у +  (ух) = у, z+ (z t )  = z, t + (tz) =  i. 
Далее, воспользуемся следующим сверхтождеством:

(4.1) F(F(x, z), G(F(x, z), F(y, է))) = F(F(x,  G(x, у)), F(z,  G(z, <))).

Имеем (x +  z) +  (x +  z)(y + 1) = (x +  (xy)) +  (z +  (z t)) = x  + z  и

(V + 1) +  (y +  t)(x + z) =  (y +  (yx)) +  (t +  (tz)) = y  + t, 

откуда получаем x +  z  ~  у + t. Теперь из сверхтождеств

(4.2) F(F(*. у), G(F(x, у), G(x, у))) =  F(x, у)

И

(4.3) G(F(x,  у), F(F(x, у), G(x, у))) =  F(x,y) 

получаем тождества:

(х +  у) +  (х +  у)(ху) =  X +  у

и (ху) +  (ху)(х +  у) =  ху. А это значит, что х +  у ~  ху.
Докажем третий пункт. Воспользуясь сверхтождеством

(4.4) F(F(x,  G(x, у)), G(F(x,  G(x, y)) ,F(y , G(y, x)))) =  F(x, G(x, y)),

получаем x +  (xy)+x +  (xy)-y 4- (ух) =  x +  (ху). Теперь если x ~  у, тох+(х-у) =  
X . Аналогично получим, что у +  (у • х) =  Т.в. X ^  у.

Легко проверить, что множества Qi, i е  I  замкнуты относительно операций 
+ и •. Действительно

u , v € Q j = * u ~ u = ^ u  =  « +  u ~ u  +  u ^ u i ; ~ t i  +  u ~ u = * u u , u  +  i ;€Qi .

Определим новую унарную операцию ' на множестве Q следующим образом:

X՛ =  X ■ X +  X + X ■ (х + х).
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Сначала заметим, что ( і  +  у)' = х' ■ у' дяя любых х , у  6 Q. Воспользуемся

сверхтождеством:

(4.5) F(G(F{x, у), T(F(x, у), Т(х,  y))),V(F( х, у), F(F(x, у),Т(х, у))))) =

G(F(G(x, F(x, Я)), U(x, F(x, х))), F(G(y, F(y, у)), U(y, F(y, у)))).

Полагая здесь F  =  +, G =  • получаем требуемое тождество.
Из сверхтождества

(4.6) F(G(Ti,F(u,U)),G(u,.F(u,iZ))) =  *,

где обозначено и = F(G(x,?(x,Z)),(?(x,  F(x,x))),  легко получаем, что' (х')' =  х. 
В следующем шаге воспользуемся следующими сверхтождествами:

(4.7) F(x,  G(x, F(G(x, F(x,  S)), <У(х, F(x, x))))) = x,

(4.8) F(u,G(u,x)) =u ,

где обозначено tx =  F(G{x, F(x,  x)), G(x, F(x, x))). Полагая F  = +, G =  • в этих 
сверхтождествах, получаем х  +  (хх՜) =  х  и х/ +  (х?х) = х/. А это значит, что 
X ~  X т.е. множества Q* замкнуты относительно этой унарной операции. Из 

свойств операции ', доказанных выше, следует, что алгберы Q,(+, •/) ,  t е  /  -  
суть алгебры Де Моргана. Докажем, что Я является Де Моргановой суммой этих 

алгебр.
Из свойств 1—3 отношения ~  вытекает, что на фактор-множестве Q / ~  можем 

определить операции +  и " следующим образом: если х е  Q{, у  £ Qj, i , j  € I, 
то определим Qi +  Qj =  Qk <=> x  + у  6 Qk и Q, =  Qj <=> x e  Qj.

Еще определим операцию • с помощью этих двух операций: Qi-Qj  = Q i  + Qj. 
Докажем, что полученная таким образом алгебра (Q/  {+ , •, ՜  }) является

Де Моргановой алгеброй, т.е. проверим аксиомы алгебр Де Моргана.
Идемпотентность, ассоциативность и коммутативность очевидны. Докажем 

тождество дистрибутивности. Пусть Qi։ Qj,Qk  6 < 3 / ~ и  пусть Qi(Qj +  Qk) = Qt 

и (QiQj) +  (.QiQk) =  Qt- Тогда Qt = Qi + Qj + Qk * Qi = Qi + Q j + Q i  + Qk- 
Е с л и а б ф ,  b e Q j ,  c e  Qk, TOS +  F + C 6  Qt и а  +  6 +  Ш б  Qi.
Из сверхтождества

ч (4-9) F(x, F(y, z)) = F(F(x,  y),F(x,  z))
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следует, что а +  6 +  с =  а +  Ь +  а +  с. А это значит, что Qt Ո Qi փ 0 ,  т.е. Qt = Qi. 
Аналогично из сверхтождества

(4.10) F(x,F(x ,y))  =  х

следуют тождества поглощения..
Тождество Qi =  Qi вытекает из тождества Ш =  я, х  е  Q.

Далее, Qi-Q j  = <5 + Ծ յ = & + Չ յ -
Теперь определим операции +, на множестве I  следующим образом:

i + j  = k<* Qi + Qj =  Qk, 

i- j  = k<& Qi-Q j  =  Qk, 

i — к Qi =  Qk-

Относительно этих операций алгебра /(+ , •,“) превращается в алгебру Де Мор­
гана, причем Qi + Qj =  Qi+j, Q{ ■ Qj = Qijt Q{ =

Ясно, что если a e  Qi, b £  Qj,  t o  a + b  g  Qi+Qj =  Qi+j- Кроме того, ab ~  a + b ,  

т.е. ab также принадлежит мпожеству Qi+j.

Теперь определим отображение ifiij : Qi —► Qj для i , j  € I,  i < j  (здесь ” <  ” 
-  частичный порядок решетки J(+, •))■ Для всякого х  6 Qi определим <Pij(x) = 

X  + (xu), где и произвольный элемент мпожества Qj. Убедимся в корректпости 
этот  определения, т.е. докажем, что х  +  (xu) не зависит от՛ выбора и и всегда 
принадлежит множеству Qj. Пусть и, ѵ € Qj. Тогда и ~  ѵ, следовательно, и +  
(иѵ) =  и, V +  (ѵи) =  V.  Из сверхтождества

(4.11) F(x, G(x, F(y, G(y, z)))) = F(x, G(x, F(x, G(z, y))))

для всех X e Qi получаем x  + (xu ) =  x  + x (u  + (ut>)) =  x  +  x (v  + (u u )) =  x  +  (xv ). 
Имеем t < j ,  поэтому i + j  = j  и если x  e  Qi, u 6 Qj,  to  x u  € Qi+j =  Qj и 

X +  (x u ) €  Qi+j =  Qj.

Если i = j ,  то X ~  u и поэтому X +  (xu) =  X, т.е. ip^i =  e д л я  любого * 6 I.
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Заметим, что ipij -  гомоморфизм. Действительно, пусть и Շ Qj, х, у € Qt. 

Тогда

^ . ( х +  у) = (х +  у) +  (х +  у) и =  (х +  xu) +  (у +  уи) = w j { x )  +  lfij(y),

<pitj  (ху) =  ху +  xyu = (х +  хи){у +  уи) = <Pi,j{x) • Vij(y),

(<Pij(x)Y =  (x +  x u ) ' =  X՛ ■ (xu)' =  x '(x ' +  y ') =  x ' +  x V  =  <Pij(x'),

поскольку и' e Q j .
Теперь, если t, j ,  к 6  I, i <  j  <  к и «  €  Qj, v 6  Qfc, to  u + v + u u  6  Qj+fc+a+fc) =  Qfc- 

Следовательно,

(V4J ՛ W,fe)(*) =  П і іЫ М )  =  <PjAx  +  *«) =  (* +  xu) +  (x +  xu)v =

X +  XU +  XV +  X U V  =  X +  x(u +  V +  uv) =  <Pi,k(x).

Из сверхтождества

(4.12) F(F(x,G(x,z)) ,F(x,y) ) = F(x ,G(x,F(y ,Z)))

следует ипъективпость ifiij, (i < j ) .  Если iptj(a) =  <fiij(b), a ,b  e  Q{, m  a +  a u  = 

b + bu, u € Qj. Тогда

a +  au + a + b Հ̂= 2* a +  a b  + H.

Имеем b e  Qj, u e  Q j , следовательно 6 +  u 6 О щ  =  Qij =  Qi- А это значит, 
что ծ + й  ~  а, т.е. a +  a • Ь +  5  =  а. Поэтому a +  au +  a +  ծ =  а. Аналогично 
b + bu +  b + a = b. И окончательно

a =  a +  au +  a +  b =  6 +  bu +  6 +  a =  6,

поскольку a +  au =  ծ +  bu, как было сказано вьппе.
Сюръективность отображения <pij следует из сверхтождества

(4.13) F(G(x, F(x, у)), G(G(x, F(x,  у)), х)) = х.

Если b е  Qj, то для произвольного а Շ Qi имеем:

W + ^ ) e Q m j  = Qtj  = Qi,

так как t < j .  Отсюда

<Pij (b{b +  a)) =  6(5 +  a) +  b(b +  a) • ծ (4=3) b.
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Теперь определим отображение հէյ-: Qi —► Qj  следующим образом:

\ j ( x )  = (х)', X 6 Q{.
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Из сверхтождества

На следующем шаге воспользуемся сверхтождеством

(4.15)

F(F(G(u, F(u, й)), G(u, F (u ,«))), F(G(v, F(v, v)), G(v, F(v, v)))),

где обозначено է = F (x,y), и  =  F(x, G(x, j/)), v = F(y ,G(y,x)). Если заменить 
F  = +, G = ■ в (4.15), то получим:

Следовательно,

+  ») =  (* +  ѴУ =  (z +  xy)7 +  (у +  ух)' =  х7 +  V  =
для X , у €  Qi- Аналогично, при замене F  =  •, G =  +  в (4.15), получаем дуальное 
тождество Л{ j(x • у) =  h{j(x) ■ h{j(y). Далее,

где обозначено u =  F(x,F(x,y)),  է =  F(G(x,F(x,x)),S(x,F(x,x))).
При замене F  =  + , G =  • получим тождество

х/ +  х/ - ( х + г  +  у ) = х  +  х(х +  г +  у).

Если возьмем х  € Qi, у е Q*, где к 6 / ,  А: > t + 1, то х +  х € Qi+j, х 4- х +  у € 

Qi+I+k =  Qk, следовательно

=  'Р і.к^)  = F  +  ? - ( x  + x +  y) =  x +  x(x +  x - l -y ) =  ѵ>і,*(х),
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потому что X + х + к Շ Qk• Итак,

л»,1 ■ П,к =  W.k’

для любого k > i  + i-
Пусть теперь х  £ Qi, у 6 Qj, где i  + j  = к. Тогда х + у  е  Qk, п

<Рі,к(х)+ Ѵ іЛ у) = (* + Հ * + V)) + (у + у(х  + »)) = (* ■+ у)+ (* ■+ »)(* + у) = 1 + У՝ 

<Рі,к(х) ■ <Pj,k(y) = (х + *(* +  у)) ■ (у +  у(х + у)) =  

ху  +  zy(x +  у) + x(x + у)у + xy(x + y) = xy + xy(x + y) = xy  + xy + xy = x - y ,

X = (х'У = hi։j(x՛).

Этим мы докя^рпи, 414} алгебра И является Де Моргановой суммой Де Морі-а- 
новых алгебр Q<(+, •/),  i е  I. Теорема доказана.

5. С л е д с т в и я

Следствие 5.1. Подпрямо неразложимая Т-алгебра D, где Т  =  {1,2}, удовле­
творяющая сверхтождествам (1.1) — (1.4), (2.1), (3.2) — (3.4), (4.1) — (4.16), а 

также (3.5), (3.8), (4.8), (3.11), (3.12) и (3.10) из работы [1], является Д е Морга­
новой квазирешеткой, т.е. в ней выполняются все сверхтождества многооб­

разия алгебр Д е Моргана.

Доказательство. Из доказательства предложения 2.1 следует, что мощность 
бинарных операций такой алгебры Ю не больше 2 (поскольку в доказатель­
стве этого предложения мы воспользовались только сверхтождествами (1.1) —
(1.4), (2.1), а также (3.5), (3.8), (4.8), (3.11), (3.12) и (3.10) из работы [1]). Теперь 
если Ю имеет одну бинарную операцию, то она удовлетворяет тождествам (3.5), и 
в силу предложения 3.1, является квазирешѳткой Де Моргана, т.е. в ней выпол­
няются все сверхтождества многообразия алгебр Де Моргана. А если 2) име­
ет две бинарные операции, то из теоремы 4.1 следует, что она является Де 
Моргановой алгеброй или Де Моргановой суммой Де Моргановых алгебр (по­
скольку в доказательстве этой теоремы мы использовали лиш ь сверхтождества
(1.1) -  (1.4), (2.1), (3.2) -  (3.4), (4.1) ֊  (4.16), а также (3.5), (3.8), (4.8), (3.11), (3.12) 
и (3.10) из работы [1]). Теперь из достаточности этой же теоремы следует, что 2) 
является квазирешеткой Де Моргана. □
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Следствие 5.2. Сверхтождества (1.1) -  (1.4), (2.1), (3.2) -  (3.4), (4.4) -  (4.10),
(4.12) — (4.16), а также (4.8) из работы [1J составляют конечный базис сверх­
тождеств многообразия алгебр Де Моргана.

Доказательство. Сначала заметим, что сверхтождества (1.1)—(1.4), (2.1), (3.2)—
(3.4), (4.1) — (4.16), а также (3.5), (3.8), (4.8), (3.11), (3.12) и (3.10) из работы [1] со­
ставляют базис сверхтождеств многообразия алгебр Де Моргана. Пусть алгебра 
3) удовлетворяет этилі сверхтождесгвам. Мы должны доказать, что в этой ал­
гебре справедливы все сверхтождества многообразия алгебр Де Моргана.

Из теоремы Бігркгофа о подпрямых произведениях для категории Г-алгебр 
и следствия 5.1 следует, что в рассматриваемой категории Г-алгебр, алгебра 
3) изоморфна подпрямому произведению квазирешеток Де Моргана, которые, 
по определению, удовлетворяют всем сверхтождествам многообразии алгебр Де 
Моргана. Поэтому Ю также удовлетворяет всем этим сверхтождествам.

Далее, сверхтождества (4.1) -  (4.3), (4.11), а также (3.5), (3.8), (3.11), (3.12) и
(3.10) из работы [1] являются сверхтождествами многообразия дистрибутивных 
решеток, и в силу теоремы 1.1 являются следствиями сверхтождеств (1.1) — (1.4). 
□

Из этого результата непосредственно вытекает следующее следствие.

Следствие 5.3. Многообразие алгебр Де Моргана имеет конечный базис сверх­

тождеств, состоящий из сверхтождеств, функциональные и предметные ран­

ги которых не превосходят 3.

Abstract. The paper characterizes the algebras with hyperidentities of the variety 
of De Morgan algebras. For these algebras with two binary operations we prove a 
structure result. As a consequence, we obtain a finite base of the hyperidentities 
having functional and objective ranks not exceeding three.
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ОДНОПАРАМ ЕТРИЧЕСКОЕ СЕМЕЙСТВО П О Л О Ж И ТЕЛ ЬН Ы Х  
РЕШ ЕН И Й  Д Л Я  ОДНОГО КЛАССА НЕЛИНЕЙНЫ Х 

БЕСКО Н ЕЧН Ы Х  АЛГЕБРАИ ЧЕСКИХ СИСТЕМ  С 
М АТРИЦАМ И ТИПА ТЕПЛИЦА-ГАНКЕЛЯ

X. А. ХАЧАТРЯН, М. <Х>. БРО Я Н

Армянский национальный аграрный университет 
E-mail: Khach820rambler.ru; Broyan&rambler.ru

А ннотация. Исследуется класс нелинейных бесконечных алгебраических 
уравнений с матрицами типа Игплипа-Ганкеля. Строится однопараметриче- 
ское семейство положительных решений для этой системы. Изучается также 
асимптотическое поведение построенного решения на бесконечности.

MSC2010 number: 45G10, 45М20.
Ключевые слова: система алгебраических уравнений; однопараметрическое 
семейство решений; предел решения; бесконечная матрица типа Теплица-Ганкеля.

1. В в е д е н и е

Рассматривается следующая нелинейная бесконечная система алгебраических 
уравнений:

ОО

(1.1) In =  7n5I(an-fc - £Оп+*)(і* -  w*(a:fc))I ո =  0 ,1 ,2 . . .
fc=0

относительно искомого бесконечного вектора х  =  (іо, х і ....... ....... . .)т .
Здесь А  =  (on-k)“ k=o -бесконечная матрица с неотрицательными элементами, 
удовлетворяющая следующим условиям:

ОО

(1.2) &п > йп+і ^ 0» Я- =  0» 1» 2, ••• ^  ̂ =  I» ո ~

(1.3) Vj(A)=  |ո|յ Օո < +00, j  =  0,1,2.
n = —oo
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Е 6 [0,1]֊заданный числовой параметр системы.
П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  вещественыозначных измеримых функций {w„(r)}“=0 обла­

дает следующими свойствами:

(1.4) 1) wit € С[0; +оо), к =  0,1,2, . . .

(1.5) 2) существует6 >  Отакое, чтоО <  иц(т) убывает иа [Ճ; +оо), к =  0,1, . . .

3) существует функциям 6 1>і(0, +оо) Ո Со[0; +оо), ш(т) > 0, г 6 [ծ,+оо), 
 ̂ тщ (ш ) <  + o o ,w  j. [Ճ; + o o ); w *(r) <  w(fc +  1 + т ) , к  =  0 ,1 , . . . ,  r  6  [<5;+oo).

Здесь (7n}SLo~ заданная монотонно возрастающая последовательность, причем
ОО

(1.7) 0 < 7п < 1і ո =  0 ,1 ,2 , . . . ,  £ ( 1 - Ч „ У < + о о ,  7 = 0, 1.
п=0

Система (1.1), кроме самостоятельного математического интереса, имеет важное 
прикладное значение в теории переноса излучения в спектральных линиях (см. 
[1]). Кроме того, указанная система имеет применения в эконометрике, а именно 
в задаче распределения национального дохода в стране (см. [2], [3]).

В том частном случае, когда w* =  0 и е  =  0, система (1.1) сравнительно 
недавно была исследована в [4]. В случае, когда 7„ =  1, шп =  0, Е =  0, (1.1) 
превращается известное в литературе дискретное уравнение Винера-Хопфа, ис­
следованию которого посвящены многочисленные работы (см. например [4] —

[7])-
В настоящей работе при условиях (1.2)-(1.7) доказывается существование од­

нопараметрического семейства положительных решений в пространстве ограни­
ченных последовательностей. Строится также предел последовательности {хп}о°, 
когда ո —> оо.

Отметим, что часть этих результатов являются дискретными аналогами ре­
зультатов работы [8].

2. В с п о м о г а т е л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы

Пусть Ք՚-одно из следующих банаховых пространств: тп, Ір, р > 1, где тп— 
пространство ограниченных последовательностей то =  {ծ =  (Ь0, ծլ,. . . ,  ծու.. ,)т  : 

sup |Ь*| < +°°}і с нормой II Ь ||m=  sup |b*|, a L — пространство бесконечных
0<k<oo 0<k<oo

векторов Ip =  {6 =  (6օ,ծւ,...,ծո, . . . )r  : £  lb*!” < + 00} с нормой || b ||i =
fc=0
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 ̂5Z ІЫР)  • Введем следующий класс П бесконечных теплицевых матриц: А  е 
П, если

ОО

(А)пк=ап-Іс п ,к  =  0 ,1 , . . . ,  II А ||п= ц — ^ 2  |afc| < + 00.
к = —оо

При /і < 1 матрица А называется регулярной, а при ц  < 1-вполне регулярной. 
Если а-к  =  а*, то А симметричная и совпадает со своей транспонированной А*. 
Введем также подклассы П± С :
1) U+ 6 tt+ , если U+ =  (Іп-*)” *=о и ип =  0 , при ո < 0.

2) Ս- £ Ո ՜, если г/_ =  (й„_*)“ *=0 и un =  0, при ո < 0.
Как известно, классы П± замкнуты относительно умножения и являются бана­
ховыми алгебрами (см. [6]).

В наших дальнейших рассмотрениях основную роль играет следующий факт: 
если Ս- 6 0 ՜  и Ս+ € ft+, то U-U+ С П и (U ֊U +)nk =  X) Как

j= m a x ( n ,k )
известно (см. [6], [9]), если А- регулярная матрица, то при условиях (1.2),(1.3) 
имеет место следующая факторизация:

(2.1) /  -  Л =  (7 -  !/_ )(/ -  U+),

ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ СЕМЕЙСТВО П ОЛОЖ ИТЕЛЬНЫ Х РЕШ ЕНИЙ ...

где /-единичная матрица, U+ 6 П+, Ս֊ € П . Факторизация (2.1) эквивалентна 
следующей нелинейной системе относительно {ս„,սդ}:

ОО ОО

Ur. = а п + '£ / йкип+к, й„ =  a-ո  +  £  йп+кик, п = 1 ,2 , . . . ,
к —0 к = О

ос °° ±
и0 +  йо =  а0 +  и “ * =

к = О  А := 0

Наряду с (1.1) рассмотрим следующую бесконечную алгебраическую систему:
ОО

(2.2) Sn ~ fc ~  EO֊n+k)Skt 71 =  0, 1, 2 . . . .
fc=0

Систему (2.2) запишем в матричной форме:

( J - Д )  + eA i)S  =  О,

Здесь Aq и А \ следующие операторы:
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А \ =  (On+*)“ fc=01 {M S) — ,
\fc=0 /  n=0

5  =  (50, S i , . . . , S n, . . . ) T e ^ -

Так как Aq-  регулярная матрица, то оператор I  -  А0 допускает факторизацию
(2.1) (см.[9]). Из (2.1), с учетом факторизационной теоремы 1 работы [10] следует, 
что оператор I  -  А0 +  еАі в Е  допускает следующую факторизацию: 

I - A o + e A 1 = ( I - U - ) ( I + B ) ( I - U +),

В  = (bn+k)ri,k=0’ Ьп>0,  П 6 No, (BS)  =  ( У ] bn+)cSk J ,
(2.3) \fc=o /  ո-ооо

ծ=(ծօ,ծւ.......bn, . . . ) T e h  и '52кЬк < +  оо,
Jfc=0

причем В является вполне непрерывным в каждом из пространств Е.
С учетом факторизации (2.3), решение системы (2.2) сводится к последователь­
ному решению следующих уравнений:

(2.4) ( J - £ Л ) 5  =  0,

(2.5) (I  + B )S  = S ,

(2.6) СI -  U+)S = S- 

Рассмотрим следующие возможности:
а) А =  — 1 не является собственным значением оператора В.
Уравнение (2.4) запишем в раскрытом виде:

ОО

(2*7) Sn  =  2 > - » S * ,  ті =  0 , 1 , 2 , . . . .
к=п

или
о ° °  о
Sn =  ^ Հ ukSn+ki fl =  0,1,2, . . .

*=0
0° -  ' о

Так как <7_ := ик = 1, то S  = (1,1, . . . ,  1,.. .)т будет удовлетворять системе
к= О

(2.7). Подставляя это значение в (2.5), получим:

(2.8) Sn = l ~ j r i bn+kSk, П = 0, 1, 2, . . .
к=0

Так как А =  — 1 не является собственным значением для вполне непрерыв­
ного  ̂(в Е) оператора В, то система (2.8) имеет ограниченное решение S  = 
(So.S i ,- - . ,S n )T, т.е. S  6 m.
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Теперь убедимся, что Jjjm S„ =  1 и S  —S  € £і- С этой целью систему (2.8) запи- 
шем в следующей форме:

(2-9) 1 - S n  =  Ьп+kSk
к = 0

Из (2.9) непосредственно следует
1 оо

(2-Ю) |1 — 5т»| < sup |S |̂ У ^Ь к-*  0, при п -¥  оо.
i e N  к = п

/  оо оо 00 \  Т
Нетрудно убедиться, что Ь* = £  Ьк, Е  ьк, ■ • •, Е  ■ ■ ■) 6 Іи  поскольку Ь €

\ А ; = 0  к=1 к = п  /оо
h  и Е  kbk < + 00. Следовательно, из (2.10), с учетом вышесказанного получаем: 

fc=0

(2.11) l imS„ =  l, S - S e l  i.
п —іоо

Перейдем теперь к решению уравнения (2.6):

1 00 I
(2-12) տո = Տո +  ^ 2  Հ -kSk п =  о, 1, շ .......

к=0

Так как свободный член 5„ системы (2.12) обладает свойствами (2.11), то из
(1.3), с учетом того, что и ст+ =  1, следует, что система (2.12) имеет решение
следующей структуры ( см. [6] теорема 3):

Տո ~  ----71 +  վուm i
где

оо
m i =  ^ т ш п <  -I-оо, q’ = {qo,qi,...,qn,---)T, q* 6 m .

n =  О

Ь) Теперь предположим, что А =  — 1 является собственным значением опера­
тора В. В этом случае из (2.4) выберем нулевое решение S  =  (0 ,0 , . . . ,О, 
Подставляем это решение в (2.5), получаем 

1 00 1
S„ =  - $ > +fcS*, л =  0 ,1,2, . . .  

к= 0

1
Из условия Ь) следует, что система имеет ненулевое, ограниченное решение S  =
/ 1 1 1 ч-Г(5о і5і і . . . ,5п>. . . )  •

1 1 °° 1
ISnl < sup |5n| b* =* 0, когда n -+ oo.

n k=n

ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ СЕМЕЙСТВО ПОЛО Ж И ТЕЛЬН Ы Х  РЕШ ЕНИЙ ...
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Более того, если учитывать последнее неравенство п тот факт, что Ь' € /ь  полу- 
чнм 5 £ h- Следовательно, система (2.12) имеет ограниченное решение (см.[6]).

О д н а к о  в обоих с л у ч а я х  это решение может быть знакопеременным. Докажем, 
что система (2.2) обладает также положительным решением S* =  (5J, S { , . . . ,  5*.. 

причем 5* > |ՏՈ|.

Теорема 2.1. Предположим, что Л =  — 1 не является собственным значением 
оператора В  и выполнены условия (1.2)-(1.3). Тогда, если е =  1, то система
(2.2) имеет ненулевое, неотрицательное, монотонно возрастающее решение 

5* =  (S5, ՏՀ,. . . ,  5*, . .  .)т , причем

| 5 „ | < 5 * < — п +  9, ո =  0,1,2, . . .  mi

где q =  sup|gn| и 5* ~  ^-п, когда п - ю о .
Если е £ [0,1) и

ОО

? Qfc
/о =  вир — ---  <  + 00,

n On
то система (2.2) имеет положительное, монотонно возрастающее решение 
S* =  (55,5 f , . . . ,  S * ,.. .)r , S* > |S„|, причем

1~  —  п, п -ю о ,  mi

infS’ = a o > 0 ,  <  —  п +  с, п =  0 ,1 ,2, . . .
" mi

еде

(2.ІЗ) с =  ша х Г— , г0 =  ^ п о п .Vmi mi )  Հ ձ

Доказательство. Сперва подробно обсудим случай е  =  1.
ОО

5т> ~  ^^(fln-A: ~  Om+k)Sk, Ո =  0 ,1 ,2 . . . .
fc=О

Рассмотрим следующие итерации:

(2-14)  ̂ fc=o
5п0) =  — п  +  9, 71 =  0 , 1 , 2 , . . . .  р  =  0 , 1 , 2 .........

По индукции докажем, что S монотонно убывают ио р.
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ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ СЕМЕЙСТВО ПОЛОЖ ИТЕЛЬНЫ Х РЕШ ЕНИЙ ... 

Сперва убедимся, что ՏԼ1] < s i ° \  при всех п  =  0,1,2.......

տձ"  ‘  ( і ‘ + * ) '  £ • * - *  ( £ * +? )  

( і (п ՜ г ) + ’ )  ՜  ( ^ (т ՜ п ) + ’ ) s  + ’  ՜  \ £
От 

п+1

< І _ п +  9 =  5 (0)і 
ТПі

Так как а,, убывает и а_п =  ап- Учитывая, что Оп-к > Օո+fc. то предполагая 
Sn^ < из (2.14) получим

ՏՀ*1) = f > » - *  -  an+k) S ^  < ք)(օ„_* ֊  en+fc)S<p- 1) =  ՏՀԼ
k=0 k=О

Теперь по индукции докажем,что

(2-15) S P > \ S n\, р = 0 ,1 ,2, . . . .

В случае р =  0 неравенство (2.15) очевидно, поскольку

\ S n \ < ֊ n + q = S ^ .ТПі

Предположим теперь, что (2.15) выполняется при некотором р  € N и докажем 
его в случае р + 1. Имеем

Str1' = £ (о п -к  ֊  an+k)sP > f  > n_fc -  an+fc)|5*| > |5„|. 
f c = 0  к = О

Из последнего неравенства, с учетом монотонности S ^  по р, получим что по­
следовательность {SnP)}£L0 имеет предел

lim Տ թ  =  Տո,
р - ¥  ОС

причем Տո удовлетворяет системе (2.1). Из (2.14), (2.15) получаем

(2.16) — n + q > S n > \S { x ) \ ,  71 =  0 ,1 ,2 , . . . .m i
~ .

Следовательно, учитывая (2.16) и (2.12), можем утверждать, что Տո ~  — п, при 
ո —► оо

ts/
Теперь убедимся, что Տո возрастает по п. С этой целью сначала по индукции до­
кажем, что возрастает по п, п  = 0 ,1 ,2 ,..., р =  0,1,2...... Действительно,
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записывая итерации (2-14) в следующем виде:

5 (р+і ) =  £  ,
(2.17) ->-=-0° T=n

SjP^ =  — ո  +  9i ո  =  0 , 1 , 2 , . . . , P  =  0 , 1 , 2 , . . . .
mi

и предполагая, что возрастает по п, из (2-17) получим
П+1 ОО п оо

S % ֊ » - S < r » =  Е  Е  м й - і -  Е  « А “ , + Е « ^ й ,

> Ё  M s S i - ,  - s ? 2 r) +  E “-<s “ .  і °-
Т = — OO T = n

Следовательно 5^>+1̂  возрастает no n для р =  0,1,. . . .  Из последнего следует,
л*

что 5п возрастает по п. □

Перейдем теперь ко второй части доказательства, когда е 6 [0,1). С этой 
целью докажем следующий вспомогательный результат.

оо 
£  «*

Лемма 2.1. Пусть Iq = sup — — < +оо. Тогда, при выполнении условий (1.2)-
Ո

(1.3), для всех £ € [0,1) справедливо следующее неравенство:
ОО

1 5 Г а*
(2-18) -J---------- г—-г----- r - < - s r — . ո =  0 ,1 ,2 , . . . ,

m ic(l +  e) +  ( l - e ) n  f ,  kak
к —ո

где число с задается согласно (2.13).

Доказательство. Обозначим через ірп следующую последовательность:
00 оо

(2.19) <рп =  (mic(l +  £) -(- (1 — е)п) а* — (1 — е) как, ո =  0,1,2......
fc=n к=п

Докажем, что последовательность ірп убывает и

4>п —► 0, ո —► оо.

Сначала заметим,что (ро> 0:

у>о =  mic(l +  е) ^  -  (1 -  е) ^  как =  — +  ^  -  (1 -  е)г0
*=о ' к=о г

~  1 Г ' тГ^1 +  е) ~  ~  е)г° =  2гое >  О-
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Оцепим разпость:

4>п ֊  4>п+ 1 =  т і с ( 1  +  е)
оо \ /  ОО оо \

( Е а* -  £  * 1 +  (1 -  e)n 1 2 > ֊  £  Ч
\ к = п At=n+1 / \ к = п А:=п+1 /

լ  ОО

~ ( 1 _ е ) £  а* -  т і ^ г ( 1 +  е)а" +  (1 -е)*Юп ֊  (1 - е )  У '  а*
fc-n+l 1 fc=n+l

ОО ОО

^ +  е) £  а* -  (1 -  е) £  “к +  ( 1 -  е)па„ =  2е £  а* +  (1 -  е)поп > 0.
к=п+1 к—п+1 к=п+1

Из сказанных фактов следует, что <рп > <рп+\.ОО ОО
Поскольку ո 2  о* < к°-к —► 0, ո —> оо, то из (2.19) непосредственно следу-

fc=n fc=n
ет, что ¥>п -+ 0, ո - t  оо. Так как <рп убывает по ո и у>п -» 0, ո -> оо, то > 0, 
т.е. справедливо неравенство (2.18). Лемма доказана. □

•Рассмотрим (2.2) и следующие последовательные приближения:

fc=о
S£0) =  —  n +  c, n,p =  0 , l , 2 , . . . .m i

Используя (2.13) и оценку (2.18), аналогичным образом можно убедиться в до­
стоверности следующих фактов:

5§*) убывает по р, S|W возрастает по п, 5<р) > S„.

Следовательно последовательность {s ip)}£L0 имеет предел:

lim S W = ՏԼ>Տո
р—►оо

и этот предел удовлетворяет системе (2.2).
/SJ l>J rsj

Докажем, что inf S " = o q > 0. Так как 5* > 5п> 5п > 0, 5п 9̂  0, то существует
Ո

хотя бы одно по € {0,1,2,. . .},  такая что 5*0 > 0. Зафиксируем это число. Из
(2.2), с учетом монотонности Տ*, получим

оо оо
•5* > (tin-к  — ean+fc)5jj > 5*0 (вп-fc ~  £<*«+*)

fc=Tlo fc=n0
/  П—по ОО \  /  -По ОО \  ОО

=  5 о̂ І , аЗ - £ £  аі - 5 0̂ Е  շ Տ Հ օ Ը - Հ  J 2 ai-
\ І = -OO յ՚=ո+ոօ )  \j=-oo і=П0 /  i=no

оо
Откуда следует, что ого > (1 — £)ՏՀ0 2  аі > 0. Таким образом теорема 2.1

j=nо
полностью доказана.

Аналогичным образом доказывается следующий результат.
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Теорема 2.2. Предположим, что А =  - 1  яѳ.,гяется собственны  с значением 
оператора В  и выполнены условия (1.2)-(1.3). Тогда, если £ =  1, то система (2.2) 
имеет ненулевое, неотрицательное, возрастающее и ограниченное решение S  =  
(Տօ.S i, Տշ, • • •, Sn. • • 0r > причем |S„| <  Sn < sup|S„|. Если же £ e  [0,1), mo 
система (2.2) имеет положительное, монотонно возрастающее и ограниченное 
решение Տ ' =  (S0*,SJ,S2*. . . ,  SJ, .. .)Т. S* > Տո, причел.:

s ;  < sup Sn. inf տ; =  /?о > 0, Hm S* =  sup Sn-ո ո П—»00 n

Теперь займемся вопросами построения положительного, монотонно возрас- 
тающего решения для следующей более общей системы:

ОО

(2.20) hn = 7ny^(on-fc - g(bi+k)hk, ո =  0 ,1 ,2 . . . .
Аг=0

относительно искомого вектора h =  {ho, h i .................հո, ■ • •) •
При условиях (1.2)-(1.3) и (1.7), система (2.20) имеет нетривиальное решение 

հ =  (Ло, Ль • • •, Ап. • • -)Т следующей структуры: 0 < հ = Տո ֊  rn < Sn (см. [4]), 
где г =  (го, ո , . . . ,  r„ ,.. .)т-ограниченное решение системы:

ОО

Гп =  (1 ֊  7 n )S n  +  7 „  -  £ап + к )гк .
к=0

f*J
С использованием неотрицательного решения հ , аналогичным образом как и 
выше, устанавливаются следующие результаты:

Теорема 2.3. Пусть А =  — 1 не является собственным значением операто­
ра В  и выполнены условия (1.2)-(1.3) и  (1.7). Тогда, если е  =  1, то система
(2.20) имеет ненулевое, неотрицательное, монотонно возрастающее решение 
h =  (Ло,Лі,...,Лп,...) , причем հո > հո и

հո < ֊ ֊ п  + Я, Ո =  0 ,1 ,2 , . . . ,  m i

հո ~  — ո, когда ո -¥ оо. m i
Далее, при е € [0,1), Іо < +оо, система (2.20) имеет положительное, моно­
тонно возрастающее решение հ* =  {հՀ, հՀ, . . . ,  / Հ , .. .)т , причем հՀ > А*, и

hi ~  — n, когда n  -voo,  mi

ա ք / Հ = 0 օ > Օ ,  Հ < ֊ ո  + Շ>
n  T 7 l i

где число с задается согласно (2.13).

7 2



Теорема 2.4. Предположим, что А =  — 1 является собственным значением 
оператора В  и выполнены условия (1.2)-(1.3) и (1.7). Тогда, если е =  1, то 
система (2.20) имеет ненулевое, неотрицательное, монотонно возрастающее 
и ограниченное решение h =  (Л0, հ1,հ շ , . . . ,հ ո , . . . ) 7' , հո > հ-

Если оке £ 6 [0,1), то система (2.20) имеет положительное, монотонно 
возрастающее и ограниченное решение հ* =  (հՀ,ftj,. . . , Л*,.. ,)Т , причем:

Кі < sup հո, inf հ* =  fio > 0, lim /і* =  sup Л„.
Ո  Ո  71—Ю О  ո

Теперь рассмотрим следующую бесконечную алгебраическую систему:
оо

(2.21) »M =  2w(n +  t f ) + 7 n ^ ( a „ - f c - e a n+fc)»7Jfc, ո =  0 ,1 , . . . ,
fc=o

относительно искомого бесконечного вектора т) =  (rjo,J?i,. . .  ,т?п, .. .)т .
О

Здесь и  удовлетворяет условиям (1.4)-(1.6). Будем также предполагать, что 
последовательность {7п}^=о и матрица А =  (an-k)™k=o удовлетворяют условиям
(1.7) и (1.2)-(1.3), а іо < +°с. Тогда система (2.21) имеет неотрицательное и 
ограниченное решение: т? =  (т/о, щ , . . . ,  т)п, .. .)г  6 тп, причем 2ш(п+5) <т)п, п = 
0,1 ,2 , . . . ,  (см. (6]).

Введем следующее множество

(2.22) Ո տ խ ( 2 5 ^ ւ ք տ ) ւճ) , + օ=),

где r f  =  sup т)п, 00 =  inf Л*, а 6о > ^-некоторое фиксированное число, для кото-
п п

рого ш(6о) < <5о- Справедлива

Лемма 2.2. Пусть է е  П-некоторое число. Тогда

Հ  = էհ"ո > ^ո , ո =  0,1,2.......

Доказательство. Поскольку і € П, то из (2.22) следует, что
тах(т?°,г0)

Д> '
следовательно, получаем

hln =  i/i* > էթо > тах(т/0,5о) > Ѵ° >  »7ո-

□

ОДНОПАРАМ ЕТРИЧЕСКОЕ СЕМЕЙСТВО ПОЛОЖ ИТЕЛЬНЫ Х РЕШ ЕНИЙ ...

Введем последовательность следующих функций:

(2.23) Հ  =  1 _ ! ^ ± ճ 1 , ո  =  0,1,21. . . , է 6 Ո .
ռո
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Лемма 2.3. Справедливы следующие факты:
a) 0 < Հ < 1 ,

b) 5 3 (1  -  Հ ) ո յ  <  + 00, j  =  0 ,1 ,
п=0
с) А„ возрастает по п, 

d) lim А* =  1.
п-ю о

Доказательство. Сперва докажем а).
Пусть t e n ,  тогда і  > тях^  ,<?0- и следовательно h*„ > 60 > 6. Тіак как ш

Ро
убывает на [Ճ, +оо), то

ш (п  +  к*п) <  w (n  4- * ) ■

Итак
^ > 1 _ £ ( ո ± 5 օ) > i _"C*L±«d) > i _ f £ M > 0| Հ < 1 .
M ՜  հ*ո ~  Տօ «о

Итак 0 < < 1.

b) { 1 - Հ )  < + о с ,  j  =  0,1.
Ո =  О

с) и d) непосредственно следуют из вида (2.23). Лемма доказана. □

Пусть т = (то,тх....... т„,.. .)т удовлетворяет следующей системе:
ОО

(2.24) т„ =  2w(n +  Հ )  + Հ՞քո £  (on-* -  £Оп+*)т>.
fc=о

Введем следующие итерации:

тЬ+Ѵ = 2£(ո +  Հ )  + Aj,7„ 52(°п -*  -  £ап+к)тіР\
k=О

T < ° > = 2 w ( n  +  / £ ) ,  ո  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  р  =  0 , 1 , 2 ,  —  •

Индукцией по р можно доказать, что

(2 25) возрастает по
Ѵ ’ г ^ й т ь ,  р  =  0 , 1 , 2 ..........

Следовательно последовательность {т^}§° имеет предел:

Ши тпМ = г п

и предельный вектор т = (т0,т і , . . .  ,г„, .. .)т удовлетворяет системе (2.24), а из
(2.25) следует, что

(2.26) 2<Տ(ո +  Հ ) < 7 - „ < ^ < / Հ ,  п = 0 ,1 ,2 , . . . ,  <€П.
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ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ СЕМЕЙСТВО П ОЛОЖ ИТЕЛЬНЫ Х РЕШ ЕНИЙ ... 

Рассмотрим теперь соответствующую однородную систему уравнений:
ОО

(2-27) дп  =  л „ 7 п ^  ( ռ ո —іс — e O n + i^ q if .
к=о

Прямой проверкой можно убедиться, что զԼ =  2h*n -  r„, ո =  0 ,1 ,2 , . . . .  удовле­
творяет системе (2.27). Введем следующие итерации:

(2.28) =  £ (a”- fc ՜  еа" + ^ Ы ,

9І0)= 2 ^ ,  Р =  0 ,1 ,2 , . . . ,  ո =  0,1,2.......
Индукцией по р докажем, что

(2.29) дЫ і  по р.

В случае р =  1 имеем:
ОО

як1} = Հ ղո յշԼ օ ո -k  ֊  տօո+^շՀ = շճԼհԼ < շ Հ  = Հ0).
*=օ

Предполагая, что զո'1 <qn 11 из (2.28) получаем 9ІР+1  ̂ <  д}?\ Заметим также, 
чтод Р  <  2Л‘„ • h‘n, р =  1,2,3, . . .

Теперь докажем, что

(2.30) я Р > Я І  р =  0,1,2, . . .

В случае р =  0, =  2/Հ =  +  т„ > ?{,. Предполагая, что при
некотором р, из (2.28) получим: զ ^ 1) >  А̂ 7„ £  (оп_* -  ea„+fc)9£ =  q*n.

к=0
Таким образом, из (2.29), (2.30) следует существование предела последователь­
ности {ցո^}օ° :

(2.31) lim զ®* = д п < 2А*„Л̂ ,
Р —гО О

причем д =  (до,ді,. . .  ,дп , • •-)т удовлетворяет системе (2.27) и цепочке нера­
венств

(2.32) Հ < Հ < ց ո < 2 Հ Հ  < շ Հ .

Неравенство հ։ռ < 9  ̂ сразу следует из леммы 2 и (2.26). Прямой проверкой 
можно убедиться, что если q =  (90, ?і, • • ■, 9n, • • -)Т является решением системы
(2.27) и удовлетворяет неравенствам (2.32), то ф =  {ф о,ф \,...,ф п, • • -)т , Фп =  
— ■ будет удовлетворять системе

ОО

Фп =  7n  -  £йп+к)>ЧсФк,
fc=О
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и неравенствам

(2.33) h։n <Я։п < q„ < Фп < 2 Հ ,  f e n .

3. Р е ш е н и е  о с н о в н о й  с и с т е м ы  (1.1).

В этом параграфе мы строем однопараметрическое семейство положительных 
решений для уравнения (1.1).

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия (1.2)-(1.6), причем 10 < +оо, а е € 
[0,1). Тогда система (1.1)обладает однопараметрическим семейство.» положи­
тельных решений { Հ } է6ո, z* =  (зо,і і , -- - ,Зп.--- )Т со следующими свойства- 
ми:

если է \ , է շ  6 П и կ  > է շ ,  то х% — х% > 2(էւ -  է շ )  fa,

(3.1) ^ ո < Հ < շ Հ ,  t e n ,  ո = 0 ,1 ,2 , . . . ,  

причем
a) если А =  —1 является собственным значением оператора В, то х 1 е т, для 
любого է  е П,

21b) если же А =  — 1 не является собственным значением В, то х ьп ~  — п, когда
ГП і

Ո  -*■ + 00.

Далее, если дополнительно ш*(т) убывает также по к и е =  0, то і* возрастает 
по п  для любого t e n .

Доказательство. Введем следующие специальные итерации:

(3.2) =  7ո ք)(օ„_* -  Ean+k)(x P  -  «■*(*£>)), *№) =  2Հ ,
Л:=0

для любых п ,р  =  0,1,2,. . . .
Индукцией по р нетрудно убедиться, что

(3.3) хМ  > фп, р =  0 ,1 ,2 , . . . ,

(3.4) х ^  убывает по р, р = 0 ,1 ,2 , . . . ,

(3.5) если է Ն է շ  6 Пто _  хЬ(р) > շ(/Հւ -  h%),

(3.6) возрастает по п р =  0 ,1,2, . . . ,

Сначала докажем (3.3). Пусть р  =  0, тогда неравенство (3.3) сразу следует из 
(2.33): Хп  ̂ =  2հո >  ірп. Предположим (3.3) справедливо при некотором р 6 N.
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Тогда с учетом монотонности шк на [J, +оо),(2.23) и неравенства х (пр) > фп будем 
иметь:

ОО оо
=  7п п - к - е а ^ + к ) ^ -Ш к (4 р))) >  7 п £ ( а „ _ к - е а п+к) ( ^ -w itty*))

ОДНОПАРАМ ЕТРИЧЕСКОЕ СЕМЕЙСТВО ПОЛО Ж И ТЕЛЬН Ы Х  РЕШ ЕНИЙ ...

к=0 к—О
ОО

>  7n £ (a r ,֊ fc  ֊  £Оп+к)(Фк ֊  Wk(b*)) >  7n £ ( а „ - к  -  е а п+ІС)№ к  ֊  и>(к +  Հ ) )
k=U к~0

ОО 0 0

— 7n £ (°n-fc £On+fc)(Vifc — (1 — Aj.)/ijj.) > 7„ ^ 2 (a n_jt — еап+* ) ( ^  — (1 — А*)Ѵ»к) 
*=o fc=0

OO
=  7n £ ( a n_ t -  ean+fc)A‘fĉ t  =  фп.

к=О
Докажем свойство (3.4).Так как Хп^ > ‘фп > հՀ > 6, է 6 П, то

* ? } =  7п £  (о,»-* —ввп+*) (ifc0) — Wk (®£°*)) < 27n X ](a7l_fc-e a n+i)/i‘. =  2/Հ =  Հ°). 
fc=0 fc=0

Теиерь, предполагая, что < х ^ ~ г\  ո  = 0 ,1 ,2 , . . . ,  убедимся, что тогда 
х(р+і) < х (р) Из монотонности и>к на [<5, +оо) и с учетом неравенства Хп^ >6,  в
(3.2) будем иметь:

J.0H֊1) =  7п £ (an_fc _  eo n + jk )^  -  ик{х[р)))
к = О

> 7п £ (o n -fc  -  ean +jfc)^ ՜^  -  Wk(x^֊1))) =  а4р). 
к= 0

Займемся теперь доказательством неравенства (3.5). В случае р =  0 неравен­
ство (3.5) превращается в равенство. Предположим, что оно выполняется при 
некотором р € N. Тогда из (3.2) будем иметь:

хМр+і) _  з£(р+і) > շ7ո Y .ia n -k  ֊  ean+k)(h[} -  հՀ) 
k=о

+7n § )(« » -*  -  e O n + J M x ™ )  ֊  М 4 М )) > 2 (Հ1 ֊  Հ Դ  
fc=0

Таким образом, последовательность { i^ }q °  имеет предел lim х ^  =  х*п > фп, і*
p —toc

(хоі^іі • • • . Հ .  • • -)Т этот предел удовлетворяет системе (1.1). Из (3.5), (3.6) по­
лучаем

Հ1 ֊  Հ’ > 2(Հ* - *!?) > т  -  է2)Բօ.
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В случае а) из неравенства х։п < 2 следует, что х € т .
В случае Ь) из (3.1), с учетом (2.33), приходим к асимптотическому равенству:

* 2* , _XI ~  — ո, ո —+ оо. mi
Для завершения доказательства теоремы нам остается убедиться, что если шк(т) 
убывает также по к, то х  ̂возрастает по ո для է 6 П. Пусть x^+j >  x(f  для всех 
ո =  0,1,2.......Рассмотрим следующую разность:

15= 7 п (  £  < ^ ( 4 і - г ֊  А )
\ т = — ОО

п+1 . .
+  ^  а т ( ^ п - г ( ® ^ г )  wn + l - r ( ® n + l- r ) )

Т = —оо

Следовательно, > х & ^  ,п  =  0,1,2...... Теорема доказана. □

Авторы выражают благодарность рецензенту за полезные замечания.

Abstract. The paper studies a class of non-linear infinite algebraic systems with 
matrix of Toeplitz-Hankel type. An one-parameter family of positive solutions for 
such systems is constructed, and the asymptotic behavior at infinity of the solution 
is investigated.
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